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IV.6. Greenova véta

Krivkovy integrdl vektorového pole po uzaviené krivce ¢ nazyvame cirkulaci vekto-
rového pole fpo krivce ¢ a zapisujeme f ds.
Necht : 1) vektorovd funkce f= (U(:v,y), Vi(x, y)) md spojité parcidlni derivace v oblasti

G C E,y,
2) krivka ¢ C G je kladné orientovand, uzaviend, jednoduchd, po ¢dstech hladkd,

3)intc C G.
f}’ds—lﬁ/ QK——Qg>dxdy
nt c

Potom
POZNAMKA: Je-li kFivka ¢ orientovand zdporné, pak md integrdl napravo znaménko minus.

POZNAMKA: Vyjddrenim krivkového integrdlu v diferencidlech md tvrzeni Greenovy véty

tvar: P
]{de—i—‘/dy = //mtc(a—x — 8_y> dx dy.

Priklad 534. Pomoci Greenovy véty spoctéte cirkulaci vektorového pole
f=(2x 4 3y,5z —y — 4) po obvodu AABC ve sméru A — B — C,

kde A =[1,0], B =[1,-3], C = [-3,0].

Cirkulace, tj. ff ds = 7!(2x+3y,5x—y—4) 45 B
Y c c

C A ——// (5—3)dxdy——2// ldrdy =
> int c 1 NABC

i
= 2. Py = 2| 4B - | AC| = -

(orientace kiivky ¢ je zdpornd, proto pfed dvojnym integralem je

znaménko minus) .
|
B

Priklad 535. Vysetiete existenci integralu ]{ (ln (2% + y?), —2arctg %) -ds a rozhod-
néte o moznosti uziti Greenovyc vety k jeho vypoctu, jestlize ¢ C Eq je
kladné orientovand kiivka dand rovnici —a) 2% +y? = 1,
b) (x—10+y*= 1, ¢) (x—2)*+y*= 1, d) ¢ je obvod ctverce
s vrcholy A =[1,0], B =[0,1], C = [-1,0], D = [0, —1]. Jestlize
integral existuje, vypoctéte jej pomoci Greenovy véty.

—

Resend: Definién{ obor vektorové funkce f = <ln (2 +y?), —2arctg = ) je D(f) = D1UD;,
Dy ={lz,y] € Es; > 0}, Dy ={[z,y] € Ea; x < 0}.

ou 81n(1: +y)) 2 oU  dln(z®+y®) 2y

or oz a2 y? oy Dy a2 y?

ov d( — 2arctg ¥) B 2 y ov. O( — 2arctg ¥) B —2 1
or oz T 1+ (y/a)? 2 Oy Dy T 1+ (y/x)?

V oblasti Dy i v oblasti Dy je dana funkce spojita a ma spojité parcidlni derivace 1. fadu.

Pro libovolnou uzavienou kiivku v Dy tedy existuje j{ f -d§ a pro vypocet lze pouzit
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Greenovu vétu. Totéz plati i pro oblast Ds.

) Funkce fje spojitd na mnoziné C'\ M, kde
A M = {[0,1],[0,—1]} (M je dvouprvkovd mnozina).
Na mnoziné C'\ M je vsak funkce f omezend, nebot

T
pro kazdy bod [z, y| lezici mimo osu y je ‘arctg g‘ < 5
x

)
<> . Krivkovy integrél tedy existuje.

Pro vypocet ale nelze pouzit Greenovu vétu, nebot
v bodech mnoziny M, kterd je ¢asti ktivky ¢ neni funkce
f definovana.

b) V okoli bodu [0, 0] nenf funkce f omezend, nebot

Y . 2 2
lim In(2*+ = —00.
[,y]—0,0] ( v)

Dany integrél tedy neexistuje.

To plati pro libovolnou kfivku, ktera obsahuje bod
[0, 0].

\gl/ x
Y Integral existuje a lze pouzit Greenovu vétu,
m nebot kiivka ¢ lez{ v oblasti D;.

Provedme tedy vypocet.

L oV oU B 2 y 2y B
g vra= [, Ge-g)ww= ], (mame = atm) -

:// Odx dy = 0.
nt c

d) Yiq
\\ Integral existuje, ale nelze pouzit Greenovu vétu.

Duvod je stejny jako v tloze a).

-1 17T

‘1 |

Priklad 536. Urcete cirkulaci vektorového pole f = (—y,x) po zaporné orientované
kiivee ¢ = ¢; U ey, kde ¢; = {[z,y] € Eo; 2° — 22 +¢y* =0, y > 0};
¢ = {[r,y] € Ea; y =0, v €(0,2)},

a) primym vypoctem, b) pomoci Greenovy véty.
Resent:
eend: y, "
cr:(r—12+y* =1,y >0,

pocétecni bod je A = |0, 0]

c:y=02€(0,2)
A B B pocétecni bod je B = [2,0]

0 Cs 2 x
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= [1 4 cost,sint], te€ (0,m)
= (—sint, cost)
= [2,0] = nesouhlasn4 orientace

=1+ cost,
{ _ sint, te(0,m)y =

= nesouhlasné orientace

2
/(—sint,1+cost)-(—sint, cost)dt—/ 0dt =
0

£
S—
!
Q.
\
&.
Wy
_l_
\
&,.J
N
C/J
I
|

Z—/ (Sin2t+(1+cost)cost)dt:—/ (1+cost)dt:—[t+sintr:—7r
0 0 0

b) Soufadnicové funkce U, V' daného vektorového pole f maji spojité parcidlni derivace
v Eo. Dana kiivka ¢ je uzaviend, po ¢astech hladka. Lze tedy pouzit Greenovu vétu.

- 1
j{de,Gr:v —// (1+1)dl‘dy:—2~(obsahpﬁlkruhu):—2-571'-12:—
c mt ¢

Priklad 537.* Vypocitejte pomoci kiivkového integralu plosny obsah vnitiku asteriody
c={[z,y] € By; 2*3 +9** =, a > 0}.

Reseni: Pouzijeme parametrizaci asteriody :
.- { r = a’cos’t,

3

P(t) = [a®cos®t,a®sin®t] ¢ € (0,27)
y = a’sin®t,

€0.2m) = ' P(t) = (— 3a® cos® tsint, 3a® sin’ ¢ cos t)

Pro vypocet pouzijeme dusledku Greenovy véty, podle kterého lze obsah vnittku
kiivky ¢ vypocitat pomoci kiivkového integralu:

1
P = 1dxdy—§]§—yd:c+xdy—
nt c c

1 2m
- 5/ (—a3sin3t- (_3a3C082tSint) +a3c053t~3a38in2tcost) dt =
0
1 [2r 5 9. . 4 9 . 9 A 342 . )
25/ (3a” cos® tsin® t + 3a” sin” t cos t)alt:7 sinZt - cos2tdt —
0 0
3@2 27 Sil'l2 2t dt 3 2/’27"1—0084t dt 3 2|:t Sin4t:|27r 3 )
T2 —g? 5 W= mat— =—a‘m
2 Jo 4 8 Jo 2 16 4 lo 8

e Je ddna mnozina D a vektorové pole f
a) Napiste Greenovu vétu (predpoklady a tvrzeni).
b) Naértnéte mnozinu D a vyznacte kiivku ¢, kterd je kladné orientovanou hranici

této mnoziny D.
¢) Vypocitejte cirkulaci vektorového pole f podél kiivky c.

538. D = {[z,y] € By; a2+ 42 <4, 2 >0,y >0} [ = (zy, 22+ 2x)
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539. D ={[x,y] € Ey; 0 <2 <2,0<y <2z}, f:(y2—3y,my)

y

@l

> 1
540. D ={[z,y] € Ey; 0 <2 <3,0<y <1}, f= <§y3, a:2+y2>.

8]

541. D = {[z,y] €Ey; 0< <4, 4 -2 <y <4}, f= (7 (x+9)?)

1
542. Vysetiete existenci integralu j{ ( - = 23:) -ds a rozhodnéte o moznosti uziti
x

Greenovy veéty, jestlize ¢ C Eo je zaporné orientovana kiivka :
a) c = {[x,y] € Ey;2® + y? = 1},

b) ¢ = {[z,y] € By; 2*+ (y —2)* = 1},

c) c={[r,y] € Ey; (z—2)+y?=1}.

V kladném ptipadé vypoctéte integral pomoci Greenovy véty.

a) neexistuje, nelze
b) neexistuje, nelze
c) existuje, lze; — 2w

e Je dano vektorové pole f a krivka c.
a) Napiste Greenovu vétu a ovérte, zda jsou splnény jeji predpoklady pro vypocet

daného integrélu f - ds.

C
b) Hodnotu tohoto kiivkového integralu vypocitejte pomoci Greenovy véty.
c) Stejny kiivkovy integrél vypocitejte bez uziti Greenovy véty.

543. f = (—y, z), c={[z,y] € Ey;22 + y* = 16}, ktera je orientovand zdporné.

[—327]
544. f = (1—22%2(1+y%), c¢=09D jehranice mnoziny D = (0,2) x (0,2)}, kterd je
orientovana zaporne. [—23—8}

= 2y3 2 . . , . , > s

545.% f = (? +g(x), zy” + h(y)), kde g, h jsou libovolné funkce jedné proménné

se spojitou derivaci v R, ¢ je zaporné orientovand hranice mnoziny
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D={lz,y] €Ep;y >0,y <2—x, 2>y} El

546. Pomoci krivkového integralu vektorové funkce vypocitejte praci, kterou vykona sila
f = (z+ 1, 2y) pusobenim po dané orientované kiivce:
a) c¢;: usecka AB, s poc¢atecnim bodem A = [—1,0] a koncovym bodem B = [1,0].
b) co = {[z,y] € Eg; 2* +y* =1, y > 0} s pocdtetnim bodem B = [1,0].
¢) Pomoci Greenovy véty uréete praci po uzaviené orientované kiivee ¢ = ¢ U co.
[a)2, b) =2, ¢)0]

— 2 —
547. Vypoctéte cirkulaci f = % po kladné orientované kiivce ¢ = {[x,y] € Eo;
T Yy

2?2 + y* = 16}. Lze pouzit Greenovu vétu ? Odpovéd zdiuvodnéte! [—47, nelze]

548. Pomoci Greenovy véty vypoctéte cirkulaci vektoru f = (y, (x — y)2> po zaporneé
orientované kiivce ¢ = {[z,y] € Ey; (z — 1)* +y* = 1}. [—]

549.*% Odvodte pomoci kiivkového integrdlu vzorec pro plosny obsah obrazce, ktery je
2

ohranicen elipsou ¢ = {[:U, y| € Eo; I - 1}. [ ab]
a’?  b?
550.* Uzitim kiivkového integralu vypoctéte obsah obrazce omezeného obloukem
cykloidy = = a (t —sint), y = a (1 — cost), t € (0,27) a useckou z bodu [0, 0]
do bodu [27a, 0]. [3ma?]
551.% Necht ¢; je tsecka z bodu [0, 0] do bodu [1,1] , ¢ je €dst paraboly y = x? opét
200 do[11) a L= [ (e ofde—@-pPdy L= [ (o9 do— (o -y)dy.

c1 c2
Né.vod:]g :/ —/ (zap.orient.)
1 c1Uca cq c2

Uzitim Greenovy véty vypoctéte Iy — Is.
+ =

3 nebo% :/ f/ (klad.orient.)
c1Uca co cq

1
552.*% Pomoci Greenovy véty vypoctéte integral %(me_?ﬁ, —nye_y2 + = n 2) - ds,
Z Y

kde c je kladné orientovany obvod ctverce s ;rcholy [1,0], [2,0], [2,1], [1,1].
[5ovcte s - 3]
553. Pomoci Greenovy véty vypoctéte integral f (y%e” — y3, 2ye® — 3) - d5, kde

c=cUcy; a={z,yl €Eyz=0, y€(-2,2)}, c={[r,y] € Eyda®+y> =4,
x > 0}, pricemz [0, 2] je pocédtecni bod kiivky ¢;. [37]
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