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10. Testovani hypotez

Klicoveé pojmy: «Nulova a alternativni hypotéza
* Hladina vyznamnosti testu
* Chyby 1. a 2. druhu
 p-hodnota

Klicové vztahy: -Jednovyberove testy (parametrické i neparametricke
* Dvouvyberove testy pri nezavislych vyberech
* Parove testy
* Test ANOVA, podminky

 Kruskal-Wallis test



Zakladni algoritmus

Nahodny vybér
X=(X1, X2, ..., Xn)

l

Nulova hypotéza Hy \

Testova statistika

Alternativni
hypotéza Ha

T(X)
l Hladina
/ vyznamnosti &
Rozhodovaci
pravidlo

(Nulové hypotéza se neprijima, pouze zamita Ci nezamité!)

i n

p- hodnota < «

Zamitnuti
nulové hypotézy

. l

T(X)Ewq

|

Nezamitnuti nulové

hypotézy

Zamitnuti
nulové hypotézy

Nezamitnuti nulové
hypotézy

Statisticky nelze nic dokazat, pouze zamitnout!




Zakladni algoritmus

Nahodny vybér
X=(X1, X2, ..., Xn)

Nulova hypotéza Ho l Alternativni
\ Testova statistika / hypotéza Ha

T(X)

l Hladina

vyznamnosti &

Rozhodovaci
pravidlo
p- hodnota < «
+ - + —
Zamitnuti Nezamitnuti nulové Zamitnuti Nezamitnuti nulové
nulové hypotézy hypotézy nulové hypotézy hypotézy

e Chyba 1. druhu: Zamitneme nulovou hypotézu, ktera ve skutecnosti plati.
P(nastane chyba 1. druhu) = a ... hladina vyznamnosti testu

e Chyba 2. druhu: Nezamitneme nulovou hypotézu, i kdyz ve skutecnosti neplati.
P(nastane chyba 2. druhu) = 3 ... sila testu

=



Testovani (statistickych) hypotéz

Rizné statistické testy se lisi v testovych statistikach a jejich kritickych hodnodach:

® testy o parametrech rozdéleni pravdépodobnosti (jednovybérové testy)

® srovnani dvou i vice souborl z hlediska jejich charakteristik (dvouvybérové
testy, analyza rozptylu)

® neparametrické testy
® testy o rozdéleni pravdépodobnosti (testy dobré shody)

® testy nezavislosti (nekorelovanosti)



Jednovybérovy test o stredni hodnoté

X1, X0,..., X, X~ N(p,0%)

Hy: p=mg - Nulova hypotéza
Hy ' p# mg - Alternativni hypotéza
X —mo o - Testova statistika

s - ma t-rozdéleni o (n-1) stupnich volnosti
a = ty(n—1) - hladina vyznamnosti, kriticka hodnota
T| > ta(n—1) - rozhodovaci pravidlo
p=2min{ F(T), 1~ F(T)}  -p-hodnota




Jednovybérovy test o stifedni hodnoté - priklad

Lze povazovat automat za spravné sefizeny (mo=25,09)?

1
p.
3
4
5
6
.
8
9

24,52586
24,17118
24,54486
24,44240
23,93455
24,20389
24,19974
24,34851
23,94024
24,21022
24,87474
25,06155
25,48924
25,32572
23,71721
24,61622
25,06676

Minimum: 23,65390 =MIN(A1:A50)
Dolnikvartil:  24,20505 =QUARTIL(A1:A50;1)
Median: 24,52342 =MEDIAN(A1:A50)
Hornikvartil:  24,887985 =QUARTIL(A1:A50;1)
Maximum: 25,48924 =MAX{A1:A50)

Primér: 24,54689 =PRUMER(A1:A50)
Smér.odch.: 0,45852795 =SMODCH.VYBER(A1:A50)
Sikmost: 0,09593675 =SKEW(A1:A50)

Spicatost -0,6732486 =KURT(A1:A50)

t(n-1,0.95)  2,00957524 =T.INV.2T(0,05;49)
SE: 0,13 =D8*D1/SQRT(50)

Climean): 24,87

X =24.55, s*(X) =0.21, s(X) = 0.46, n = 50

Chceme ovéfit, zda méfeni odpovidaji rozdéleni N (mq, s*)

a=0.00 = t0.05(49) = 2.01

SE =0.132

24.52586
24.54486
23.93455
24.19974
23.94024
24.87474
25.48924
23.71721
25.06676
24.36213
24.80591
24.72623
24.70405
25.29837
24.99453
24.66147
25.03970
25.13285
24.78721
24.17186
24.48244
24.22988
24.09777
24.89240
24.14259

24.17119
24.44240
24.20389
24.34851
24.21022
25.06155
25.32572
24.61622
24.90055
24.98580
24.20853
24.64437
23.97645
2446910
25.42994
24.75773
24.44901
24.40205
23.83656
23.65390
24.68550
23.83956
24.52098
24.25332
25.12906



Frequency

o™

Lze povazovat automat za spravne serizeny (mo=25,09g)?

(mog — SE, mg+ SE)
S

SE = —t,(n—1
to(n— 1)

7

23.6 238

240 242

X =24.55, s*(X) =0.21, s(X) = 0.46, n = 50
Chceme ovéfit, zda mé&feni odpovidaji rozdéleni N (mg, s°)

a=0.00 = t0.05(49) = 2.01

SE =0.132

24.52586
24.54486
23.93455
24.19974
23.94024
24.87474
25.48924
23.71721
25.06676
24.36213
24.80591
24.72623
24.70405
25.29837
24.99453
24.66147
25.03970
25.13285
24.78721
24.17186
24.48244
24.22988
24.09777
24.89240
24.14259

X ¢ (24.868, 25.132)

Jednovybérovy test o stredni hodnoté - priklad

24.17119
24.44240
24.20389
24.34851
24.21022
25.06155
25.32572
24.61622
24.90055
24.98580
24.20853
24.64437
23.97645
2446910
25.42994
24.75773
24.44901
24.40205
23.83656
23.65390
24.68550
23.83956
24.52098
24.25332
25.12906



Jednovybérovy test o stredni hodnoté - priklad

Lze povazovat automat za spravne serizeny (mo=25,09g)?

us
Tl

25.0

S - -

24.0
|

b - - -

X =24.55, s*(X) =0.21, s(X) = 0.46, n = 50
Chceme ovéfit, zda mé&feni odpovidaji rozdéleni N (mg, s°)

a=0.00 = t0.05(49) = 2.01

SE =0.132

24.52586
24.54486
23.93455
24.19974
23.94024
24.87474
25.48924
23.71721
25.06676
24.36213
24.80591
24.72623
24.70405
25.29837
24.99453
24.66147
25.03970
25.13285
24.78721
24.17186
24.48244
24.22988
24.09777
24.89240
24.14259

X ¢ (24.868, 25.132)

24.17119
24.44240
24.20389
24.34851
24.21022
25.06155
25.32572
24.61622
24.90055
24.98580
24.20853
24.64437
23.97645
2446910
25.42994
24.75773
24.44901
24.40205
23.83656
23.65390
24.68550
23.83956
24.52098
24.25332
25.12906



Jednovybérovy test o stredni hodnoté - priklad

Lze povazovat automat za spravne serizeny (mo=25,09g)?

X <- data.matrix(read.table("davkovac.txt"))
t.test(x, mu=25.0, alternative = "two.sided", conf.level=0.95)

One Sample t-test

data: X

t =-6.9875, df = 49, p-value = 6.937e-09
alternative hypothesis: true mean is not equal to 25
95 percent confidence interval:

24.41658 24.67721

sample estimates:

mean of x

24.54689

X =24.55, s*(X) =0.21, s(X) = 0.46, n = 50
Chceme ovéfit, zda mé&feni odpovidaji rozdéleni N (mg, s°)

24.52586
24.54486
23.93455
24.19974
23.94024
24.87474
25.48924
23.71721
25.06676
24.36213
24.80591
24.72623
24.70405
25.29837
24.99453
24.66147
25.03970
25.13285
24.78721
24.17186
24.48244

24.17119
24.44240
24.20389
24.34851
24.21022
25.06155
25.32572
24.61622
24.90055
24.98580
24.20853
24.64437
23.97645
2446910
25.42994
24.75773
24.44901
24.40205
23.83656
23.65390
24.68550

X ¢ (24.868, 25.132)




Jednovybérovy test o stredni hodnoté - priklad

Lze povazovat automat za spravne serizeny (mo=25,09g)?

X <- data.matrix(read.table("davkovac.txt"))

t.test(x, mu=25.0, alternative = "less")

One Sample t-test

data: x

t =-6.9875, df = 49, p-value = 3.469e-09

alternative hypothesis: true mean is less than 25

95 percent confidence interval:

-Inf 24.65561
sample estimates:

mean of x
24.54689

X =24.55, s*(X) =0.21, s(X) = 0.46, n = 50
Chceme ovéfit, zda mé&feni odpovidaji rozdéleni N (mg, s°)

a=0.00 = tyo5 (49) = 2.01

SE =0.132

24.52586
24.54486
23.93455
24.19974
23.94024
24.87474
25.48924
23.71721
25.06676
24.36213
24.80591
24.72623
24.70405
25.29837
24.99453
24.66147
25.03970
25.13285
24.78721
24.17186
24.48244
24.22988
24.09777
24.89240
24.14259

X ¢ (24.868, 25.132)

24.17119
24.44240
24.20389
24.34851
24.21022
25.06155
25.32572
24.61622
24.90055
24.98580
24.20853
24.64437
23.97645
2446910
25.42994
24.75773
24.44901
24.40205
23.83656
23.65390
24.68550
23.83956
24.52098
24.25332
25.12906



Jednovybérovy test o stredni hodnoté - priklad

Lze povazovat automat za spravne serizeny (mo=25,09g)?

X <- data.matrix(read.table("davkovac.txt"))
t.test(x, mu=25.0, alternative = ,greater")

One Sample t-test

data: x

t =-6.9875, df =49, p-value = 1

alternative hypothesis: true mean is greater than 25

95 percent confidence interval:

24.43818
sample estimates:

mean of x
24.54689

X =24.55, s*(X) =0.21, s(X) = 0.46, n = 50
Chceme ovéfit, zda mé&feni odpovidaji rozdéleni N (mg, s°)

a=0.00 = tyo5 (49) = 2.01

Inf

SE =0.132

24.52586
24.54486
23.93455
24.19974
23.94024
24.87474
25.48924
23.71721
25.06676
24.36213
24.80591
24.72623
24.70405
25.29837
24.99453
24.66147
25.03970
25.13285
24.78721
24.17186
24.48244
24.22988
24.09777
24.89240
24.14259

X ¢ (24.868, 25.132)

24.17119
24.44240
24.20389
24.34851
24.21022
25.06155
25.32572
24.61622
24.90055
24.98580
24.20853
24.64437
23.97645
2446910
25.42994
24.75773
24.44901
24.40205
23.83656
23.65390
24.68550
23.83956
24.52098
24.25332
25.12906



Srovnani dvou vybéru

Dvé nezavisla mereni X X1, Xo,..., X, Y: V.Y5,...,Y,

X ~ N(ux,0%) Y ~ N(py,ov)

oba parametry v obou pripadech zname

e zname stredni hodnoty a nezname rozptyly
e zname rozptyly a nezname stredni hodnoty
e zadny z parametrl nezname

Mohou nastat tri situace:

- 1 n - 1 n
Odhady stfednich hodnot: X = — E X; Y = — E Y,
’ n 1=1 m 1=1
1 _ 1 _
0. o2 _ 2 2 _ 2
Odhady rozptyll: SX = 7 E (X — X)~, Sy = — E (Y —-Y)

* test shody rozptylu
* test shody stfednich hodnot pfi stejnych rozptylech
* test shody strednich hodnot pri nestejnych rozptylech

Dve zavisla mereni X : X1, Xo,...,.X,
Y Yl,YQ,...,Yn

» parovy test shody stfednich hodnot

parova pozorovani



Srovnani dvou nahodnych velic¢in

2) Srovnani strednich hodnot dvou nezavislych méreni
- Dvouvybeérovy t-test

LiSi se statisticky vyznamné dve nezavisla méereni z hlediska jejich
stfredni hodnoty?

Lze povazovat stredni hodnoty dvou nezavislych mereni za shodné pri
dané hladine vyznamnosti?

Lze od sebe statisticky vyznamne odlisit dve nezavisla mereni podle
jejich jejich stfedni hodnoty?

nulova hypotéza : Ho:px = py
alternativni hypotéza: Hy:ux # py (oboustranna)
testova statistika T — A-Y

SX_y

hladina vyznamnosti: o



Srovnani dvou nahodnych velic¢in

2) Srovnani strednich hodnot dvou nezavislych méreni

- Dvouvybeérovy t-test

nulova hypotéza Hy:px = py
alternativni hypotéza: Hy:ux # py (oboustrannd)
testova statistika T — A
_ ) _ SX-Y
hladina vyznamnosti: o
pokud 0§( — O'% pokud (7%( + 032/
dvouvyberovy t-test dvouvyberovy t-test

se stejnymi rozptyly s nestejnymi rozptyly



H W =m

Srovnani dvou nahodnych velic¢in

2) Srovnani strednich hodnot dvou nezavislych méreni
- Dvouvybeérovy t-test se stejnymi rozptyly

2 2
S S
pokud 0%20%:02 :>S§Z_Y:s§2+s%: i ST S
v (1 1 ) 5 (m + n)
= S — —|— _— = S
n m n.m
dale odhadneme s2 ze n m
v v v . i 2 1 v\ 2 7\ 2
vsech naméfenych hodnot: s* = ———— (Z(XZ ~ X)) (vi-Y) ) =
1=1 1 =1
1 2 2
Ep—— (n—1)s5% + (m — 1)s3}
n-+m o
tedy: s% ¢ = i T m 2 ((n —1)s% + (m — 1)3%) a testova statistika
, X-Y — 9
bude mit tvar: = \/nm(n tm=2)
VD& +m-D2V ntm

T ma t-rozdéleni (Studentovo) pravdepodobnosti o (n+m-2) stupnich volnosti.

Ho nezamitneme, kdyz pro dané a bude |T| < ta(n+m —2) kde to(n +m — 2)
je (oboustranna) « -kriticka hodnota t-rozdeleni o (n+m-2) stupnich volnosti.

=



Srovnani dvou nahodnych velic¢in

2) Srovnani strednich hodnot dvou nezavislych méreni
- Dvouvyberovy t-test s nestejnymi rozptyly

pokud 0% # 0% , testova statistika bude mit tvar:
X-Y

1 9 1 9
\/ESX+E5Y

a ma rozdeéleni, které je smeési t-rozdéleni o (n-1) a (m-1) stupnich
volnosti.

T =

Ho nezamitneme, kdyz pro dané o bude splnena nerovnost
T| < Ato(n—1) + Bt,(m — 1), kde 4 a B jsou vahy, A+B=1.

1 2 2
noX Sy

1

B = m

? 1 2 1 2
28X T Sy

A=

1 o 1 o
2S8x% T 7,5y



Srovnani dvou nahodnych velic¢in

3) Parovy test shody strednich hodnot dvou zavislych mereni

e pozorovani stejné veliiny pfed a po néjakém zasahu
mefeni stejnych objektu za ruznych podminek
meéreni stejné veliCiny ve dvou ruznych Casech

X: X1, Xo,..., X, X ~ N(ux,0%)
Y:Y,Ys,...,Y, Y ~ N(uy,o0%)
= =X, -Yi, Zo=Xo—Ys,.... Zy =X, — Y,

Z ~ N(ux — py,0%)

Hy : px = py Ho:pz =0 Z —a
Ha:px # py Hp:pz #0 Sz

T'ma t-rozdéeleni (Studentovo rozdeleni) pravdepodobnosti o (n-1) stupnich volnosti.

Ho nezamitneme, kdyz pro dané « bude |T| < to(n — 1) kde to(n — 1) je
(oboustranna) &-kriticka hodnota t-rozdeleni o (n-1) stupnich volnosti.




Srovnani dvou nahodnych velic¢in

Jednostranné testy

“dolni” nebo “horni” jednostranna alternativa :

Hy:px = py Hy:px = py
Ha:px < py Ha:px > py

Ho nezamitneme, kdyZ pro dané « bude bud

T < —to(n—1) nebo T >to(n—1)
kde t,(n — 1) je (jednostranna) « -kriticka hodnota t-rozde-
leni o0 (n-1) stupnich volnosti.

oboustranna «-kriticka hodnota je (1 — «/2)-kvantil ¢;_,/2(n — 1)

jednostranna a-kritickd hodnota je (1 — o)-kvantil t1_o(n — 1)



H W =m

Srovnani dvou nahodnych veli¢in

Priklad: Byly méfeny odchylky od pozadované délky 4m ocelovych ty¢i od dvou
dodavatelll. Odchylky jsou uvedeny v cm.

Lze povazovat délky tyCi od riznych dodavatelu za shodné na hladiné vyznamnosti 5%?

A% omdt Nastaje Data Ooo Nipovdda

ResSeni v MS Excel:

Frawopis.,

nteligentl vwhieddvarn'...

aryk ...

MaF rosti acomaticych aprav..
Kortroa chyb. .

Dodavetel X Dodavatel Y
04°373Q18 6459949314
05042327 2, 78876119
3,287272955 ,333%76807 Zhanlralowal piislupnost
7,2.995568 J0,037€392

Frelofit. .

1,53999434 [,73953937 ey
-1,07425821 3,314S0677 Ochrane
474573976 1,70426804 .
2,55201407 -3,3129134 Hiezanl fedenl...
3,22053685 0,2297237 Scéndie...
«1,17401554  4,02124752 Zhvislesti
=1.241155 5,93225834 Anclyza dat... :
3:8234¢8  3,3000607 Data Ansysis
0FSARFICC -3 31737706 —— .
.0,18903709 0,73805415 Doz fiky Excelu... Analysis Tools OK
.0,73101186 0,3797€841 Wilastni Kidvesnice. . Rank and Percenlile P
1,27875451 1,5235732 Regression
1,26734875 1,75220055
278570344 1,03076642 Sampling
2,9683412¢ -2,7405373 t-Test Pared Two Sample for Means

1,22145702 2,77205573
18085144 -0,2555677
-0,8035556S -0,7925534 -Test: Two-Sample Assuming Unequal Yariancas
2,57T3472¢7 -1,9956793
342552806 7,1418349
1,669NIS5S [,55179569
-2,21173205 .3,3097£559
4 1763637 -2,3080739
2,1519153 -1,0A2&845
362707726 -2,2604084
0,06900211 -2,76(€814
0,51371315 1,31877125 *
0,54983227 0,146C5279

A MHACCANIES. A D196

25t Two-Sample Assuming Equal variances




H W =m

Srovnani dvou nahodnych veli¢in

Priklad: Byly méfeny odchylky od pozadované délky 4m ocelovych ty¢i od dvou
dodavatell. Odchylky jsou uvedeny v cm.

Lze povazovat délky tyCi od riznych dodavatelt za shodné na hladiné vyznamnosti 5%?

Reseni v MS Excel: g

F-Test Two-Sample for Variances t-Test: Twa-Sample Assuming Egual Variances

Dodavetel X  Dodavetel Y

04737318 £,A59%6933 Variable 1  Variable 2 Variable 1 Variable 2
0,5 040237 2, 78876119

3,78722973 ,33397607 Mean 1,88435964 1,4843808 Mean 1,88435564 1,4843808
731995568 -0,0376392 Variance 7,59727603 8,72071529 Variance 7,59727603 8,72071529
153999434 [,79963937 . .

107025831 3,31460677 Observations 120 100 Observations 120 100
;Zg;;ga:f 1:7u$f§g: df 119 29 Pooled Varia 8,10746175
322053665 0,2207237 F 0,87117579 Hypothesizec 0
1,17401554 4,02124752 P(F<=f) one- 0,23503862 df 218

. er 593228 «ps

L2ILLS | 59025004 F Critical one 0,72967687 t Stat 1,03746593

42823465  2,3050607

065483390 .3 /177700
+0,18903720¢ 0,738(c415
+0,73101186 0,3797€841
127875451 1,5235)32
1,26734875 1,75220055
2,78570344 1,03076642
2,9683412¢ -2,7405373
122145202 2,77205573
18085144 -0,2555677

) -0,86035556S -0,7925534

257347297 -1,99%6793%
342552806 7,1418349
LEEINISSS [,55179569

Pl -2,2°173205 .3 3097£559

4769627 -3,3080739
2,15191543 -1,0X &840
3,62707726 -2,2604084
0,06900211 -2,76(€814
0,52371315 1,31877125
0,54983227 0.,14605279
A AOCCATNIC A 1707171

P(T<=t) one-~
t Critical one
P(T<=t) two-
t Critical two

0,15033407
1,65187337
0,30066814

1,9708056




H W =m

Srovnani dvou nahodnych velic¢in

Priklad: Byly méfeny odchylky od pozadované délky 4m ocelovych ty¢i od dvou
dodavatell. Odchylky jsou uvedeny v cm.

Lze povazovat délky tyCi od riznych dodavatelt za shodné na hladiné vyznamnosti 5%?
Regeni v R:

> X <- data.matrix(read.table("dodavatelX.txt")) Dodavatel X:
> X
[1] ©.41379418 ©.51040227 3.28722973 7.31995568 4.53994434 -1.07426821
[7] 4.74575978 2.55201407 3.22058685 -1.17401554 -1.24119500 4.18294690
[13] ©.65486399 -0.18908709 -0.73101186 1.27876451 1.26734875 2.78570344
[19] 2.96834139 1.22145702 1.80851440 -0.80356569 2.57347292 3.42552806
[25] 1.66904559 -2.21179295 4.17696270 2.15191523 3.62707736 ©0.06900211
[31] ©.51371315 0.54983237 4.09554316 1.28465289 4.05350899 5.10504379
[37] 4.25580572 0.79826235 -1.02042629 1.87299786 ©.14051938 3.05622839
[43] 4.74780021 4.54794140 -6.54132331 1.94429658 1.95488616 4.73267571
[49] 4.83082378 2.95830720 2.99769818 -1.07337799 0©0.58403864 2.73050678
[55] ©.28021230 10.49771713 2.36870296 0.60689702 8.42679434 1.29763889
[61] 1.31289734 1.93230073 5.92597773 1.49746935 6.30721756 3.15585521
[67] 5.38824907 3.27322441 3.41248356 -0.40437473 3.19350142 -4.06261001
[73] -1.05763312 -0.39748962 ©0.86637433 2.02108109 -1.06445976 1.10375263
[79] 4.51823259 -0.75725877 -0.87173075 -2.19932463 7.70167909 1.48655986
[85] 4.90757730 5.51652338 -0.34615559 0.01031344 4.57582354 1.17516968
[91] -0.21932558 -1.27848277 2.97655676 1.44863955 3.67881403 0.30868429
[97] -2.52052309 0.05248743 0©.07728483 -1.12975005 3.99585182 ©0.79045260
[103] 3.73159608 7.36490361 6.40646375 -1.54228149 -0.65100869 4.04305846
[109] 2.47766853 -3.48957597 6.20840771 ©0.40560482 0.49118447 -1.48277951
[115] -1.23675030 5.16138353 1.15383008 2.75286404 4.70183189 -2.29877355
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Srovnani dvou nahodnych velic¢in

Priklad: Byly méfeny odchylky od pozadované délky 4m ocelovych ty¢i od dvou
dodavatell. Odchylky jsou uvedeny v cm.

Lze povazovat délky tyCi od riznych dodavatelt za shodné na hladiné vyznamnosti 5%?

> y <- data.matrix(read.table(,dodavatelY.txt")) Dodavatel Y:

>y
[1] 6.65956934 2.78876119 ©.33397602 -0.03763918 ©.74993937 3.81490677
[7] 1.70428804 -3.31291341 -0.22972370 4.02124752 5.93229834 3.30506070
[13] -3.61277063 ©.78809415 ©.37976841 1.52357320 1.76230055 1.03078642
[19] -2.74093726 2.77205578 -0.25596771 -0.79295335 -1.99567925 7.14183490
[25] 6.56129569 -2.39785588 -2.30807391 -1.02088455 -2.26040839 -2.76088135
[31] 1.81877126 ©.14669279 4.21783231 -2.13184320 3.69196005 -2.69614367
[37] -2.68014820 3.72209577 1.73709472 -0.70580812 0.07337669 2.17063230
[43] 2.72495294 5.04390706 1.32219033 4.72349163 -0.67638087 2.64424944
[49] 2.78769261 -2.10997705 4.26042721 -3.50266144 1.72564280 -2.07028305
[55] -4.59779260 -1.71953774 2.90307934 1.38358058 3.42339203 -1.68000430
[61] 7.55683608 6.32574310 -2.60318964 3.24511198 ©0.97390332 2.22611398
[67] ©.83831831 ©0.07828888 2.29402602 2.68356827 0.07483911 3.38214384
[73] -0.59180508 9.07209729 -1.27708114 4.77997853 -0.83918672 6.26383807
[79] 1.50674691 3.25716693 5.70351834 5.80174051 3.61099316 2.19293272
[85] -1.46102337 -0.97135778 1.54849399 4.34257358 -1.64886246 2.44942102
[91] 2.68469434 1.64707956 5.49827517 1.01640668 4.43099277 2.23430799
[97] -1.74337571 6.43458332 2.94137432 -1.01569579
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Srovnani dvou nahodnych veli¢in

Priklad: Byly méfeny odchylky od pozadované délky 4m ocelovych ty¢i od dvou
dodavatell. Odchylky jsou uvedeny v cm.

Lze povazovat délky tyCi od riznych dodavatelt za shodné na hladiné vyznamnosti 5%?

1) Vizualizace dat: Box&Whiskers diagram

10

> boxplot(c(x),c(y), names=c("X","Y"))

- - - — - —

2) Test normality: o - |

> shapiro.test(x)

Shapiro-Wilk normality test

o - - - - -

data: x o
W = 0.99023, p-value = 0.5554 : I
> shapiro.test(y) X Y

Shapiro-Wilk normality test

data: vy
W = 0.98447, p-value = 0.2907



Srovnani dvou nahodnych veli¢in

Priklad: Byly méfeny odchylky od pozadované délky 4m ocelovych ty¢i od dvou
dodavatell. Odchylky jsou uvedeny v cm.

Lze povazovat délky tyCi od riznych dodavatelt za shodné na hladiné vyznamnosti 5%?
3) Srovnani rozptylu: F-test
> var.test(x,y)

F test to compare two variances

data: x and y

F = 0.8712, num df = 119, denom df = 99, p-value = 0.4701
alternative hypothesis: true ratio of variances is not equal to 1
95 percent confidence interval:

©.5943383 1.2684711

sample estimates:

ratio of variances

0.8711758

=> nulovou hypotézu nezamitame, rozptyly se statisticky vyznamne nelisi
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Srovnani dvou nahodnych veli¢in

Priklad: Byly méfeny odchylky od pozadované délky 4m ocelovych ty¢i od dvou
dodavatell. Odchylky jsou uvedeny v cm.

Lze povazovat délky tyCi od riznych dodavatelt za shodné na hladiné vyznamnosti 5%?

4) Srovnani strednich hodnot: dvouvyberovy t-test se shodnymi rozptyly

> t.test(x,y, var.equal=T)
Two Sample t-test

data: x and y
t = 1.0375, df = 218, p-value = 0.3007
alternative hypothesis: true difference in means is not equal to ©
95 percent confidence interval:
-0.3598731 1.1598308
sample estimates:
mean of X mean of y
1.884360 1.484381

=> nulovou hypotézu nezamitame, stredni hodnoty se statisticky vyznamne nelisi

=
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Srovnani dvou nahodnych vel
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Priklad: Bylo zjiStovano, zda mnozstvi vyrobenych kust za hodinu (vykonnost) zavisi

na typu siciho stroje.

Navrhneme jednofaktorovy experiment, 2 urovne, 8 replikaci, 8 bloku => 16 méfeni

&5
&0

1. Data:
operator 1 2 3 4 5 0 14 8
stroj A1 53 60 58 48 46 54 | 62 | 49
stroj A2 50 55 56 44 45 50 | 57 | 47
rozdil d 3 5 2 4 1 4 5 2
2. Grafické znazornéni dat:
65 - 85 -
4
€0 > 60 - +
T. ’ ' .
t 55 - . < .
’ 'S 504 o R o
45 . L 2 ; 45 1 o 8

40

40

2

3

N

e
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Srovnani dvou nahodnych veli¢in

Priklad: Bylo zjiStovano, zda mnozstvi vyrobenych kust za hodinu (vykonnost) zavisi
na typu siciho stroje.

3. Parovy t-test: t-Test: Parovy test pro stfedni hodnoty

Ho: par = paz, Ha: par # paz 1% Y2

Stf. hodnota 53,75 50,6

J Rozptyl 34,5 2542857

T = - Pozorovani 8 8
S Pears. korelace 0,974278
Hyp. rozdil stf. hodnot 0
Stupné volnosti 7
de t stat 6,177483
) P(T<=t) (1) 0,000228
i=21%"dq, - Z (d; — d)’ t krit (1) 1,804578
(et r—1: P(T<=t) (2) 0,000455
t krit (2) 2,364623

=> nulovou hypotézu zamitame, typ stroje ovlivhuje vykonnost, ktera je statisticky
vyznamne Vvyssi u prvniho typu stroje

S
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Srovnani dvou nahodnych velic¢in

Priklad: Byla méfena rychlost reakce operatorl pred a po specialnim cviceni
v sekundach. Melo cviceni statisticky vyznamny vliv na rychlost?

1) Data:

> Xx <- data.matrix(read.table("pred_cvicenim.txt"))

> pred_cvicenim

[1]
[7]
[13]
[19]
[25]
[31]
[37]
[43]
[49]
[55]
[61]
[67]
[73]
[79]
[85]
[91]
[97]
[103]
[109]
[115]

12.
.999636
18.
14.
21.
18.
13.

8.
11.
12.
15.
14.

9.
.854223
.605362
13.
12.
10.
14.
10.

9

9
15

666378

019348
238225
246960
258896
502299
282819
488700
904993
208694
647653
548584

554146
485393
377856
195263
436798

11

17

14

.322789
15.
.326531
.674337
16.
14.
12.
.090392
16.
.951567
14.
18.
12.
.877400
13.
19.
14.
13.
15.
.430260

693764

200128
992416
994734

5721560

627659
705963
522605

464186
586575
349888
531181
372914

15

15

.021706
13.
20.
14.

771444
647763
763170

.466065
14.
14.
15.
18.

9.
15.
13.
11.
15.
12.
11.
14.
12.
11.
18.

722569
775563
174881
892428
041688
287092
665201
876452
892081
451922
765020
198229
258939
698431
836296

13
17
23
13

7

9

14

.616913
.065310
.005369
9.

613791

.691879
10.

9.
.704479
13.
10.
11.

8.
12.
.893356
16.

9.

7.
11.
12.
.838428

579842
818535

544225
222305
389052
025347
241549

090626
981692
315012
346062
929311

10.
6.
14.
9.
9.
10.
18.
8.
9.
14.
7.
13.
12.
.791175
8.
5.
16.
12.
11.
14.

7

970712
940708
619170
727326
032113
758363
208089
917742
309845
136072
716052
157791
944160

907932
325750
787920
998020
232474
450987

11

.464451
15.
20.
.146292
10.
.894299
.438143
10.
13.
.222289
14.
14.
17.
.901961
16.
20.
10.
.498104
21.
10.

860749
787108

558392

275903
713258

307632
336731
637175

333859
168371
998550

551867
879682
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Srovnani dvou nahodnych velic¢in

Priklad: Byla méfena rychlost reakce operatorl pred a po specialnim cviceni
v sekundach. Melo cviceni statisticky vyznamny vliv na rychlost?

1) Data:
> y <- data.matrix(read.table("po_cviceni.txt"))

> po_cviceni
[1] 14.889379 8.627612 9.867455 13.141168 9.249122 8.490774
[7] 10.217290 10.724403 14.669450 14.243944 10.826905 13.951521
[13] 14.693401 9.449562 16.425888 16.392689 13.265474 14.704994
[19] 12.718107 10.395385 8.756276 6.961521 12.688497 10.578342
[25] 14.294064 13.763032 8.472324 15.605253 11.968936 9.897284
[31] 14.788205 14.773378 11.723336 11.719464 11.824407 12.914485
[37] 13.291805 13.272867 12.586791 9.202608 15.817188 11.197137
[43] 8.974410 10.823942 12.289400 10.483861 11.119684 9.956822
[49] 9.778551 12.062084 13.449972 15.481139 9.470557 11.143402
[55] 10.793291 9.786869 8.547580 8.188947 12.532635 10.862473
[61] 10.547040 13.774638 14.861969 11.180668 9.790466 12.469556
[67] 11.837173 13.820717 11.476120 9.850563 10.440890 11.015557
[73] 12.547672 12.041457 9.639740 11.368657 11.431948 15.449064
[79] 9.110052 15.125478 13.433802 11.807514 9.632299 12.725762
[85] 10.628523 10.824474 13.389953 10.077884 9.185360 13.697777
[91] 10.116078 13.036067 14.412094 12.175099 7.835201 16.277825
[97] 10.967441 10.892966 11.668289 9.340267 15.392018 13.323701
[163] 9.928631 14.378075 10.924935 11.448320 11.836161 13.397990
[109] 13.744963 14.083459 10.668370 9.139692 14.716621 15.173684
[115] 10.493444 14.308470 15.295041 13.748886 14.074436 12.261138
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Srovnani dvou nahodnych veli¢in

Priklad: Byla méfena rychlost reakce operatorl pfed a po specialnim cvi¢eni
v sekundach. Melo cviceni statisticky vyznamny vliv na rychlost?

> cviceni<- data.frame(x, y, X-y)
2) Grafické zobrazeni
> plot(cviceni[,1], cviceni[,2], xlab="pred cviCenim", ylab="po cviceni")

> lines(c(6:18), ¢(6:18), col="red")

16
|

> boxplot(cviceni[,1],cviceni[,2])

14
1

po cviceni
12
l

(@)
1
!
'
I
|
'
[
|
|

10
|

b - - -
—

— - - - - -

I pred cvicenim

pred po
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Srovnani dvou nahodnych velic¢in

Priklad: Byla méfena rychlost reakce operatorl pred a po specialnim cviceni
v sekundach. Melo cviceni statisticky vyznamny vliv na rychlost?

3) Rozdil:
> cviceni[, 3]
[1] -2.223001 -1.304823 5.154251 ©.475745 1.721590 -3.026323 -0.217654
[8] 4.969361 -0.898006 2.821366 -3.886197 1.909228 3.325947 -3.123031
[15] 4.221875 6.612680 1.353696 6.082114 1.520118 -0.721048 6.006894
[22] 2.652270 -2.961171 -1.432050 6.952896 2.437096 6.993741 -1.913374
[29] -2.936823 ©0.661108 3.470691 0.219038 2.999233 -1.139622 -1.066044
[36] -4.020186 ©.210494 -0.278133 2.188772 ©.615927 2.390901 -2.758994
[43] -0.691591 ©0.266450 2.88
[50] 4.510066 5.442456 -1.93 :
[57] ©.494108 2.033358 1.60 - |
[64] ©0.208384 -2.074414 1.83 |
[71] 2.716901 3.321174 -2.99 . |
[78] 2.188111 ©0.744171 2.75 |
[85] 4.976839 2.639712 -0.93 _
[92] 6.550508 -2.647074 -2.19
[99] 2.529940 -2.025255 1.39 _
[106] -0.102258 1.161859 -4.89
[113] -3.484147 6.378183 -0.056 i |
[120] -1.381456 |
|
— |
|

> boxplot(cvicenil,3])
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Srovnani dvou nahodnych veli¢in

Priklad: Byla méfena rychlost reakce operatorl pred a po specialnim cviceni
v sekundach. Melo cviceni statisticky vyznamny vliv na rychlost?

4) Parovy t-test:

> t.test(cviceni[,3], mu=0)
One Sample t-test

data: cviceni[, 3]
t = 4.0391, df = 119, p-value = 9.541e-05
alternative hypothesis: true mean is not equal to ©
95 percent confidence interval:
©.5089508 1.4878397
sample estimates:
mean of X
©.9983952

=> nulovou hypotézu zamitame, cviceni mélo vliv a rychlost reakce se statisticky
vyznamne zvysila



Srovnani dvou nahodnych veli¢in

a) dveé nezavisla méreni
Dvé nezavisla méreni b) parova meéreni

X:Xl,XQ,...,Xn YIYl,YQ,...,Ym
2\ 2
56 ’g'(#Xﬂ/_X/ ) i'(#fasY)

Neparametrické testy pro srovnani dvou souboru dat
- jsou zalozeny na poradovych statistikach:

1)Dvouvybérovy Wilcoxonuv test

2)Parovy (jednovybérovy) Wilcoxon(yv test
3)Znaménkovy test



Srovnani dvou nahodnych velic¢in

Dvouvybérovy Wilcoxonuv test Hj: ux = py Hj:pux # py

 SlouCime vsechna méreni v jeden soubor: X;, Xo, ..., Xu, Y1, Y2, ..., Yn
- Usporadame jej podle velikosti a potom urcime:
- RX= poradi k-tého pozorovani X ve spojeném souboru
- R)Y = pofadi I-tého pozorovani Y ve spojeném souboru
- RX =soucet vSech RX pro k=1, ...,na RY=soucetvsech RY prol=1,..., m

Pro mala n, m (do 30) porovnavame pfimo jednu z hodnot bud RX nebo RY s
kritickymi hodnotami pro dvouvyberovy Wilcoxonuv test (viz napf.
https://is.muni.cz/th/r5oe7/Bakalarska_prace.pdf), pro velké hodnoty n a m (nad
30) Ize jako testovou statistiku pouzit

_ R* — E(RY)
v var(RX)

. var(R*) = mn

m+n+1)
12

m+n+1)
2

Tato statistika ma pfriblizné N(0,1) rozdéleni.

kde B(RY) = ™


https://is.muni.cz/th/r5oe7/Bakalarska_prace.pdf

Srovnani dvou nahodnych veli¢in

Dvouvybérovy Wilcoxonuv test Hj: ux = py Ha:pux # py

Priklad: Byly méfeny odchylky od poZzadované délky 4m ocelovych ty¢i od dvou
dodavatell. Odchylky jsou uvedeny v cm.

Lze povazovat délky tyCi od ruznych dodavatelu za shodné na hladine vyznamnosti 5%?

> X <- data.matrix(read.table("dodavatelX.txt"))
> y <- data.matrix(read.table("dodavatelY.txt"))
> wilcox.test(x, y, alternative = ,,two.sided")

Wilcoxon rank sum test with continuity correction

data: x and y
W = 6488, p-value = 0.2997
alternative hypothesis: true location shift is not equal to ©



Srovnani dvou nahodnych veli¢in

Dvouvybérovy Wilcoxonuv test Hj: ux = py HA:pux # py

Priklad: Byly méfeny odchylky od poZzadované délky 4m ocelovych ty¢i od dvou
dodavatelu. Odchylky jsou uvedeny v cm.

Lze povazovat délky tyCi od ruznych dodavatelu za shodné na hladine vyznamnosti 5%?

> X <- data.matrix(read.table("dodavatelX.txt"))

> y <- data.matrix(read.table("dodavatelY.txt"))

> wilcox.test(x, y, alternative = ,,two.sided"), mu = @, paired
exact = NULL, correct = TRUE, conf.int = FALSE, conf.level

FALSE,
9.95)

Wilcoxon rank sum test with continuity correction

data: x and y
W = 6488, p-value = 0.2997
alternative hypothesis: true location shift is not equal to ©



Srovnani dvou nahodnych velic¢in

Parovy Wilcoxonuv test Hy: ux =y Ha:pux # py

» Spocitame rozdily (X;-Y1), (X2-Y2), ..., (Xu-Y») a vylouc¢ime nulové rozdily
- Usporadame je podle velikosti absolutnlch hodnot a potom urCime:

- Rk"= poradi k-tého kladného rozdilu, R = pofadi I-tého zaporného rozdilu
- R" = soucet vSech R«" a R =soucet vSech R/

Pro mala n, m (do 30) porovnavame pfimo jednu z hodnot bud R* nebo R~
s kritickymi hodnotami pro jednovybérovy Wilcoxonulyv test (viz napf.
https://is.muni.cz/th/r5oe7/Bakalarska_prace.pdf), pro velké hodnoty h a m
(nad 30) Ize jako testovou statistiku pouzit

B RT — E(R™)
B Vvar(RT)
b S b S 1 % b S b S
kde E(R") = n (n4+ ), var(RT) = o (n” + 12>4(2n 1) a n* je pocet

nenulovych rozdild. Tato statistika ma priblizné N(0,1) rozdéleni.


https://is.muni.cz/th/r5oe7/Bakalarska_prace.pdf
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Srovnani dvou nahodnych veli¢in

Priklad: Byla méfena rychlost reakce operatorl pred a po specialnim cviceni
v sekundach. Melo cviceni statisticky vyznamny vliv na rychlost?

> X <- data.matrix(read.table("pred cvicenim.txt"))

> y <- data.matrix(read.table("po cviceni.txt"))

> wilcox.test(x, y, alternative = "two.sided", mu = 0, paired = TRUE,
correct = TRUE, conf.level = 0.95)

Wilcoxon signed rank test with continuity correction
data: x and y

V = 4973, p-value = 0.0004384
alternative hypothesis: true location shift is not equal to ©



Metoda ANOVA

Priklad: Chceme porovnat kvalitu viaken dodavanych tfemi rdznymi vyrobci. Jako
kritérium kvality je zvolena pevnost viaken v tahu (y).

1) Vytvorime jednofaktorovy navrh experimentu: Yi; = KU + T; + €
Odezva : pevnost vlakna v tahu
Faktor : vyrobce, 3 hodnoty (a,b,c)
Replikace  : 6 vzorku od kazdého vyrobce

Pocet méreni: 3x6 = 18

X Xa, .o, X X2 XS, XA X XS, X

n1? no? nsy?’

Pevnost vlaken

[ b o [N N A ~ ~ ho
(e 1 ) (v w0



Metoda ANOVA

Priklad: Chceme porovnat kvalitu viaken dodavanych tfemi rdznymi vyrobci. Jako
kritérium kvality je zvolena pevnost viaken v tahu (y).

1) Vytvorime jednofaktorovy navrh experimentu: Yi; = KU + T; + €
Odezva : pevnost vlakna v tahu
Faktor : vyrobce, 3 hodnoty (a,b,c)
Replikace  : 6 vzorku od kazdého vyrobce

Pocet méreni: 3x6 = 18

X Xa, .o, X X2 XS, XA X XS, X

n1? no? ns 9
nulova hypotéza Ho: 1= 2= u3

alternativni hypotéza Ha: ui# 1 pro nekterou dvojici i,j (oboustranna)
hladina vyznamnosti o =5%

Jedna z moznosti je provést k(k-1)/2 porovnani pomoci dvouvybérovych testa.
ALE: tim se vyrazne zvysi hladina vyznamnosti.



Metoda ANOVA

Priklad: Chceme porovnat kvalitu viaken dodavanych tfemi rdznymi vyrobci. Jako
kritérium kvality je zvolena pevnost viaken v tahu (y).

1) Vytvorime jednofaktorovy navrh experimentu: Yi; = KU + T; + €
hladina vyznamnosti v t-testu
pocet porovnavani k£ | 0,20 0,10 0,05 0,02 0,01 0,001
2 0,20 0,10 0,05 0,02 0,01 0,001
3 0,41 0,23 0,13 0,05 0,03 0,003
4 0,58 0,36 0,21 0,09 0,05 0,006
5 0,71 0,47 0,23 0,13 0,07 0,009
10 0,96 0,83 0,63 0,37 0,23 0,034
20 1,00 0,98 0,92 0,71 0,52 0,109
00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,000

Jedna z moznosti je provést k(k-1)/2 porovnani pomoci dvouvybérovych testa.
ALE: tim se vyrazne zvysi hladina vyznamnosti.

Tedy je treba provadet tzv. simultanni test. >



Srovnani tri a vice nahodnych veli¢in

%
Situace 1: H
Rozptyl mezi skupinami je % 6
velky vzhledem k souctu I s : :
rozptyll uvnitf skupin => : g
stfedni hodnoty jsou ruzné 1 : §
=> nulovou hypotézu [ | s . g
zamitame =000 [ ] $- 3
l :
| 1 2 3
Situace 2: _ _ _
Rozptyl mezi skupinami je y
maly vzhledem k souctu
rozptylU uvnitf skupin => "' ¢
stfedni hodnoty lze f I 1
povazovat za nerozlisitelne S i 2 :
=> nulovou hypotezu [ | ¥ 8 8 §
nelze zamitnout J_ : : :
: : @
| 1 o 3



Metoda ANOVA

ANalysis Of VAriance = ANOVA : 6
: :
pro 1 faktor = vS§echna data roz- 3 :
delime do skupin podle jednoho b 8 g
hlediska (Urovni jednoho faktoru) 6 ® 2
6 o
? f
k Grovni = k skupin ?
v kazdé skupiné& n méfeni
: >
1 2 3
1) celkovy prumer vSech namérenych hodnot: Y = L Z Z Yij
n.k i=1 j=1 ’
2) prumé 'dtl"hk"h'_—lznj o
) praméry v jednotlivych skupinach: y; = - j:1yzg k
3) celkovy soucet Ctvercovych odchylek: SST = Z Z(yz’j - ??)2
1=1 7=1
4) soucet ¢tvercovych odchylek uvnitf skupin SSE = Y S‘ (Yi; — ¥i)

1=1 5=1

5) soucet Ctvercovych odchylek mezi skupinami  SSgp = n Z Ji — J)°
i—1



Metoda ANOVA

Tabulka analyzy rozptylu:

Zdroj Stupné Soucet Prumérny Testova
L . ) o ‘ e p-hodnota
variability volnosti ctvercu Ctverec statistika
faktor SSp MSF
. . . - — F =
(mezi skupinami) -1 S5F MSr k—1 MSE
rezidua g ly SSp MSp = o8
(uvnitf skupin) k(n—1)
celkovy kn-1 SST
25 0\LS
testova statistka F = —~—1 Y maé Fisherovo-Snedecorovo rozddleni

SSk
0 (k-1) a k(n-1) stupnich voinos



Metoda ANOVA

Priklad: Chceme porovnat kvalitu viaken dodavanych tfemi rdznymi vyrobci. Jako
kritérium kvality je zvolena pevnost viaken v tahu (y).

1) Vytvorime jednofaktorovy navrh experimentu: Yi; = KU + T; + €
Odezva : pevnost vlakna v tahu
Faktor : vyrobce, 3 hodnoty (a,b,c)
Replikace  : 6 vzorku od kazdého vyrobce

Pocet méreni: 3x6 = 18

. Pevnost vlaken
1 a b o

2 18,3 18,3 21 o0

3 17,5 18,6 21,4 ‘.

4 20,3 19,2 21,2 Ny - I
5 19,9 19,7 22,2 N T

6 19,8 21,1 23,1 o e ——— —
7 18,7 20,2 22,1 )



Metoda ANOVA

Priklad: Chceme porovnat kvalitu viaken dodavanych tfemi rdznymi vyrobci. Jako
kritérium kvality je zvolena pevnost vlaken v tahu.

18,3
17,5
20,3
19,9
19,8
18,7

18,3
18,6
19,2
19,7
21,1
20,2

21
21,4
21,2
22,2
23,1
22,1

E F G H | J K
Anova: Single Factor
SUMMARY
Groups Count Sum Average Variance
a 6 114,5 19,0833333 1,18566667
b 6 117,1 19,5166667 1,08566667
6 131 21,8333333 0,61866667
ANOVA
Source of Variat. sS df MS F P-value F crit
Between Grc¢ 26,2344444 2 13,1172222 13,6164937 0,00042491 3,68232034
Within Grou 14,45 15 0,96333333
Total 40,6844444 17




Metoda ANOVA

Priklad: Chceme porovnat kvalitu viaken dodavanych tfemi rdznymi vyrobci. Jako
kritérium kvality je zvolena pevnost vlaken v tahu.

> vlakna<- data.frame(read.table("pevnost vlaken.txt", header=T))
> library(ggplot2)

> ggboxplot(vlakna, x="dodavatel", y=,,pevnost")
> anadat<- aov(pevnost~dodavatel, data = vlakna)

pevnost

191

18 |

a 0 C
dodavatel



Metoda ANOVA

Priklad: Chceme porovnat kvalitu viaken dodavanych tfemi rdznymi vyrobci. Jako
kritérium kvality je zvolena pevnost vlaken v tahu.

> vlakna<- data.frame(read.table("pevnost_vlaken.txt", header=T))
library(ggplot2)
ggboxplot(vlakna, x="dodavatel", y=,,pevnost") z |

anadat<- aov(pevnost~dodavatel, data = vlakna) ”

>
>
>
>

summary(anadat) 5

21 ‘ |

>
a20

-
Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F) "
dodavatel 2 26.23 13.117 13.62 0.000425 *** o |

Residuals 15 14.45 0.963 : .

Signif. codes: © ‘***’ 9,001 “**’ 0.01 ‘*’ ©0.05 ‘.’ 0.1 ¢’ 1

Zavér: nulovou hypotézu zamitame. Pevnost vlaken ruznych dodavatelt
se statisticky vyznamnaé lisi.

Jak se lisi dodavatelé mezi sebou?

Pokud zamitneme nulovou hypotézu v ANOVA, méli bychom provést tzv.
Mnohonasobné porovnani =



Metoda ANOVA

Priklad: Chceme porovnat kvalitu viaken dodavanych tfemi rdznymi vyrobci. Jako
kritérium kvality je zvolena pevnost vlaken v tahu.

Metody mnohonasobného srovnavani: 2 |
211 |
- Tukeyova metoda : ‘
- Scheffého metoda faof L
- Bonferroniho metoda 0
- Duncanova metoda " T
T:’“is_*“j‘, i i=1,2.. .k i%]



Metoda ANOVA

Priklad: Chceme porovnat kvalitu viaken dodavanych tfemi rdznymi vyrobci. Jako
kritérium kvality je zvolena pevnost vlaken v tahu.

Metody mnohonasobného srovnavani: 2.

21 ‘ 0\

- Tukeyova metoda g

> srovnani.vlakna<-TukeyHSD(anadat)
> srovnani.vlakna

I
N

a

o
dodavatel

Tukey multiple comparisons of means
95% family-wise confidence level

Fit: aov(formula = pevnost ~ dodavatel, data = vlakna)

$dodavatel

diff lwr upr p adj
b-a 0.4333333 -1.0385665 1.905233 0.7296030
C-a 2.7500000 1.2781002 4.221900 0.0005817
c-b 2.3166667 ©0.8447669 3.788566 0.0026211



Metoda ANOVA

Priklad: Chceme porovnat kvalitu viaken dodavanych tfemi rdznymi vyrobci. Jako
kritérium kvality je zvolena pevnost vlaken v tahu.

Metody mnohonasobného srovnavani:

- Tukeyova metoda
> srovnani.vlakna<-TukeyHSD(anadat)

> srovnani.vlakna
> plot(srovnani.vlakna)

95% family-wise confidence level

b-a

c-a

c-b

Differences in mean levels of dodavatel =



Metoda ANOVA

Priklad: Chceme porovnat kvalitu viaken dodavanych tfemi rdznymi vyrobci. Jako
kritérium kvality je zvolena pevnost vlaken v tahu.

Pevnost vlaken

. [ o N
(o] . N w =5
Q
o e @

b= L ad - —_— N I
(e 1 =~ o0 (€e]

a b C
_ MS
Bonferroniho metoda mnohonasobného srovnani Urovni faktorG: Y. £f_..," 2.;
Uroveii  Pramér Dolnimez Horni mez =3

Ay 18,867 18,217 19,516 23 - Ny

A; 19,700 19,051 20,349 21 1 _ B

As 22,383 21,734 23,033 > e - i
=> dodavatele 1 a 2 nelze statisticky 17 -
odlisit, dodavatel 3 je vyznamné lepsi 15 ,
(jeho vldkna dosahuji statisticky vyznamné 1 2 3

vysSi pevnosti nez od dodavatelu 1 a 2) =



Metoda ANOVA

Ovéreni podminek pro pouziti ANOVA

- Reprezentativnost vybéeru, nahodnost
- Nezavislost pozorovani

- Normalita dat

- Stejné rozptyly (homoskedasticita)

https://is.muni.cz/th/151390/prif_m/diplomova_prace_ed.pdf



Metoda ANOVA

Ovéreni podminek pro pouziti ANOVA - analyza rezidui

> plot(anadat)

Resduals

< Slandardzes resicusls

04 0& 0a 10 1.2

0.2

Rasiusls v Fitted
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c 7o
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' &
o c -
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T T T
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o2 o1t
1 e o 17¢
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R . o
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— .‘. n ‘:‘
o
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T T T
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Starcardized residudds

Yij = B+ Ti + €
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Metoda ANOVA - ovéreni podminek

Nezavislost méreni - o
Co se stane, kdyz jsou data zavisla?

® Nejvetsi zménou je to, ze rozptyly prumeérd se stavaji vychylené (velikost
vychyleni zavisi na typu zavislosti). To zpusobi vychylenost odhadu pro
jednotlivé skupiny a pro efekty faktoru a jejich interakci.

® Vliv randomizace muze byt na zavislych datech rdzny udinek. Na stejnych
datech mUze jedno znahodnéni poradi zvysit pravdépodobnost chyby |.
druhu, jiné naopak snizit.

® Nahodné sefazeni kombinaci v blocich také nepomUze, pokud neni
znahodneno poradi mereni.

Jak se vyporadat se zavislosti dat?

® Pouzit analyzu ¢asovych rad ke zjisteni trendu a pripadné periodicity
casove rady mereni

® Pomoci autokorelacni (parcialni autokorelacni) funkce zjistit zavislosti v
case a urcit ARMA model pro ¢asovou radu mereni

® Na zakladé predchozich kroku provést "ocisténi" casové rady méreni a
dale pracovat pouze s rezidui, ktera by uz mela byt nezavisla



Metoda ANOVA - ovéreni podminek

Homoskedasticita (konstantni rozptyl)

25 —
20 —
15—
10 — .
S 5
ke, . .
. LN ——
o * .
5 ‘
-10 -
15—
-20 —
| | | | | | | | |
10 20 30 40 50 60 70 80 90
Fitted value
e (O'Brienlyv test
e Brown-Forsyth(v test prvni tfi jsou zalozeny na transformaci
® | evenlyv test veliciny zj a pouziti ANOVA
® Bartlettuyv test vyzaduje predpoklad normality!

Jak Ize nehomogenitu rozptylu odstranit?

V podstaté jediny zpUsob "napraveni" nehomogenity rozptyld je transformace.

Alternativou je pouziti neparametrického testu (Kruskal-Wallis) namisto F-testu v ANO:/‘A\



Grp 1 Grp 2

95
123
74
145
64
84
128
79

Metoda ANOVA - ovéreni podminek

Homoskedasticita (konstantni rozptyl)

112
107
67
98
105
95
79

Grp 3 Grp 4 Grp 5 Grp 6

Number of Observations
Number of Groups

Group Statistics:
Median

Group
1

AW N

89.
98.
96.
106.
115.
134.

5000
0000
0000
0000
0000
0000

99
94
100
108
118
140

Mean
.0000
.7143
.8333
.2857
.3333
.6667

The p-value for rejecting =

Test
Levene

Brown-Forsythe

O'Brien

Bartlett Chi2

= 8.1337

F-
3

2
2
1

Bartlett's test is chi-square
All F tests are done with df

Welch 1 way ANOVA

2

Test for Homogeneity of Variances

40

6
Std.Dev
29.3355
16.2349
17.7551
10.8737

8.5049

28.5890

.05

Ratio p-value

.0079 0.0236

.1035 0.0890

.0498 0.0963

.6267 0.1490

with df = 5

= 5 and 34

L4737 0.1120

Here, the variances may be unequal. The df are 5,

[
W waNn 9 o2

Reject HO
Accept HO
Accept HO
Accept HO

Accept HO

10.112




Metoda ANOVA - ovéreni podminek

Homoskedasticita (konstantni rozptyl)

Tastror Equal varlances: CZ versus C1

05% Eonforroni confidencc -ntcrvals for otancdard ceviationo

C. N Low=r sthev Urper
7 §,.23 15,2313 50,002
& & 17,043C 23,3343 80,335
3 12 11,274 17,7551 37,252
4 7 €,.12% 12,8737 33,490
5 3 I,622¢ 02,5043 501,620
6 3 1lz,211¢ 23,589) 442,438

Bartlett's e3t ‘normal cilstraibuticn’
Test statistiz = 8,13 v-value = 0,149

Levare 3 Test (any contiruous d-_stribution)
Test statisti- = 1,€6; s-value = 0,171

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23
Y

04
64
128
79
81
91
142
G4
85
93
99

119
Qo

QoW W W W W W W W N RN

_1al x|
Testfor Equal Varlances for C2
Earletts Tesl
11 e Tast Statislic .13
P-Value 0,149
Lavends Tas
2 1 Tzsl Slalisliv 1,00
FWalue 0,171
e
O
41
541 @ i
6{ e |
T T T T T T
] 130 200 -0C £00 0o

95% Bontferroni Confidence Intervals for StDevs




Metoda ANOVA - ovéreni podminek

Normalita rezidui

Testy normality:

e Chi-kvadrat test

® Anderson-Darling

e Shapiro-Wilk (Ryan-Joiner)

® Test normality zalozeny
na Sikmosti a Spicatosti

Probability Plot of C2 _l_l- a l‘
Probability Plot of C2
Normal
a9 >
~ ® Mear 1031
e CtDav 2219
a5 4 /8 N 40
- g RJ 0.£85
PValue =0,100
80 - ®
704 '//'
% 60 -
O AN
@ 404
o
30 -
20 4 f
fo- A
o3
5 - /
/e
1 & I I I i I
a0 Fia) 100 125 150 175




Metoda ANOVA - ovéreni podminek

Normalita rezidul vyberovy koeficient Sikmosti:

M, nds ES; =0
Sp=——= : -
s | < N DS, = o@=2)
;Z(X:--") ) (n+1(n +3)
| o vyberovy koeficient Spicatosti:
® Jest normality zalozeny 12 .
y C Ty Ly . —Y(X;-X)
na sikmosti a Spicatosti po My . n& ; _6
s 27 EE=——
§ (lz(xl._f)"-) n+l
ni-1

DE, = 2411(,11 -2)(n-3)
(n41) (n+3)(n+95)

Hypotézu o normalite zamitneme na hladine vyznamnosti a, pokud plati alespon
jedna z nasledujicich nerovnosti:

Skl o ’ By — EEy| "
\/m i 1—a/27 DEk ll —Q

kde ul—oz/Z = (I)_l(l — 04/2)



Metoda ANOVA - ovéreni podminek

Normalita rezidui

Co se stane, kdyz jsou data nenormalni?

Jak data "znormalizovat"?

e
1

NejSastéjsi zpusob je transformace.

Nejiednodussi je transformace v pripade 2
zeSikmen( puvodnich dat: |

* zeSikmeni napravo: transformace
odmocninou, logaritmem nebo jinou

Zmeni se hladina vyznamnosti.

pUvodni data

mocninou transformaci s exponentem -1-2

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2
Rarkits

mensim nez 1. e
e zesSikmeni doleva: mocninna transfor- 1.« PO logaritmicke
mace s exponentem vétSim nez 1. y transformaci

Problematicky je pripad symetrického
rozdéleni se Spicatosti ruznou od 3.

Zvlastni pristup je treba zaujmout k

odlehlym merenim. 2.8

Rankits




Neparametricka analyza rozptylu

Odezva Xi, Xz, ..., Xn se neridi normalnim rozdélenim => nelze pouzit ANOVA.

Kruskal — Wallisuv test
* Je neparametrickou obdobou analyzy rozptylu jednoduchého trideni.
* Slouzi k ovéfeni nulové hypotézy Ho, ze k > 2 nezavislych nahodnych vybéru
0 rozsazich nj, ny, ..., nx pochazi z jednoho zakladniho souboru.
* Predpokladame, Ze tyto nahodné vybéry byly pofizeny ze zakladnich souboru
se spojitymi distribuénimi funkcemi Fi(x), Fa(x), ..., Fi(x).
* Nulovou hypotézu Ho muzeme pro vSechna x zapsat takto Ho: Fi1(x) = Fa(x) = ... = Fx(x).

Postup pri stanoveni testového kritéria:

1) Mame k dispozici k vybérovych souboru o ¢etnostech ny, no, ..., nk.

2) Vsechny vyberové soubory slouCime do jediného souboru.

3) Kazdé hodnoté souboru prifadime vzestupné poradové Cislo, stejnym
hodnotam pak pofadi prumérné.

4) Nasledné seCteme poradova Cisla jednotlivych pozorovani pro kazdy

puvodni vybérovy soubor zvlast a ziskame soudty T4, T2, ..., Tk
(Ti; i=1, ..., k, je tedy soucCet poradovych Cisel pro i-ty vybér)
k
12 2

1
! - 3 1 — + + o o o —|— .
P g o (n+1) kden=n;+n Nk

=1

Testova statistika ma tvar KW =

KW ma za platnosti Hy pri ni —oo asymptoticky y2— rozdéleni o £-1 stupnich volnosti.

=



Neparametricka analyza rozptylu

Odezva Xi, Xz, ..., Xn se neridi normalnim rozdélenim => nelze pouzit ANOVA.

Kruskal — Wallisuv test

k 2

Testova statistika ma tvar: KW = = Z I 3(n+1)

1 i
kde n=rn; + 1+ ... +ng n(n+1) = n

1=1

Statistika KW ma za platnosti Ho pfi ni —o0 asymptoticky y2 — rozdeleni o £-1 stupnich
volnosti.

Pokud KW > x2(n — 1), pfijimame hypotézu alternativni, podle které se hodnoty
nejmeéné dvou porovnavanych vybérovych souboru od sebe statisticky vyznamné lisi.

Jestlize se v posloupnosti zjisténych udaju vyskytnou shodné hodnoty, kterym se

pfifazuje prumérné poradi, je nutno hodnotu KW délit korekénim faktorem
p

1 3
K=1—n3_nz<tj—tj>

j=1

kde p je pocCet tfid se stejnym poradim a # pocCet poradi v i-té tridé.
KW
K

Opravené testove kriterium se stanovi jako KW, =

| vtomto pripade je treba pouzit neparametricke metody mnohonasobného
porovnavani (Nemenyi, Dunna, ...) >



Neparametricka analyza rozptylu
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Neparametricka analyza rozptylu

Uloha: Ovéfit, zda vynosy silazni kukufice jsou ovlivnény rozdilnou davkou NPK
v hnojivu.

* Odezva: vynos v t/ha
 Faktor: zpusob hnojeni (4 urovné liSici se davkou NPK)

Provedeme polni experiment, v nemz budeme sledovat vynosy pro cCtyri varianty
hnojeni silazni kukurice rozdilnou davkou NPK v hnojivech, oznaCené jako Vi az V..
Kazda varianta bude overovana na 8 parcelach a budou meéreny vynosy sklizené
hmoty v tunach na hektar.

Ho: vynosy jednotlivych variant jsou shodné
Hi: vynosy jednotlivych variant jsou rozdilné

Hypotéza o normalité napozorovanych dat byla zamitnuta. Proto pouzijeme Kruskal-
Wallisuv test.



Neparametricka analyza rozptylu

Vynos kukurice v t z hektaru na parcele Cislo: | soucet
varianta 1 2 3 4 5 6 7 3 T;
Vi 1,29 1,19(1,2311,33|1,27|1,29(1,31|1,20
poradi 2351 85| 15 [28,5| 20 (23,5 27 |11,5]| 157.,5
V> 1,30 1,33 (1,2911,37|1,35/1,25(1,38 1,29
poradi 26 [28,5(123,5| 31 | 30 |18,5| 32 |23,5| 213
Vs 1,201,241 1,25(1,24 (1,20 1,21 1,28 | 1,17
poradi 11,5116,5(18,5]16,5|11,5| 14 | 21 7 | 116,5
V4 1,031,14(1,09(1,20(1,07|1,19|1,01 1,05
poradi 2 6 5 |11,5] 4 8,5 | 3 41
2 2 2 2
e KW= 12 (1575 +213 +116’5 +41 -3-33=22,3473
32-33 8 8 8 8

e \/zhledem k vyskytu stejnych udaju (bylo pouzito prumérné poradi) pouzijeme

3 3 3 3 3 3
korekénl'faktor:K=1—(2 -2)+@4 -4)+2 -2)+2 -2)+@ -H+(2° -2)

22,3473

¢ Kwopr. -

0,9956

32° 32

= 22,446 Xoos ) = 7-815

2
Xoor 3 =11,34

=(,9956

Opravene testove kriterium KW = 22,446 > 42 => na hladiné vyznamnosti a. = 0,051 0,01
pfijimame alternativni hypotézu, podle které se prukazné liSi hodnoty vynosu nejméné

ve 2 tridach.

=
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Vynos kukurice v t z hektaru na parcele Cislo: | soucet
varianta | 2 3 4 5 6 7 8 T;
Vi 1,29 1,19(1,2311,33|1,27|1,29(1,31|1,20
poradi 23,51 85 | 15 28,5 20 [23,5| 27 |11,5| 157.5
V> 1,30{1,331,29(1,37(1,35|1,25/1,38| 1,29
poradi 26 [28,5(123,5| 31 | 30 |18,5| 32 |23,5| 213
Vs 1,201,241 1,25(1,24 (1,20 1,21 1,28 | 1,17
poradi 11,5116,5(18,5]16,5|11,5| 14 | 21 7 | 116,5
V4 1,031,14(1,09(1,20(1,07|1,19|1,01 1,05
poradi 2 6 5 |11,5] 4 | 8.5 | 3 41

> vynosy<- data.frame(read.table("vynosy.txt", header=T))

> kruskal.test(vynos ~ varianta, data=vynosy)

Kruskal-Wallis rank sum test

data: vynos by varianta

Kruskal-Wallis chi-squared

= 22.446, df = 3, p-value = 5.268e-05

Opravene testove kriterium KW = 22,446 > 42 => na hladiné vyznamnosti a. = 0,051 0,01
pfijimame alternativni hypotézu, podle které se prukazné liSi hodnoty vynosu nejméné

ve 2 tridach.

S
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Podrobnejsi vyvhodnoceni Nemeényiho metodou:
Spocteme tabulku diferenci mezi soucty poradi pro vynosy kukurice pri jednotlivych

variantach hnojeni Ti—T,;
\th’da T diference Ti—T;
trida T; V, V3 Vi
Kritické hodnoty: Vi 55.5 41 116,5 X

Do,os =96,4 (N=8,K=4) Va 96,5 X | 172
Do,o1 = 116,8 (N =8, K =4) Vs 75.5

Statisticky vyznamné se liSi hodnoty vynosu kukufice mezi variantami hnojeni V,,V4 a
to na hladiné vyznamnosti o = 0,01 (diference Ti — T; jsou oznacCeny **). Na hladine
vyznamnosti o = 0,05 se dale statisticky vyznamné liSi hodnoty vynosu kukufice mezi
variantami hnojeni V1,Vs4 a V2, Vs.
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> pairwise.wilcox.test(vynosy$vynos, vynosy$varianta)

Pairwise comparisons using Wilcoxon rank sum test with continuity
correction

data: vynosy$vynos and vynosy$varianta

Vi V2 V3
V2 0.1133 - -
V3 0.1544 0.0079 -
V4 0.0079 0.0056 0.0080

Statisticky vyznamné se neliSi hodnoty vynosu kukufice pouze mezi variantami hnojeni
V1,V2 a V1,Vs. Statisticky vyznamné se liSi varianta V4 od vSech ostatnich a varianty
V2, V3. To vSe uz na hladiné vyznamnosti o = 0,008.




Neparametricka analyza rozptylu

Test extrémnich odchylek hodnot odezvy

V rade pozorovanych hodnot se nekdy objevi hodnota extremne se liSici od ostatnich,
tzn. vyrazne vybocuje z rozpeti ostatnich namerenych hodnot.

Je treba posoudit, zda je tato odchylka pouze nahodna nebo zda je uvedena hodnota
zatizena ,hrubou chybou®.

Pro objektivni posouzeni této otazky existuje skupina testu, které se nazyvaji ,testy
extremnich odchylek”.

Dixonuv test

Pozorovana hodnota, ktera se extremne lisi od ostatnich, je zreimé bud nejmensi
hodnotou (x1)) hebo nejvétsi hodnotou (xm)).

Nulova hypotéza Hy tvrdi, ze (xu)), resp. (xm)), je vybrana ze stejného normalné
rozdeleného zakladniho souboru jako ostatni hodnoty.

Pro posouzeni, zda hodnota (xa1)) nebo hodnota (xm)) je zatizena hrubou chybou,
uzivame testovaciho kritéria

0, = Y@ =T

nebo Q, = Ln) = L(n-1)
L(n) = L(1) L(n) = &(1)

Jestlize vypoctena hodnota Q;, resp. O, , prekroCi kritickou hodnotu Qix = QO
(nalezenou v tabulkach pro Dixonuv test, hladinu vyznamnosti « a rozsah souboru n),
zamitame nulovou hypotézu na hladiné vyznamnosti « a hodnotu (xa)), resp. (xm)),
jako udaj zkresleny hrubou chybou, ze souboru vyloucime.

Tzn. Zze nulova hypotéza se zamita, pokud plati Q1> Q um). Nebo Qn > Q o). =>
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Odezva Xi, Xz, ..., Xn se neridi normalnim rozdélenim => nelze pouzit ANOVA.

Friedmanuyv test

* Je neparametrickou obdobou analyzy rozptylu dvojného tridéni (pro dva
faktory - napriklad pro jeden hlavni a druhy blokovy).

* Predpokladejme, ze mame mereni yij, kde / je oznacCeni bloku, j je oznacCeni
urovne faktoru (osetreni). Pro kazdou dvoijici (i,j) mame jedno mereni.

* OznaCme

k - poCet urovni faktoru
n - pocet bloku

- poradi namerené hodnoty odezvy y;; v bloku i [
- prumérné poradi odezvy pfi urovni j pres vSechny bloky 7= th

_ o s w1 v , Y Y . n iz |
7 - prumerne poradi pres vSechny urovne a pres vsSechny bloky b oF= — D Ty
i=1 j=1
k 1 n k
v -~ -~ \ \ 7 2
Polozme SS; = Z a S5.=_o 0 N (g —i
NN — : :
= ~ O \ i=1 =1
bbt =

Testova statistika ma tvar Q=

SS,
(Pro velka n a k (n>15, k>4) ma priblizné chi-kvadrat rozdéleni o £-1 stupnich volnosti)

=
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