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Doba do poruchy navigacnich pristro
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Doba do poruchy navigacnich pristroju
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Doba do poruchy navigacnich pristroju
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Balici automat na kavu

Stem and Leaf diagram
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Balici automat na kavu

24.52586 24.17119 24.54486 24.44240 23.93455
24.20389 24.19974 24.34851 23.94024 24.21022
24.87474 25.06155(25.48924)25.32572 23.71721
24.61622 25.06676 24.90055 24.36213 24.98580
24.80591 24.20853 24.72623 24.64437 24.70405
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24.40205 24.78721 23.83656 24.17186(23.65390)
24.48244 24.68550 24.22988 23.83956 24.09777
24.52098(24.89240124.25332)24.14259 25.12906
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Balici automat na kavu

Vybérovy prumér

Vybérovy rozptyl
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Doby mezi prujezdy automobili mytnou branou

0.26 5.00 8.65 7.20 1.62 291 |0.17)6.05 2.70 3.95
1.1213.18)3.27 7.45|3.08) 081 3.65 0.40 0.32 0.23
0.57 6.24 465 649 280 562 11.78 4.17 0.48 (1.15
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Krabicovy graf (Box & Whiskers) Y
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Density

Doby mezi prujezdy automobili mytnou branou
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Histogram Y (relativni Cetnosti)

> hist(Y, plot=F)
$breaks
[[JO0O2468101214

$counts
[171813105 1 2 1|

Pintensities
[170.1800000 0.1300000 0.1000000 0.0500000 0.0100000 0.0200000 0.0100000

$density
[1]0.1800000 0.1300000 0.1000000 0.0500000 0.0100000 0.0200000 0.0100000

$mids
(11135791113

program R (https://www.r-project.org)




Doby mezi prujezdy automobili mytnou branou

Empiricka distribucni funkce Y
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Empiricka distribucni funkce Y

1.0

08

De

05 |rmeeeccccceccecc e ==

(1:n})/n

04

0.2

<

236 238 240 242 244 246 248 250 252 254 256
24.45



| po 100 ks

bky v 50 balen

e Vyro

4

Vadn

o O
AN
O
~— M

— O
O <
D wnl v
— O
D unnl
— O
D unni
o m
— O
D unnl
O
Al «—
— (N
oM O
o O
D unn
— M
O N
— O
— O

Histogram of Z

G2 0z Sl ot

O~~~ QAN MCT<



| po 100 ks

bky v 50 balen

e Vyro

4

Vadn

o O
AN
O
~— M

— O
O <
D wnl v
— O
D unnl
— O
D unni
o m
— O
D unnl
O
Al «—
— (N
oM O
o O
D unn
— M
O N
— O
— O

Histogram of 2

O~~~ QAN MCT<

= 0.98

49
o0

0.0098

49
50 % 100




Empiricka distribucni funkce Z
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1.31112964
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Uvod do teorie pravdépodobnosti

* Nahoda a pravdepodobnost,

* nahodny jev, nahodna veliCina

* rozdeleni pravdepodobnosti a jeho souvislost s histogramem
o pravidla pro pocitani s pravdepodobnosti

* podminena pravdepodobnost

o zavislost nahodnych veliCin

o vyuziti zavislosti pri stanoveni pravdepodobnosti - veta o uplné
pravdepodobnosti a Bayesova veta

(1) Jifi Like$, Josef Machek: Pocet pravdépodobnosti. Sesit X edice MVST, SNTL Praha 1981

(2) dalSi uCebnice naleznete na adrese: https://gejza.nipax.cz



https://gejza.nipax.cz

Uvod do teorie pravdépodobnosti

Nahodny pokus = Cinnost, ktera muze skoncCit ruznym
vysledkem a my dopredu nevime kterym

Nahodny jev = vysledek nahodneho pokusu, o kterém
dopredu nevime, zda nastane Ci ne

Pravdépodobnostni prostor ({2, 7, P)

Q - mnozina elemetarnich nahodnych jevu
TF - jevové pole (o-algebra nahodnych jevu)

@ o.0eF
(b) pokud A € F, potom plati A¢ ¢ F
(c) pokud A;, Ay, --- € F, potomplati | J.—, A; € F

P - pravdepodobnostni mira na ‘F



Uvod do teorie pravdépodobnosti

Rozdéleni sazky

Dva hraci hraji sérii 9 her a vyhraje ten, ktery prvni dosahne 5 vitézstvi (tedy
vétSinu). Na vitéze je vyhlaSena sazka. Hra je vSak preruSena za stavu 4:2 a
je treba spravedlive rozdelit sazku mezi oba hrace.

Uloha o rozdéleni sazky je jednou z nejstarsich dokumentovanych uloh
pravdepodobnosti a je pripisovana Blaise Pascalovi a Piere de Fermatovi
Z roku 1654. Ve skutecnosti je vsak mnohem starsi a jsou znamy jeji
verze z konce XV. stoleti.

http://www.statspol.cz/bulletiny/ib-2009-2.pdf

selfe




Uvod do teorie pravdépodobnosti

Problem tri dveri (Monty Hall Problem)

ﬁ :

http://www.shodor.org/interactivate/activities/SimpleMontyHall/




Uvod do teorie pravdépodobnosti

Definice pravdepodobnosti

A
1. Klasicka definice pravdépodobnosti: P(A) = NE@;
1u(A) = pocet elementarnich jevu v jevu 4 a

u(A) = “mira” jevu 4

2. Axiomaticka definice pravdepodobnosti
(@) VAe F: P(A) € (0,1)
(b) P(O) =0, P(Q)=1
(c) jsou-li A1, Ao, --- € F, po dvou disjunktni, potom
A

P (Uf; Ai) — Z;)il P (Az)

3. Statisticka definice pravdépodobnosti: lim; .., —=

J



Uvod do teorie pravdépodobnosti

Pravidla pro pocitani s pravdéepodobnosti

1) P(A) €0,1)
C
2) P(O)=0, P(Q) =1

3) P (Ufil Ai) — 221 P (Az)

4) P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B)
5) P(A— B) = P(A)— P(AN B)
6) P(A“) =1— P(A)

(P(ANB) =7




Podminéena pravdepodobnost

P(AN B) = P(A).P(B|A)
P(B|A) = P(]f(;)B) A [ B
. J Q

Jevy A a B jsou stochasticky nezavislé prave kdyz P(A|B)=P(A)

Nebo takeé: P(B|A)=P(B)
P(ANB)=P(A).P(B)



Podminéena pravdepodobnost

P(AN B) = P(A).P(B|A)

P(B|A) = P(]f(;)B) A [ B
. ) 0
PFiklad:

Je znamo, ze v dlouhodobém pruméru je mezi 1000 dodanych
komponent 2,34% vadnych vyrobku pochazejicich od vyrobce
A, 1,08% vadnych vyrobku od vyrobce B, 65,97% bezvadnych

vyrobku od vyrobce A a zbytek (30,6%) jsou bezvadné vyrobky
od vyrobce B.

Lze povazovat jev, ze vyrobek je vadny, A 5
na vyrobci?

vada (V) | 2,34 1,08

bez vady [ 65,98 30,6




Podminéena pravdepodobnost

P(AN B) = P(A).P(B|A)

P(B|A) = = (;1(2)3)

. J

2,34= 3,42 .68,32
65,98 = 96,58 . 68,32

Jev, ze vyrobek je vadny, Ize
povazovat za stochasticky
nezavisly na vyrobci.

A B
()
1,08 = 3,42 .31,68
30,60 = 96,58 . 31,68 o.K.
A B
vada (V) | 2,34 1,08
bez vady | 65,98 30,6




Podminéena pravdepodobnost

P(AN B) = P(A).P(B|A)

P(B|A) = P(]f(;)B) A [ B
. ) 0
PFiklad:

Bylo dotazovano 800 absolventd CVUT a UK. Z vyzkumu plyne,
2e 34% dotazovanych jsou absolventi CVUT ktefi pracuji dale
ve svem oboru, 28% dotazanych absovovalo UK a pracuji také
ve svém oboru. Ve 20% pripadu odpovédi bylo zjisténo, ze
absolventi CVUT ve svém oboru nepracuji a zbyvajicich 18%
jsou absolventi UK, kteri také nepracuji ve svem oboru.

Lze povazovat uplatneni se v oboru studia stochasticky
nezavislé na absolvovane univerzite?



P(AN B) = P(A).P(B|A)

Podminéena pravdepodobnost

(

\

P(ANB
pBlA) = L )
P(A)
g y,
Priklad:
(v)VUT UK celkem

v oboru 0,34 0,28 0,62

mimo 10,20 0,18 0,38
celkem 0,54 0,46 I

0,54 . 0,62 = 0,3348

P(0) = 0,62
P(O|CVUT) = 0,34/0,54 = 0,63 > P(O)

Uplatneni v oboru je stochasticky
zavislé na absolvované univerzite



Veta o uplne pravdepodobnosti

A je nahodny jev, {1, Ha, Hs, Hy} je Gplné pokryti )
HiNH; =0, HiUH,UHsUH; =

‘P(A) = P(A|H,).P(Hy)| |Hi \H2 [ Hsl Hy
+P(A|H,).P(H>)
+P(A|H3).P(Hs) A
i +P(A|Hy).P(Hy) {2
Priklad:

Na trhu jsou vyrobky od Ctyr vyrobcu v poradi A, B,
C a D v pomeru 1:2:4:5. Zmetkovitost je u téchto
vyrobcu po rade 0,5%, 0,8%, 0,3% a 0,3%. Jaka je
pravdepodobnost, ze nahodnée vybrany vyrobek na
trhu bude vadny? A bude-li vadny, jaka |e
pravdepodobnost, ze byl vyroben vyrobcem A?



Veta o uplne pravdepodobnosti

A je ndhodny jev, {H1, Ha, H3, H4} je Gplné pokryti €
HiNH; =@, HyUHyUHsUH,; =

P(A) = P(A|H,).P(H,)| |H1 \H2 [/ Hs H,
+P(A|H3).P(H>)
+P(A|H3).P(Hs) A
+P(A|Hy).P(Hy) (2

Priklad

P(H)=1/12, P(A|H)) = 0,005

P(Hy) =2/12, P(A|H>) = 0,008

P(H3)=4/12, P(A|H3) = 0,003

P(Hy)=5/12, P(A|H)) = 0,003

(PA)=(5+16 + 12 + 15)/12000 = 0,004 )




Bayesova veta

A je ndhodny jev, {H1, Ha, H3, H4} je Gplné pokryti €
HiNH; =@, HyUHyUHsUH,; =

1 |Hy \H Hs H,y

P(H,|A) =

<A\H1(> 1)3( ) A




Bayesova veta

A je ndhodny jev, {H1, Ha, H3, H4} je Gplné pokryti €
HiNH; =@, HyUHyUHsUH,; =

PULIA) — 0, \H, J[Hs] Hy
P(A|Hy).P(H,) A
>im1 P(A[H;).P(H;) o

Pfiklad:
(H)) = 0,08333, P(4|H,

P ) = 0,005
P (Hy) =0,16667, P(A|Hs) = 0,008
P (Hs) = 0,33333, P(A|Hs) = 0,003
P(H,) = 041667, P(A|Hsy) = 0,003
(P (H1|4) = 0,005.0,08333/0,004 = 0,10417 )




Bayesova veta
Priklad:

Telo kompresoru musi byt 100% hermeticky uza-
vieno. V prumeéru jeden ze sta kompresoru trochu
netésni a je treba jej rozlozit a znovu slozit. Zkous-
ka tésnosti odhali vadny vyrobek s pravdepodob-
nosti 0,8. Naproti tomu, s pravdepodobnosti 0,05
oznacCi jako vadny bezvadny vyrobek. Jaka je
pravdepodobnost vady u vyrobku, ktery zkouska
oznacila jako vadny?

kompreso




Bayesova veta
Priklad:

Telo kompresoru musi byt 100% hermeticky uza-
vieno. V prumeéru jeden ze sta kompresoru trochu
netésni a je treba jej rozlozit a znovu slozit. Zkous-
ka tésnosti odhali vadny vyrobek s pravdepodob-
nosti 0,8. Naproti tomu, s pravdepodobnosti 0,05
oznacCi jako vadny bezvadny vyrobek. Jaka je
pravdepodobnost vady u vyrobku, ktery zkouska
oznacila jako vadny?

kompreso




Bayesova veta
Priklad:

Telo kompresoru musi byt 100% hermeticky uza-
vieno. V prumeéru jeden ze sta kompresoru trochu
netésni a je treba jej rozlozit a znovu slozit. Zkous-
ka tésnosti odhali vadny vyrobek s pravdepodob-
nosti 0,8. Naproti tomu, s pravdepodobnosti 0,05
oznacCi jako vadny bezvadny vyrobek. Jaka je
pravdepodobnost vady u vyrobku, ktery zkouska
oznacila jako vadny?

kompreso

(V] +) 0,0111+0,0042

(o )

Pri opakovanem testu

=



Rozdéleni sazky

Dva hraci hraji sérii 9 her a vyhraje ten, ktery prvni dosahne 5 vitezstvi (tedy
veétSinu). Na vitéze je vyhlasena sazka. Hra je vSak preruSena za stavu 4:2 a
je treba spravedliveé rozdelit sazku mezi oba hrace.

Reseni:

1) Pfedpokladame, ze vitézstvi kazdého z obou hracUAa B v
nasledujicich neuskuteCnenych hrach by bylo stejné mozné.

2) Chybi dohrat jesté tfi hry: hraci A chybi k vitézstvi jedna vyhra, hraci
B chybéji tfi.

3) Mozné vysledky jsou: AAA, AAB, ABA, BAA, ABB, BAB, BBA, BBB.

4) Z toho v prvnich sedmi by celkove vyhral hrac A a pouze v jediném
pripadé (poslednim) by vyhral hrac B.

5) Tedy Ssance na vyhru jsou 7:1 a to je také pomer, v nemz by mela byt

rozdélena sazka.
so»




Rozdéleni sazky

Dva hraci hraji sérii 9 her a vyhraje ten, ktery prvni dosahne 5 vitezstvi (tedy
veétSinu). Na vitéze je vyhlasena sazka. Hra je vSak preruSena za stavu 4:2 a
je treba spravedliveé rozdelit sazku mezi oba hrace.

Reseni 2:

1) Pfedpokladame, ze vitézstvi kazdého z obou hracu Aa B v
nasledujicich neuskuteCnenych hrach by bylo stejné mozné.

2) Chybi dohrat jesté tfi hry: hraci A chybi k vitézstvi jedna vyhra, hraci
B chybegji maximalné tfi hry.

3) Pro ukoncCeni hry by mohly nastat tyto vysledky: A, BA, BBA, BBB.

4) Je P(A)=1/2, P(BA)=1/4, P(BBA)=P(BBB)=1/8.

5) Hrac A by vyhral v prvnich tfech pripadech s pravdepodobnosti 7/8,
Hrac B by vyhral pouze v poslednim pfipadé s pravdépodobnosti 1/8.

6) Tedy Sance na vyhru jsou 7:1 a to je také pomer, v nemz by mela byt

rozdélena sazka.
n»




Problem tri dveri (Monty Hall Problem)

—

'

Oznadme: A1, A2, Az jevy, Ze auto je za dvefmi ¢, 1, 2, 3.
Pro nas je ziejmeé apriori P(A1Y®P(A2) = P(A3) = 1/3.
Necht' O1, O2, O3 znaci jevy, 2. moderator otevfie dvere ¢, 1, 2, 3.
Zvolime napr. dvere C. 1.

Ziejmé je P(O1) = 0 a P(O2) = P(O3) = 1/2.

Dale plati: P(O2|A1)=1/2, P(Os3]A1)=1/2, P(O2|A2)=0, P(O3]A2)=1,
P(O2|A3)=1, P(O3|A3)=0.

Predpokladejme, ze moderator otevrel dvere C. 3.

Tedy aposteriorni pravdepodobnosti podle Bayesovy vety jsou:

P(A1)P(OslAr) 1/3.1/2

P(A1]Os)= == =173
P(A2)P(O3/A2)  1/3.1
[P(A2|03)= ( zg(c(h;l 2) — =2/3}




Uvod do teorie pravdépodobnosti

VIk a ovecky

Na kruznici jsou ve stejnych vzdalenostech od sebe rozmisteny 3 ovecky a
jeden vlk. Vlk se nahodne pohybuje doleva Ci doprava se stejnou pravdepo-
dobnosti. Narazi-li na ovecCku, sezere ji. Ktera z oveCek ma nejvetsi pravde-
podobnost, Ze zustane jako posledni?

Jedna se o tzv. ,nahodnou prochazku®,
Ulohu Ize fesit onecné pro n ovecek.




Automat na jizdenky

Automt vydava jizdenky v hodnoté 1€. Prijima
pouze 1 a 2 euroveé mince. Na 2€ vraci 1€ zpét.
Pokud mu dojdou 1€ mince v zasobniku automatu,
tento ohlasi chybu a zablokuje se. Kolik musime
dat do zasobniku minci, aby zvladl obslouzit 60
zakazniku bez zablokovani s pravdépodobnosti
alespon 0,957

N= pocet zakazniku
m=ma 1€ minci (tedy n=N-m ma 2€)




Uvod do teorie pravdépodobnosti

Automat na jizdenky

1A B+ a+m-n

C + -a-m+n-2




Uvod do teorie pravdépodo

Automat na jizdenky

A->C: u krat nahoru, d krat dol
u+d=N

a+u-d=-a-m+n-2

1A tedy: u=n-a-1, d=m+a+1 B

bnosti

T a+tm-n

pocet cest A->C je tedy( N )

m-+a—+1

(m;ﬁ+0

prpst zablokovani= ( N)

1 -a-m+n-2




Uvod do teorie pravdépodobnosti

Uloha o ruinovani hracée

Dva hraci A a B hraji sérii her. Pri kazdé hfe hraci vsadi jednu korunu. Hrac A
vyhraje s pravdepodobnosti p a prohraje s pravdepodobnosti 1-p. Na pocatku
ma hrac A celkem x korun, hrac B ma y korun. Hry jsou vzajemne nezavisle.
Hra se hraje tak dlouho, dokud maji oba co vsadit. Tedy hra konCi v okamziku,
kdy je jeden z hracu zruinovan. Jakou maiji hraci A a B pravdépodobnost

Zruinovani?

Dalsi z nejznaméjsich pravdépodobnostnich uloh, kterou lze nalézt
napriklad v ucebnici teorie pravdépodobnosti W. Fellera z roku 1957.

http://www.statspol.cz/oldstat/bulletiny/ib-93-4.pdf



http://www.statspol.cz/oldstat/bulletiny/ib-93-4.pdf

Uvod do teorie pravdépodobnosti

Uloha o ruinovani hracée
q p

«— —>
L1

I | | |
0 z-1 z z+1

gz = pravdepodobnost, ze bude zruinovan

A
q: =pqz+1t qq--i qg.=A+ B (z%)




