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=
n�1X

i=0

P (⌧1 2 hsi, si + ds i)P (⌧2  t� si � ds )

.
=

n�1X

i=0

f(si).ds F (t� si � ds ) !
Z t

0
F (t� s)f(s) ds



Součet náhodných veličin s Exponenciálním rozdělením

2)

k=2:
t2 = ⌧1 + ⌧2

P (t2  t) =?

P (t2  t) =
nX

i=1

P (⌧1 2 hsi�1, sii)P (⌧2  t� si | ⌧1 2 hsi�1, sii))

0                s                                t

P (t2  t) =
nX

i=1

P (⌧1 2 hsi�1, sii)P (⌧2  t� si )

=
n�1X

i=0

P (⌧1 2 hsi, si + ds i)P (⌧2  t� si � ds )

.
=

n�1X

i=0

f(si).ds F (t� si � ds ) !
Z t

0
F (t� s)f(s) ds

Z t

0
(1� e��(t�s))�e��sds = 1� e��t � �� e��t = 1� e��t(1 + �)



Součet náhodných veličin s Exponenciálním rozdělením

2)

k=2: F2(t) = 1� e��t(1 + �) f2(t) = �e��t(1 + �)



Součet náhodných veličin s Exponenciálním rozdělením

2)

k=2: F2(t) = 1� e��t(1 + �) f2(t) = �e��t(1 + �)

k=3: P (t3  t) =
nX

i=1

P (⌧3 2 hsi�1, sii)P (⌧1 + ⌧2  t� si )



Součet náhodných veličin s Exponenciálním rozdělením

2)

k=2: F2(t) = 1� e��t(1 + �) f2(t) = �e��t(1 + �)

k=3: P (t3  t) =
nX

i=1

P (⌧3 2 hsi�1, sii)P (⌧1 + ⌧2  t� si )

F3 =

Z t

0
F2(t� s)f(s) ds



Součet náhodných veličin s Exponenciálním rozdělením

2)

k=2: F2(t) = 1� e��t(1 + �) f2(t) = �e��t(1 + �)

k=3: P (t3  t) =
nX

i=1

P (⌧3 2 hsi�1, sii)P (⌧1 + ⌧2  t� si )

F3 =

Z t

0
F2(t� s)f(s) ds

P (tk  t) =
nX

i=1

P (⌧k 2 hsi�1, sii)P (⌧1 + · · ·+ ⌧k�1  t� si )    k:

Fk =

Z t

0
Fk�1(t� s)f(s) ds



Součet náhodných veličin s Exponenciálním rozdělením

2)

k=2: F2(t) = 1� e��t(1 + �) f2(t) = �e��t(1 + �)

k=3: P (t3  t) =
nX

i=1

P (⌧3 2 hsi�1, sii)P (⌧1 + ⌧2  t� si )

F3 =

Z t

0
F2(t� s)f(s) ds

P (tk  t) =
nX

i=1

P (⌧k 2 hsi�1, sii)P (⌧1 + · · ·+ ⌧k�1  t� si )    k:

Fk =

Z t

0
Fk�1(t� s)f(s) ds k-tá konvoluční mocnina F(t)



Součet náhodných veličin s Exponenciálním rozdělením

2)

k=2: F2(t) = 1� e��t(1 + �) f2(t) = �e��t(1 + �)

k=3: P (t3  t) =
nX

i=1

P (⌧3 2 hsi�1, sii)P (⌧1 + ⌧2  t� si )

F3 =

Z t

0
F2(t� s)f(s) ds

P (tk  t) =
nX

i=1

P (⌧k 2 hsi�1, sii)P (⌧1 + · · ·+ ⌧k�1  t� si )    k:

Fk =

Z t

0
Fk�1(t� s)f(s) ds k-tá konvoluční mocnina F(t)

Fk(t) = 0, pro t < 0

Fk(t) = 1� e��t
k�1X

i=0

(�t)i

i!
, pro t � 0



Erlangovo rozdělení

2)

Fk(t) = 0, pro t < 0

fk(t) = 0, pro t < 0

fk(t) = �e��t (�t)
k�1

(k � 1)!
, pro t � 0

Rozdělení součtu k náhodných veličin s exponenciál-
ním rozdělením s parametrem  se nazývá Erlangovo:

E(X) =
k

�
, V ar(X) =

k

�2
.

Fk(t) = 1� e��t
k�1X

i=0

(�t)i

i!
, pro t � 0



Erlangovo rozdělení

2)

Fk(t) = 0, pro t < 0

fk(t) = 0, pro t < 0

fk(t) = �e��t (�t)
k�1

(k � 1)!
, pro t � 0

Rozdělení součtu k náhodných veličin s exponenciál-
ním rozdělením s parametrem  se nazývá Erlangovo:

E(X) =
k

�
, V ar(X) =

k

�2
.

Fk(t) = 1� e��t
k�1X

i=0

(�t)i

i!
, pro t � 0



Náhodné události v čase

2)

čas* * * * ** * * *
N =  1   2           3                 4        5 6                    7      8                          9

doby mezi událostmi: �i = ti � ti�1

⌧1 ⌧2 ⌧3 ⌧4 ⌧5 ⌧6 ⌧7 ⌧8 ⌧9

počet událostí v čase t: N(t)

Za jak dlouho nastane k událostí ?

Jaké je rozdělení časů tk ? P (tk  t) =?



Náhodné události v čase

2)

čas* * * * ** * * *
N =  1   2           3                 4        5 6                    7      8                          9

doby mezi událostmi: �i = ti � ti�1

⌧1 ⌧2 ⌧3 ⌧4 ⌧5 ⌧6 ⌧7 ⌧8 ⌧9

počet událostí v čase t: N(t)

Za jak dlouho nastane k událostí ?

Jaké je rozdělení časů tk ?

Jaká je pravděpodobnost, že za dobu t nastane k 
událostí? P (N(t) = k) =?

P (tk  t) =?



Náhodné události v čase

2)

čas* * * * ** * * *
N =  1   2           3                 4        5 6                    7      8                          9

doby mezi událostmi: �i = ti � ti�1

⌧1 ⌧2 ⌧3 ⌧4 ⌧5 ⌧6 ⌧7 ⌧8 ⌧9

počet událostí v čase t: N(t)

Za jak dlouho nastane k událostí ?

Jaké je rozdělení časů tk ?

Jaká je pravděpodobnost, že za dobu t nastane k 
událostí? P (N(t) = k) =?

P (tk  t) =?

P (N(t) < k) = P (tk � t)



Náhodné události v čase

2)

čas* * * * ** * * *
N =  1   2           3                 4        5 6                    7      8                          9

doby mezi událostmi: �i = ti � ti�1

⌧1 ⌧2 ⌧3 ⌧4 ⌧5 ⌧6 ⌧7 ⌧8 ⌧9

počet událostí v čase t: N(t)

Za jak dlouho nastane k událostí ?

Jaké je rozdělení časů tk ?

Jaká je pravděpodobnost, že za dobu t nastane k 
událostí? P (N(t) = k) =?

P (tk  t) =?

P (N(t) < k) = P (tk � t) = 1� Fk(t) = e��t
k�1X

i=0

(�t)i

i!
, pro t � 0



Náhodné události v čase

2)

čas* * * * ** * * *
N =  1   2           3                 4        5 6                    7      8                          9

doby mezi událostmi: �i = ti � ti�1

⌧1 ⌧2 ⌧3 ⌧4 ⌧5 ⌧6 ⌧7 ⌧8 ⌧9

počet událostí v čase t: N(t)

Za jak dlouho nastane k událostí ?

Jaké je rozdělení časů tk ?

Jaká je pravděpodobnost, že za dobu t nastane k 
událostí? P (N(t) = k) =?

P (tk  t) =?

P (N(t) < k) = P (tk � t) = 1� Fk(t) = e��t
k�1X

i=0

(�t)i

i!
, pro t � 0

odtud:
P (N(t) = k) = P (N(t) < k + 1)� P (N(t) < k) = e��t (�t)

k

k!



Náhodné události v čase

2)

čas* * * * ** * * *
N =  1   2           3                 4        5 6                    7      8                          9

doby mezi událostmi: �i = ti � ti�1

⌧1 ⌧2 ⌧3 ⌧4 ⌧5 ⌧6 ⌧7 ⌧8 ⌧9

počet událostí v čase t: N(t)

Za jak dlouho nastane k událostí ?

Jaké je rozdělení časů tk ?

Jaká je pravděpodobnost, že za dobu t nastane k 
událostí? P (N(t) = k) =?

P (tk  t) =?

P (N(t) = k) =
(�t)k

k!
e��t, k = 0, 1, . . .

E(N(t)) = V ar(N(t)) = �t



Poissonovo rozdělení

2)

P (N(t) = k) =
(�t)k

k!
e��t, k = 0, 1, . . .

E(N(t)) = V ar(N(t)) = �t



Poissonovo rozdělení

2)

P (N(t) = k) =
(�t)k

k!
e��t, k = 0, 1, . . .

E(N(t)) = V ar(N(t)) = �t



Systém hromadné obsluhy

2)

e�µh

P(v čase (t,t+h⟩ se počet zákazníků nezmění) =
= P(v čase (t,t+h⟩ žádný zákazník nepřijde a žádný neodejde) = e��h

= 1� �h� µh+ o(h), h ! 0

P (X(t+ h) = j |X(t) = j)

P(v čase (t,t+h⟩ se počet zákazníků zvýší o 1) =
= P(v čase (t,t+h⟩ jeden zákazník přijde a žádný neodejde) =

P (X(t+ h) = j + 1 |X(t) = j)

(1� e��h)e�µh

= �h+ o(h), h ! 0



Systém hromadné obsluhy

2)

e�µh

P(v čase (t,t+h⟩ se počet zákazníků nezmění) =
= P(v čase (t,t+h⟩ žádný zákazník nepřijde a žádný neodejde) = e��h

= 1� �h� µh+ o(h), h ! 0

P (X(t+ h) = j |X(t) = j)

P(v čase (t,t+h⟩ se počet zákazníků zvýší o 1) =
= P(v čase (t,t+h⟩ jeden zákazník přijde a žádný neodejde) =

P (X(t+ h) = j + 1 |X(t) = j)

(1� e��h)e�µh

= �h+ o(h), h ! 0



Systém hromadné obsluhy

2)

P(v čase (t,t+h⟩ přijde 1 zákazník) =

e�µh

P(v čase (t,t+h⟩ se počet zákazníků nezmění) =
= P(v čase (t,t+h⟩ žádný zákazník nepřijde a žádný neodejde) = e��h

= 1� �h� µh+ o(h), h ! 0

P (X(t+ h) = j |X(t) = j)

P(v čase (t,t+h⟩ se počet zákazníků zvýší o 1) =
= P(v čase (t,t+h⟩ jeden zákazník přijde a žádný neodejde) =

P (X(t+ h) = j + 1 |X(t) = j)

(1� e��h)e�µh

= �h+ o(h), h ! 0



Systém hromadné obsluhy

2)

P(v čase (t,t+h⟩ přijde 1 zákazník) = 1� e��h

e�µh

P(v čase (t,t+h⟩ se počet zákazníků nezmění) =
= P(v čase (t,t+h⟩ žádný zákazník nepřijde a žádný neodejde) = e��h

= 1� �h� µh+ o(h), h ! 0

P (X(t+ h) = j |X(t) = j)

P(v čase (t,t+h⟩ se počet zákazníků zvýší o 1) =
= P(v čase (t,t+h⟩ jeden zákazník přijde a žádný neodejde) =

P (X(t+ h) = j + 1 |X(t) = j)

(1� e��h)e�µh

= �h+ o(h), h ! 0



Systém hromadné obsluhy

2)

P(v čase (t,t+h⟩ přijde 1 zákazník) = 1� e��h

e�µh

P(v čase (t,t+h⟩ se počet zákazníků nezmění) =
= P(v čase (t,t+h⟩ žádný zákazník nepřijde a žádný neodejde) = e��h

= �h+ o(h), h ! 0

= 1� �h� µh+ o(h), h ! 0

P (X(t+ h) = j |X(t) = j)

P(v čase (t,t+h⟩ se počet zákazníků zvýší o 1) =
= P(v čase (t,t+h⟩ jeden zákazník přijde a žádný neodejde) =

P (X(t+ h) = j + 1 |X(t) = j)

(1� e��h)e�µh

= �h+ o(h), h ! 0



Systém hromadné obsluhy

2)

P(v čase (t,t+h⟩ přijde 1 zákazník) = 1� e��h

e�µh

P(v čase (t,t+h⟩ nepřijde 1 zákazník) =

P(v čase (t,t+h⟩ se počet zákazníků nezmění) =
= P(v čase (t,t+h⟩ žádný zákazník nepřijde a žádný neodejde) = e��h

= �h+ o(h), h ! 0

= 1� �h� µh+ o(h), h ! 0

P (X(t+ h) = j |X(t) = j)

P(v čase (t,t+h⟩ se počet zákazníků zvýší o 1) =
= P(v čase (t,t+h⟩ jeden zákazník přijde a žádný neodejde) =

P (X(t+ h) = j + 1 |X(t) = j)

(1� e��h)e�µh

= �h+ o(h), h ! 0



Systém hromadné obsluhy

2)

P(v čase (t,t+h⟩ přijde 1 zákazník) = 1� e��h

e��h

e�µh

P(v čase (t,t+h⟩ nepřijde 1 zákazník) =

P(v čase (t,t+h⟩ se počet zákazníků nezmění) =
= P(v čase (t,t+h⟩ žádný zákazník nepřijde a žádný neodejde) = e��h

= �h+ o(h), h ! 0

= 1� �h� µh+ o(h), h ! 0

P (X(t+ h) = j |X(t) = j)

P(v čase (t,t+h⟩ se počet zákazníků zvýší o 1) =
= P(v čase (t,t+h⟩ jeden zákazník přijde a žádný neodejde) =

P (X(t+ h) = j + 1 |X(t) = j)

(1� e��h)e�µh

= �h+ o(h), h ! 0



Systém hromadné obsluhy

2)

P(v čase (t,t+h⟩ přijde 1 zákazník) = 1� e��h

e��h

e�µh

P(v čase (t,t+h⟩ nepřijde 1 zákazník) =

P(v čase (t,t+h⟩ se počet zákazníků nezmění) =
= P(v čase (t,t+h⟩ žádný zákazník nepřijde a žádný neodejde) = e��h

= �h+ o(h), h ! 0

= 1� �h+ o(h), h ! 0

= 1� �h� µh+ o(h), h ! 0

P (X(t+ h) = j |X(t) = j)

P(v čase (t,t+h⟩ se počet zákazníků zvýší o 1) =
= P(v čase (t,t+h⟩ jeden zákazník přijde a žádný neodejde) =

P (X(t+ h) = j + 1 |X(t) = j)

(1� e��h)e�µh

= �h+ o(h), h ! 0



Systém hromadné obsluhy

2)

P(v čase (t,t+h⟩ přijde 1 zákazník) = 1� e��h

e��h

e�µh

P(v čase (t,t+h⟩ nepřijde 1 zákazník) =
P(v čase (t,t+h⟩ odejde 1 zákazník) =

P(v čase (t,t+h⟩ se počet zákazníků nezmění) =
= P(v čase (t,t+h⟩ žádný zákazník nepřijde a žádný neodejde) = e��h

= �h+ o(h), h ! 0

= 1� �h+ o(h), h ! 0

= 1� �h� µh+ o(h), h ! 0

P (X(t+ h) = j |X(t) = j)

P(v čase (t,t+h⟩ se počet zákazníků zvýší o 1) =
= P(v čase (t,t+h⟩ jeden zákazník přijde a žádný neodejde) =

P (X(t+ h) = j + 1 |X(t) = j)

(1� e��h)e�µh

= �h+ o(h), h ! 0



Systém hromadné obsluhy

2)

P(v čase (t,t+h⟩ přijde 1 zákazník) = 1� e��h

e��h

1� e�µh

e�µh

P(v čase (t,t+h⟩ nepřijde 1 zákazník) =
P(v čase (t,t+h⟩ odejde 1 zákazník) =

P(v čase (t,t+h⟩ se počet zákazníků nezmění) =
= P(v čase (t,t+h⟩ žádný zákazník nepřijde a žádný neodejde) = e��h

= �h+ o(h), h ! 0

= 1� �h+ o(h), h ! 0

= µh+ o(h), h ! 0

= 1� �h� µh+ o(h), h ! 0

P (X(t+ h) = j |X(t) = j)

P(v čase (t,t+h⟩ se počet zákazníků zvýší o 1) =
= P(v čase (t,t+h⟩ jeden zákazník přijde a žádný neodejde) =

P (X(t+ h) = j + 1 |X(t) = j)

(1� e��h)e�µh

= �h+ o(h), h ! 0



Systém hromadné obsluhy

2)

P(v čase (t,t+h⟩ přijde 1 zákazník) = 1� e��h

e��h

1� e�µh

e�µh

P(v čase (t,t+h⟩ nepřijde 1 zákazník) =
P(v čase (t,t+h⟩ odejde 1 zákazník) =
P(v čase (t,t+h⟩ přijdou 2 zákazníci) =

P(v čase (t,t+h⟩ se počet zákazníků nezmění) =
= P(v čase (t,t+h⟩ žádný zákazník nepřijde a žádný neodejde) = e��h

= �h+ o(h), h ! 0

= 1� �h+ o(h), h ! 0

= µh+ o(h), h ! 0

= 1� �h� µh+ o(h), h ! 0

P (X(t+ h) = j |X(t) = j)

P(v čase (t,t+h⟩ se počet zákazníků zvýší o 1) =
= P(v čase (t,t+h⟩ jeden zákazník přijde a žádný neodejde) =

P (X(t+ h) = j + 1 |X(t) = j)

(1� e��h)e�µh

= �h+ o(h), h ! 0



Systém hromadné obsluhy

2)

P(v čase (t,t+h⟩ přijde 1 zákazník) =

(1� e��h)(1� e�µh)

1� e��h

e��h

1� e�µh

e�µh

P(v čase (t,t+h⟩ nepřijde 1 zákazník) =
P(v čase (t,t+h⟩ odejde 1 zákazník) =
P(v čase (t,t+h⟩ přijdou 2 zákazníci) =

P(v čase (t,t+h⟩ se počet zákazníků nezmění) =
= P(v čase (t,t+h⟩ žádný zákazník nepřijde a žádný neodejde) = e��h

= �h+ o(h), h ! 0

= 1� �h+ o(h), h ! 0

= µh+ o(h), h ! 0

= o(h), h ! 0

= 1� �h� µh+ o(h), h ! 0

P (X(t+ h) = j |X(t) = j)

P(v čase (t,t+h⟩ se počet zákazníků zvýší o 1) =
= P(v čase (t,t+h⟩ jeden zákazník přijde a žádný neodejde) =

P (X(t+ h) = j + 1 |X(t) = j)

(1� e��h)e�µh

= �h+ o(h), h ! 0



Systém hromadné obsluhy

2)

P(v čase (t,t+h⟩ přijde 1 zákazník) =

(1� e��h)(1� e�µh)

1� e��h

e��h

1� e�µh

P(v čase (t,t+h⟩ nepřijde 1 zákazník) =
P(v čase (t,t+h⟩ odejde 1 zákazník) =
P(v čase (t,t+h⟩ přijdou 2 zákazníci) =

= �h+ o(h), h ! 0

= 1� �h+ o(h), h ! 0

= µh+ o(h), h ! 0
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Otázky: 1. Jaký je průměrný počet zákazníků v systému?
2. Jaký je průměrný počet zákazníků ve frontě?
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Příklad:  Životnost ventilátoru dieselového motoru můžeme popsat 
pomocí exponenciálního rozdělení se střední dobou θ = 28.700 hod. 



Charakteristiky doby života

2) Weibull s Weibull s 

Příklad:  Životnost ventilátoru dieselového motoru můžeme popsat 
pomocí exponenciálního rozdělení se střední dobou θ = 28.700 hod. 

1. S jakou pravděpodobností se ventilátor porouchá během prvních 
100 hodin?  



Charakteristiky doby života

2) Weibull s Weibull s 

Příklad:  Životnost ventilátoru dieselového motoru můžeme popsat 
pomocí exponenciálního rozdělení se střední dobou θ = 28.700 hod. 

1. S jakou pravděpodobností se ventilátor porouchá během prvních 
100 hodin?  

! 

P(X "100) =
1

28700
exp(# x

28700
)dx =1# e

#
100
28700 = 0,003478

0

100
$



Charakteristiky doby života

2) Weibull s Weibull s 

Příklad:  Životnost ventilátoru dieselového motoru můžeme popsat 
pomocí exponenciálního rozdělení se střední dobou θ = 28.700 hod. 

1. S jakou pravděpodobností se ventilátor porouchá během prvních 
100 hodin?  

! 

P(X "100) =
1

28700
exp(# x

28700
)dx =1# e

#
100
28700 = 0,003478

0

100
$

2. Jaká je pravděpodobnost, že ventilátor vydrží bez poruchy záruční 
dobu 8.000 hodin?  
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3. Jaká je intenzita poruchy?  

Intenzita poruchy je potom λ=1/ θ=1/28.700=34,8 ppm.  
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! 

P(X "100) =
1

28700
exp(# x

28700
)dx =1# e

#
100
28700 = 0,003478

0

100
$

2. Jaká je pravděpodobnost, že ventilátor vydrží bez poruchy záruční 
dobu 8.000 hodin?  

! 

P(X > 8000) =
1

28700
exp(" x

28700
)dx = e

"
8000
28700 = 0,76

8000

#

$

3. Jaká je intenzita poruchy?  

Intenzita poruchy je potom λ=1/ θ=1/28.700=34,8 ppm.  

! 

P(X "100) # $.100 =100.0,00003484 = 0,003484
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2) Weibull s Weibull s 

Příklad:  Životnost ventilátoru dieselového motoru můžeme popsat 
pomocí exponenciálního rozdělení se střední dobou θ = 28.700 hod. 

4. Jaká je „typická“ délka života ventilátoru?  



Charakteristiky doby života

2) Weibull s Weibull s 

Příklad:  Životnost ventilátoru dieselového motoru můžeme popsat 
pomocí exponenciálního rozdělení se střední dobou θ = 28.700 hod. 

4. Jaká je „typická“ délka života ventilátoru?  

! 

median = ˜ x 0,5 = "28.700ln(1" 0.5) =19.900
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2) Weibull s Weibull s 

Příklad:  Životnost ventilátoru dieselového motoru můžeme popsat 
pomocí exponenciálního rozdělení se střední dobou θ = 28.700 hod. 

4. Jaká je „typická“ délka života ventilátoru?  

! 

median = ˜ x 0,5 = "28.700ln(1" 0.5) =19.900

5. Jaká je střední doba života ventilátoru?  
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2) Weibull s Weibull s 

Příklad:  Životnost ventilátoru dieselového motoru můžeme popsat 
pomocí exponenciálního rozdělení se střední dobou θ = 28.700 hod. 

4. Jaká je „typická“ délka života ventilátoru?  

! 

median = ˜ x 0,5 = "28.700ln(1" 0.5) =19.900

5. Jaká je střední doba života ventilátoru?  

! 

E(X) = " = 28.700
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2) Weibull s Weibull s 

Příklad:  Životnost ventilátoru dieselového motoru můžeme popsat 
pomocí exponenciálního rozdělení se střední dobou θ = 28.700 hod. 

4. Jaká je „typická“ délka života ventilátoru?  

! 

median = ˜ x 0,5 = "28.700ln(1" 0.5) =19.900

5. Jaká je střední doba života ventilátoru?  

! 

E(X) = " = 28.700

6. Do jaké doby se porouchá v průměru 90% všech ventilátorů?
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2) Weibull s Weibull s 

Příklad:  Životnost ventilátoru dieselového motoru můžeme popsat 
pomocí exponenciálního rozdělení se střední dobou θ = 28.700 hod. 

4. Jaká je „typická“ délka života ventilátoru?  

! 

median = ˜ x 0,5 = "28.700ln(1" 0.5) =19.900

5. Jaká je střední doba života ventilátoru?  

! 

E(X) = " = 28.700

! 

˜ x 0,9 = "28.700ln(1" 0.9) = 66.084

6. Do jaké doby se porouchá v průměru 90% všech ventilátorů?


