Zaklady pravdepodobnosti
a matematicke statistiky

4. Model nahodnych udalosti
v case

prof. RNDr. Gejza Dohnal, CSc.

ak. rok 2022/2023



4. Model nahodnych udalosti
vV case



Pozorujeme udalosti, které nastavaji nezavisle na sobé v Case.
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cas vyskytu i-te udalosti: T; “——spojita nahodna velidina



Pozorujeme udalosti, které nastavaji nezavisle na sobé v Case.
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)\ je intenzita poruch, 1/ je stfredni doba mezi poruchami



Pozorujeme udalosti, které nastavaji nezavisle na sobé v Case.
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Jaka je pravdepodobnost, ze za jednotku Casu nastane k£ udalosti?
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Pozorujeme udalosti, které nastavaji nezavisle na sobé v Case.
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Jaka je pravdépodobnost, Ze za jednotku ¢asu nastane k udalosti? P(N = k) =7
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Jaka je pravdepodobnost, Zze za dobu ¢ nastane & udalosti? P(N(t) =k) =7
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Pozorujeme udalosti, které nastavaji nezavisle na sobé v Case.
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Piiklad: Zivotnost ventilatoru dieselového motoru mizZeme popsat jako dobu
do jeho poruchy (neopravuje se). Predpokladejme, ze tato doba se fidi

exponencialnim rozdelenim se stfedni hodnotou 8 = 28 700 hodin.

Uloha 1: S jakou pravdé&podobnosti se ventilator poroucha b&hem prvnich 100 hodin?

Uloha 2: Jaka je pravdépodobnost, Ze ventilator vydrzi bez poruchy zaruéni dobu
8000 hodin?

Uloha 3: Jaka je intenzita poruchy?

Uloha 4: Jaka je ,typicka“ délka Zivota ventilatoru?

Uloha 5: Jaka je stiedni doba Zivota ventilatoru?

Uloha 6: Do jaké doby se poroucha v priméru 90 % vsech ventilatord?



Model exponencialniho rozdeéleni

Exponencialni rozdeleni je rozdeleni pravdepodobnosti nahodné veliCiny, ktera
popisuje dobu mezi nezavislymi, nahodne se vyskytujicimi udalostmi v Case.

Pritom stredni doba mezi temito udalostmi je rovna 6 a stredni pocet techto
udalosti za jednotku Casu je A.

\

—\t
e

t <0 0
= Fy=14"
t >0 Il —e" 5,
t <0 0
F(t)=<""
t >0 Q {16A2

Exponencialni rozdeleni nema pamet!

[P(T <t+s|t> s)]:

P((r<t+s) & (t>3))

P(t > s)

F(t+s) — F(s)
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Modelovani doby zivota (doby do poruchy)

f(t)
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Intenzita poruchy

222 Exp(a) 272 ¢
Pravdepodobnost, ze se zarizeni poroucha v Case t+¢, kdyz vime, ze se do
doby € neporouchalo (pro hodné mala €) je rovna pfiblizné £A(?).
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Exponencialni rozdéleni: A(t) = T v

— )\, t>0.



Weibullovo rozdéleni W(5,k)
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Modelovani doby zivota (doby do poruchy)
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Intenzita poruchy

Pravdepodobnost, ze se zafizeni poroucha v Case f+¢, kdyz vime, ze se do

doby & neporouchalo (pro hodné mala ¢) je rovna pfiblizné eA(¢).



Poissonuv proces - model vzniku nahodnych udalosti v Case

N(t)A pocCet udalosti do Casu ¢
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[ 12 I3 tly sl 17 ts 19 cas
Poissonuv proces { N (t); ¢t > 0} je funkce dvou proménnych
N: (©2,(0,00)) — N takova, ze

1) NO)=0,
2) N(f) ma nezavislé prirustky, to znamena, ze pro kazdé 0 <ty <--- <1,
avSechna 1 =1,2,...,n, n € N jsou nahodné veliCiny

N(t,) — N(tn_1), ..., N(t1) — N(tg) stochasticky nezavislé,

3) prirustky N(¢+h) — N(f) maji Poissonovo rozdéleni s parametrem Ax.

N(t) =) Iy<n t;=inf{t>0: N(t)=k},k=1,2,...
1=1



Uloha: Jaké rozdé&leni pravdépodobnosti ma doba mezi k udalostmi?

X1, X0, ..., X, ~ Exp(\ ZX ha(z) = ?

a) Doby mezi dvema udalostmi maji exponenmalm’ rozdeleni s parametrem A.

b) Doba mezi tremi udalostmi je souctem dvou dob s exponencialnim rozdelenim,
tedy pro k=2 :

Hy(2) = P(Z < 2) = P(X; + X5 < 2) = / / Sl aa)deda:
r1+axro<z

:/ / f(x1, zs)dradr; :/ / Ae” M1 e M2 dyoday
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— )\2/ —AT1 / e M2drodry = -- =1 — e M — \ze M
ho(2) = de™™ —Xe ™ + X%2e M = X2, 2>0  ha(z2) =0, 2<0.
c) Prok=3: .......... r D
)\k
d) Postup Ize zobecnit pro k: | hy(z) = T 1)',2"“_16_”, z>0
hk(z) =0, 2 <0.
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Erlangovo rozdéleni pravdépodobnosti




Modely hromadné obsluhy (vyroby, zpracovani)
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Markovska vlastnost:

PIX(t)=n|X(Et—-1)=m, X(t—2)=ma, ..., X(0) =mo) = P(X(t) =n|X(t—1) =m)
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Modely hromadné obsluhy (vyroby, zpracovani)
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zakazky prichazeji v nahodném proudu (Poissonuv proces) s intenzitou A

radi se do fronty podle nejakého frontoveho rezimu (FIFO, LIFO, Random)
postupne jsou zpracovavany v obsluzné stanici a po zpracovani opoustéji system
doba zpracovani ma exponencialni rozdeleni s intenzitou u

pocCet zakazek v systému ma Markovskou vlastnost
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Modely hromadné obsluhy (vyroby, zpracovani)
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« zakazky prichazeji v nahodném proudu (Poissonuv proces) s intenzitou A

* radi se do fronty podle nejakého frontového rezimu (FIFO, LIFO, Random)
e postupne jsou zpracovavany v obsluzneé stanici a po zpracovani opoustéji system
« doba zpracovani ma exponencialni rozdéleni s intenzitou

* pocet zakazek v systemu ma Markovskou vlastnost

- A /A" A
P(N=n)=p,="—2 (—) = (1—p)p" — = p intenzita obsluhy
oo\ H [
E(N) = Z npn = A = -5 = p<1 - stfedni poCet pozadavkl v systému
n=0
@) p2
E(Ng) =) (n—1)p, = I - stfedni pod&et pozadavkd ve fronté
n=0
E(Ns) = E(N) — E(Ng) = p - stfedni poCet pozadavku v obsluze

P(Ng>0)=p, P(Ng=0)=1-p - pravdepodobnost ¢ekani >



P(N =n)=p, = —— (—)
Modely hromadné obsluhy (vyroby, zpracovani)
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« zakazky prichazeji v nahodném proudu (Poissonuv proces) s intenzitou A

* radi se do fronty podle nejakého frontového rezimu (FIFO, LIFO, Random)
e postupne jsou zpracovavany v obsluzneé stanici a po zpracovani opoustéji system
« doba zpracovani ma exponencialni rozdéleni s intenzitou

* pocet zakazek v systemu ma Markovskou vlastnost

P(N:n)zpn:'u—_)\(i)n é:,0 <1

poo\ p

EW) = @ = ﬁ - stfedni doba stravena v systému
E(Wg) = EuIQ) = ﬁ - stfedni doba ¢ekani ve fronté
E(Ws) =E(W)—-E(Wgq) = % - stfedni doba stravena v obsluze



Modely hromadné obsluhy (vyroby, zpracovani)
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