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    -4.0                    -2.0                      0.0                     2.0                     4.0

f(x) =
1p
2⇡

e�
x2
2 ,

x 2 R

X s N(0, 1)

kvantilová funkce

P (X  x) =
Z x

�1
f(u)du

p

F-1(p)

Jakou hodnotu náhodná veličina X nepřekročí s pravděpodobností p?

distribuční funkce

�(x) = P (X  x)

xp = ��1(p)



Normální rozdělení

2)

    -4.0                    -2.0                      0.0                     2.0                     4.0

f(x) =
1p
2⇡

e�
x2
2 ,

x 2 R

X s N(0, 1)

kvantilová funkce

P (X  x) =
Z x

�1
f(u)du

p

F-1(p)

Jakou hodnotu náhodná veličina X nepřekročí s pravděpodobností p?

distribuční funkce

Jakých hodnot bude náhodná veličina X 
nabývat s předem danou pravděpodob-
ností p?

�(x) = P (X  x)

xp = ��1(p)



Normální rozdělení

2)

    -4.0                    -2.0                      0.0                     2.0                     4.0

F (x) = P (X  x)
distribuční funkce

P (X  x) =
Z x

�1
f(u)du

f(x) =
1

�
p

2⇡
e�

(x�µ)2

2�2 ,

x 2 R

X s N(µ, �2)



Normální rozdělení

2)

    -4.0                    -2.0                      0.0                     2.0                     4.0

F (x) = P (X  x)
distribuční funkce

P (X  x) =
Z x

�1
f(u)du

f(x) =
1

�
p

2⇡
e�

(x�µ)2

2�2 ,

x 2 R

X s N(µ, �2)



Normální rozdělení

2)

    -4.0                    -2.0                      0.0                     2.0                     4.0

F (x) = P (X  x)
distribuční funkce

P (X  x) =
Z x

�1
f(u)du

f(x) =
1

�
p

2⇡
e�

(x�µ)2

2�2 ,

x 2 R

X s N(µ, �2)



Normální rozdělení

2)

    -4.0                    -2.0                      0.0                     2.0                     4.0

F (x) = P (X  x)
distribuční funkce

F (x) =
Z x

�1
f(u)du

P (X  x) =
Z x

�1
f(u)du

f(x) =
dF (x)

dx
, x 2 R

f(x) =
1

�
p

2⇡
e�

(x�µ)2

2�2 ,

x 2 R

X s N(µ, �2)



Normální rozdělení

2)

    -4.0                    -2.0                      0.0                     2.0                     4.0

S jakou pravděpodobností bude 
budoucí hodnota náhodné veličiny 
X v intervalu             ?ha, bi



Normální rozdělení

2)

    -4.0                    -2.0                      0.0                     2.0                     4.0

Z b

a
f(x)dxP (a  X  b) =

S jakou pravděpodobností bude 
budoucí hodnota náhodné veličiny 
X v intervalu             ?ha, bi



Normální rozdělení

2)

    -4.0                    -2.0                      0.0                     2.0                     4.0

Z b

a
f(x)dxP (a  X  b) =

=
Z b

�1
f(x)dx�

Z a

�1
f(x)dx

= F (b)� F (a)

S jakou pravděpodobností bude 
budoucí hodnota náhodné veličiny 
X v intervalu             ?ha, bi



Normální rozdělení

2)

    -4.0                    -2.0                      0.0                     2.0                     4.0

Z b

a
f(x)dxP (a  X  b) =

=
Z b

�1
f(x)dx�

Z a

�1
f(x)dx

= F (b)� F (a)P (a  X  b)

| {z }

ha, bi

} F(b)-F(a)

S jakou pravděpodobností bude 
budoucí hodnota náhodné veličiny 
X v intervalu             ?ha, bi



Normální rozdělení

2)

Symetrie:

    -4.0                    -2.0                      0.0                     2.0                     4.0

f(x) = f(�x)
X s N(0, 1)



Normální rozdělení

2)

Symetrie:

    -4.0                    -2.0                      0.0                     2.0                     4.0

f(x) = f(�x)
X s N(0, 1)

�(x) = 1� �(�x)



Normální rozdělení

2)

Symetrie:

    -4.0                    -2.0                      0.0                     2.0                     4.0

f(x) = f(�x)
X s N(0, 1)

�(x) = 1� �(�x)

f(µ + x) = f(µ� x)

X s N(µ, �2)

F (µ + x) = 1� F (µ� x)



Normální rozdělení

2)

Symetrie:

    -4.0                    -2.0                      0.0                     2.0                     4.0

f(x) = f(�x)
X s N(0, 1)

P (|X|  x) = �(x)� �(�x) = �(x)� (1� �(x)) = 2�(x)� 1

�(x) = 1� �(�x)

f(µ + x) = f(µ� x)

X s N(µ, �2)

F (µ + x) = 1� F (µ� x)



Normální rozdělení

2)

Symetrie:

    -4.0                    -2.0                      0.0                     2.0                     4.0

f(x) = f(�x)
X s N(0, 1)

P (|X|  x) = �(x)� �(�x) = �(x)� (1� �(x)) = 2�(x)� 1

P (|X � µ|  x) = F (µ + x)� F (µ� x) =
F (µ + x)� (1� F (µ + x)) = 2F (µ + x)� 1

�(x) = 1� �(�x)

f(µ + x) = f(µ� x)

X s N(µ, �2)

F (µ + x) = 1� F (µ� x)



Normální rozdělení

2)

    -4.0                    -2.0                      0.0                     2.0                     4.0

Jakých hodnot kolem střední 
hodnoty bude náhodná veliči-
na X nabývat s předem danou 
pravděpodobností 1-p?



Normální rozdělení

2)

    -4.0                    -2.0                      0.0                     2.0                     4.0

Jakých hodnot kolem střední 
hodnoty bude náhodná veliči-
na X nabývat s předem danou 
pravděpodobností 1-p?

P (a  X  b) = 1� p



Normální rozdělení

2)

    -4.0                    -2.0                      0.0                     2.0                     4.0

Jakých hodnot kolem střední 
hodnoty bude náhodná veliči-
na X nabývat s předem danou 
pravděpodobností 1-p?

P (a  X  b) = 1� p

p/2

F -1(p/2)          F-1(1-p/2)

p/2

1� p

a = F�1(p/2),
b = F�1(1� p/2)

(p/2)-kvantil normálního rozdělení a 
(1-p/2)-kvantil normálního rozdělení



Normální rozdělení

2)

    -4.0                    -2.0                      0.0                     2.0                     4.0

Jakých hodnot kolem střední 
hodnoty bude náhodná veliči-
na X nabývat s předem danou 
pravděpodobností 1-p?

Ze symetrie plyne:

X s N(0, 1) : xp/2 = ��1(p/2) = �x1�p/2 = ���1(1� p/2)

P (a  X  b) = 1� p

p/2

F -1(p/2)          F-1(1-p/2)

p/2

1� p

a = F�1(p/2),
b = F�1(1� p/2)

(p/2)-kvantil normálního rozdělení a 
(1-p/2)-kvantil normálního rozdělení



Normální rozdělení

2)

    -4.0                    -2.0                      0.0                     2.0                     4.0

Jakých hodnot kolem střední 
hodnoty bude náhodná veliči-
na X nabývat s předem danou 
pravděpodobností 1-p?

Ze symetrie plyne:

X s N(0, 1) : xp/2 = ��1(p/2) = �x1�p/2 = ���1(1� p/2)

Y s N(µ, �2) : yp/2 = F�1(p/2) = 2µ� y1�p/2 =

2µ� F�1(1� p/2)

P (a  X  b) = 1� p

p/2

F -1(p/2)          F-1(1-p/2)

p/2

1� p

a = F�1(p/2),
b = F�1(1� p/2)

(p/2)-kvantil normálního rozdělení a 
(1-p/2)-kvantil normálního rozdělení



Normální rozdělení

2)

    -4.0                    -2.0                      0.0                     2.0                     4.0

p/2

Jaký je vztah mezi xp/2 a yp/2?

F -1(p/2)          F-1(1-p/2)

p/2

1� p



Normální rozdělení

2)

    -4.0                    -2.0                      0.0                     2.0                     4.0

p/2

Jaký je vztah mezi xp/2 a yp/2?

F -1(p/2)          F-1(1-p/2)

p/2

1� p

X s N(0, 1), Y s N(µ, �2)

) X =
Y � µ

�
) Y = �X + µ



Normální rozdělení

2)

    -4.0                    -2.0                      0.0                     2.0                     4.0

p/2

Jaký je vztah mezi xp/2 a yp/2?

F -1(p/2)          F-1(1-p/2)

p/2

1� p

X s N(0, 1), Y s N(µ, �2)

) X =
Y � µ

�
) Y = �X + µ

F (y) = P (Y  y) =

P (
Y � µ

�
 y � µ

�
) =

P (X  y � µ

�
) = �(

y � µ

�
)



Normální rozdělení

2)

    -4.0                    -2.0                      0.0                     2.0                     4.0

p/2

Jaký je vztah mezi xp/2 a yp/2?

F -1(p/2)          F-1(1-p/2)

p/2

1� p

X s N(0, 1), Y s N(µ, �2)

) X =
Y � µ

�
) Y = �X + µ

F (y) = P (Y  y) =

P (
Y � µ

�
 y � µ

�
) =

P (X  y � µ

�
) = �(

y � µ

�
)

Tedy je:
F (y) = �

�y � µ

�

�



Normální rozdělení

2)

    -4.0                    -2.0                      0.0                     2.0                     4.0

p/2

Jaký je vztah mezi xp/2 a yp/2?

F -1(p/2)          F-1(1-p/2)

p/2

1� p

X s N(0, 1), Y s N(µ, �2)

) X =
Y � µ

�
) Y = �X + µ

F (y) = P (Y  y) =

P (
Y � µ

�
 y � µ

�
) =

P (X  y � µ

�
) = �(

y � µ

�
)

Tedy je:
F (y) = �

�y � µ

�

� ... a odtud:
F�1(p) = ���1(p) + µ



Normální rozdělení

2)

    -4.0                    -2.0                      0.0                     2.0                     4.0

p/2

Jaký je vztah mezi xp/2 a yp/2?

F -1(p/2)          F-1(1-p/2)

p/2

1� p

X s N(0, 1), Y s N(µ, �2)

) X =
Y � µ

�
) Y = �X + µ

F (y) = P (Y  y) =

P (
Y � µ

�
 y � µ

�
) =

P (X  y � µ

�
) = �(

y � µ

�
)

Tedy je:
F (y) = �

�y � µ

�

� ... a odtud:
F�1(p) = ���1(p) + µ

Vše se prakticky vyjadřuje pouze v tzv. kritických hodnotách:  up = ��1(1� p/2)



Normální rozdělení

2)

    -4.0                    -2.0                      0.0                     2.0                     4.0

p/2

Jaký je vztah mezi xp/2 a yp/2?

F -1(p/2)          F-1(1-p/2)

Tedy je:

p/2

1� p

... a odtud:
F (y) = �

�y � µ

�

�
F�1(p) = ���1(p) + µ

... označme tedy 

2)

Vše se prakticky vyjadřuje pouze v tzv. kritických hodnotách:  up = ��1(1� p/2)

��1(1� p/2) = up



Normální rozdělení

2)

    -4.0                    -2.0                      0.0                     2.0                     4.0

p/2

Jaký je vztah mezi xp/2 a yp/2?

F -1(p/2)          F-1(1-p/2)

Tedy je:

p/2

1� p

... a odtud:
F (y) = �

�y � µ

�

�
F�1(p) = ���1(p) + µ

... označme tedy 

2)

Vše se prakticky vyjadřuje pouze v tzv. kritických hodnotách:  up = ��1(1� p/2)

��1(1� p/2) = up

... potom

��1(p/2) = �up

F�1(1� p/2) = µ + �up

F�1(p/2) = µ� �up



Normální rozdělení

    -4.0                    -2.0                      0.0                     2.0                     4.0

p/2

Jaký je vztah mezi xp/2 a yp/2?

F -1(p/2)          F-1(1-p/2)Tedy pro 

p/2

1� p

X s N(0, 1))

↵ 2 (0, 1)

... označme tedy 

... potom
��1(1� p/2) = up

��1(p/2) = �up

F�1(1� p/2) = µ + �up

F�1(p/2) = µ� �up

P (�u↵  X  u↵) = 1� ↵



Normální rozdělení

    -4.0                    -2.0                      0.0                     2.0                     4.0

p/2

Jaký je vztah mezi xp/2 a yp/2?

F -1(p/2)          F-1(1-p/2)Tedy pro 

p/2

1� p

X s N(0, 1))

↵ 2 (0, 1)

... označme tedy 

... potom
��1(1� p/2) = up

��1(p/2) = �up

F�1(1� p/2) = µ + �up

F�1(p/2) = µ� �up

P (�u↵  X  u↵) = 1� ↵

2)

Y s N(µ, �2)) P (µ� �u↵  Y  µ + �u↵) = 1� ↵

P (�u↵ 
Y � µ

�
 u↵) = 1� ↵



Parametry normálního rozdělení

2)

E(X) =
Z 1

�1
xf(x)dx

Střední hodnota náhodné veličiny X:



Parametry normálního rozdělení

2)

E(X) =
Z 1

�1
xf(x)dx

Střední hodnota náhodné veličiny X:

var(X) = E(X � E(X))2 = E(X2)�
�
E(X)

�2

Rozptyl náhodné veličiny X:



Parametry normálního rozdělení

2)

E(X) =
Z 1

�1
xf(x)dx

Střední hodnota náhodné veličiny X:

var(X) = E(X � E(X))2 = E(X2)�
�
E(X)

�2

Rozptyl náhodné veličiny X:

E(X) = µ var(X) = �2X s N(µ, �2))



Parametry normálního rozdělení

2)

E(X) =
Z 1

�1
xf(x)dx

Střední hodnota náhodné veličiny X:

var(X) = E(X � E(X))2 = E(X2)�
�
E(X)

�2

Rozptyl náhodné veličiny X:

E(X) = µ var(X) = �2X s N(µ, �2))

Jak tyto parametry najít, když máme k dispozici pouze několik měření veličiny X?

X1, X2, X3, . . . ,Xnx1, x2, x3, . . . , xn



     Bodové odhady parametrů    

2)

X1, X2, X3, . . . ,Xnx1, x2, x3, . . . , xn

N(µ, �2)



     Bodové odhady parametrů    

2)

X1, X2, X3, . . . ,Xnx1, x2, x3, . . . , xn

Bodový odhad střední hodnoty náhodné veličiny X:

\E(X) =
1
n

nX

i�1

Xi = X̄ = µ̂ výběrový průměr

N(µ, �2)



     Bodové odhady parametrů    

2)

var(X) = E(X � E(X))2 = E(X2)�
�
E(X)

�2
Bodové odhady rozptylu náhodné veličiny X:

X1, X2, X3, . . . ,Xnx1, x2, x3, . . . , xn

Bodový odhad střední hodnoty náhodné veličiny X:

\E(X) =
1
n

nX

i�1

Xi = X̄ = µ̂ výběrový průměr

N(µ, �2)



     Bodové odhady parametrů    

2)

var(X) = E(X � E(X))2 = E(X2)�
�
E(X)

�2
Bodové odhady rozptylu náhodné veličiny X:

X1, X2, X3, . . . ,Xnx1, x2, x3, . . . , xn

Bodový odhad střední hodnoty náhodné veličiny X:

\E(X) =
1
n

nX

i�1

Xi = X̄ = µ̂

\var(X) =
1
n

nX

i�1

(Xi � X̄)2 =
1
n

✓ nX

i�1

X2
i

◆
� (X̄)2 = �̂2

výběrový průměr

rozptyl základního souboru

N(µ, �2)



     Bodové odhady parametrů    

2)

var(X) = E(X � E(X))2 = E(X2)�
�
E(X)

�2
Bodové odhady rozptylu náhodné veličiny X:

X1, X2, X3, . . . ,Xnx1, x2, x3, . . . , xn

Bodový odhad střední hodnoty náhodné veličiny X:

\E(X) =
1
n

nX

i�1

Xi = X̄ = µ̂

\var(X) =
1
n

nX

i�1

(Xi � X̄)2 =
1
n

✓ nX

i�1

X2
i

◆
� (X̄)2 = �̂2

^var(X) =
1

n� 1

nX

i�1

(Xi � X̄)2 =

1
n� 1

✓ nX

i�1

X2
i

◆
� n

n� 1
(X̄)2 = s2

výběrový průměr

rozptyl základního souboru

výběrový rozptyl

N(µ, �2)



2)

Kdy použít který odhad rozptylu náhodné veličiny X ?

     Bodové odhady parametrů    N(µ, �2)



2)

Kdy použít který odhad rozptylu náhodné veličiny X ?

\var(X) =
1
n

nX

i�1

(Xi � X̄)2 =
1
n

✓ nX

i�1

X2
i

◆
� (X̄)2 = �̂2

rozptyl základního souboru použijeme pro velká  n (řádově stovky)

     Bodové odhady parametrů    N(µ, �2)



2)

Kdy použít který odhad rozptylu náhodné veličiny X ?

\var(X) =
1
n

nX

i�1

(Xi � X̄)2 =
1
n

✓ nX

i�1

X2
i

◆
� (X̄)2 = �̂2

rozptyl základního souboru použijeme pro velká  n (řádově stovky)

^var(X) =
1

n� 1

nX

i�1

(Xi � X̄)2 =

1
n� 1

✓ nX

i�1

X2
i

◆
� n

n� 1
(X̄)2 = s2

výběrový rozptyl použijeme pro malé rozsahy výběru n

     Bodové odhady parametrů    N(µ, �2)



2)

Výběrový průměr i výběrový rozptyl jsou opět náhodné veličiny

Intervalový odhad střední hodnoty



2)

Výběrový průměr i výběrový rozptyl jsou opět náhodné veličiny

E(X̄) = µ

var(X̄) =
�2

n

Intervalový odhad střední hodnoty



2)

Výběrový průměr i výběrový rozptyl jsou opět náhodné veličiny

E(X̄) = µ

var(X̄) =
�2

n

X̄ s N
�
µ,

�2

n

�
)

Intervalový odhad střední hodnoty



2)

Výběrový průměr i výběrový rozptyl jsou opět náhodné veličiny

E(X̄) = µ

var(X̄) =
�2

n

X̄ � µ
�p
n

s N(0, 1))X̄ s N
�
µ,

�2

n

�
)

Intervalový odhad střední hodnoty



2)

Výběrový průměr i výběrový rozptyl jsou opět náhodné veličiny

E(X̄) = µ

var(X̄) =
�2

n

X̄ � µ
�p
n

s N(0, 1))X̄ s N
�
µ,

�2

n

�
)

Intervalový odhad střední hodnoty

Odtud:
P (�u↵ 

X̄ � µ
�p
n

 u↵) = 1� ↵



2)
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Lze považovat automat za správně seřízený (m0=25,0g)?
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25.06676  24.90055  
24.36213  24.98580  
24.80591  24.20853  
24.72623  24.64437  
24.70405  23.97645  
25.29837  24.46910  
24.99453  25.42994
24.66147  24.75773  
25.03970  24.44901  
25.13285  24.40205  
24.78721  23.83656  
24.17186  23.65390  
24.48244  24.68550  
24.22988  23.83956  
24.09777  24.52098  
24.89240  24.25332  
24.14259  25.12906

2)

Hmotnosti obsahu balení, dávkovaného automatem:

Lze považovat automat za správně seřízený (m0=25,0g)?

Chceme ověřit, zda měření odpovídají rozdělení N(m0, s
2)

X̄ = 24.55, s2(X) = 0.21, s(X) = 0.46, n = 50

↵ = 0.05 ) t0.05(49) = 2.01 SE = 0.132 h24.868, 25.132iX̄ /2 h24.868, 25.132i
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Jednovýběrové testy o střední hodnotě
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Nulová hypotézaH0 : µ = m0

Alternativní hypotézaHA : µ 6= m0
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s
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|T | � t↵(n� 1) rozhodovací pravidlo

Nulová hypotéza se nepřijímá, pouze zamítá či nezamítá!

Statisticky nelze nic dokázat, pouze zamítnout!
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Nulová hypotéza se nepřijímá, pouze zamítá či nezamítá!

Statisticky nelze nic dokázat, pouze zamítnout!
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Zákony velkých čísel

2)

Posloupnost náhodných veličin                                   konverguje k číslu      

v pravděpodobnosti:

X1, X2, . . . , Xn, . . . ✓

Xn
P�!

n!1
✓ , lim

n!1
P (|Xn � ✓| > ✏) = 0
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Posloupnost                  splňuje slabý zákon velkých čísel právě když platí
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Xi
P�!

n!1
µ

{Xn}1n=1Posloupnost                  stejně rozdělených nezávislých náhodných veličin 

se střední hodnotou     a rozptylem      :              µ �2 E
�
X̄n

�
= µ, V ar

�
X̄n

�
=

�2

n



Zákony velkých čísel
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Posloupnost náhodných veličin                                   konverguje skoro jistě 

k náhodné veličině  X :

X1, X2, . . . , Xn, . . .
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Yn =
1

n

nX

i=1

(Xi � EXi)
s.j.�!

n!1
0



Zákony velkých čísel

2)
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Xn
s.j.�!

n!1
X , P

⇣
lim
n!1

Xn = X
⌘
= 1

{Xn}1n=1Posloupnost                  splňuje silný zákon velkých čísel právě když platí

Yn =
1

n

nX

i=1

(Xi � EXi)
s.j.�!

n!1
0

Věta (Kolmogorovova):                                            Posloupnost                  stejně rozdělených 

nezávislých náhodných veličin se střední hodnotou     a rozptylem       

splňuje silný zákon velkých čísel a platí
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Centrální limitní věty
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Posloupnost náhodných veličin                                   konverguje v distribuci 

k náhodné veličině  X :                                                                 ve všech 

bodech spojitosti distribuční funkce F.
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Centrální limitní věty

2)

Posloupnost náhodných veličin                                   konverguje v distribuci 

k náhodné veličině  X :                                                                 ve všech 

bodech spojitosti distribuční funkce F.
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Xn
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X , lim
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Věta (Moivre-Laplace):  

kde 
Yn ⇠ Bi(n, p) ) Yn � npp

np(1� p)

L�!
n!1

U,

U ⇠ N(0, 1).

Věta (Lindeberg-Lévy):                                            Pro posloupnost                  stejně rozdělených a 

nezávislých náhodných veličin se střední hodnotou     a rozptylem     platí 

kde

{Xn}1n=1

µ �2

UX̄n
=

p
n
X̄n � µ

�
L�!

n!1
U,

U ⇠ N(0, 1).


