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f(x) =
1p
2⇡

e�
x2
2 ,

x 2 R

X s N(0, 1)

P (X  x) =
Z x

�1
f(u)du

Jakou hodnotu náhodná veličina X nepřekročí s pravděpodobností p?

distribuční funkce

�(x) = P (X  x)



Normální rozdělení

2)

    -4.0                    -2.0                      0.0                     2.0                     4.0

f(x) =
1p
2⇡

e�
x2
2 ,

x 2 R

X s N(0, 1)

P (X  x) =
Z x

�1
f(u)du

p

F-1(p)

Jakou hodnotu náhodná veličina X nepřekročí s pravděpodobností p?

distribuční funkce

�(x) = P (X  x)



Normální rozdělení

2)

    -4.0                    -2.0                      0.0                     2.0                     4.0

f(x) =
1p
2⇡

e�
x2
2 ,

x 2 R

X s N(0, 1)

kvantilová funkce

P (X  x) =
Z x

�1
f(u)du

p

F-1(p)

Jakou hodnotu náhodná veličina X nepřekročí s pravděpodobností p?

distribuční funkce

�(x) = P (X  x)

xp = ��1(p)



Normální rozdělení

2)

    -4.0                    -2.0                      0.0                     2.0                     4.0

f(x) =
1p
2⇡

e�
x2
2 ,

x 2 R

X s N(0, 1)

kvantilová funkce

P (X  x) =
Z x

�1
f(u)du

p

F-1(p)

Jakou hodnotu náhodná veličina X nepřekročí s pravděpodobností p?

distribuční funkce

Jakých hodnot bude náhodná veličina X 
nabývat s předem danou pravděpodob-
ností p?

�(x) = P (X  x)

xp = ��1(p)



Normální rozdělení

2)

    -4.0                    -2.0                      0.0                     2.0                     4.0

F (x) = P (X  x)
distribuční funkce

P (X  x) =
Z x

�1
f(u)du

f(x) =
1

�
p

2⇡
e�

(x�µ)2

2�2 ,

x 2 R

X s N(µ, �2)



Normální rozdělení

2)

    -4.0                    -2.0                      0.0                     2.0                     4.0

F (x) = P (X  x)
distribuční funkce

P (X  x) =
Z x

�1
f(u)du

f(x) =
1

�
p

2⇡
e�

(x�µ)2

2�2 ,

x 2 R

X s N(µ, �2)



Normální rozdělení

2)

    -4.0                    -2.0                      0.0                     2.0                     4.0

F (x) = P (X  x)
distribuční funkce

P (X  x) =
Z x

�1
f(u)du

f(x) =
1

�
p

2⇡
e�

(x�µ)2

2�2 ,

x 2 R

X s N(µ, �2)



Normální rozdělení

2)

    -4.0                    -2.0                      0.0                     2.0                     4.0

F (x) = P (X  x)
distribuční funkce

F (x) =
Z x

�1
f(u)du

P (X  x) =
Z x

�1
f(u)du

f(x) =
dF (x)

dx
, x 2 R

f(x) =
1

�
p

2⇡
e�

(x�µ)2

2�2 ,

x 2 R

X s N(µ, �2)



Normální rozdělení

2)

    -4.0                    -2.0                      0.0                     2.0                     4.0

S jakou pravděpodobností bude 
budoucí hodnota náhodné veličiny 
X v intervalu             ?ha, bi



Normální rozdělení

2)

    -4.0                    -2.0                      0.0                     2.0                     4.0

Z b

a
f(x)dxP (a  X  b) =

S jakou pravděpodobností bude 
budoucí hodnota náhodné veličiny 
X v intervalu             ?ha, bi



Normální rozdělení

2)

    -4.0                    -2.0                      0.0                     2.0                     4.0

Z b

a
f(x)dxP (a  X  b) =

=
Z b

�1
f(x)dx�

Z a

�1
f(x)dx

= F (b)� F (a)

S jakou pravděpodobností bude 
budoucí hodnota náhodné veličiny 
X v intervalu             ?ha, bi



Normální rozdělení

2)

    -4.0                    -2.0                      0.0                     2.0                     4.0

Z b

a
f(x)dxP (a  X  b) =

=
Z b

�1
f(x)dx�

Z a

�1
f(x)dx

= F (b)� F (a)P (a  X  b)

| {z }

ha, bi

} F(b)-F(a)

S jakou pravděpodobností bude 
budoucí hodnota náhodné veličiny 
X v intervalu             ?ha, bi



Normální rozdělení

2)

Symetrie:

    -4.0                    -2.0                      0.0                     2.0                     4.0

f(x) = f(�x)
X s N(0, 1)



Normální rozdělení

2)

Symetrie:

    -4.0                    -2.0                      0.0                     2.0                     4.0

f(x) = f(�x)
X s N(0, 1)

�(x) = 1� �(�x)



Normální rozdělení

2)

Symetrie:

    -4.0                    -2.0                      0.0                     2.0                     4.0

f(x) = f(�x)
X s N(0, 1)

�(x) = 1� �(�x)

f(µ + x) = f(µ� x)

X s N(µ, �2)

F (µ + x) = 1� F (µ� x)



Normální rozdělení

2)

Symetrie:

    -4.0                    -2.0                      0.0                     2.0                     4.0

f(x) = f(�x)
X s N(0, 1)

P (|X|  x) = �(x)� �(�x) = �(x)� (1� �(x)) = 2�(x)� 1

�(x) = 1� �(�x)

f(µ + x) = f(µ� x)

X s N(µ, �2)

F (µ + x) = 1� F (µ� x)



Normální rozdělení

2)

Symetrie:

    -4.0                    -2.0                      0.0                     2.0                     4.0

f(x) = f(�x)
X s N(0, 1)

P (|X|  x) = �(x)� �(�x) = �(x)� (1� �(x)) = 2�(x)� 1

P (|X � µ|  x) = F (µ + x)� F (µ� x) =
F (µ + x)� (1� F (µ + x)) = 2F (µ + x)� 1

�(x) = 1� �(�x)

f(µ + x) = f(µ� x)

X s N(µ, �2)

F (µ + x) = 1� F (µ� x)



Normální rozdělení

2)

    -4.0                    -2.0                      0.0                     2.0                     4.0

Jakých hodnot kolem střední 
hodnoty bude náhodná veliči-
na X nabývat s předem danou 
pravděpodobností 1-p?



Normální rozdělení

2)

    -4.0                    -2.0                      0.0                     2.0                     4.0

Jakých hodnot kolem střední 
hodnoty bude náhodná veliči-
na X nabývat s předem danou 
pravděpodobností 1-p?

P (a  X  b) = 1� p



Normální rozdělení

2)

    -4.0                    -2.0                      0.0                     2.0                     4.0

Jakých hodnot kolem střední 
hodnoty bude náhodná veliči-
na X nabývat s předem danou 
pravděpodobností 1-p?

P (a  X  b) = 1� p

p/2

F -1(p/2)          F-1(1-p/2)

p/2

1� p

a = F�1(p/2),
b = F�1(1� p/2)

(p/2)-kvantil normálního rozdělení a 
(1-p/2)-kvantil normálního rozdělení



Normální rozdělení

2)

    -4.0                    -2.0                      0.0                     2.0                     4.0

Jakých hodnot kolem střední 
hodnoty bude náhodná veliči-
na X nabývat s předem danou 
pravděpodobností 1-p?

Ze symetrie plyne:

X s N(0, 1) : xp/2 = ��1(p/2) = �x1�p/2 = ���1(1� p/2)

P (a  X  b) = 1� p

p/2

F -1(p/2)          F-1(1-p/2)

p/2

1� p

a = F�1(p/2),
b = F�1(1� p/2)

(p/2)-kvantil normálního rozdělení a 
(1-p/2)-kvantil normálního rozdělení



Normální rozdělení

2)

    -4.0                    -2.0                      0.0                     2.0                     4.0

Jakých hodnot kolem střední 
hodnoty bude náhodná veliči-
na X nabývat s předem danou 
pravděpodobností 1-p?

Ze symetrie plyne:

X s N(0, 1) : xp/2 = ��1(p/2) = �x1�p/2 = ���1(1� p/2)

Y s N(µ, �2) : yp/2 = F�1(p/2) = 2µ� y1�p/2 =

2µ� F�1(1� p/2)

P (a  X  b) = 1� p

p/2

F -1(p/2)          F-1(1-p/2)

p/2

1� p

a = F�1(p/2),
b = F�1(1� p/2)

(p/2)-kvantil normálního rozdělení a 
(1-p/2)-kvantil normálního rozdělení



Normální rozdělení

2)

    -4.0                    -2.0                      0.0                     2.0                     4.0

p/2

Jaký je vztah mezi xp/2 a yp/2?

F -1(p/2)          F-1(1-p/2)

p/2

1� p



Normální rozdělení

2)

    -4.0                    -2.0                      0.0                     2.0                     4.0

p/2

Jaký je vztah mezi xp/2 a yp/2?

F -1(p/2)          F-1(1-p/2)

p/2

1� p

X s N(0, 1), Y s N(µ, �2)

) X =
Y � µ

�
) Y = �X + µ



Normální rozdělení

2)

    -4.0                    -2.0                      0.0                     2.0                     4.0

p/2

Jaký je vztah mezi xp/2 a yp/2?

F -1(p/2)          F-1(1-p/2)

p/2

1� p

X s N(0, 1), Y s N(µ, �2)

) X =
Y � µ

�
) Y = �X + µ

F (y) = P (Y  y) =

P (
Y � µ

�
 y � µ

�
) =

P (X  y � µ

�
) = �(

y � µ

�
)



Normální rozdělení

2)

    -4.0                    -2.0                      0.0                     2.0                     4.0

p/2

Jaký je vztah mezi xp/2 a yp/2?

F -1(p/2)          F-1(1-p/2)

p/2

1� p

X s N(0, 1), Y s N(µ, �2)

) X =
Y � µ

�
) Y = �X + µ

F (y) = P (Y  y) =

P (
Y � µ

�
 y � µ

�
) =

P (X  y � µ

�
) = �(

y � µ

�
)

Tedy je:
F (y) = �

�y � µ

�

�



Normální rozdělení

2)

    -4.0                    -2.0                      0.0                     2.0                     4.0

p/2

Jaký je vztah mezi xp/2 a yp/2?

F -1(p/2)          F-1(1-p/2)

p/2

1� p

X s N(0, 1), Y s N(µ, �2)

) X =
Y � µ

�
) Y = �X + µ

F (y) = P (Y  y) =

P (
Y � µ

�
 y � µ

�
) =

P (X  y � µ

�
) = �(

y � µ

�
)

Tedy je:
F (y) = �

�y � µ

�

� ... a odtud:
F�1(p) = ���1(p) + µ



Normální rozdělení

2)

    -4.0                    -2.0                      0.0                     2.0                     4.0

p/2

Jaký je vztah mezi xp/2 a yp/2?

F -1(p/2)          F-1(1-p/2)

p/2

1� p

X s N(0, 1), Y s N(µ, �2)

) X =
Y � µ

�
) Y = �X + µ

F (y) = P (Y  y) =

P (
Y � µ

�
 y � µ

�
) =

P (X  y � µ

�
) = �(

y � µ

�
)

Tedy je:
F (y) = �

�y � µ

�

� ... a odtud:
F�1(p) = ���1(p) + µ

Vše se prakticky vyjadřuje pouze v tzv. kritických hodnotách:  up = ��1(1� p/2)



Normální rozdělení

2)

    -4.0                    -2.0                      0.0                     2.0                     4.0

p/2

Jaký je vztah mezi xp/2 a yp/2?

F -1(p/2)          F-1(1-p/2)

Tedy je:

p/2

1� p

... a odtud:
F (y) = �

�y � µ

�

�
F�1(p) = ���1(p) + µ

... označme tedy 

2)

Vše se prakticky vyjadřuje pouze v tzv. kritických hodnotách:  up = ��1(1� p/2)

��1(1� p/2) = up



Normální rozdělení

2)

    -4.0                    -2.0                      0.0                     2.0                     4.0

p/2

Jaký je vztah mezi xp/2 a yp/2?

F -1(p/2)          F-1(1-p/2)

Tedy je:

p/2

1� p

... a odtud:
F (y) = �

�y � µ

�

�
F�1(p) = ���1(p) + µ

... označme tedy 

2)

Vše se prakticky vyjadřuje pouze v tzv. kritických hodnotách:  up = ��1(1� p/2)

��1(1� p/2) = up

... potom

��1(p/2) = �up

F�1(1� p/2) = µ + �up

F�1(p/2) = µ� �up



Normální rozdělení

    -4.0                    -2.0                      0.0                     2.0                     4.0

p/2

Jaký je vztah mezi xp/2 a yp/2?

F -1(p/2)          F-1(1-p/2)Tedy pro 

p/2

1� p

X s N(0, 1))

↵ 2 (0, 1)

... označme tedy 

... potom
��1(1� p/2) = up

��1(p/2) = �up

F�1(1� p/2) = µ + �up

F�1(p/2) = µ� �up

P (�u↵  X  u↵) = 1� ↵



Normální rozdělení

    -4.0                    -2.0                      0.0                     2.0                     4.0

p/2

Jaký je vztah mezi xp/2 a yp/2?

F -1(p/2)          F-1(1-p/2)Tedy pro 

p/2

1� p

X s N(0, 1))

↵ 2 (0, 1)

... označme tedy 

... potom
��1(1� p/2) = up

��1(p/2) = �up

F�1(1� p/2) = µ + �up

F�1(p/2) = µ� �up

P (�u↵  X  u↵) = 1� ↵

2)

Y s N(µ, �2)) P (µ� �u↵  Y  µ + �u↵) = 1� ↵

P (�u↵ 
Y � µ

�
 u↵) = 1� ↵



Parametry normálního rozdělení

2)

E(X) =
Z 1

�1
xf(x)dx

Střední hodnota náhodné veličiny X:



Parametry normálního rozdělení

2)

E(X) =
Z 1

�1
xf(x)dx

Střední hodnota náhodné veličiny X:

var(X) = E(X � E(X))2 = E(X2)�
�
E(X)

�2

Rozptyl náhodné veličiny X:



Parametry normálního rozdělení

2)

E(X) =
Z 1

�1
xf(x)dx

Střední hodnota náhodné veličiny X:

var(X) = E(X � E(X))2 = E(X2)�
�
E(X)

�2

Rozptyl náhodné veličiny X:

E(X) = µ var(X) = �2X s N(µ, �2))



Parametry normálního rozdělení

2)

E(X) =
Z 1

�1
xf(x)dx

Střední hodnota náhodné veličiny X:

var(X) = E(X � E(X))2 = E(X2)�
�
E(X)

�2

Rozptyl náhodné veličiny X:

E(X) = µ var(X) = �2X s N(µ, �2))

Jak tyto parametry najít, když máme k dispozici pouze několik měření veličiny X?

X1, X2, X3, . . . ,Xnx1, x2, x3, . . . , xn



     Bodové odhady parametrů    

2)

X1, X2, X3, . . . ,Xnx1, x2, x3, . . . , xn

N(µ, �2)



     Bodové odhady parametrů    

2)

X1, X2, X3, . . . ,Xnx1, x2, x3, . . . , xn

Bodový odhad střední hodnoty náhodné veličiny X:

\E(X) =
1
n

nX

i�1

Xi = X̄ = µ̂ výběrový průměr

N(µ, �2)



     Bodové odhady parametrů    

2)

var(X) = E(X � E(X))2 = E(X2)�
�
E(X)

�2
Bodové odhady rozptylu náhodné veličiny X:

X1, X2, X3, . . . ,Xnx1, x2, x3, . . . , xn

Bodový odhad střední hodnoty náhodné veličiny X:

\E(X) =
1
n

nX

i�1

Xi = X̄ = µ̂ výběrový průměr

N(µ, �2)



     Bodové odhady parametrů    

2)

var(X) = E(X � E(X))2 = E(X2)�
�
E(X)

�2
Bodové odhady rozptylu náhodné veličiny X:

X1, X2, X3, . . . ,Xnx1, x2, x3, . . . , xn

Bodový odhad střední hodnoty náhodné veličiny X:

\E(X) =
1
n

nX

i�1

Xi = X̄ = µ̂

\var(X) =
1
n

nX

i�1

(Xi � X̄)2 =
1
n

✓ nX

i�1

X2
i

◆
� (X̄)2 = �̂2

výběrový průměr

rozptyl základního souboru

N(µ, �2)



     Bodové odhady parametrů    

2)

var(X) = E(X � E(X))2 = E(X2)�
�
E(X)

�2
Bodové odhady rozptylu náhodné veličiny X:

X1, X2, X3, . . . ,Xnx1, x2, x3, . . . , xn

Bodový odhad střední hodnoty náhodné veličiny X:

\E(X) =
1
n

nX

i�1

Xi = X̄ = µ̂

\var(X) =
1
n

nX

i�1

(Xi � X̄)2 =
1
n

✓ nX

i�1

X2
i

◆
� (X̄)2 = �̂2

^var(X) =
1

n� 1

nX

i�1

(Xi � X̄)2 =

1
n� 1

✓ nX

i�1

X2
i

◆
� n

n� 1
(X̄)2 = s2

výběrový průměr

rozptyl základního souboru

výběrový rozptyl

N(µ, �2)



2)

Kdy použít který odhad rozptylu náhodné veličiny X ?

     Bodové odhady parametrů    N(µ, �2)



2)

Kdy použít který odhad rozptylu náhodné veličiny X ?

\var(X) =
1
n

nX

i�1

(Xi � X̄)2 =
1
n

✓ nX

i�1

X2
i

◆
� (X̄)2 = �̂2

rozptyl základního souboru použijeme pro velká  n (řádově stovky)

     Bodové odhady parametrů    N(µ, �2)



2)

Kdy použít který odhad rozptylu náhodné veličiny X ?

\var(X) =
1
n

nX

i�1

(Xi � X̄)2 =
1
n

✓ nX

i�1

X2
i

◆
� (X̄)2 = �̂2

rozptyl základního souboru použijeme pro velká  n (řádově stovky)

^var(X) =
1

n� 1

nX

i�1

(Xi � X̄)2 =

1
n� 1

✓ nX

i�1

X2
i

◆
� n

n� 1
(X̄)2 = s2

výběrový rozptyl použijeme pro malé rozsahy výběru n

     Bodové odhady parametrů    N(µ, �2)



2)

Výběrový průměr i výběrový rozptyl jsou opět náhodné veličiny

Intervalový odhad střední hodnoty



2)

Výběrový průměr i výběrový rozptyl jsou opět náhodné veličiny

E(X̄) = µ
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Věta (Lindeberg-Lévy):                                            Pro posloupnost                  stejně rozdělených a 

nezávislých náhodných veličin se střední hodnotou     a rozptylem     platí 
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