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Nahodneé procesy

Uvazujme funkci dvou promennych X(w,?) = X{w):
X:OxR— R

Systém konecnérozmérnych distribucnich funkci:
F(xy,...,xn5t1,...,tn) = P(Xt, <2x1,..., X, < zp)
symetrie: F(x1,...,Tnit1, ..., tn) = F(xj,,-- -, %5, 5t5,---,t; )

pro libovolnou permutaci (ji,...,jn) Cisel (1,...,n)
(nezalezi na poradi)

konzistence: lim F($1,...,$n;t1,...,tn) :F(CIZl,...,CCn_l;tl,...,tn_l)

& —> OO

funkce stredni hodnoty: u: = E(X;), t € R

autokovariancni funkce: c¢(s,t) = Cov(Xs, X;) = B(X:Xy) — E(X)E(X})
Cov(Xs, Xy)

VvV Var(Xs)Var(X,)

autokoreladéni funkce:  7(s,t) = p(s,t) =




Nahodneé procesy

Nahodny proces X;,t € R je kovariancné (slabe) stacionarni,
pokudje u:=p, t€ R aplati c(s,t) =c(t—s) provSechnas at.

Nahodny proces X;,t € R e silne stacionarni, pokud pro

libovolnou #n-tici t1,...,%, alibovolné 6 > 0 plati
F(ZEl,...,CEn;tl,...,tn):F(ZCl,...,ZEn;tl—|—5,...,tn—|—5)

Nahodny proces X;,t € R ma nezavisle (nekorelovane) prirustky,
pokud pro libovolnou Ctvefici ¢asu si1, t1, s2, t2 jsou hahodné
veliciny (X;, — X,,), (X, — X,,) stochasticky nezavislé
(nekorelované).



Nahodneé procesy

Priklady nahodnych procesu:

1) Poissonuv proces N
- No=0
- ma nezavislé prirastky ((NV:- Ny) a (N.~Ny) jsou stoch. nezavislé)
- (N:- Ny) ma Poissonovo rozdeleni s parametrem A(z-s).

2) Standardni Wienerav proces {W;,>0}:
- P(W»=0)=1 (skoro jiste)
- ma nezavislé prirustky, tj. pro libovolné 0 < <... <t jsou
Wiy, Wey = Wy, oo, W, — Wy . stoch. nezavislé nah. vel.
- (W:- W) ma normalni rozdéleni N(0, o?|z-s|).

3) Obecny Wienertv proces {I, >0} (s driftem):
- P(Wy=0)=1 (skoro jiste)
- ma nezavislé prirustky, tj. pro libovolné 0 < < ... <t, jsou
Wy, Wey = Wy, oo, W, — Wy . stoch. nezavislé nah. vel.
- (W:- Wy) ma normalni rozdéleni N(u(z-s), o?|t-s]).



Nahodneé procesy

Ukazte, ze pro standardni Wieneruv proces {W(¢), t > 0} jsou
nasledujici procesy opet standardni Wienerovy procesy:

1) X, =cW(t/c?), t>0, ¢>0
) Y,=W(t+h) —W(h), t>0, h>0

3) Z=tW(/t), t>0, h>0
Zo =0



Markovske procesy

Nahodny proces {X, r€ T} se stavy v mnoziné H spliuje tzv.
Markovskou vlastnost, jestlize plati

P(th — ILp ‘ th_l — In—1, th_g = Ln—2y « -y th_k — an—k) —
P(th — I ‘ th_l — an—l) — p(tn—la bnsTp—1, wn)
pro libovolné casy 0<tx<...<t, ahodnoty x, ..., xsreH.

Rozlisujeme:

- procesy v diskrétnim case (retezce, posloupnosti), 7=N
- procesy ve spojitém case, T=R"

- procesy s konecnhe mnoha diskrétnimi stavy H={1,2,...,m}
- procesy s nekonecnhe mnoha diskrétnimi stavy H={1,2,...}
- procesy se spojitymi stavy HCR



Markovskeé retezce

Nahodny proces {X;, teN} v diskrétnim Case se spocetné mnoha
stavy splnuje Markovskou vlastnost, jestlize plati

P(X :i|Xn1:j7Xn2:j27“-7Xn—k:jk):
P( _Z‘X’n 1 — ) p(iaj;nan_l) :pi,j(n)
pro libovolné éasy 0<n-k<...<n astavy i j, j2, ..., jk.

- jedna se o Markovsky retezec



Markovskeé retezce
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Markovskeé retezce




Markovskeé retezce
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Markovskeé retezce
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Markovskeé retezce
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Homogenni Markovsky retezec
s konecné mnoha stavy

- Markovsky retezec, Markovska posloupnost

- pfedpokladame X, €{1,2,....m}, n=1,2,...

nezavisi na n

mhono b

P(Xn:j‘Xn—lzz):ija ivj:1727°°°7m

1=1,2,....m
P = (p,,;j) - matice pravdepodobnosti prechodu

i=1,2,...,m po jednom kroku

- stochasticka matice: pe? =¢

T = (m, T2, .oy Tm) - vektor pocatecniho rozdel

(vektory zde chapeme jako radkove)

eni: we’ =1




Homogenni Markovsky retezec
s konecné mnoha stavy

t=0 t=1 {=2 {=3




Homogenni Markovsky retezec
s konecné mnoha stavy
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Homogenni Markovsky retezec
s konecné mnoha stavy
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Homogenni Markovsky retezec
s konecné mnoha stavy

Chapman - Kolmogorovova rovnost (pro dva kroky):

Necht {X,} je homogenni Markoviyv fetézec s kone¢né
mnoha stavy a matici prechodu P. Potom pro libovolné dva
stavy i,/ a libovolné n > 1 plati

P(X,=j|Xn2=1) = Zpik-pkj
k=1

- P(X, = j| Xu—2=14) =p}? vyjadiuje pravdépodobnost
prechodu retezce {X,} ze stavu i do stavu j po dvou krocich

.....



Homogenni Markovsky retezec
s konecné mnoha stavy

Chapman - Kolmogorovova rovnost (obecneé):

Necht {X,} je homogenni Markoviyv fetézec s kone¢né
mnoha stavy a matici prechodu P. Potom pro libovolné dva
stavy i,/ a libovolna n > s >r > 0 plati

P(X,=7j|X,=1) pg” ") = Zp(s ") ,(;;’ ®)

- pro homogenni retezec staci

P(X, =j|Xo=1i) = p,} Zpﬁi)p,(;" g

71=1,..., m
- je zfejmé (pffj )) = P"

=1,..., m



Homogenni Markovsky retezec
s konecné mnoha stavy

Oznaéme pi(n) pravdépodobnost, Ze fetézec bude v ¢ase n
ve stavu i. Ziejmé je pi(0) = m; .

- podle Ch-K rovnosti je ziejmé pi(1) = Zm-pm
k=1

- oznacime-li p(n) = (p1(n),p2(n),...,pm(n)) , potom je ziejmé

nebo také p(n)=p(n—1).P

obecné p(n) = p(s).P""* pro libovolné n>s>0



Homogenni Markovsky retezec
s konecné mnoha stavy
Zajima nas, jak se bude chovat retezec po dlouhé dobe behu.

- hledame p™ = ILm p(n) pokud existuje
- tzv. stacionarni rozdéleni

Lze ukézat Z€e stacionérni rozdeleni je fesenim soustavy
rovnic p* =p*.P spodminkou p*¢’ =1.

Priklad: Najdete stacionarni rozdeleni retézce s matici
pravdepodobnosti prechodu

0 aa 11—«
P=11 0 0
0O O 1

(pokud existuje).



Homogenni Markovsky retezec
s konecné mnoha stavy

Klasifikace stavu:

* stavj el je dosazitelny z i € I, kdyz existuje n € N tak, ze p{™

>0,

e stavy i ajjsou sousledné, kdyz jsou vzajemné dosazitelné.

e stav i je podstatny, kdyz je sousledny s kazdym stavem j, ktery je
z neho dosazitelny.

Cviceni 1: Ukazte, ze jsou-li i,j,k € I libovolné stavy takove, ze j je
dosazitelny z ka k je dosazitelny z i, potom jei j dosazitelny z i.

Cviceni 2: Ukazte, ze je-lii € I sousledny se stavem j € I, potom
a) ije sousledny sam se sebou
b) kdyz stav £ je sousledny s j, potom je k sousledny i se stavem i.

Cviceni 3: Ukazte, ze je-li i € I podstatny stav aj € I je dosazitelny ze
stavu i, potom stav j je podstatny.



Homogenni Markovsky retezec
s konecné mnoha stavy

Klasifikace stavu:

Oznacme C(i) mnozinu obsahujici stav i a vSechny stavy s nim
sousledne.

C(D) =115
C(4) =14
C(5) =13}
C(6) = 16

C(2) = 12,7; = C(7)
C(3) = {0,3,8} = C(0) = C(8)



Homogenni Markovsky retezec
s konecné mnoha stavy

Klasifikace stavu:

Mnozina stavl E C I je uzavrfena kdyz pro kazdé i e E plati

Zpij =1

jekl

Tvrzeni 1: Je-li £ C I uzavfena mnozina stavu, potom pro kazdé n >0
/ i (n) _
aieckFE plati Zpij —1

jek

Tvrzeni 2: Mnozina stavi E C [ je uzavfena pravé tehdy, kdyz pij; =0
prokazdéieFE ajel-E.

Uzavér mnoziny E C I je uzaviena mnozina E takova, Zze kazda
uzaviena mnozina obsahujici E obsahuje i E.



Homogenni Markovsky retezec
s konecné mnoha stavy

...........................................................................
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Tvrzeni 3: Jestlize je stav i I podstatny, potom je {i} = C(i).

CviCeni 3: Najdéte uzavery stavu 1, 5 a 6.



Homogenni Markovsky retezec
s konecné mnoha stavy

Klasifikace stavu:

* stavie/je absorbcCni, pokud je {i} uzavfena mnozina.

* stav i/ je periodicky s periodou d; € N, je-li d; nejvetsim spolecnhym
delitelem vsech n € N takovych, ze pi

11

> 0.

Tvrzeni 4: Dva sousledné stavy i,j € I maji stejné periody.



Homogenni Markovsky retezec
s konecné mnoha stavy

Pravdepodobnost prvniho dosazeni stavu j ze stavu i:
Oznacme fi(;l) — P(Xt—l—n =7, Xttn-17FJs-- Xet1 # J ’ Xt = Z)

= Z f,,;Sf”) = pravdepodobnost, ze homogenni Markovsky
= fetézec vychazejici ze stavu i vibec nekdy
dosahne stavu ;.

k—1

f(k) (k) Z (s) (k s)
ij

s=1
k—1

f(k) _p(k) Zf(S) (k—s)

s=1



Homogenni Markovsky retezec
s konecné mnoha stavy

Priklad:




Homogenni Markovsky retezec
s konecné mnoha stavy

Klasifikace stavu:

Tvrzeni 6: Stav i je pfechodny pravé kdyz > ., pgf ) < .

Pfiklad: Ukazte, Ze stav 1 je periodicky S e

s periodou 2 a pritom je prechodny. 15 e @
e

Najdéte stacionarni rozdéeleni

daného fetézce, pokud o~
existuje. S /
e 1



