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Nahodny vektor

Uvazujme zobrazeni X : Q — R” - ndhodny vektor

X = (X1(w), X2(w), ..., Xp(w)) = (X1, X, ...

Pravdépodobnostni charakteristiky nahodného vektoru:

® sdruzena distribuéni funkce

F(CUl,SUQ, ,CIZn) :P(X1 SCIZ‘l,XQ SCBQ, ceey Xn Sibn)
lim F(x1,z2,...,%n) = F(x1,22, ..., Tpn_1)
T, — OO
lim F(xi,22,...,2,) =0

€T —> — 00

, Xn)



Statisticka indukce

» Zakladni soubor - nositel sledovaného znaku (veliCiny)

* Pozorovani vybéru
(méreni sledovaného znaku) => Zjisteni vlastnosti vyberu

» Zobecneéni na cely zakladni soubor
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Statisticka indukce

Tedy vzdy musime vychéazet z :

nahodné veliciny

¥

- nahodného vybéeru Xi, X, ..., Xu

* a jeho pozorovani xi, x2, ..., xn.

—

Stredni hodnota
E(X):/ xf(x)dx

Vybérovyfrﬁmér

_ 1

Momenty

ue(X) = B(X - B(X))"

Vybérové momenty

mp(X) =) (2, — X)F

1=1

Rozptyl
var(X) = B(X — E(X))?

Vybérovy rozpty
§2 = ! Z(% — X)?

n—1 4
1=1

Kvantily

5310004

Vybérové kvantily

X (Inp]+1)

realna cisla



Statistické charakteristiky

Statistické charakteristiky: jsou spocCteny na zakladé pozorovani xi, x2, ..., xn
vybé&ru X1, X, ..., Xu

- Usporadany vybér. Xy, X, ..., Xa) vznikne z puvodniho vybéru Xi, Xo,
..., Xa usporadanim podle velikosti pozorovanych hodnot xi, x2, ..., xn.

« Poradova statistika: X« je nahodna veliCina Xm, ktera je k-ta v poradi
podle velikosti pozorovanych hodnot xi, x2, ..., xn. Index k£ nazyvame
poradim veliciny X, a zapisujeme to Rm = k.

- Statistika X(1) se nazyva minimum, Xu) je maximum

* median Zsg: je-li n liché, je roven X2+
pro n sudeé je roven (Xwp2) + Xw2+1))/2

* dolni kvartil zo5: Xqnap1) resp. (Xws + Xaa+1))/2

* horni kvartil z75: X@Eu4p+1) resp. (Xews-1) + Xawe))/2



Statistické charakteristiky

Statistické charakteristiky: jsou spocCteny na zakladé pozorovani xi, x2, ..., xn
vybé&ru X1, X, ..., Xu

krabicovy graf (Box & Whiskers plot)
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Statistické charakteristiky

IQR

Q1 - 1.5xIQR Q3+ 1.5xIQR

45 30 2 -lo 0 lo 2 30 4o
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Statisticke charakteristiky

Traditional Box Plot Notched Box Plot
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Statisticke charakteristiky

Statistické charakteristiky: jsou spocCteny na zakladé pozorovani xi, x2, ..., xn
vybé&ru X1, X, ..., Xu

Empiricka distribucni funkce: |

[/

vychazime z uspofadaného vybéru: X, Xo), ..., Xm). Potom  Fy(2(;)) = -
maxi{k : Xy < x}

atedy F,(z)=
n

re R

X1 X2 .- X(n)



Statistické charakteristiky

Statistické charakteristiky: jsou spocCteny na zakladé pozorovani xi, x2, ..., xn
vybé&ru X1, X, ..., Xu

- Vlybérova stredni hodnota (vyberovy primér). X = 1 Z T
n

1=1
n

- Vybérové momenty. mi(X) = Z(% - X)*
1=1
1
n—1

- Vybérovy rozptyl: s*> = Z(:c»,; — X)®  a vybérova smérodatna odchylka s
1=1

Za predpokladu, ze nahodny vyber je nezavisly a je z normalniho rozdeélent,
tj. X1, X2, ..., Xu jsouii.d. a Xi~N(u,0?), k=1,2, ..., n, lze urcCit rozdeleni
pravdepodobnosti nekterych charakteristik:

- Pokud je p a 62 zndmé, ma vybérovy primér X, rozdéleni N(u,c2/n)

- Pokud p a 62 nezname, ma veli¢ina 7=(X — X)/s tzv. Studentovo neboli
t-rozdeleni #(n-1)

- Velicina S?= (n-1).5s2/62 ma y2(n-1) rozdeleni (o n-1 stupnich volnosti)



Statistické charakteristiky

Statistické charakteristiky: jsou spocCteny na zakladé pozorovani xi, x2, ..., xn
vybé&ru X1, X, ..., Xu

Dalsi dulezité vybéerové charakteristiky:

- Vybérova sikmost (skewness). Skew(X) = ”;Z(X )
> (X))
bérova $pic - my(X)
* VVyberova spicatost (kurtosis): Kurt(X) = — 3
yberova spicalost (kuriosis) X0 = 2300
oo X~N(uodje  E(Skew(X)=0  var(Skew(X)) = — o2
(n+1)(n+3)
6 24n(n — 2)(n — 3)
(Kurt(X)) — var(Kurt(X)) (n+1)2(n +3)(n +5)

Mame-li dostateCny pocCet pozorovani (fadové stovky), maji statistiky

- Sk 7 K = BUSE™)
V/ Var(Sporm) V/ Var(Knerm)

priblizné standardni normalni rozdéleni pravdépodobnosti.




Frekvenc¢ni analyza - analyza cetnosti

Mame pozorovani xi, x, ..

., Xxn_Nahodného ybéru Xi, Xz, ..., Xu

ootadi | tiidni | PrOS®) | oiosté) relativni|  kumulativn kumulativni
o : absolutni v : v : L :
tridy | intervaly | : cetnosti cetnosti relativni Cetnosti
cetnosti
1 Ao — af N1 f1=n1/n C1=N1 di=c1/n
2 | az—ar N2 fo=no/n Co=N1+N2 do=cC2o/n
J
Cj = Z n;
i=1
K |ak— ak-1 Nk fk=nk/N Ck=N dk=Ck/N=1
90001000000 O NN * ; ¢ e
Al a2 A3 a4 as ae a7 asg




Frekvencni analyza - histogram cetnosti

Mame pozorovani xi, x2, ..., xa hahodného yberu Xi, X, ..., Xu

al a? a3z a4 as ae aj asg



Frekvencni analyza - histogram cetnosti

Mame pozorovani xi, x2, ..., xa hahodného yberu Xi, X, ..., Xu

/

A /_/

Ci /

pd

—

al a a3z a4 as ae aj asg



Histogram a boxplot

Frekvencéni analyza - histogram c¢etnosti
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Frekvencni analyza - huoslovy graf
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Frekvencni analyza -
dvourozmeérny

histogram

Veknove sloieni obhyvatelshia lIsteckeho kraje k M. 172010 a k 1. 1. 2000
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Frekvencni analyza - kruhovy graf
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Zakladni pojmy popisné statistiky

Co je treba znat a porozumét tomu:

- Zakladni soubor (populace, universum): mnozina objektu, na nichz provadime
statistické zkoumani; musi byt presné specifikovana

- Vyber (ze zakladniho souboru): n-tice ndhodnych veli¢in X1, X2, ..., X» odpovidajici
nezavislym pozorovanim vybranych objektt zakladniho souboru na nichz
pozorujeme nejakou veliCinu X reprezentujici urcCitou meritelnou (a presne danou)
vlastnost vsech objektu zakladniho souboru.

- Rozsah vyberu je pocet objektt » zahrnutych do vybéru.

- Reprezentativnost vyberu je vlastnost vybéru, zarucéujici rovhomeérné zastoupeni
charakteristickych vlastnosti objektu zakladniho souboru.

- Nahodny vyber vznikne tehdy, kdyz kazdy objekt zakladniho souboru ma stejnou
pravdepodobnost byt zahrnut do vyberu.

- Realizace vybeéru: je mnozina namérenych (napozorovanych ) ¢iselnych hodnot x;,
X2, ..., xn VeliCin z vybeéru.



Zakladni pojmy popisné statistiky

Co je treba znat a porozumét tomu:

- Usporadany vyber: X, Xo), ..., Xn) vznikne z plvodniho vybéru Xi, Xz, ..., Xu
uporadanim podle velikosti pozorovanych hodnot xi, x2, ..., xn.

- Poradova statistika: X je nahodna veli¢ina Xu, ktera je k-ta v poradi podle
velikosti pozorovanych hodnot xi, x2, ..., xn.

- Poradi m-tého pozorovani veli¢iny Xn ve vybéru: pokud Xm = X => Rm =k
- X1y se nazyva (vybérové) minimum, X je (vybérové) maximum

- median je prostfedni hodnota ve vybéru: je-li n liché, je roven X241
pro n sude je roven (Xwupz) + Xw2+1))/2

- dolni kvartil: X441y resp. (Xwa) + Xwa+1))/2
* horni kvartil: Xwa4p+1) resp. (Xows-1) + Xiwa4))/2

- Vyberovy modus je nejcastéjSi hodnota, ktera se vyskytuje v realizaci vybéru.
Tato hodnota nemusi existovat.



Zakladni pojmy popisné statistiky

Co je treba znat a porozumét tomu:

- Vybérovy prumeér nahrazuje neznamou stiedni hodnotu veli¢iny X :
_ 1 —
X=- ; X;
- Vyberovy rozptyl je charakteristika odpovidajici rozptylu ndhodné veliiny X

2= S(X, - X)?

n—1 4
=1

- Vybéerova smerodatna odchylka s je druhou odmocninou z vybérového roptylu

- Vybérovy index sikmosti je vybérovou variantou indexu Sikmosti a je mirou
symetrie pozorované veliCiny X

Skew(X) = ma(X)

my/?(X)
- Vyberovy index Spicatosti je vybérovou variantou indexu Spi¢atosti a je mirou

soustfedéni hodnot pozorované veliCiny X kolem pruméru.
my (X)
mi (X)

— 3

: Kurt(X) =



Zakladni pojmy popisné statistiky

Co je treba znat a porozumét tomu:

* Tridni intervaly rozdéluji maximalni rozsah pozorovanych hodnot nahodné
veliCiny (od minima do maxima) na & stejnych dild.

- (prosta absolutni) ¢etnost i-té tridy je poCet pozorovani nahodné veli¢iny X v i-
té tridé, i=1,..., k.

- (prosta) relativni ¢etnost i-té tridy je pomér pocétu pozorovani nahodné veli€iny
X v i-té tfidé ku rozsahu vybéru n, i=1,..., k.

- kumulativni (absolutni) ¢etnost i-té tridy je pocet pozorovani nahodné veli€iny
X od minima az do i-té tridy vCetne, i=1,.., k.

- kumulativni relativni ¢etnost i-té tridy je soucet relativnich ¢etnosti pozorovani
nahodné veliCiny X az do i-té tfidy vCetne, i=1,..., £

- Histogram cetnosti je grafické zobrazeni Cetnosti ve formé sloupkového grafu.
Relativni Cetnosti Ize zobrazovat i ve forme kruhového (kolacového) grafu.
Existuje cela rada variant.



Zakladni pojmy popisné statistiky

Co je treba znat a porozumét tomu:

- Krabicovy diagram je grafické zobrazeni rozdéleni pozorovanych hodnot
pomoci péti (Tukey's) charakteristik: minima, dolniho kvartilu, medianu, horniho

kvartilu a maxima.

- Empiricka distribucni funkce je grafické zobrazeni realizace vybéru formou
grafu po ¢astech konstantni funkce. Vychazi z usporadaného vybéeru: X), X2,

..., Xm). Potom

rec R

( kE: X <
Fulew) == atedy  F,(z) = max{ - (k) < :z:}7



Pohadka o Zbohatlikové

V jedné malé rozvinuté zemi, na kraji Evropské unie, priSel mlady podnikatel
do realitni kancelare a rekl: “Chtéel bych pozemek na venkove, s lesem, lou-

kami, ne prilis daleko od mesta, v pekné krajiné, za kterou by se clovek ne-

musel stydét. Samoziejmé ze cenové vyhodny.”

Zprostredkovatel po chvili premysleni
odpovédel: “Zbohatlikov na Malém Naduftci! W
To je presne to, co hledate.” ~

. . , : , aln
Zajemce ohrnul nos: “Nedavno jsem tim .

mistem projizdél a vypada dost chudé&.” .H,,..:};f

- -

-

Zprostredkovatel zavrtel
hlavou: “To se musite mylit!

LI 4

Zde mam nejnovejsi udaje’”

Helmut Swoboda:
Moderni statistika, Nakl. Svoboda, Praha 1977



Pohadka o Zbohatlikové

O Zprostredkovatel tvrdi:
Priamérny roc¢ni prijem ve Zbohatlikové ¢ini 82.320 tolaru.
0 Kupec zasel za znamym reditelem banky:
rocni prijem vice nez poloviny obyvatel je 29.000 tolart a vice.
O To je podivne! Co rekne okresni urad?:
Dosti chudé misto, prostredni (typicky) prijem je kolem 29.000 tolaru.
0O Vratil se k rediteli banky pro nové informace:
Nejsilnéji zastoupena prijmova kategorie je od 10.000 do 20.000 tolaru
Nejc¢etnéjsi prijem je pomérné presné 18.000 folaru.
0 Rozhnevany kupec jede za ucCitelem Poctarem, kam ho poslali. Ten tvrdi,
Ze situace je neutesena:
Vice nez polovina rodin ma prijem mensi nez 30.000 folaru.
68% rodin nedosahne ani na polovinu prumérného prijmu.
Prijem na hlavu neni u vétsiny lidi ani 7.500 tolaru ro¢ne.

80% obyvatel ma ro¢né mené nez 21.000 tolaru na hlavu.

( Kdo z nich I1ze?)




Pohadka o Zbohatlikové

Udaje o roénim pfijmu 25 rodin ze Zbohatlikova, n je poéet &leni domacnosti:

rocni pfijem| n |roc€ni pfijem| n |rocni pfijem| n [ro€ni pfijem| n
1,200.000| 3 60.000( 1 45.000| 2 29.000| 3
150.000( 5 51.000| 3 42.000| 2 26.000| 4
86.000( 4 49.000| 4 38.000( 4 24.000| 4
37.000| 3 20.000| 7 14.000| 1 18.000| 4
35.000| 5 18.000| 3 13.000| 4 16.000| 3
32.000| 3 18.000| 8 11.000| 1 16.000| 2
10.000| 2

Zkusime “stem&leaf” diagram:

0 | 000000000000000000001112
112

Nic moc!




Pohadka o Zbohatlikové

Udaje o roénim pfijmu 25 rodin ze Zbohatlikova, n je poéet &leni domacnosti:

rocni pfijem| n |roc€ni pfijem| n |rocni pfijem| n [ro€ni pfijem| n
1,200.000| 3 45.000] 2 29.000| 3 18.000| 4
150.000( 5 42.000] 2 26.000| 4 16.000| 3
86.000( 4 38.000| 4 24.000( 4 16.000| 2
60.000| 1 37.000| 3 20.000| 7 14.000| 1
51.000| 3 35.000| 5 18.000| 3 13.000| 4
49.000| 4 32.000| 3 18.000| 8 11.000] 1
10.000| 2

Zkusime “stem&leaf” diagram:

0 | 000000000000000000001112
112

Nic moc!




Pohadka o Zbohatlikové

... a2 co “Box&Whiskers” diagram?

o
o
o
8 - o)
= >~ Evidentné “odlehlé pozorovani.
S To to zkresluje.
S _
o
&
o
o
o _|
o
8
o
o
j -
o
o
(o]
o
8 L r A4 .y
S 7 Nicméne, median
N je opravdu 29.000
o
o
o
o
& fo
O
| |
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Pohadka o Zbohatlikové

stejneé dopadne i histogram:

Frequency

10

w

trida cetnost | rel.Cetn.
0-200 24 0,96
200 - 400 0 0
400 - 600 0 0
600 — 800 0 0
800 — 1000 0 0
1000 — 1200 1 0,04

To nam nic neukaze.

Evidentne “odlehlé pozorovani.

To to zkresluje. \




Pohadka o Zbohatlikové

Udaje o roénim pfijmu 25 rodin ze Zbohatlikova, n je poéet &leni domacnosti:

rocni pfijem| n |roc€ni pfijem| n |ro€ni pfijem| n
H 3 60.000| 1 45.000| 2 29.000| 3
150.000| 5 51.000| 3 42.000] 2 26.000| 4
86.000| 4 49.000]| 4 38.000| 4 24.000| 4
37.000| 3 20.000| 7 14.000] 1 18.000] 4
35.000| 5 18.000| 3 13.000| 4 16.000| 3
32.000| 3 18.000] 8 11.000] 1 16.000] 2
10.000| 2

Odstranime na chvili extremni (odlehlou) hodnotu :

9 | 111122222223334444

9 |
1 |
1 |

55569

5

To uz je trochu lepsi!




Pohadka o Zbohatlikové

Odstranime na chvili extremni (odlehlou) hodnotu :

140000

20000 40000 60000 800CC 100000

o

—

Xmed - 29000



Pohadka o Zbohatlikové

Frequency

10

Odstranime na chvili extréemni (odlehlou) hodnotu :

trida cetnost | rel.Cetn.
10-27,5 12 0,96
27,5 —45 / 0
45 - 62,5 3 0
62,5 - 80 0 0
80-97,5 1 0
97,5-115 0 0,04
115-132,5 0
132,5 - 150 1

10

27,5

45

625 80 975 115 132,56 150



Pohadka o Zbohatlikové

Udaje o roénim pfijmu 25 rodin ze Zbohatlikova, n je poéet &leni domacnosti:

rocni pfijem| n |rocni pfijem| n |roc€ni pfijem| n

3 60.000( 1 45.000( 2 29.000( 3

5 51.000| 3 42.000( 2 26.000( 4

86.000( 4 49.000( 4 38.000| 4 24.000| 4
37.000 3 20.000( 7 14.000( 1 18.000| 4
35.000| 5 18.000( 3 13.000( 4 16.000( 3
32.000 3 18.000| 8 11.000( 1 16.000| 2
10.000( 2

Odstranime na chvili dve extremni (odlehlé) hodnoty :

oA N

013466888

04692578

2591

2
6

~

.

\

NejCetnejsi hodnota

je 18.000 tolaru




Pohadka o Zbohatlikové

Odstranime na chvili dvé extremni (odlehle) hodnoty:

-

-—

Frequency

trida
10 -19,5
19,5 -29
29 — 38,5
38,5 - 48
48 — 57,5
57,5 -67
67 — 76,5
/6,5 — 86

cetnost
9

S~ o= NN A~ BN

rel.Cetn.
0,39
0,175
0,175
0,087
0,087
0,043
0
0,043

Cc

e

\

Nejsilngji zastoupena trida je
od 10.000 do 20.000 tolart

~N

|




Pohadka o Zbohatlikové

Prijmy na hlavu (83):

400.000, 400.000, 400.000, 30.000, 30.000, 30.000, 30.000, 30.000, 21.500, 1.500,
21.500, 21.500, 12.333, 12.333, 12.333, 7.000, 7.000, 7.000, 7.000, 7.000,

10.666, 10.666, 10.666, 9.666, 9.666, 9.666, 6.500, 6.500, 6.500, 6.500,
6.000, 6.000, 6.000, 6.000,60.000, 17.000, 12.250, 12.250, 12.250,12.250,
2.857, 2.857, 2.857, 2.857, 2.857, 2.857, 2.857, 6.000, 6.000, 6.000,
2.250, 2.250, 2.250, 2.250, 2.250, 2.250, 2.250, 2.250, 4.500, 4.500,
4500, 4.500, 5.333, 5.333, 5.333, 8.000, 8.000, 22.500, 22.500,21.000,
21.000, 9.500, 9.500, 9.500, 9.500, 14.000, 3.250, 3.250, 3.250, 3.250,
11.000, 5.000, 5.000

Usporfadané pfijmy na hlavu:  80% je 66,4 lidi

2250 2250 2.250 2250 2.250 2.250 2250 2.250 2.857 2.857
2.857 2.857 2.857 2.857 2.857 3.250 3.250 3.250 3.250 4.500
4500 4500 4500 5.000 5.000 5.333 5.333 5.333 6.000 6.000
6.000 6.000 6.000 6.000 6.000 6.500 6.500 6.500 6.500 7.000
7.000 7.000 7.000 7.000 8.000 8.000 9.500 9.500 9.500 9.500
9666 9.666 9.666 10.666 10.666 10.666 11.000 12.250 12.250 12.250
12.250 12.333 12.333 12.333 14.000 17.000 21.000 21.000 21.500 21.500
21.500 21.500 22.500 22.500 30.000 30.000 30.000 30.000 30.000 60.000

400.000 400.000 400.000 (80% lidi ma mensi ro¢ni pfijem nez 20.000 toIarﬁ).;




Pohadka o Zbohatlikové

Empiricka distribu¢ni funkce:

Q
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T

0.8

0.6
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0.2
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0.0

21.000



Pohadka o Zbohatlikové

Lhal tedy zprostredkovatel?
Nelhal, nebot”

n 25
_ 1 1
v  Vybérovy prumér je opravdu X = — X, = — X; = 82.320
y Yy p Je op - ;:1 95 221

V pripadé pfijmu je véak Iépe pouzit geometricky primér: X = (H XZ-) "~ 32.730
=1

(Nebot mzdy maji zpravidla silné zeSikmené rozdeleni)



Pohadka o Zbohatlikové

Lhal tedy zprostredkovatel?
Nelhal, nebot”

n 25
_ 1 1
v Vybérovy prumér je opravdu X = — X, = — X; = 82.320
y Yy p Jje op - ;:1 % ;:1

Lhal tedy ucitel?
Nelhal, nebot’

v Median je 59 = 29.000

V' 52 % rodin ro¢ni pfijem mensi nez 30.000

v Nejsilneji zastoupena prijmova kategorie je od 10.000 do 20.000
v Modus pfijmu rodin je 18.000 (3x)

v 68 % percentil je 40.000, coZ je méné nez polovina vybérového prumeéru.
v 53 % lidi ma pfijem na hlavu mensi nez 7.500

v 80 % kvantil pfijmu na hlavu je 21.000



aver ...

icka na z3

r

. a pisnic




