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9. Odhady
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Bodové odhady

Statistické charakteristiky: jsou spocteny na zaklade pozorovani xi, x2, ..., xn
vyberu Xi, X, ..., Xa = bodové odhady pravdepodobnostnich charakteristik

Stfedni hodnota Vyberovy pramer
o° _ 1
E(X):/ rf(x)dx XZgzﬂfz'
— 0 i=1
Momenty Vyberove momenty
ur(X) = BE(X — B(X))" me(X) =) (z; — X)*
1=1
Rozptyl Vyberovy rozpty
1 = _
var(X) = BE(X — B(X))? = ——> (2 — X)’
1=1
Kvantily Vyberoveé kvantily
T100a X([np]+1)




Bodove odhady

Statistické charakteristiky: jsou spocCteny na zaklade pozorovani
X1, X2, ..., xn L1.d. vyberu Xi, Xo, ..., Xu.

Odhad sttedni hodnoty: =X, - je nevychyleny (nestranny, unbiased)

BE(X,) = E (%fjx) _ %E (fjx) :%iE(Xi) _ %iﬂzﬂ

Var(X,,) = E(X,, — p)* = (Zz Bl _n’u) — (Z )

n

i( E(Xi—M)Q—I—Qz_: Z E(X’i_,u)(Xj—,LL)) > i 1Var( i)

i=1 i=1 j=i+1

- rozptyl konverguje k O pro n—o



Bodove odhady

Statistické charakteristiky: jsou spocCteny na zaklade pozorovani
X1, X2, ..., xn L1.d. vyberu Xi, Xo, ..., Xu.

Odhad rozptylu: 62 =— Z(X’i —X,)? - je vychyleny (biased)




Bodove odhady

Statistické charakteristiky: jsou spocCteny na zaklade pozorovani
X1, X2, ..., xn L1.d. vyberu Xi, Xo, ..., Xu.

—1 n .
E(&2):”n o’ sP=——6" = B(s?) =0
[ _
Tedy vybérovy rozptyl s° = . Z(Xi — X,,)? je nestrannym odhadem
n —_

rozptylu o©?2 i=1

Jak je to s rozptylem téchto odhadi?

Var(s?) = Var( he 62) = ( " )ZVar(cAfZ) > Var(67)

n—1 n—1

Tedy: "
1 _ - o
rozptyl zakladniho souboru 6° = =) (X; — X,,)* 1 vychyleny,
P ale ma mensi rozpty!

1

vybérovy rozptyl s> = —

Z(X' _ X )2 je nevychyleny,
—~" T ale ma vétsi rozptyl



Bodové odhady

Odhadujeme neznamy parametr 6. Najdeme odhadovou statistiku

0(X1,Xo,...,X,) tak, aby splfiovala nékterou (nejlépe vSechny)
z nasledujicich vlastnosti:

» Nestrannost: E(é(Xl,Xz, X)) =16
+ Vydatnost: Var(6(X1,Xs,...,X,)) je minimalni
- Konzistence: lim Var(é(Xl,Xg, . ,Xn)) =

n—oo

Jak se hleda odhadova statistika?

- Metoda maximalni vérohodnosti (maximalizuje vérohodnostni funkci)
- Momentova metoda (srovnava teoretické a vyberove momenty)
- Metoda nejmensich Ctvercu (minimalizuje Ctvercovou odchylku)



Bodové odhady

Metoda maximalni verohodnosti (Maximum likelihood)

- pozorovanim i.i.d. vyberu X1, Xa, ..., Xn, dostaneme pozorovani xi, x2, ..., Xn

 uvazujme sdruzenou hustotu nahodného vektoru (Xi, Xa, ..., Xa), ktera zavisi
na neznamém parametru f(xi, x2, ..., xXn; 0)

- s touto funkci budeme nadale zachazet jako s funkci neznamé 6 a budeme
ji nazyvat vérohodnostni funkci: I(8; x1, x2, ..., xn)

- hledame 6 = argmax!(0;xq,...,x,) anazveme je maximalné vérohod-

0
nym odhadem parametru 6.

Casto namisto funkce [(6; x1, x2, ..., xn) Maximalizujeme logaritmickou

verohodnostni funkci L(0; x1, x2, ..., xa)= In({(8; x1, x2, ..., Xn)).



Bodové odhady

)\k
Pfiklad: Odhad parametru Poissonova rozdéleni p(k) = Fe_’\

Mame pozorovani ki, k», ..., kn a vytvorime verohodnostni funkci

n )\k@ B B " | ik 1
i=1 " i=1 "

Vytvorime logaritmickou verohodnostni funkci:
LOX Ky b)) = —nA+In(0) Y ks + ln(

1=1 1=1

=)
a hleddme maximum: AL(\; ki kn) 1 —
) A N LV - kz
d\ T ;

—n+izkz’ —0 = [R_ 2 i=1 ke J: ML odhad A (MLE A)
A\

: T
1=1




Bodové odhady

Momentova metoda

« pozorovanim i.i.d. vybéru X1, Xz, ..., Xa Z néjakého rozdéleni s d.f. F(x;0),
kde 8 = (04, ..., 6k) je kneznamych parametru

- Spocteme k teoretickych momentd ui, ..., uxa k vybérovych momentd
mi, ..., My

* porovnanim téchto momentu dostaneme k rovnic, z nichz vyjadfime &

odhadl neznamych parametrd.



Bodové odhady

Priklad: Odhad parametri normalniho rozdéleni N(u, 62)

momentovou metodou.

pm = B(X) = p, po = B(X?) = 0% + p”
1 C 1« 5
m1—$—ﬁ X mQ—EZCL’Z
1=1 1=1
odtud:
A_l . A2 A2_1 - 2
fr=—> ot =)



Intervalové odhady

Statistické charakteristiky: jsou spocCteny na zaklade pozorovani
X1, X2, ..., Xn Vyberu Xi, Xo, ..., Xu.

Intervalovy odhad je interval ( (X), (X)) takovy, Ze
P( (0€(8(X), 8(X)))=1-a

- Predpokladame néjaké rozdéleni vybeéru - zpravidla normalni

- P¥iklad: 4 = X, X, ~ N(u, 0%/n)

X, — X, —
P /n~ N(0, 1) R /n~tn —1)
o)




Intervalove odhady

X 77 — O — O

e N
X — . ¢

5 Vi =Ui-a2 p=X - %ul—a/Q

_ 0] — O
P(X — ﬁul—a/Q §U§X+%ul—oz/2) =1-o

- Piiklad: =X, Xn ~ N(p, 0°/n)

X X

n B /n~ N(O, 1)

0O

LV~ t(n - 1)

A p

o) O

\/ﬁ)zl_a :P(ua/2§Z§u1—a/2)
G



Intervalove odhady

X_— . O . O
Visuap  FEX gt =X Rty

o)
X —p _ o

> — VN =Uj—/2 H = X — %ul—a/Q

_ 0] — O
P(X — ﬁul—a/Q §U§X+%ul—a/2) =1-o

- Piiklad: /i = X5, Xn ~ N(p, 0°/n)

X X

n B /n~ N(O, 1)

o)

LV~ t(n - 1)

_ S - S
P(X— —ntl_a/g(’n— 1) < s < X + —ntl_a/z(n— 1)) =1—«

7

7

Tedy intervalovy odhad je ve tvaru:
kde SE je tzv. standardni chyba.

(X -SE, X +SE)




Intervalove odhady

Prameéer | Sm.odch. | N | Sm.chybal| Int. spolehl. | Int. spolehl. |JReferencni t SV p
Froménna -90.000% +90,000% |§ konstanta
spotieba /100 13.914291 0,5556838 14 0,14856 13,65113 1417739 12,50000| 9,519502' 13| 0,000000
Primér Sm.odch. | N | Sm.chybal Int. spolehl. | Int. spolehl. [Referentni t SV p
Promé&nna | -95,000% | +95,000% |jkonstanta
spotieba /100 [13.91429] 0555888 14 0 14856 13,69333 1423525 12.50000 9.519502 13 0,000000
Pramer | Sm.odch. | N | Sm.chybaj| Int. spolehl. | Int. spolehl. JReferencni 1 SV p
Proménna -99.000% +99 000% | konstanta
spotieba /100 [13.91429] 0555888 14 0,14856 13,46676 14,36181 | 12,50000 9,5719502 13 0,000000

0.2

0.1

0.0
|

99%

M+20

u+4o



Intervalove odhady
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Intervalove odhady

2,0

vybérovy rozptyl=1

157 n=10
Jedna se 0 95% intervaly spolehlivosti.
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Intervalove odhady

4
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Intervalove odhady
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Intervalove odhady
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Simulacéni priklad: N=100, u=0, a=0,05, (5 intervald mimo)



Intervalove odhady

Priklad: Test spotreby automobilu

Deklarovana prumeérna spotfeba = 12,51/100km

14

O 194. &

X = — = 22% 13 914
14;”3 14

- 14 _
1 4.017
2 E : 2 —2 ’
S £ sz €ZT 13 ,

0, 309
SE = \/ - to95(13) = 0,15.2,16 = 0,32

Tedy intervalovy odhad je (13,59; 14,23).

Protoze 12,5 & (13,59; 14,23), muzeme tvrdit,
Ze namerena spotreba se od deklarované
statisticky vyznamne lisi.

spotreba
n (l/100)
1 12,8
2 13,5
3 14,2
4 13,6
5 14,1
6 14.5
7 13,6
8 13,9
9 14 3
10 15,1
17 13,7
12 13,4
13 13,9
14 14,7




Intervalové odhady

Statistické charakteristiky: jsou spocCteny na zaklade pozorovani
X1, X2, ..., Xn Vyberu Xi, Xo, ..., Xu.

Intervalovy odhad je interval ( (X), (X)) takovy, Ze
P( (0€(8(X), 8(X)))=1-a

- Predpokladame néjaké rozdéleni vybeéru - zpravidla normalni

- Pfiklad 2: odhad rozptylu s2 n—1)s?
( ] ) ~ X2 (TL . 1)

%
_ 2 . 2
2(71 1)s <2 < (2n 1)s
X1_a/2(n—1) X2 j5(n — 1)




Intervalové odhady

Statistické charakteristiky: jsou spocCteny na zaklade pozorovani
X1, X2, ..., Xn Vyberu Xi, Xo, ..., Xu.

Intervalovy odhad je interval ( (X), (X)) takovy, Ze
P( (0€(8(X), 8(X)))=1-a

- Predpokladame néjaké rozdéleni vybeéru - zpravidla normalni

- Priklad 3: odhad pravdepodobnosti p

- provedeme posloupnost n nezavislych alternativnich pokusu
- spocCteme relativni ¢etnost p pripadu, v nichz nastal sledovany jev

] 1 — ] 1 —
X_\/p( p) ul_a/2§p§X+\/p( p) _—

(g n




Intervalové odhady

Statistické charakteristiky: jsou spocCteny na zaklade pozorovani
X1, X2, ..., Xn Vyberu Xi, Xo, ..., Xu.

Intervalovy odhad je interval ( (X), (X)) takovy, Ze
P( (0€(8(X), 8(X)))=1-a

- Pfedpokladame néjaké rozdéleni vybéru - zpravidla normalni

- Priklad 3: odhad pravdepodobnosti p

- pfi Setfeni jsme zjistili, ze ze 100 dotazanych respondentu 43
se chysta volit stranu mirného pokroku v mezich zakona
- ma tato strana sanci vyhrat ve volbach?

_ 1 — _ 1 —
X — \/p( p) Ul —a /2 <p< X+ \/p( p) Ul —a /2

n n

X =0,43 Tedy intervalovy odhad je (0,33; 0,53) == SMPvMZ ma

uo,975 = 1,96  statisticky vyznamnou Sanci1 ziskat nadpolovicni vétSinu.
>



