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Náhodný vektor   Z = (X,Y)

Dvourozměrné rozdělení pravděpodobnosti:
sdružená distribuční funkce   F(x,y) = P(X ≤ x, Y ≤ y)

F (x, y) = P (X � x ⇥ Y � y) = P (X � x)P (Y � y|X � x)

F (x, y) = F (x)F (y|x)

Pokud jsou X a Y stochasticky nezávislé, potom je 

F (x, y) = F (x)F (y)

F (x, y) = P (X  x ^ Y  y) = P (X  x)P (Y  y)

Platí to i opačně: pokud je  F(x,y) = F(x)F(y),   potom jsou X  a 
Y  stochasticky nezávislé.



Jsou-li X  a Y  spojité náhodné veličiny, potom je i  F(x,y) 
spojitou diferencovatelnou funkcí a její druhou smíšenou 
parciální derivaci nazýváme sdruženou hustotou náhodného 
vektoru  (X,Y).

�2F

�x�y
= f(x, y)

Spojitý náhodný vektor   Z = (X,Y)



Jsou-li X  a Y  spojité náhodné veličiny, potom je i  F(x,y) 
spojitou diferencovatelnou funkcí a její druhou smíšenou 
parciální derivaci nazýváme sdruženou hustotou náhodného 
vektoru  (X,Y).

�2F

�x�y
= f(x, y)

Z 1

�1

Z 1

�1
f(x, y)dxdy = 1

Objem pod plochou z = f(x,y) určuje pravděpodobnost nad 
odpovídající oblastí v rovině xy a zřejmě musí platit
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Jaké je rozdělení pravděpodobnosti složky X?
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Hustotu   

nazýváme marginální hustotou složky X vektoru Z=(X,Y).
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Platí to i opačně: pokud je  f(x,y) = f(x) f(y),   potom jsou X  a Y  
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Spojitý náhodný vektor   Z = (X,Y)

Příklad: Nechť náhodný vektor (X,Y) má rovnoměrné 
rozdělení na jednotkovém kruhu. Jsou jeho složky X  a Y  
stochasticky nezávislé náhodné veličiny?
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Jsou-li X1,…, Xn  spojité náhodné veličiny, potom je i jejich 
sdružená distribuční funkce  

spojitou diferencovatelnou funkcí a její n-tou smíšenou parciální 
derivaci nazýváme sdruženou hustotou náhodného vektoru  Z
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Jaké je rozdělení pravděpodobnosti složky Xi v náhodném 
vektoru Z?
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Hustotu   

nazýváme marginální hustotou složky Xi vektoru Z=(X1,…,Xn).
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Složky náhodného vektoru  Z=(X1,…,Xn)  jsou stochasticky 
nezávislé právě když platí jedna z následujících rovností:

                                              nebo f(x1, . . . , xn) =
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Střední hodnota náhodného vektoru  Z=(X,Y) je rovna 
vektoru středních hodnot jeho složek:  E(Z)= (EX, EY).

Charakteristiky náhodného vektoru
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Kovariance  cov(X,Y)  náhodných veličin X, Y je definována 
jako   
         cov(X,Y) = E[(X-EX).(Y-EY)] = EXY - EX.EY
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Charakteristiky náhodného vektoru
Korelační koeficient  ρ(X,Y) náhodných veličin X,Y je roven

⇢(X,Y ) =
cov(X,Y )p

Var(X)Var(Y )
<latexit sha1_base64="2RZDUAbWz5jjw0tpWvQ3j6uK1DM="></latexit>
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Korelační koeficient  ρ(X,Y) náhodných veličin X,Y je roven

⇢(X,Y ) =
cov(X,Y )p

Var(X)Var(Y )
<latexit sha1_base64="2RZDUAbWz5jjw0tpWvQ3j6uK1DM="></latexit>

X a Y jsou nekorelované (ale mohou být
                             stochasticky závislé !

Cov(X,Y ) = 0 )

X a Y jsou stochasticky nezávislé ) Cov(X,Y ) = 0

Cov(X,Y ) 6= 0 ) X a Y jsou stochasticky závislé

Pozor! Nekorelovanost není totéž, co stochastická nezávislost !

Kovariance a korelační koeficient jsou míry lineární závislosti - 
                                                                               korelovanosti
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Charakteristiky náhodného vektoru

Kovarianční matice náhodného vektoru  Z=(X,Y)  má tvar

D(X,Y ) =

✓
Var(X) cov(X,Y )
cov(Y,X) Var(Y )

◆
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Korelační matice náhodného vektoru  Z=(X,Y)  má tvar

R(X,Y ) =
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Spojitý náhodný vektor   Z = (X,Y)

Příklad: Nechť náhodný vektor (X,Y) má rovnoměrné rozděle-
             ní na jednotkovém kruhu. Jsou jeho složky X  a Y  
             stochasticky nezávislé náhodné veličiny?
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Příklad: Nechť náhodný vektor (X,Y) má rovnoměrné rozděle-
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Charakteristiky náhodného vektoru:

Střední hodnota:    E(Z) = E(X1,…, Xn) = (EX1, … , EXn)

Spojitý náhodný vektor   Z = (X1,…,Xn)

Kovarianční matice:

D(X1, . . . , Xn) =
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Korelační matice:



Dvourozměrné normální rozdělení
Náhodný vektor  (X,Y) má dvourozměrné normální rozdělení 
se střední hodnotou  (µ1,µ2)  a kovarianční maticí                 
je-li jeho dvourozměrná hustota rovna



Dvourozměrné normální rozdělení
Úloha: Při měření dvou rozměrů součástky má chyba (X,Y) 
dvourozměrné normální rozdělení s nezávislými složkami, 
nulovým vektorem středních hodnot a stejnými rozptyly σ2. 
Vypočtěte střední hodnotu tedy s hustotou a rozptyl celkové 
velikosti chyby dané náhodnou veličinou                        .
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V tomto případě pro                dostáváme x, y 2 R2
<latexit sha1_base64="hHlx8m9607zecsqOJ7iZbYA52D8=">AAAB/nicbVDLSsNAFJ3UV62vaJduBovgQkpSiw9wUXDjsop9QBPLZDpph04mYWYihlDwT9yJLsStH+LGv3GSFlHrgYHDOfdyzxwvYlQqy/o0CguLS8srxdXS2vrG5pa5vdOWYSwwaeGQhaLrIUkY5aSlqGKkGwmCAo+Rjje+yPzOHRGShvxGJRFxAzTk1KcYKS31zfL9YeJQDp0AqZHnp9eT21rfrFhVKwecJ/aMVMAMzb754QxCHAeEK8yQlD3bipSbIqEoZmRScmJJIoTHaEh6mnIUEOmmefgJ3NfKAPqh0I8rmKs/N1IUSJkEnp7MMsq/Xib+5/Vi5Z+6KeVRrAjH00N+zKAKYdYEHFBBsGKJJggLqrNCPEICYaX7KkGY13CW4fj70/OkXavaR9X6Vb3SOJ8VUgS7YA8cABucgAa4BE3QAhgk4BE8gxfjwXgyXo236WjBmO2UwS8Y71+DbJT/</latexit>



Dvourozměrné normální rozdělení
Úloha: Při měření dvou rozměrů součástky má chyba (X,Y) 
dvourozměrné normální rozdělení s nezávislými složkami, 
nulovým vektorem středních hodnot a stejnými rozptyly σ2. 
Vypočtěte střední hodnotu tedy s hustotou a rozptyl celkové 
velikosti chyby dané náhodnou veličinou                        .



Dvourozměrné normální rozdělení
Úloha: Při měření dvou rozměrů součástky má chyba (X,Y) 
dvourozměrné normální rozdělení s nezávislými složkami, 
nulovým vektorem středních hodnot a stejnými rozptyly σ2. 
Vypočtěte střední hodnotu tedy s hustotou a rozptyl celkové 
velikosti chyby dané náhodnou veličinou                        .

E(Z) =

ZZ +1

�1
Z(x, y)f(x, y)dxdy

<latexit sha1_base64="tPuNgLkC42eEbdXs32r9k/ZtoKQ="></latexit>



Dvourozměrné normální rozdělení
Úloha: Při měření dvou rozměrů součástky má chyba (X,Y) 
dvourozměrné normální rozdělení s nezávislými složkami, 
nulovým vektorem středních hodnot a stejnými rozptyly σ2. 
Vypočtěte střední hodnotu tedy s hustotou a rozptyl celkové 
velikosti chyby dané náhodnou veličinou                        .

E(Z) =

ZZ +1

�1
Z(x, y)f(x, y)dxdy

<latexit sha1_base64="tPuNgLkC42eEbdXs32r9k/ZtoKQ="></latexit>

f(x, y) =
1

2⇡�2
e�

x2+y2

2�2

<latexit sha1_base64="s6DcT62QLOjVDssvYkpgDtMm5ZY="></latexit>

V tomto případě pro                dostáváme x, y 2 R2
<latexit sha1_base64="hHlx8m9607zecsqOJ7iZbYA52D8=">AAAB/nicbVDLSsNAFJ3UV62vaJduBovgQkpSiw9wUXDjsop9QBPLZDpph04mYWYihlDwT9yJLsStH+LGv3GSFlHrgYHDOfdyzxwvYlQqy/o0CguLS8srxdXS2vrG5pa5vdOWYSwwaeGQhaLrIUkY5aSlqGKkGwmCAo+Rjje+yPzOHRGShvxGJRFxAzTk1KcYKS31zfL9YeJQDp0AqZHnp9eT21rfrFhVKwecJ/aMVMAMzb754QxCHAeEK8yQlD3bipSbIqEoZmRScmJJIoTHaEh6mnIUEOmmefgJ3NfKAPqh0I8rmKs/N1IUSJkEnp7MMsq/Xib+5/Vi5Z+6KeVRrAjH00N+zKAKYdYEHFBBsGKJJggLqrNCPEICYaX7KkGY13CW4fj70/OkXavaR9X6Vb3SOJ8VUgS7YA8cABucgAa4BE3QAhgk4BE8gxfjwXgyXo236WjBmO2UwS8Y71+DbJT/</latexit>



Dvourozměrné normální rozdělení
Úloha: Při měření dvou rozměrů součástky má chyba (X,Y) 
dvourozměrné normální rozdělení s nezávislými složkami, 
nulovým vektorem středních hodnot a stejnými rozptyly σ2. 
Vypočtěte střední hodnotu tedy s hustotou a rozptyl celkové 
velikosti chyby dané náhodnou veličinou                        .

E(Z) =

ZZ +1

�1
Z(x, y)f(x, y)dxdy

<latexit sha1_base64="tPuNgLkC42eEbdXs32r9k/ZtoKQ="></latexit>

f(x, y) =
1

2⇡�2
e�

x2+y2

2�2

<latexit sha1_base64="s6DcT62QLOjVDssvYkpgDtMm5ZY="></latexit>

V tomto případě pro                dostáváme x, y 2 R2
<latexit sha1_base64="hHlx8m9607zecsqOJ7iZbYA52D8=">AAAB/nicbVDLSsNAFJ3UV62vaJduBovgQkpSiw9wUXDjsop9QBPLZDpph04mYWYihlDwT9yJLsStH+LGv3GSFlHrgYHDOfdyzxwvYlQqy/o0CguLS8srxdXS2vrG5pa5vdOWYSwwaeGQhaLrIUkY5aSlqGKkGwmCAo+Rjje+yPzOHRGShvxGJRFxAzTk1KcYKS31zfL9YeJQDp0AqZHnp9eT21rfrFhVKwecJ/aMVMAMzb754QxCHAeEK8yQlD3bipSbIqEoZmRScmJJIoTHaEh6mnIUEOmmefgJ3NfKAPqh0I8rmKs/N1IUSJkEnp7MMsq/Xib+5/Vi5Z+6KeVRrAjH00N+zKAKYdYEHFBBsGKJJggLqrNCPEICYaX7KkGY13CW4fj70/OkXavaR9X6Vb3SOJ8VUgS7YA8cABucgAa4BE3QAhgk4BE8gxfjwXgyXo236WjBmO2UwS8Y71+DbJT/</latexit>

a tedy E(Z) =

ZZ
1

2⇡�2

p
x2 + y2 e�

x2+y2

2�2 dxdy
<latexit sha1_base64="A6mIjAeANUKQh/3zDqlIDJ4Nspk="></latexit>



Dvourozměrné normální rozdělení
Úloha: Při měření dvou rozměrů součástky má chyba (X,Y) 
dvourozměrné normální rozdělení s nezávislými složkami, 
nulovým vektorem středních hodnot a stejnými rozptyly σ2. 
Vypočtěte střední hodnotu tedy s hustotou a rozptyl celkové 
velikosti chyby dané náhodnou veličinou                        .

E(Z) =

ZZ +1

�1
Z(x, y)f(x, y)dxdy

<latexit sha1_base64="tPuNgLkC42eEbdXs32r9k/ZtoKQ="></latexit>

f(x, y) =
1

2⇡�2
e�

x2+y2

2�2

<latexit sha1_base64="s6DcT62QLOjVDssvYkpgDtMm5ZY="></latexit>

V tomto případě pro                dostáváme x, y 2 R2
<latexit sha1_base64="hHlx8m9607zecsqOJ7iZbYA52D8=">AAAB/nicbVDLSsNAFJ3UV62vaJduBovgQkpSiw9wUXDjsop9QBPLZDpph04mYWYihlDwT9yJLsStH+LGv3GSFlHrgYHDOfdyzxwvYlQqy/o0CguLS8srxdXS2vrG5pa5vdOWYSwwaeGQhaLrIUkY5aSlqGKkGwmCAo+Rjje+yPzOHRGShvxGJRFxAzTk1KcYKS31zfL9YeJQDp0AqZHnp9eT21rfrFhVKwecJ/aMVMAMzb754QxCHAeEK8yQlD3bipSbIqEoZmRScmJJIoTHaEh6mnIUEOmmefgJ3NfKAPqh0I8rmKs/N1IUSJkEnp7MMsq/Xib+5/Vi5Z+6KeVRrAjH00N+zKAKYdYEHFBBsGKJJggLqrNCPEICYaX7KkGY13CW4fj70/OkXavaR9X6Vb3SOJ8VUgS7YA8cABucgAa4BE3QAhgk4BE8gxfjwXgyXo236WjBmO2UwS8Y71+DbJT/</latexit>

a tedy E(Z) =

ZZ
1

2⇡�2

p
x2 + y2 e�

x2+y2

2�2 dxdy
<latexit sha1_base64="A6mIjAeANUKQh/3zDqlIDJ4Nspk="></latexit>

=
1

2⇡�2

Z 2⇡

0

Z 1

0
r2 e�

r2

2�2 drd✓
<latexit sha1_base64="tYqH54zWPiHmUzysuHc/SVEjUnQ="></latexit>



Dvourozměrné normální rozdělení
Úloha: Při měření dvou rozměrů součástky má chyba (X,Y) 
dvourozměrné normální rozdělení s nezávislými složkami, 
nulovým vektorem středních hodnot a stejnými rozptyly σ2. 
Vypočtěte střední hodnotu tedy s hustotou a rozptyl celkové 
velikosti chyby dané náhodnou veličinou                        .

E(Z) =

ZZ +1

�1
Z(x, y)f(x, y)dxdy

<latexit sha1_base64="tPuNgLkC42eEbdXs32r9k/ZtoKQ="></latexit>

f(x, y) =
1

2⇡�2
e�

x2+y2

2�2

<latexit sha1_base64="s6DcT62QLOjVDssvYkpgDtMm5ZY="></latexit>

V tomto případě pro                dostáváme x, y 2 R2
<latexit sha1_base64="hHlx8m9607zecsqOJ7iZbYA52D8=">AAAB/nicbVDLSsNAFJ3UV62vaJduBovgQkpSiw9wUXDjsop9QBPLZDpph04mYWYihlDwT9yJLsStH+LGv3GSFlHrgYHDOfdyzxwvYlQqy/o0CguLS8srxdXS2vrG5pa5vdOWYSwwaeGQhaLrIUkY5aSlqGKkGwmCAo+Rjje+yPzOHRGShvxGJRFxAzTk1KcYKS31zfL9YeJQDp0AqZHnp9eT21rfrFhVKwecJ/aMVMAMzb754QxCHAeEK8yQlD3bipSbIqEoZmRScmJJIoTHaEh6mnIUEOmmefgJ3NfKAPqh0I8rmKs/N1IUSJkEnp7MMsq/Xib+5/Vi5Z+6KeVRrAjH00N+zKAKYdYEHFBBsGKJJggLqrNCPEICYaX7KkGY13CW4fj70/OkXavaR9X6Vb3SOJ8VUgS7YA8cABucgAa4BE3QAhgk4BE8gxfjwXgyXo236WjBmO2UwS8Y71+DbJT/</latexit>

a tedy E(Z) =

ZZ
1

2⇡�2

p
x2 + y2 e�

x2+y2

2�2 dxdy
<latexit sha1_base64="A6mIjAeANUKQh/3zDqlIDJ4Nspk="></latexit>

=
1

2⇡�2

Z 2⇡

0

Z 1

0
r2 e�

r2

2�2 drd✓
<latexit sha1_base64="tYqH54zWPiHmUzysuHc/SVEjUnQ="></latexit>


�(z) =

Z 1

0
tz�1e�tdt, �(

3

2
) =

⇡

2

�

<latexit sha1_base64="6Ywv6EyrSmQmw8APIXq/F6aauEU="></latexit>



Dvourozměrné normální rozdělení



Podmíněné rozdělení f(y|x) = f(x, y)

fY (y)

Spojitý náhodný vektor   Z = (X,Y)

P (X 2 A, Y 2 B) =

ZZ

A⇥B
f(x, y)dxdy

=

Z

B

Z

A
f(x|y)dx

�
fY (y)dy= P (X 2 A |Y 2 B).P (Y 2 B)

P (X  x |Y 2 B) = F (x|Y 2 B) =

Z

B

Z x

�1
f(t|y)fY (y)dtdy

Podmíněná střední hodnota

P (X  x |Y = y) = F (x|y) =
Z x

�1
f(t|y)dt

E(X |Y = y) =

Z 1

�1
xf(x|y)dx



Spojitý náhodný vektor   Z = (X,Y)

Podmíněná střední hodnota
E(h(X) |Y = y) =

Z 1

�1
h(x)f(x|y)dx



Spojitý náhodný vektor   Z = (X,Y)

Vlastnosti podmíněné střední hodnoty:

Podmíněná střední hodnota
E(h(X) |Y = y) =

Z 1

�1
h(x)f(x|y)dx



Spojitý náhodný vektor   Z = (X,Y)

Vlastnosti podmíněné střední hodnoty:
E(X |Y )

Podmíněná střední hodnota
E(h(X) |Y = y) =

Z 1

�1
h(x)f(x|y)dx

•  



Spojitý náhodný vektor   Z = (X,Y)

Vlastnosti podmíněné střední hodnoty:
E(X |Y )

E(k |Y ) = k

Podmíněná střední hodnota
E(h(X) |Y = y) =

Z 1

�1
h(x)f(x|y)dx

•  
•  



Spojitý náhodný vektor   Z = (X,Y)

Vlastnosti podmíněné střední hodnoty:
E(X |Y )

E(k |Y ) = k

E(E(X |Y )) = E(X)

Podmíněná střední hodnota
E(h(X) |Y = y) =

Z 1

�1
h(x)f(x|y)dx

•  
•  
•  



Spojitý náhodný vektor   Z = (X,Y)

Vlastnosti podmíněné střední hodnoty:
E(X |Y )

E(k |Y ) = k

E(E(X |Y )) = E(X)

E(a.h(X) + b.g(X) |Y )) = a.E(h(X) |Y ) + b.E(g(X) |Y )

Podmíněná střední hodnota
E(h(X) |Y = y) =

Z 1

�1
h(x)f(x|y)dx

•  
•  
•  
•  



Spojitý náhodný vektor   Z = (X,Y)

Vlastnosti podmíněné střední hodnoty:
E(X |Y )

E(k |Y ) = k

E(E(X |Y )) = E(X)

E(a.h(X) + b.g(X) |Y )) = a.E(h(X) |Y ) + b.E(g(X) |Y )

E(�(Y ).h(X) |Y )) = �(Y ).E(h(X) |Y )

Podmíněná střední hodnota
E(h(X) |Y = y) =

Z 1

�1
h(x)f(x|y)dx

•  
•  
•  
•  
•  



Spojitý náhodný vektor   Z = (X,Y)

Vlastnosti podmíněné střední hodnoty:
E(X |Y )

E(k |Y ) = k

E(E(X |Y )) = E(X)

E(a.h(X) + b.g(X) |Y )) = a.E(h(X) |Y ) + b.E(g(X) |Y )

E(�(Y ).h(X) |Y )) = �(Y ).E(h(X) |Y )

Podmíněná střední hodnota
E(h(X) |Y = y) =

Z 1

�1
h(x)f(x|y)dx

•  
•  
•  
•  
•  
Podmíněný rozptyl:

V ar(X |Y ) = E(X2|Y )� (E(X |Y ))2


