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Nahodny vektor Z=(X.,Y)

Dvourozmerné rozdeleni pravdepodobnosti:
sdruzena distribucni funkce F(x,y)=PX <x, Y <y)

Flr,y) =P(X <axANY <y)=PX <z)P(Y <y|lX <x)
F(z,y) = F(z)F(yl|z)

Pokud jsou X a Y stochasticky nezavislée, potom je
F(z,y) = P(X <z ANY <y)=PX <2)P(Y <y)

F(z,y) = F(z)F(y)

Plati to i opacne: pokud je F(x,y) = F(x)F(y), potom jsou X a
Y stochasticky nezavislé.



Spojity nahodny vektor Z=(X,Y)

Jsou-li X a Y spojité nahodné veliCiny, potom je i F(x,y)
spojitou diferencovatelnou funkci a jeji druhou smisenou

parcialni derivaci nazyvame sdruzenou hustotou nahodného
vektoru (X.,Y). 2F

920y f(z,y)
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Spojity nahodny vektor Z=(X,Y)

Jsou-li X a Y spojité nahodné veliCiny, potom je i F(x,y)
spojitou diferencovatelnou funkci a jeji druhou smisenou

parcialni derivaci nazyvame sdruzenou hustotou nahodného
vektoru (X.,Y). 2F

920y f(z,y)

Objem pod plochou z = f{x,y) urcuje pravdepodobnost nad
odpovidajici oblasti v roviné xy a zfejmé musi platit

/_O;/_O:Of(a?ay)dxdy: 1

Tedy je P((X, Y) € W) — //W f(z,y)dzdy



Spojity nahodny vektor Z=(X,Y)

Jsou-li X a Y spojité nahodné veliCiny, potom je i F(x,y)
spojitou diferencovatelnou funkci a jeji druhou smisenou

parcialni derivaci nazyvame sdruzenou hustotou nahodného
vektoru (X.,Y). 2F

920y f(z,y)

Objem pod plochou z = f{x,y) urcuje pravdepodobnost nad
odpovidajici oblasti v roviné xy a zfejmé musi platit

/_O;/_O:Of(a?ay)dxdy: 1

P(X,Y)eW) = //W fx,y)dzdy

Flz,y) = /_ ; /_ yoo f(u, v)dudy

Tedy je

Specialné
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Spojity nahodny vektor Z=(X,Y)

Jakeé je rozdeleni pravdepodobnosti slozky X7

P(Xgaz') :P(ng/\Ygoo):/x /OO f(z,y)dydx

_ /_ ; ( /_ O; f(x,y)dy)dx— /_ 1 Fy (u)du



Spojity nahodny vektor Z=(X,Y)

Jakeé je rozdeleni pravdepodobnosti slozky X7

P(X<z)=P(X<zAY <) = /;/Zf(x,y)dyda:
-/ 9; ( / O; f(x,y>dy)da: -/ '; i (u)du

@)= [ iy

Hustotu

nazyvame marginalni hustotou slozky X vektoru Z=(X,Y).

Podobné 0
Fr(y) = / F (2, y)da

je marginalni hustotou slozky Y.
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Spojity nahodny vektor Z=(X,Y)

Dvourozmerné rozdeleni pravdepodobnosti:
sdruzena distribucni funkce F(x,y)=PX <x, Y <y)
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Spojity nahodny vektor Z=(X,Y)

Pokud jsou X a Y stochasticky nezavisle, potom je

0°F(x,y) 0°F(x)F(y) OF(z) 0F (y)

f(@,y) = ory Oxy - Ox Oy

flz,y) = f(x)f(y)




Spojity nahodny vektor Z=(X,Y)

Pokud jsou X a Y stochasticky nezavisle, potom je
0°F(v,y)  O°F(z)F(y) _ 0F(z) 0F(y)

f(@.y) = Oxy - oxy oxr Oy

flz,y) = f(x)f(y)

Plati to i opacne: pokud je fix,y)=f(x) f(v), potomijsouX aY
stochasticky nezavislé.
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stochasticky nezavislé nahodné veliCiny?
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Spojity nahodny vektor Z=(X,Y)

Pokud jsou X a Y stochasticky nezavisle, potom je
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Spojity nahodny vektor Z=(X,Y)

Pokud jsou X a Y stochasticky nezavisle, potom je
fay) = PF@y) _ PF@F(y) _ 0F (@) 0F )
X0 ory oxy Oz Oy

flxyy) = f(z)f(y)
Plati to i opacne: pokud je fix,y)=f(x) f(v), potomijsouX aY
stochasticky nezavislé.

Pfiklad: Necht nahodny vektor (X.,Y) ma rovhomérné
rozdeleni na jednotkovém kruhu. Jsou jeho slozky X a Y

stochasticky nezavislé nahodné veliCiny?
(
const, (z,y) € K ={(z,y):2° +y? <1}
\O, jinde

A

const = —

e
00 vV 1—x2
1 2v/1 — 22
fX(x) :/ f(m,y)dy — / _dy — , T E <_17 1>
oo VI T 0




Spojity nahodny vektor Z=(Xi,....Xuh)

Jsou-li Xi,..., Xn spojité nahodné veliCiny, potom je i jejich
sdruzena distribucni funkce
P(X1<z,....,.Xp <xp)=F(x1,...,25)

spojitou diferencovatelnou funkci a jeji n-tou smisenou parcialni
derivaci nazyvame sdruzenou hustotou nahodného vektoru Z

8nF(x1,... )—f(xl,.. )

ZEW / /f,flfl,... d$1 .dx,

a zfejme musi platit

/ / f(xl,,xn)daflda?nzl

Tedy je



Spojity nahodny vektor Z=(Xi,....Xuh)

Jakeé je rozdeleni pravdepodobnosti slozky X; v nahodném
vektoru Z7?

Hustotu

fZ(ZIZZ) :/ / f(:Ul,...,ZUZ',...,CCn)dCCl...dCIS‘i_leEi_|_1...d£Un
nazyvame marginalni hustotou slozky X; vektoru Z=(Xj, ..., Xu).

Slozky nahodného vektoru Z=(Xj,...,Xn) jsou stochasticky
nezavislé prave kdyz plati jedna z nasledujicich rovnosti:

n

flxy,..., 1_[]"Z ;) nebo F(zxi,...,z,) = HFZ(%)

1=1




Charakteristiky nahodneho vektoru

Stredni hodnota nahodného vektoru Z=(X,Y) je rovha
vektoru strednich hodnot jeho slozek: E(Z)= (EX, EY).



Charakteristiky nahodneho vektoru

Stredni hodnota nahodného vektoru Z=(X,Y) je rovha
vektoru strednich hodnot jeho slozek: E(Z)= (EX, EY).

EFX = Z Z TiDij = Z T, Zp,-.,- = Z.‘I',’[);\’.
i i j

L

EY = > % yipij =) Y ) Pi =) Y-
P ) ,-



Charakteristiky nahodneho vektoru

Stredni hodnota nahodného vektoru Z=(X,Y) je rovha
vektoru strednich hodnot jeho slozek: E(Z)= (EX, EY).

Y _ - , _ I ¢
EFX = ;4 ;4.1,-[),-\,- = g x; E Pij = E Tipi
i i j

z

EY = Z Z YiDij = Z Y ZPU = Z y‘,-p}'.
L J i

J

EFX = // xf(x,y)drdy = /.r/f(.r.y)(ly(l.r: /.rf‘y(.r)(l.r.
J J R? JrR JR JR

EY = // yf(x,y)drdy = / y | flz,y)dzdy = /yf)’(y)(ly.
J JRr? JR JR JR



Charakteristiky nahodneho vektoru

Kovariance cov(X,Y) nahodnych veliCin X, Y je definovana
jako
cov(X,Y) = E[(X-EX).(Y-EY)] = EXY - EX.EY

kde EXY = Z Z-"i!/_jl)i_j- EXY = // xy f(x,y)dxdy.
i J J R*



Charakteristiky nahodneho vektoru

Kovariance cov(X,Y) nahodnych veliCin X, Y je definovana
jako
cov(X,Y) = E[(X-EX).(Y-EY)] = EXY - EX.EY

kde EXY = Z Z-‘I'i!/_,'l)z‘_,'- EXY = // xy f(x,y)dxdy.
i J J R

Jsou-li X a Y stochasticky nezavisle, potom je

EXY —ZZIU,[) 1) —Z rip: Z(/,/) = EX.EY,

EXY = // zy f(z)fY (y) (/1(/1/—/ N (z)dx / yf¥ (y)dy = EX.EY.
R? R



Charakteristiky nahodneho vektoru

Kovariance cov(X,Y) nahodnych veliCin X, Y je definovana
jako
cov(X,Y) = E[(X-EX).(Y-EY)] = EXY - EX.EY

kde EXY = S: S:-'I'i!/jl)i‘j- EXY = // xy f(x,y)dxdy.
J J R2

L]

Jsou-li X a Y stochasticky nezavisle, potom je

EXY —ZZI(/,/) 1) —Z rip: Zl/][) = EX.EY,

EXY = // zy f () (y) (/1(/1/—/ N (z)dx / yf¥ (y)dy = EX.EY.
R? R

a tedy

cov(X,Y)=FEXY - EXEY = EXFEY — EXFEY = 0.



Charakteristiky nahodneho vektoru

Korelacni koeficient o(X,Y) nahodnych veliCin X,Y je roven
cov(X,Y
p(X,Y) = X, Y)
v/ Var(X)Var(Y)




Charakteristiky nahodneho vektoru

Korelacni koeficient o(X,Y) nahodnych veliCin X,Y je roven
cov(X,Y
p(X,Y) = X, Y)
v/ Var(X)Var(Y)

Kovariance a korelacni koeficient jsou miry linearni zavislosti -
korelovanosti

Pozor! Nekorelovanost neni totéz, co stochasticka nezavislost !

Cov(X,Y) =0 = Xa Yjsou nekorelované (ale mohou byt
stochasticky zavislé !

X a Y jsou stochasticky nezavislé = Cov(X,Y) =0

Cov(X,Y) # 0= Xa Yjsou stochasticky zavislé




Charakteristiky nahodneho vektoru



Charakteristiky nahodneho vektoru

Kovariancni matice nahodného vektoru Z=(X,Y) ma tvar

Var(X) cov(X,Y)
D(X,Y) = (cov(Y,X) Var(Y') )



Charakteristiky nahodneho vektoru

Kovariancni matice nahodného vektoru Z=(X,Y) ma tvar

Var(X) cov(X,Y)
D(X,Y) = (cov(Y,X) Var(Y') )

Korelacni matice nahodného vektoru Z=(X,Y) ma tvar

R(X.Y) = <p(Y1’X) p()i, Y))



Spojity nahodny vektor Z=(X,Y)

Pfiklad: Necht nahodny vektor (X.,Y) ma rovhomérné rozdéle-
ni na jednotkovém kruhu. Jsou jeho slozky X a Y
stochasticky nezavislé nahodné veliCiny?

(

const, z,y) € K ={(z,y):2*+9y* <1
f(z,y) =< ( ) ) j
\O, jinde
const = —
T —
> Vit 2v/1 — x2
fX(x) — / f(xay)dy — / _dy — , T C <_17 1>
oo JI=aZ T T

E(X,Y) = (EX,EY) =7 D(X,Y) =7 o(X,Y) =7



Spojity nahodny vektor Z=(X,Y)

Pfiklad: Necht nahodny vektor (X.,Y) ma rovhomérné rozdéle-
ni na jednotkovém kruhu. Jsou jeho slozky X a Y
stochasticky nezavislé nahodné veliCiny?

\/1 $2 1
EX = / / (x,y)dxdy = // —daxdy = / / —dydx =
V1—2z2 70

zf_lex( )dx:/ll V=210 = B(X.Y)= (0,0

T



Spojity nahodny vektor Z=(X,Y)

Pfiklad: Necht nahodny vektor (X.,Y) ma rovhomérné rozdéle-
ni na jednotkovém kruhu. Jsou jeho slozky X a Y
stochasticky nezavislé nahodné veliCiny?

\/1 $2 1
EX = / / (x,y)dxdy = // —dxdy = / / —dydx =
V1—z2 T

:/_1%( jar = | VIS4 —0 = BOGY) = (0,0

T

Cov(X,Y) =EXY = / —da:dy =0 = p(X,Y)=0



Spojity nahodny vektor Z=(Xi,....Xuh)

Charakteristiky nahodného vektoru:
Stfedni hodnota: E(Z2) =E(Xj,..., X») = (EX1, ..., EXy)

Kovariancni matice:

/ V&I‘(Xl) COV()(l7 X2) R COV(Xl, Xn)\
COV(Xl,XQ) V&I(XQ) - COV(XQ,Xn)
D(X1,...,Xp) = . .
\COV(Xl, Xn) COV(X27 X'n,) T V&I'(Xn) /
Korelacni matice:
/ 1 p(X1,X2) - P(XlaXn)\
IO(XlaXZ) 1 IO(X27XTL)

R(X1,..., X)) =

\p(Xl.aXn) p(XQ.an) 1 /



Dvourozmerné normalni rozdeleni

Nahodny vektor (X,Y) ma dvourozmerné normalni rozdeleni

se stfedni hodnotou (u1,u2) a kovarianéni matici D = (;711)) ?5)
je-li jeho dvourozmérna hustota rovna -

1 <(l‘~—/})1)2_2/)(1‘—#1)(.1/—!12)_}_(y—/gz)z)

‘ 2
2(1—p<) o1 o109 o2

e

flz,y) =

1
201024/ (1 — p?)




Dvourozmerné normalni rozdeleni

Uloha: P¥i méfeni dvou rozmérd soudastky ma chyba (X, )
dvourozmerné normalni rozdeleni s nezavislymi slozkami,
nulovym vektorem stfednich hodnot a stejnymi rozptyly o°.
Vypoctete stredni hodnotu tedy s hustotou a rozptyl celkové
velikosti chyby dané nahodnou veli¢inou 7 = /X2 + Y2.

5= [ :O Z(z,y)f(z,y)dady

V tomto pfipadé pro =,y € R* dostavame

1 . :EQ—I—y2 ]. 2 ]. 92
flz,y) =

— e_ 202 . e_ 202

2702 © B V2o V2o




Dvourozmerné normalni rozdeleni

Uloha: Pfi mé&feni dvou rozmé&rd soudastky ma chyba (X;Y)
dvourozmerné normalni rozdeleni s nezavislymi slozkami,
nulovym vektorem stfednich hodnot a stejnymi rozptyly ¢°.
Vypoctete stredni hodnotu tedy s hustotou a rozptyl celkové
velikosti chyby dané nahodnou veli¢inou 7 = /X2 + Y2.
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nulovym vektorem stfednich hodnot a stejnymi rozptyly o°.
Vypoctete stredni hodnotu tedy s hustotou a rozptyl celkové
velikosti chyby dané nahodnou veli¢inou 7 = /X2 + Y2.

5= [ :O Z(z,y)f(z,y)dady



Dvourozmerné normalni rozdeleni

Uloha: P¥i méfeni dvou rozmérd soudastky ma chyba (X, )
dvourozmerné normalni rozdeleni s nezavislymi slozkami,
nulovym vektorem stfednich hodnot a stejnymi rozptyly o°.
Vypoctete stredni hodnotu tedy s hustotou a rozptyl celkové
velikosti chyby dané nahodnou veli¢inou 7 = /X2 + Y2.

5= [ :O Z(z,y)f(z,y)dady

V tomto pfipadé pro =,y € R* dostavame

1 _m2+y2
flz,y) =

e 202

2T



Dvourozmerné normalni rozdeleni

Uloha: P¥i méfeni dvou rozmérd soudastky ma chyba (X, )
dvourozmerné normalni rozdeleni s nezavislymi slozkami,
nulovym vektorem stfednich hodnot a stejnymi rozptyly o°.
Vypoctete stredni hodnotu tedy s hustotou a rozptyl celkové
velikosti chyby dané nahodnou veli¢inou 7 = /X2 + Y2.

5= [ :O Z(z,y)f(z,y)dady

V tomto pfipadé pro =,y € R* dostavame

1 _CEQ y2 1 ac2 y2
flz,y) = e 23 a tedy E(Z):// \/x2+y26_ 303 dady

2T 9 o2




Dvourozmerné normalni rozdeleni

Uloha: P¥i méfeni dvou rozmérd soudastky ma chyba (X, )
dvourozmerné normalni rozdeleni s nezavislymi slozkami,
nulovym vektorem stfednich hodnot a stejnymi rozptyly o°.
Vypoctete stredni hodnotu tedy s hustotou a rozptyl celkové
velikosti chyby dané nahodnou veli¢inou 7 = /X2 + Y2.

5= [ :O Z(z,y)f(z,y)dady

V tomto pfipadé pro =,y € R* dostavame

1 _CEQ y2 1 x
flz,y) = o™ 2t a tedy E(Z):// Va2 +y2e 202 dady

2T 9 o2

1 27 ©.@ 7“2
— . / / r%e” 22 drd6
2O 0 0




Dvourozmerné normalni rozdeleni

Uloha: P¥i méfeni dvou rozmérd soudastky ma chyba (X, )
dvourozmerné normalni rozdeleni s nezavislymi slozkami,
nulovym vektorem stfednich hodnot a stejnymi rozptyly o°.
Vypoctete stredni hodnotu tedy s hustotou a rozptyl celkové
velikosti chyby dané nahodnou veli¢inou 7 = /X2 + Y2.

5= [ :O Z(z,y)f(z,y)dady

V tomto pfipadé pro =,y € R* dostavame

1 _CEQ y2 1 x
flz,y) = o™ 2t a tedy E(Z):// Va2 +y2e 202 dady

2T 9 o2

= / / r? e 202 drdf
T 27‘-0-2 0 0




Dvourozmerneé normalni rozdeleni

eni: Pocitame i-ty obeecny moment Z: je Z¢ = (X? + Yz)é, tedy

// 2 4 1/
....MU 1])

Substituci x = rcos3,y = rsin/3, jejiz Jakobian je r, dostavame

2T 2
/ d| 3/ ritle™ 2,
HMO"‘

202

-

Res

I\J

u

e 202 dxdy.

t\.J |=.

a s pouzitim dalsi substituce t =
. | o0
EZ' =o' / (_,,,)5 et
Jo

Odsud specielné plyne EZ = ov/2 21 zi
momentu EZ* = 20%I'(2) je rozptyl VarZ = EZ*

dt = (0\[) ] +1).

= 1,2530. Pomoci druhého obecného
—(EZ)* =0,4290".

[\D



Spojity nahodny vektor Z=(X,Y)

P(X € A, Y € B) ://AXBf(:c,y)da:dy
=P(Xe€A|Y e€B).P(Y € B) / {/f:dy daz} fy (y)dy

f(z,y)
fv(y)

PIX <alY =y) = Flaly) = | ()t

P(X <z|Y € B) = F(z]Y € B) = /B / " F(tly) iy (y)dtdy

Podminéné rozdéleni f(ylz) =

Podminéena stredni hodnota

BX|Y =y) = [ " 2 (aly)de
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Podminéna stredni hodnota ~
B((X)|Y =y)= [ hia)f(aly)da
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Vlastnosti podminené stredni hodnoty:
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Podminéna stredni hodnota ~
B((X)|Y =y)= [ hia)f(aly)da

Vlastnosti podminené stredni hodnoty:
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Spojity nahodny vektor Z=(X,Y)

Podminéna stredni hodnota ~
B((X)|Y =y)= [ hia)f(aly)da

Vlastnosti podminené stredni hodnoty:
o H(X|Y)
o F(k|Y)=k



Spojity nahodny vektor Z=(X,Y)

Podminéna stredni hodnota ~
B((X)|Y =y)= [ hia)f(aly)da

Vlastnosti podminené stredni hodnoty:
o E(X|Y)

e E(k|Y)=k

o E(E(X|Y)) = E(X)



Spojity nahodny vektor Z=(X,Y)

Podminéna stredni hodnota

B 1Y =y) = [ @) faly)aa

Vlastnosti podminené stredni hodnoty:
o H(X|Y)
E(k|Y) =k
E(E(X]Y)) = E(X)
E(a.h(X)+0.9(X)|Y)) = a.E(M(X)|Y) +0.E(g(X)[Y)



Spojity nahodny vektor Z=(X,Y)

Podminéna stredni hodnota

B 1Y =y) = [ @) faly)aa

Vlastnosti podminené stredni hodnoty:

o H(X|Y)

E(k|Y) =k

o L(E(X]Y))=E(X)

o E(a.h(X)+0.9(X)|Y))=aEM(X)|Y)+0E(g(X)[Y)
E(o(Y).h(X)|Y)) = ¢(Y).E(h(X)]Y)



Spojity nahodny vektor Z=(X,Y)

Podminéna stredni hodnota

B 1Y =y) = [ @) faly)aa

Vlastnosti podminené stredni hodnoty:

o H(X|Y)

E(k|Y) =k

o L(E(X]Y))=E(X)

o E(a.h(X)+0.9(X)|Y))=aEM(X)|Y)+0E(g(X)[Y)
E(o(Y).h(X)|Y)) = ¢(Y).E(h(X)]Y)

Podmineny rozptyl:
Var(X|Y) = E(X?|Y) — (E(X|Y))”



