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Soustavy linedarnich algebraickych rovnic (pracovni text)

Pripadné ndméty k tomuto textu sdélte laskavé F. Mréazovi
(e-mail: Frantisek.Mraz@Qfs.cvut.cz )

Jednd se o soustavy ve tvaru A- X = B,

kde A je dand matice typu m x n, X € R™ je vektor n neznamych x1, ..., z,, B € R™ je dany vektor
pravych stran jednotlivych rovnic.

Matici A nazyvame matici soustavy, matici (A|B) typu m x (n + 1) nazyvame rozsifenou matici
soustavy. Resenfm soustavy je kazd4 uspofadand n-tice redlnych &isel, kterd vyhovuje dané soustavé.

Nasledujici véta obsahuje v ¢asti I nutnou a postacujici podminku pro existenci TeSeni soustavy.
Nasledné pak v ¢asti I1 upfesnuje pocet feSeni.

Véta 1.3.7. (Frobeniova véta)
I. Soustava linedrnich algebraickych rovnic A - X = B (pro n nezndmych) mé feseni pravé tehdy, kdyz
hodnost matice soustavy je rovna hodnosti matice rozsifené.
II. Je-li h(A) = h(A|B) = n, pak mé soustava jediné feseni.
Je-li h(A) = h(A|B) < n, pak mé soustava nekoneéné mnoho feseni.

Poznamka 1. V piipadé nekoneéné mnoha feseni lze volit n — h(A) neznamych.

Pii TeSeni soustavy pouzivame zpravidla Gaussovu elimina¢ni metodu. Jednd se o nésledujici
algoritmus.

1. krok: Rozsifenou matici (A|B) pievedeme pomoci ekvivalentnich dprav na horni trojihelnikovou
matici.

2. krok: Podle Frobeniovy véty rozhodneme o existenci feseni. V pfipadé existence uré¢ime pocet fesend,
tj. jediné, nebo nekone¢né mnoho.

3. krok: Ma-li soustava feSeni, pak upravené matici pfitradime upravenou soustavu (se stejnou mnozinou
fesen{). Tuto soustavu fesime postupné: zacneme od posledni rovnice a postupujeme k rovnicim nad ni.

Piiklad 1. Reste soustavu rovnic % —y+72 = 5

T —2y+ 952
r4+y+4z = 4

1. krok: Sestavime rozsifenou matici soustavy a upravime ji na horni trojihelnikovou:

2 -1 715 1 -2 5 |1 1 -2 5 |1
AB)=1 25 |1 |~YHY |2 -1 7|5 ]~H0 3 -3 |3]|~3
1 1 4 |4 1 1 4 |4 0 3 -1 13
1 -2 5 |1
0 3 -3 |3

0 0 2 0

1) Zaménime 1. a 2. fadek; dosdhneme toho, ze aj; = 1.

2) Prvni t4dek opiseme. Ke 2. fadku piicteme 1. fddek vyndsobeny éislem (—2) a ke 3. fddku pricteme
1. fddek vynasobeny ¢islem (—1). Tim ziskdme nulové prvky v prvnim sloupci pod hlavni diagonalou.

3) Druhy fadek opiseme. Ke 3. fadku piicteme 2. fadek vyndsobeny é&islem (—1). Tim ziskdme nulové
prvky ve druhém sloupci pod hlavni diagonélou.

2. krok. Vyslednd matice je horni trojihelnikova s nenulovymi prvky na hlavni diagonéle. Podle véty
o hodnosti takové matice je h(A) = 3, h(A|B) = 3, nebot obé matice, tj. A i (A|B) maji tfi nenulové
iadky. Podle Frobeniovy véty tedy dand soustava mé feseni. ReSeni je jediné, protoze soustava mé 3
neznamé.

3. krok.
Vysledné matici ptifadime soustavu



rT—2y+5z =
Jy—3z =
2z =

7 posledni rovnice ziskdme z = 0. Po dosazeni do 2. rovnice vypocéitame y = 1. Po dosazeni do 1.
rovnice pak uréime x = 3. Spravnost vysledku muzeme ovérit zkouskou, tj. dosazenim nalezeného feseni
x =3,y =1, z=0 do vSech rovnic puvodni soustavy. )

Priklad 2. Zménme jeden clen v soustavé z piikladu 1 polozenim asz = 2. ReSme tedy soustavu
rovnic % —y+72 = 5

r—2y+952 =
r+y+2z = 4

1. krok. Postupujeme stejné jako v prikladu 1. Ovéite si sami, ze po druhé upravé dostaneme

1 -2 5 |1
(ABBy~ | 0 3 -3 13 ~<(1)_12 _i“)
0 3 -3 |3

Posledni tprava spociva ve vynechani 3. fadku, ktery je shodny s druhym tadkem. Pro dalsi vypocet
jsme soucasné 2. fadek délili ¢islem 3.

2. krok. Vysledna matice je horni trojuhelnikova s nenulovymi prvky na hlavni diagonale. Je tedy
h(A) = 2, h(A|B) = 2, nebot obé matice, tj. A i (A|B) maji dva nenulové fadky. Podle Frobeniovy véty
tedy dand soustava mé feSeni. ReSeni je vSak nekone¢né mnoho, protoze soustava méa 3 neznamé.

3. krok.

Vysledné matici pfifadime soustavu  « — 2y + 52 1

y—z = 1

V posledni rovnici muzeme volit jednu neznamou, tedy napt. z = ¢, t € R je libovolné ¢&islo. Po
dosazeni do 2. rovnice vypocitdme y = 1 +t. Po dosazeni do 1. rovnice pak uréime x = 3 — 3t. Spravnost
vysledku muzeme ovérit zkouskou, tj. dosazenim nalezeného feSeni x =3 —3t, y=1+1¢, 2 =t,t € R do
vSech rovnic puvodni soustavy.

Poznamka 2. Nalezené feSeni muZzeme zapsat v maticovém tvaru takto:

x 3 -3
Y = 1 +t- 1 ,teR.
z 0 1

Mnozinu feSeni dané soustavy lze tedy geometricky interpretovat jako piimku v Eg, kterd prochazi
bodem A = [3,1,0] se smérovym vektorem u = (—3,1,1).

Piiklad 3. Zménme jeden ¢len v soustavé z piikladu 2 polozenim b3 = 5. V puvodni soustavé
z piikladu 1 jsme zménili dva Cleny.
Resme tedy soustavu rovnic % —y+72 = 5
T—2y+5z =
r+y+2z = 5

Postupujeme stejné jako v piikladech 1 a 2. Ovéite si sami, ze po druhé upravé dostaneme

1 -2 5 |1 1 -2 5 |1
AB)~[0 3 3|3 ~[0 3 -3]3
0 3 -3 |4 00 0 |1

Je tedy h(A) = 2, ale h(A|B) = 3. Podle Frobeniovy véty dand soustava nemé feseni.



Uloha s vektory vedouci k soustavé linearnich algebraickych rovnic

Piiklad 4. Jsou dény vektory u = (2,1,1),v = (—-1,-2,1), w = (7,5,4). Pokud lze, vyjadiete
vektor a = (5,1,4) ve tvaru linedrni kombinace vektoru u, v, w.

Reseni: Hleddme é&isla z,y, z tak, aby zu + yv + 2w = a. Pro prehlednéjsi zépis soustavy rovnic
dosadime dané vektory ve sloupcovém tvaru:

2 -1 7 )
z- | 1 |+y-| 2 |+2-1 5 |=11
1 1 4 4

Po provedeni operaci na levé strané, tj. ndsobenim vektoru ¢isly x,y, z a potom seCtenim tii vektoru
vyjadiime levou stranu ve tvaru jednoho vektoru.

20 —y+ 72 5
r—2y+52 | =11
r+y+4z 4

Rovnost dvou vektori znamend rovnost odpovidajicih souradnic. Ziskame tedy soustavu rovnic, ktera
je v tomto piipadé pravé soustava z piikladu 1. Jejim feSenim jsou hledané koeficienty xt = 3, y = 1, z = 0.
Zaver: Vyjadieni existuje ( a to jedinym zpusobem) ve tvaru a = 3u+ v.

Poznamka 3. Tento vysledek ma néasledujici geometrickou interpretaci. Znazornéme vektor z prostoru
R3 orientovanou tseckou s pociteénim bodem v poéitku kartézské soustavy soufadné. Protoze koeficient
z = 0, lezi vektor a v roviné (prochézejici poc¢dtkem), ktera je urcéena vektory u, v.

Poznamka 4. Existence a jednoznac¢nost hledané linearni kombinace vyplyva z toho, ze zadané
vektory tvoii bézi v prostoru R3. To jsme jako vedlejsi vysledek (tedy ”zadarmo”) ovéiili pii feseni
piikladu 1. Matice sestavend po sloupcich z danych ti{ vektort je totiz pravé matice A soustavy z piikladu
1, kde jsme spocitali jeji hodnost h(A) = 3. Mame proto tfi linedrné nezavislé vektory ve vektorovém
prostoru dimenze 3. Dané vektory tedy tvoii bazi tohoto prostoru. Z vlastnosti baze pak vyplyva, ze
libovolny vektor tohoto prostoru lze vyjadrit ve tvaru jednoznaéné urcené linearni kombinace bazickych
vektord.

Poznamka 5. Ovéieni, ze dané tii vektory tvoif bézi v prostoru R3, Ize provést pomoci determinantu
matice, kterd je sestavena po sloupcich (nebo po fadcich) z danych vektoru. Bézi tvoii dané tii vektory
pravé tehdy, kdyz takto sestaveny determinant je nenulovy. Pfipomente si souvislosti pojmu linedrni
nezavislost skupiny vektoru, baze vektorového prostoru, hodnost matice, regularni matice, determinant
regularni matice.

Podobné jako v ptikladu 4 1ze formulovat dalsi dvé dlohy s mirné zménénymi vektory vedouci k sou-
stavam z prikladua 2 a 3. Nejprve zménime tieti souradnici vektoru w.

Ptiklad 5. Jsou dany vektory u = (2,1,1), v = (=1,-2,1), w = (7,5,2). Pokud lze, vyjadiete
vektor a = (5,1,4) ve tvaru linedrni kombinace téchto t¥{ vektort.

Postupujeme jako v piikladu 4 a ziskame tak soustavu z piikladu 2. Zavér. Hledané vyjadieni
existuje, je jich vSsak nekonetné mmnoho: x = 3 —3t,y = 1 +t, 2z = t,t € R Volbou napt. t = 1
ziskame jednu z téchto moznosti, a to a = 2v + w. Pfi volbé ¢t = —2 obdrzime jiné vyjadfeni, a to
a = 9u— v—2w. Geometricks interpretace: Zadané vektory u, v, w netvoii bazi v R3, generuji (vytvareji)
v ném podprostor dimenze 2. Plyne to z toho, Zze matice z nich sestavend mé hodnost 2. P#i znazornéni
vektoru orientovanou tseckou s po¢ateénim bodem v pocatku lezi dané t¥i vektory v jedné roviné. Vektor
a lezi v tomto pripadé v téze roviné.

Odlisn4 situace nastane pii dalsi zméné, nyni ve tieti soufadnici vektoru a. Vektory u, v, w zustanou
z prikladu 6.

Piiklad 6. Jsou dény vektory u = (2,1,1),v = (-1,-2,1), w = (7,5,2). Pokud lze, vyjadiete
vektor a = (5,1,5) ve tvaru linedrni kombinace vektoru u, v, w.

Reseni této tlohy vede k soustavé z pifkladu 3. Na zdkladé vysledku tohoto pifkladu muzeme formu-
lovat zaveér: Hledané vyjadieni neexistuje. Geometricky je to situace, kdy dané tii vektory netvoii bazi
ve R3, nebot lezi v téze roviné. Vektor a lez{ mimo tuto rovinu.



Poznamka 6. Skutecnost, ze vektory u, v, w netvoii bazi v prostoru R>, lze ovéfit téz pomoci
determinantu matice sestavené po sloupcich (nebo po fadcich) z danych vektoru. Bézi netvoii dané tii
vektory pravé tehdy, kdyz tento determinant je nulovy. Ze znalosti samotného determinantu vSak nelze
urc¢it dimenzi podprostoru, ktery je témito linedrné zavislymi vektory generovan.

Reseni soustavy linedrnich algebraickych rovnic pomoci Cramerova pravidla
Jedn4 se o feSeni soustavy n linedrnich rovnic pro n nezndmych pomoci determinanti. Matice soustavy
A je tedy ctvercova. Je-li jeji hodnost h(A) = n, pak podle Frobeniovy véty mé soustava jediné feseni.
Jednd se tedy o regularni matici, tj. matici s nenulovym determinantem. Za tohoto predpokladu lze
neznamé xq, ..., &, vypocitat pomoci vzorcu

kde A = detA a A; je determinant matice, ktera vznikne z matice A, v niz i-ty sloupec nahradime
sloupcem pravych stran B.

Priklad 7.
Déna soustava rovnic s parametrem p € R : T—2 = 4

3r+py+z = p
3z +2py+pz = p+3
a) Urcete, pro které hodnoty parametru p lze tuto soustavu fesit Cramerovym pravidlem.
b)] Urcete nezndmou y v zavislosti na parametru p. Urcete neznamou y, jestlize p = 3.

Reseni: a) Matice soustavy je ¢tvercova. K vypoctu determinantu lze uzit Sarussovo pravidlo nebo
rozvoj, napt. podle 1. fadku.

1 0 -1
A=detA=|3 p 1 |=p>—5p.
3 2p p
Cramerovo pravidlo lze uzit, pokud je p?> — 5p # 0. To nastane pravé tehdy, kdyz p # 0 a p # 5.
1 4 -1
b)Ay=13 »p 1 | =p?—13p.
3 p+3 p
Uréime neznamou y podle Cramerova pravidla
A p?—13p p—13

A p? —5p p—>5

Pro p =3 je tedy y = 5.

Poznamka 7. Pro kontrolu lze neznamou y vypocitat ze soustavy s dosazenou hodnotou p = 3.

Potom je A = —6 a skutecné lze pouzit Cramerovo pravidlo. Determinant A, = —30, takze neznama
A
Yy
= —==05.
YTA

Dalsi dlohy k samostatnému procviceni lze nalézt v doporucené literatufe.
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