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I11.6. Aplikace trojnych integrali

Priklad 364. Uzitim vzorce pro vypocet objemu télesa pomoci trojného integralu
(tj.V = ldx dydz) ukazte, ze objem télesa T' = {[z,y, 2] €

T
Es : [z,y] € B C E3,0 < z < f(z,y)} “pod “ grafem funkce
z = f(z,y), kterd je spojita na B, B je méritelnd mnozina v E,

lze spocitat pomoci dvojného integrélu / / f(x,y) dxdy.
B

Resend : Téleso T je elementdrnim oborem integrace vzhledem k roviné (z,) a proto
lze piimo aplikovat Fubiniovu vétu pro trojny integral.

///Tldxdydz ins //B (/Of(z’y) dz) dxdyz//B [2] 1) da:dy://Bf(x,y)dmdy

POZNAMKA : Vzhledem k linearité integralu lze tento postup zobecnit pro télesa, kterd
jsou (ve sméru osy z) omezena shora i zdola ve smyslu fi(z,y) < z < fo(x,y). I zde lze

piimo aplikovat Fubiniovu vétu, z niz dostavame V = / / ( fo(z,y) — fi(z, y)) dx dy.
B

e Vypocitejte objem télesa W omezeného plochami :

Priklad 365. z = 2> +y?> +4, 2 —y=2,2=0,y=0, 2=0

Reseni : W je &ast trojbokého hranolu se zédkladnou v roviné z = 0. Hranol je ”shora”
omezeny rotacnim paraboloidem s vrcholem [0, 0, 4].

z z

Y Y

W O§2m§x2+y2+4
V:/// ldxdydz = r—2<y<0 = (// z(:v,y)d:r:dy) =
w 0<x<2 B
2 0 x4y +4 2 0
:/ (/ (/ 1dz>dy>dx:/ (/ (x2+y2+4)dy>dx:
0 r—2 0 0 r—2

[l el e [ s 52 -

zt 223 (z—2)* 5
__ ([ T g2 }
[4 3 + D + 227 — 8x

32

2
0
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Priklad 366. z = 2(2* + y?), 2* = 16(2® + y?)
Reseni : W : z = 2(2® + 3?) - rovnice paraboloidu

2?2 = 16(2? + y?) - rovnice kuzelové plochy

oz =242

/ﬁ/(rf I]
22 = 16(22 + y?) iy

z
il

ry

V= / / / ldx dy dz = (pouiijerne cylindrické soui"adnice)
w

xT=rcosp | 2@ +y?) <2 <422 +y2 = 2P <w < Ar
_ | y=rsinep 212 < 4r 0< <27
- zZ =w 7~§2 - OST’SQ
J=r

:/0%(/02(/2:7@10) dr) d(pz/O%(/:r[w];l;r) dgpz/02wldgp-/02r(4r—2r2)dr:

4 2rt12 16
3 4 lo 3

Priklad 367. 2 =1 — 22 —49%, 2 =0

Reseni : Plocha z = 1 — 22 — 43 je eliptickym paraboloidem s vrcholem v bodé [0, 0, 1].

V:///Wldxdydz: // (/01I24y21dz>dxdy: // (1-2%4y?) dwdy =

z2+4y2<1 22+4y2<1
T =1rcosy 0<r<i1

T ol 2 rr? oyl oxw
_ | y=5sing | 0<p<2rm _ ( 1— 2 id)d :_|:___] _
: /0 /0< r)egdr)de =S5 -1l T g

N3

Priklad 368. z = 2> +y?, 2 =2 +y

Reseni : Plocha je ohrani¢ena rotacnim paraboloidem s vrcholem v pocatku souradnic

a rovinou, ktera prochazi pocatkem. z
z
z=a?+y?
Z=x+Yy !

rYy

2 2 24y
= — +y  <z<z+y | _ B
V—//\/vvldfvdde— {[x7y]e]]£2;x2+y2gm+y} = // <L2+y21dz>dxdy_

x24y2<zty

(0]
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// (x+y—x2—y2)dxdy:

r+y—a®— 2*7—(23—1)2—( —1
Y y—2 2 Y 2

2, 2 _1y? Sy L
Y x:%—l—rcosap OSTS\/g
- y:%+rsin4p| 0<¢p<2r -
J=r
2 V12 4
:/ (/ (——r2>7’d7’>d<p:
x 0 0 2
1 r2  riyV12 1 1 1 1 s
N -
2 2 4 1o 4 2 4 4 8

Priklad 369. Urcete hmotnost koule, jestlize hustota o(x,y, z) je rovna ¢tverci vzdalenosti
od stredu koule.

Resend : Zvolime pocatek soustavy soufadnic ve stiedu koule. Pak koule je popsdna

nerovnici 72 4+ y? + 2% < a? a hustota o(z,y, z) = 2% + y* + 2%

m_///wg(x,y,z)dxdydz_///W(x2+y2+z2)d:cdydz_

T =rcosycost

0<r<a
27 z a
= rsi 9 0< <27 2
= | YT ‘ T = r? - r?cosddr) dv) dp =
z =rsind ey < 0 0
J =r%cos? 2= -

:/O%(/_Zi(/oar‘lcosﬁdr) dﬁ) d(pIQW[sinﬂ]gg : [%]Z: 47r5a5 |

2

x—O, y=0, 2z=0, x+y+z- 1, je-li hustota o(z,y, ) =1.
Resent : Hmotnost télesa pii o =1 se éiselné rovnd objemu.

Téleso je ctyistén a jeho objem je roven 6 objemu krychle o hrané 1.

z z Y
1 1 1
y=1—-=x
1 1 1 1
0 1 T
T Y x Y
M,,
m = VQ_ T = y7

M,. = ///m fxy dxdydz_//[ mijd,z:
:/0</0 (/0 ywdz)dy)dx:/o(/o x(1_x_y)dy>dx:
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—/le[(l—x)y—%Q];_gcdx—/olx (1—37)2—(1_Tx>2>d$_%/Oll’(l—x)de_

I Lrz? 2 1 1
2/0(96 vHe)dr=gl5 -3v T T T
Priklad 371. Urcete tézisté télesa omezeného plochami z = 22 + 42, 2 = 2, je-li hustota

Q(:&y, ) - k

Resend : Téleso je rotaéni poraboloid, tedy je symetrické vzhledem k ose z, proto jeho
tézisté je na z-ové ose, tj. xr = yr = 0.
z

M,
Téziste T = (0,0, z7], kde zp = —2, m =
m

2
\/ = [ff paeanie= [] ([, i) aear-
w ZE2+y
x249y2<2
[ xry

T =TCosyp 0<r<+2

y=rsing | 0<p<2rm
J=r

= k//(2—x2—y2)dxdy:

x2492<2

=k- /%(/ﬁ(Z—T)rdr)d(p k-2 - [T —%4};@:21671

8 4
My, = /// zodxdydz = // /2+y zkdz)d:cdy—~--—§k’7r, T= [0,0,5]

z24y2<2

Priklad 372. Urcete té7isté télesa W = {[x,y, 2] € B3 : 2 +y*+22 < a?, 2 >0}, o= 1.

Resent : Téleso je homogenm’ polokoule se stfedem v pocatku [0,0,0], polomérem a a je

z
M, 1 4
a T =1[0,0,27], kde 2p = —%, V= - 2ma
m
2
mzv.gz§ 1, M, = // zdrdydz =
w
| &
0<r<a
T = 1 COos ¢ cos T o a
_ | y=rsinpcos? ‘ Osps<2m —/2(/ (/ rsinﬁ‘-rQCOSﬁdT>d )dﬁ_
- z=rsind 0<19<E o v a
J =r%cos? -T2 0 0 ’

a 2w z 4.4 o : 219 ks 4
:/ r3dr/ 1d90/281n1900519d19: [T—} [gp] ‘[sm }2 ¢ 7T, T = [0,0,§a]
0 0 0 4 1o 0 2 Jo 2 8
[

Priklad 373. Urcete tézisté kuzele se zdkladnou 22 + y? < 16 a vrcholem v bodé [0, 0, 4],
je-li hustota o(x,y,z) = k.

Reseni : Uvazovany kuzel je rotacni, osa z je jeho osou rotace. Merididnem tohoto

7
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rotacniho kuzele je ¢ast piimky =z + 2 = 4 = 2z = 4 — 2. Potom rovnice kuzelové

plochy je z = 4 — /22 + ¢
M,

o T = 10,0, 27], kde 2p = —2,
m

4 1 64
m=V- g——7r 4% . 4. k—?k‘ﬂ'

M, /// z-o(x,y, 2 dxdydz-/// z-kdrdydz
—4 4

// / xzﬂzdz)dxdy:k: // [%Q]jwdmdy:

x2492<16 22+92<16
T =7rcosy | 0<p<27m
// 4— x2+y> dx dy = y—rsmcp 0<r<4 =
J=r
x2+y2<16

64
= 2k, T =10,0,1]

Priklad 374. Urcete moment setrvacnosti vzhledem k bodu [0, 0, 0] télesa W
2 | 2

W:{[$7y7Z]GE3; ‘ ;—y SZS \/3—532—92}7 Q(Qf,y,Z):kf

:)32—|-y2
2

Resent : =z = 22=2"+y* = rovnice paraboloidu

z=+3—-22—y?2 = 2°+y*+22=3 = rovnice kulové plochy

r
4

Plochy maji spole¢nou osu rotace. Body pruniku lezi v roviné kolmé na osu z .

Rovnici roviny dostaneme vyfesenim soustavy:
2z = 2% + 92 = 2z>0
4+ +22=3 = 22+2:2-3=0 = (2+3)(z—1)=0

4

k. 2 4 k 4 8
:_/ / (4—7")27"drd<ﬂ=—-27r-/(16r—8r2+r3)d7~:kw[8r2—_r3+_
2 Jo 0 2 0 3

l,-

z
V3 Prunikem je kruznice 2? + y? = 2 v roviné
z =1
z=1
Jo = /// (22 +y*+2%)0(z,y, 2) de dy dz =
w
|
\
‘ V2 Y
T =rcosp %gwg\/?)fr? = §§\/37r2 —rt<4(B3-1r) —
_ | y=rsing ’ 4 —12<0 = (P -2)(r*+6)<0 = 1r’<2 = _
. 0<r<v2, 0<p<2n
=r
27 V2 \V3—r2 V2 w37 V312
= / (/ (/ (r2+w2)rdw)dr)dg0:2k7r-/ [rgw—l—r—]Q dr =
0 0 é 0 3 =
y V2 s . ) . P T ; y 6 V2
—9 (\/3— T3 12)V3 = ————) —9 [——— }
7T/O " PVt g ) dr =2 m s — o), T
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v 2 8 16
+2k7r/ <r\/3—r2+—7’3\/3—r2) dr:2k7r<————>—
0 3 12 24-8

T22ﬁ2>t2:1

3 ! 2 3 3 2
:—ilmr—km/g \/z_f<1+—(3—t)>dt:—§k:7r+k;7r/l (3\/5—315\/%)@[15_

V2 9 5
3—ri=1 =0=1¢1=3
—/m/o \/3—T2<1+§T2)(—2r)dr:‘ sor=t | =0 | =

3
3 2.313/2 2 92¢5/2¢3 3 4 4
R [ ey } — krak (2-3 2939 —):
o MR | T 3 75 |, T ghmAam \f15\/_+15

1
- lm( 8Y3 _ %) = 3,002k n
5 30

Priklad 375. Urcete moment setrvacnosti vzhledem k ose z homogenniho télesa W,
W ={[z,y,z] € E3; /a2 +y?> < z <2},

Reseni : Homogenni kuzel ma konstantni hustotu, oznac¢ime ji o(r,y,2) =k

’ JZ:///W(xz—i-gf)~g(m,y,z)dxdydz:
— k // <(x2+y2) /\jmdz>dxdy:

x24y2<4
| Ty
T =TCcosp | 0<r<2
=k // (x2+y2)<2—\/x2—|—y2>dxdy: y=rsingp 0<p<2r | =
J=r

x24y2<4
w2 32\ 16
:k/o (/0 r2(2—r)rdr>d90:2k77[2-%—%}O:2k7r(8—3)ZEIW

Priklad 376. Urcete staticky moment M, (vzhledem k roviné (yz)) télesa omezeného
rovinami x =0, y =0, 2=0, x+y=a, y="h, (a>0,h>0), jeli
hustota o(z,y,z) konstantni.

Resend : Téleso je trojboky hranol s podstavou v roviné (z,2).

z
Myz—/// r-odrdydz =
a w
:k‘/// rdrdydz =
W

AT
Sagang:
T
T

T
LTS
R T
R A,

T Y
[y .y,
HHTH- e/
Jidssssss W: 0<z<a-v
H - _
T _ —
a ..'.""n'i":i""n'.'"'n'l.'n'l:.l:. == 0 S T S a —
R,
L, - -
L
y/
a h a—x a h 2 3
T xroae
:k/ </ (/ xdz) dy) dx:k/ (/ x(a—x)dy) dx:k-h[a-g—g =
0 0 0 0 0 0
1 3
=—-kha [

6

Priklad 377. Urcete moment setrvacnosti .J,, (vzhledem k roviné (zy)) télesa W,
W= {[x7y7z} S Eg;l’Q _2$+92 S 07 -1 S z S ]-}7 0= k.
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Reseni : Teleso W je rotaéni valec s osou rovnobéznou s osou z.

Ty = /// o(z,y, 2) dz dydz = // /kz dz)da:dy_

(z—1)2+y2<1
// — dxdy— // 1da:dy—§k7r 1—3k
)2+y2<1 (z—1)24y2<1

Priklad 378. Vypocitejte integrdl a stanovte jeho mozny fyzikalni vyznam:

I:/// 24+ y? + 22dx dydz,
w
W =A{[x,y,z] € Eg: /o2 +y> < z<\/4—22—y? y >0}

Reseni : 4

W'
z = 22 + y? (rota¢ni kuzelové plocha)
22 =4— 2% —y? = 22 +y? + 22 = 4 (kulova plocha)
0<r<2
. T = 1 Cos ¢ cos ¥ -~
Yy Yy = 7sin @ cos Y ‘ O<p<m
z = rsind (y>0)
J =r%cos? Egﬁgz
4 2
3

I:/2</ </r7’cosq9dr dgo d19 /rd’r’/ cos§d19~/ ldp =
i V0 0
2
2 o] r = ar (1 22)
4 1o
Vyznam : 1) I je celkovd hmota télesa pii hustoté o(x,y, z) = /22 + y* + 22,

2
)
2) I je staticky moment télesa vzhledem k bodu [0, 0, 0] pfi hustoté
o(z,y,z) = 1.

INE] INIE]

Priklad 379. Vypocitejte hmotnost kuzele s vrcholem v pocatku, s polomérem
podstavy @ = 1 a vyskou h = 4. Hustota se linearné meéni
v zavislosti na vzdalenosti bodu télesa od podstavy. Ve vrcholu
je o(z,y,2) =1 a o(x,y,z) =5 v kazdém bodé podstavy.

Zvolime soustavu soufadnic s pocatkem ve vrcholu
kuzele, osa z bude osou rotace, meridiAnem bude cast
piimky z =4z, y=0,0 <2 < 1.

Kuzelové plocha bude mit rovnici z = 44/22 4 y2.

Uvazované téleso W zapiseme pomoci nerovnic.

W A/ 2 +y? < z<4
2+ <1

ry
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Pro hustotu plati : o(z) = k1(4 — z) + ko : 00)=1= 1 =4k + ko

o(x,y,z) =—4—2)+5=2+1

m = /// o(x,y, 2 d:vdydz-/// (z+1)dxdydz =
// / (z+ )dz dx dy = // dxdy:
a:2+y ac2+y

5172+y2<1 2+y2<1
T =T7Cosp 0<r<i1
- // <12—8(l‘2+y2)—4 x2—|—y2>dxdy: y=rsing | 0<p<2r |=
J =
w2 4y2<1 "
1 21 4 1 4
:/ </ (12—87‘2—47“)-7“d<p> dr =27 - [6r2—2r4— —7«3} :27T<4_ _> —
0 0 3 Jo 3
16
=T
3

e Je ddna mnozina D v Ej a funkce z = f(z,y, 2).
a) Nacrtnéte mnozinu D a jeji prumét D,, do roviny z = 0.
b) Ovérte pfedpoklady pro pouziti Fubiniovy véty a vypocitejte trojny integral
fffD x,y,2)drdydz.
c¢) Uved'te ptiklady mozného fyzikdlniho vyznamu daného integrélu.
Uved'te, zda se jednd o hmotnost (pti jaké hustoté), staticky moment ¢i moment
setrvacnosti (pri jaké hustoté a vzhledem k jakému bodu, pfimce nebo roviné).

380. D ={[r,y,2] €E3: 0<2<1,0<y<uz 0<z2<2—z—y}, f(r,y,2)=2"

381. D ={[r,y,2] €E3: 0<2<1,0<y<1, 0<z2<4—2*—y*}, f(z,y,2)=2xy

382. D ={[r,y,2] €B3: 0<2<4—2*—y* y>0}, flo,y,2) =2

512

b _

)105

cym, o =’y
M., 0 = z*
Jyz, 0=y

81



E. Brozikové, M. Kittlerova, F. Mrdz: Sbirka piikladu z Matematiky II (2016)

383. D={[r,y,2] €E3: 0<2<3, x<y<3, 0<z<uay}, flz,y,2) = (22 +9°) 2
37
c)m, 0= (a* +y%)z
Mxva:xQ'i'yz
J.y0=12

384. D = {[z,y,2] € E3 : 2?

z, R je kladna konstatnta

=
8
S
&
I

385. D: 2% +1y? + 2% = R?,
1

b) ZTrR‘l

C) sz7 e=1,
nevyjadfuje hmotnost
protoze o =2z <0

e Je dano téleso D C E3 omezené plochami :
a) Nacrtnéte téleso D a jeho prumét D,, do roviny z = 0.
b) Mnozinu D vyjadiete ve tvaru elementérniho oboru integrace v souradnicich,
ve kterych budete objem pocitat.
¢) Vypocitejte objem tohoto télesa.

386. D :3x+2y=12,2=0,y=0,2=0, 2 = 2?2
b0 <z <4

OSySG—%m
0<z<a?
c)32

b) 0<r<2
0<p<2r
0<w<4—rcose

c) 16w
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380. D: 12 +22=9, 2=0, =2

b) 0<w<2
4 0<r<3
0<p<or

- ¢) 187w

390. D: 2=0, z=a*— 2%, 2 +y*=d*
b) 0<r<a
0<p<2r
nggaQ—TQ(:onga
3
C)Z’JTO,

b) 0<r<1
0<p<2nm
0<w<36—36r°

¢) 324n

e Vypocitejte objem V télesa W C Es :

392 W: 2=0, y+2=1, y=Inz, y=In’z [3e — 8]
393. W: z=2%4+4y?% 2=18 — 2% — 3 [817]
394. W: 22>22+ 4% 22 +1y2+22=3 [27v3 - 3]
305 W a2l + 2 +22=a% 224+ <V’ 0<b<a [%w(cﬁ— (a2—b2)3)}
396. W: (z+y)?+2:=1,2>0,y>0, 2>0 [é(3\/§f1)]
397. Wil+a?+y? =22 2=5—a2>—¢* 2>0 [%w}

e Je dano téleso D C E3 omezené plochami :
a) Nacrtnéte téleso D a jeho prumét D,, do roviny z = 0.
b) Pfi vhodné substituci vyjadiete D jako elementarni obor v transformovanych
soufadnicich.
¢) Vypocitejte hmotnost télesa, je-li ddna hustota o(z,y, 2).

P RY.
398.D:Z+E:1,x:0,z:1,z:4, (x <0), olx,y,z)==2
b) 0<r<1
%ﬂé@égﬂ
1<w<d
¢) 30w
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399. D:z= /22 +y% z=4, o(z,y,2) ==z

b) 0<r<2
0<p<2r
r<w<4

c) 64w

400. D : z =22+ 92, 2z =4,

b) re€(0,1)

¢ € (0,2m)

we (3—7r2 4472
c) 2k

402. D ={[x,y,2] € E3; 1 <2? +y* +22 <9,y <0}, oz, y,2) = /22 +y2 + 22,

e Je dédno téleso D C Es.
a) Nacrtnéte téleso D a jeho prumét D,, do roviny z = 0.
b) Vypocitejte objem télesa D.
¢) Vypocitejte hmotnost télesa D, je-li ddna hustota o(z,y, 2).

403. D = {[x,y,2] €E3; -1 <2<1,0<y<1,0< 2z <4—2?—y?}, o(x,y, 2) = 22 +y.

b)V:@ﬂ'
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405. D = {[z,y,2] € E3; 2° +3* < 2 <9}, o(z,y,2) = 2° + ¢°.

Vo7 ) = —
x :,"’72% c)m 3 s
itz
W72
& T
QT
{
X Yy
408. Dz =12 x=1,2=0, 2 = _
. r=y, r=1z=U 2=, o\r,y,z2) ==%2
Z 4
T\ 7

409. D = {[z,y,z] € E3; 2* + >+ 2 <16, 2°+y* <9}, o(z,y.2) =k

bV = %71‘(64 —7V7)

c)m = %kﬂ'(64 — 7\/7)

g

(/NI

2 2 22

410. D : +b2+c—2:1, o(z,y,2) =3

[\

a

bV = %7’1’(1()(}

c¢)m = 4mwabc

Z 7
77
~F
1~
—

=

By
el

e Urcete hmotnost m télesa W C E; :

411. W ={[z,y,2] € E3;0 <2 <a, 0<y<b, 0<z2<c¢}, o(z,y,2)=x+y+ 2
[abc

: (a+b+c)]
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412. W:{[ZL‘,y,Z] EE3; ZL‘ZO, 9207 ff‘f'yS 17 0§z§4—x—2y}, Q([L’,y,Z) = 2’
1
H

1

413. W = {[z,y, 2] € E3; 1 <2 +3y*+2° <9, 2> 0}, o(z,y,2) =
Va2 +y? 4 22
(8]
414. W je koule o poloméru a, jestlize hustota je rovna ¢tverci vzdalenosti od pruméru.
(Zvolte kouli se stfedem v pocatku sourfadnic a prumér lezici na ose z) [%mf]
415. W je omezené plochami o rovnicich: z =0, 2 4+y+2=4, x =0, y =0, .
je-li o(z,y, z) = 4x. [?]
416. W je omezené plochami o rovnicich : z = 22 + 9> +4, 2 =3 —a2? — 2, 22 +9y> =1,
. . 2 2 49
je-li o(x, y, 2) = 22(2% + y). e

e Urcete tézisté T télesa C E3 omezeného plochami :

417 W 2=0, z2=2>+9y* 2 +y=5 =0, y=0,0(x,y,2) =k

418. W2z =2+ 9% 22 +y* +22=3, 2> 0, o(x,y,2) =k
5
[T: [0’0’ 6\/§75H

2 22 /
419. W:—2+b—2+—2 =1, 2=0, y=0, z=0 (v prvnim oktantu), o(x,y,2) =k
¢ ¢ T 3a 3b 3c
-5 %%

e Urcete moment setrvacnosti télesa W C Ej :

420. W : 22 + y* = 2z, x + y = 2 vzhledem k osam soufadnic, je-li o(z,y,2) = 1.
7 4
[JZ = omda =T, = gm]

421. Wz +y* + 22 =2, 22 +y? = 22, (2 > 0) vzhledem k ose z, je-li o(x,y,2) = 1.
4
[Jz = eV - 5)]
422. rotacniho valce s polomérem podstavy a a vyskou b vzhledem k piimce p, ktera

se dotyka plaste valce a je rovnobézna s osou rotace.

(Zvolte vélec (z —a)? +y* < a?, 0 < z < b, pifmka p pak bude osa z) [gwa%]

423. W ={[z,y, z] € E3; /322 + 3y? < z < 3}, vzhledem k ose z, je-li hustota
olz,y,2) =k
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