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1 Statistický model experimentu ... 3
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5.1 Př́ıklad. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
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11.2 Př́ıklady. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123



vi OBSAH
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lem 151

13 Grafické metody 153
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16.3 Př́ıklad. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 189
16.4 Test normality. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 190
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Úvod
Hlavńım úkolem matematické statistiky je rozbor dat vykazuj́ıćıch náhod-

ná koĺısáńı, at’ už jde o data źıskaná pokusem pečlivě připraveným a pro-
vedeným pod stálou kontrolou experimentálńıch podmı́nek v laboratoři, či
o data źıskaná sledováńım výrobk̊u určitého druhu v provozu. Takovými
náhodnými fluktuacemi se vyznačuj́ı výsledky většiny experiment̊u jak la-
boratorńıch, tak provozńıch, uskutečňovaných při fyzikálńım, chemickém i
technickém výzkumu. Velmi často je povaha celého experimentu taková, že
experimentálńı data jsou ve své podstatě realizacemi náhodných veličin.

Tak např́ıklad při radiometrickém zjǐst’ováńı tzv. objemové hmotnosti sta-
vebńıch materiál̊u (nebo zemin) se určuje objemová hmotnost podle části
zářeńı emitovaného radioizotopem, která pronikne měřeným materiálem.
Množstv́ı impuls̊u vyslaných zářičem během časového intervalu dané délky je
– jak je dobře známo – náhodná veličina, takže i počty impuls̊u registrované
detektorem po pr̊uchodu měřenou hmotou jsou náhodné.

Podobně doba života či doba do poruchy stroj́ırenského výrobku je náhod-
ná veličina; ve velké sérii výrobk̊u téhož druhu vyrobených stejným postu-
pem za stejných podmı́nek budou výrobky s r̊uznými hodnotami doby života.
Doby do opotřebeńı nebo do poruchy změřené na omezeném počtu vzork̊u
v provozu jsou tedy ve své podstatě pozorovanými hodnotami náhodné veliči-
ny. Zkoušky životnosti se samozřejmě nekonaj́ı proto, aby se źıskaly údaje
pro deset či dvacet zkoušených vzork̊u, nýbrž proto, aby se źıskaly informace
o vlastnostech celé série výrobk̊u nebo o daném druhu výrobku, o vhodnosti
použitého technologického postupu ve srovnáńı s jiným apod. Při takovémto
rozš́ı̌reni platnosti výsledk̊u pokusu právě vzniká problém matematicko-sta-
tistického rozboru dat: Jakýkoliv ukazatel, např. pr̊uměr, vypoč́ıtaný z dané
skupiny výsledk̊u, je sám zat́ıžen náhodnou chybou; kdyby se pokus opako-
val s jinou skupinou vzork̊u, dostaly by se jiné výsledky tedy i jiná hodnota
poč́ıtaného ukazatele. Ćılem matematicko-statistického rozboru je využit́ı
počtu pravděpodobnosti k ohodnoceni přesnosti a spolehlivosti źıskaných
výsledk̊u, např. ke stanoveńı hranic, které chyba výsledk̊u s vysokou pravdě-
podobnost́ı nepřekroč́ı, k výpočtu rizika, že chyba bude větš́ı než určitá
př́ıpustná mez, k výpočtu rizika, že rozhodnut́ı učiněné na základě výsledk̊u
podobného experimentu bude chybné, atd. Právě tak patř́ı k úlohám ma-
tematické statistiky použiti počtu pravděpodobnosti ke stanoveńı rozsahu
pokusu, tj. počtu pozorováni potřebného k tomu, aby shora zmı́něná rizika
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chyb byla udržena na přijatelné úrovni.
V následuj́ıćıch kapitolách jsou vyloženy základńı postupy, kterých se

už́ıvá při matematicko-statistické analýze experimentálńıch dat k dosažeńı
naznačených ćıl̊u. V předcházej́ıćıch řádćıch se nejednou vyskytla slova jako

”
pozoruji se náhodné veličiny“,

”
stanoveńı rizika chybných závěr̊u“ apod.

Z toho plyne, že nepostradatelným nástrojem matematicko-statistického roz-
boru experimentálńıch dat je počet pravděpodobnosti a k pochopeńı podstaty
statistických metod je nezbytná znalost základ̊u počtu pravděpodobnosti
přibližně v rozsahu práce

”
Počet pravděpodobnosti“ [24] V daľśım textu se

řady výsledk̊u a pojmů z počtu pravděpodobnosti použ́ıvá už bez podrobného
vysvětlováńı.
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Náhodný výběr
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Kapitola 1

Statistický model experimentu
a náhodný výběr

1.1 Úvod.

Zkušenost ukazuje, že výsledky experimentu či měřeńı určitého druhu při
mnohonásobném opakováńı pokusu vykazuj́ı zvláštńı pravidelnost, která se
projevuje v relativńım zastoupeńı r̊uzných možných výsledk̊u. Často lze tuto
pravidelnost vyjádřit matematickou formuĺı, vyrovnat (nebo aproximovat)
četnosti r̊uzných výsledk̊u některým ze známých rozděleńı pravděpodobnosti.
Tuto skutečnost osvětĺı nejlépe numerické př́ıklady.

1.2 Př́ıklady

1.2.1 Počty mikroorganismů v zorném poli mikroskopu.

Běžným typem experimentu v biochemické laboratoři je poč́ıtáńı mikroorga-
nismů v jednotlivých poĺıčkách čtvercové śıtě, kterou je rozděleno zorné pole
mikroskopu. Tabulka 1.1 obsahuje výsledky zjǐstěné na n = 118 takových
poĺıch (data podle [29]). V tabulce znač́ı
x ............ počet mikroorganismů,
nx .......... počet poĺıček, ve kterých bylo nalezeno právě x mikroorganismů

(tzv. absolutńı četnost hodnoty x),
fx = nx

n
.. tzv. relativńı četnost hodnoty x,

px ........... hodnotu výrazu (2, 96)x exp(−2, 96)/x! pro x = 0, 1, . . . , 5 a

3
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∑∞
t=6(2, 96)t exp(−2, 96)/t! pro x ≥ 6.

x nx fx px
0 5 0,0424 0,0518
1 19 0,1610 0,1534
2 26 0,2203 0,2270
3 26 0,2203 0,2240
4 21 0,1780 0,1657
5 13 0,1102 0,0981

≥ 6 8 0,0678 0,0800
118 1,0000 1,0000

Tab. 1.1: Výsledky poč́ıtáńı mikroorganismů na n = 118 poĺıčkách

Je vidět, že pozorované relativńı četnosti fx souhlaśı dobře s hodnotami
px, ve kterých poznáváme (viz [24], odst. 15.1) pravděpodobnosti hodnot
x = 0.1. . . . v Poissonově rozděleńı s parametrem λ = 2, 96. V [29] je uvedeno
ještě několik podobných tabulek pro jiné druhy mikroorganismů a ve všech
př́ıpadech je shoda pozorovaných relativńıch četnost́ı fx s pravděpodobnostmi
Poissonova rozděleńı při vhodně zvoleném λ velmi dobrá. To napov́ıdá, že
počty mikroorganismů na jednotlivých poĺıch čtvercové śıtě se chovaj́ı jako
náhodné veličiny s Poissonovým rozděleńım; rozsáhlé experimenty s daty
tohoto druhu takovou hypotézu podporuj́ı (nadto existuje pro ni i teoretické
zd̊uvodněńı).

1.2.2 Doba do poruchy navigačńıch př́ıstroj̊u.

V tab. 1.2 jsou uvedeny výsledky sledováńı provozu n = 125 navigačńıch
př́ıstroj̊u. Zjǐst’ována byla doba bezporuchového provozu. Možné výsledky
v hodinách (nezáporná č́ısla) byly rozděleny do interval̊u délky h = 50 hodin;
ti = 50i je horńı hranice i-tého intervalu, ni znač́ı počet př́ıstroj̊u, které
pracovaly bez poruchy po dobu deľśı než 50(i − 1) hodin, ale ne deľśı než
50i hodin. Ve čtvrtém sloupci jsou uvedeny počty př́ıstroj̊u, které pracovaly
bez poruchy po dobu deľśı než ti, ve sloupci pátém pod́ıly Ri/n a v šestém
hodnoty funkce

P (ti) = exp(−ti/186, 82).
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Pořadové Horńı Čestnost Četnost
č́ıslo hranice intervalu výsledk̊u

intervalu intervalu větš́ıch ti
i ti ni Ri ni/n P (ti)
1 50 32 93 0,744 0,765
2 100 25 68 0,544 0,586
3 150 16 52 0,416 0,448
4 200 6 46 0,368 0,343
5 250 10 36 0,288 0,262
6 300 8 28 0,224 0,201
7 350 7 21 0,168 0,154
8 400 7 14 0,112 0,118
9 450 3 11 0,088 0,090
10 500 2 9 0,072 0,069
11 1000 9 0 0 0,005

Tab. 1.2: Doby bezporuchového provozu n = 125 navigačńıch př́ıstroj̊u.

Srovnáńım posledńıch dvou sloupc̊u zjist́ıme, že relativńı četnosti př́ıstro-
j̊u pracuj́ıćıch bez poruchy po dobu deľśı než ti = 50, 100, . . . jsou vcelku
dobře aproximovány hodnotami funkce P (ti). Ale P (ti) neńı nic jiného než
pravděpodobnost, že náhodná veličina s exponenciálńım rozděleńım Exp(0, δ)
(viz [24], čl. 20) překroč́ı ti.To ukazuje, že na dobu bezporuchového chodu
zař́ızeńı daného druhu lze pohĺıžet jako na náhodnou veličinu X s expo-
nenciálńım rozděleńım s parametrem δ = 186, 82. Stejný úkaz byl pozo-
rován mnohokrát při měřeńı dob života r̊uzných výrobk̊u, zvlášt’ u elek-
tronických zař́ızeńı: Relativńı četnosti dob života deľśıch než t přiléhaly
dobře k funkci typu P (t) = exp(−t/δ) s r̊uznými hodnotami δ závislými
na složitosti zař́ızeńı, provozńıch podmı́nkách atd. U jiných druh̊u výrobk̊u
zase lépe vyhovovala jiná funkce, např. P (t) = exp

(
− (t/δ)c

)
.

1.3 Statistický model

Uvedené př́ıklady naznačuj́ı, že výsledky určitých druh̊u experimentu se cho-
vaj́ı jako náhodné veličiny se zcela určitými typy rozděleńı pravděpodobnosti.
Rozděleńı pravděpodobnosti náhodné veličiny, kterou v pokusu pozorujeme,
se nazývaj́ı často statistický model př́ıslušného experimentu. Rozhodnut́ı,
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z jakého modelu budeme při zpracováńı výsledk̊u vycházet, tj. jaké rozděleńı
budeme u pozorovaných náhodných veličin uvažovat, je prvńım krokem při
rozboru pozorováńı. Někdy lze určit model na základě fyzikálńıch a po-
dobných úvah o znalosti a podstatě pokusu. Častěji však je nutno oṕırat
se o výsledky podobných pokus̊u nashromážděné z dř́ıvěǰska.

1.4 Náhodný výběr

Opakujeme-li n-krát nezávisle na sobě pokus (měřeńı, pozorováńı), jehož
výsledek je náhodná veličina X s distribučńı funkćı F (x), pozorujeme vlastně
náhodný vektor X = (X1, . . . , Xn)′, jehož složky jsou vzájemně nezávislé
náhodné veličiny s touž distribučńı funkci F (x). Pro takovýto vektor vzájemně
nezávislých náhodných veličin se stejným F (x) (čili vektor vzájemně nezávis-
lých pozorováńı se stejným rozděleńım) se vžilo pojmenováńı náhodný výběr
z rozděleńı F (x) (ve starš́ı literatuře se často setkáváme také s termı́nem

”
výběr ze základńıho souboru s rozděleńım F (x)”) Náhodný výběr tedy

dostaneme opakováńım měřeńı (či pozorováńı) stejného druhu za stejných
podmı́nek nezávisle na sobě, tj. tak, aby výsledek žádného měřeńı neovlivňo-
val výsledek kteréhokoliv z ostatńıch. Počet opakováńı n se nazývá rozsah
náhodného výběru.

1.5 Př́ıklady

1.5.1

Skupina n opakováńı chemické analýzy určitého materiálu nezávisle na sobě,
stejnou technikou a za nezměněných podmı́nek je náhodný výběr; nejčastěji
budeme s takovou skupinou zacházet jako s náhodným výběrem z normálńıho
rozděleńı.

1.5.2

Pozorováńı hustoty provozu (vyjádřené např. počtem proj́ıžděj́ıćıch vozidel
za hodinu) na jednom mı́stě ve stejnou dobu (např. v ranńı dopravńı špičce)
konané m pracovńıch dn̊u stejného ročńıho obdob́ı poskytne náhodný výběr
rozsahu n; zpravidla lze předpokládat, že jde o náhodný výběr z Poissonova
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rozděleńı. Všimněme si zde všech vyjmenovaných podmı́nek: jedno ročńı ob-
dob́ı, stejná denńı doba, pracovńı dny; spojit např. pozorováńı z r̊uzných
ročńıch obdob́ı by znamenalo porušit podmı́nku stálosti podmı́nek a zp̊usobilo
by, že pozorováńı by neměla stejné rozděleńı pravděpodobnosti, nebot’ cha-
rakter provozu bývá v zimě jiný než v létě. Měli bychom pak co dělat s ně-
kolika náhodnými výběry z rozděleńı s r̊uznými hodnotami parametru.

1.5.3

Pozorováńı stupně opotřebeńı n výrobk̊u po předepsané době použ́ıváni bude
tvořit náhodný výběr rozsahu n z rozděleni, jehož tvar bude závislý na druhu
výrobku.

1.6 Náhodný výběr z v́ıcerozměrného

rozděleńı

Náhodný výběr z v́ıcerozměrného rozděleni. Při mnohých pokusech je výsle-
dek jedné realizace dán dvojićı, trojićı, obecně vektorem p č́ısel. To zna-
mená, že při každém opakováńı pozorujeme p-rozměmý náhodný vektor.
Pak mluv́ıme o náhodném výběru z dvourozměrného, tř́ırozměrného atd.
rozděleńı.

1.7 Př́ıklady

1.7.1

Při chemické analýze může být výsledkem stanoveni obsahu p r̊uzných prvk̊u
ve vzorku. Analýza n vzork̊u téže látky pak dá náhodný výběr rozsahu n
z p-rozměmého rozděleni (např. z p-rozměmého normálńıho rozděleńı).

1.7.2

Při sledováńı provozu na určitém úseku silnice může být pozorována veličina
X – hustota provozu vyjádřená počtem vozidel za hodinu – a Y – pr̊uměrná
rychlost vozidel. Sledováńım po dobu 11 dn̊u dostaneme náhodný výběr roz-
sahu n z dvourozměrného rozděleni. Uvědomme si, že dvojice (X1, Y1), . . . ,
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(Xn, Yn) jsou vzájemně nezávislé, avšak jednotlivé souřadnice uvnitř dvojice
mohou mı́t mezi sebou změnou závislost; s rostoućı hustotou provozu bude
klesat rychlost.

1.8 Nezávislé výběry z několika rozděleńı

Často se setkáváme se složitěǰśımi experimenty než n opakovaných měřeńı,
např. s experimenty určenými ke srovnáńı několika měřićıch technik, několika
druh̊u materiálu, několika technologíı apod. Např. měřeńı pevnosti n1 vzork̊u
materiálu A, n2 vzork̊u materiálu B a n3 vzork̊u materiálu C představuj́ı tři
náhodné výběry ze tř́ı rozděleńı. Př́ıslušná tři rozděleńı mohou mı́t stejný
tvar, např. všechna tři mohou být rozděleńı gama, ale mohou se lǐsit ve
svých parametrech. Úkolem statistického rozboru v takových př́ıpadech je
nejčastěji právě zjǐstěńı, zda výsledky opravňuj́ı např. k závěru, že materiál
A má vyšš́ı pevnost než B apod.

1.9 Poznámka

Jakmile je pokus hotov, stává se náhodný výběr vektorem daných č́ısel; mı́sto
náhodných veličin máme co dělat už jen s určitou realizaćı náhodného vek-
toru X. Podstata statistického rozboru spoč́ıvá v tom, že při vyvozováni
jakýchkoliv závěr̊u z této realizace máme stále na paměti př́ıslušný model,
poč́ıtáme s náhodným koĺısáńım pozorovaných veličin a na základě zvoleného
modelu odhadujeme hranice a rizika chyb všech výpovědi s danou realizaci
provedených.



Kapitola 2

Statistiky a jejich rozděleńı

2.1 Statistiky

Z dat źıskaných pokusem nebo pozorováńım, tj. z náhodných výběr̊u, se
vypoč́ıtávaj́ı hodnoty r̊uzných ukazatel̊u; do zpráv o výsledćıch se uvád́ı
pr̊uměrná hodnota výsledk̊u (aritmetický pr̊uměr napozorovaných hodnot),
maximálńı a minimálńı napozorovaná hodnota apod. Výpočet těchto ukaza-
tel̊u má několikerý význam. Předně pomoćı podobných ukazatel̊u lze naměře-
né či napozorované hodnoty shrnout stručně a přehledně. Za druhé, vhodně
vybrané ukazatele umožňuj́ı určité závěry o rozděleńı pravděpodobnosti ná-
hodných veličin, které se pozoruj́ı, umožňuj́ı úsudky o charakteristikách těch-
to rozděleńı (viz [24], čl. 10). A některé z těchto charakteristik rozděleńı
bývaj́ı často konečným ćılem pokusu.

Např. při n opakovaných stanoveńıch koncentrace nějaké látky v roz-
toku jde konec konc̊u o stanoveńı koncentrace této látky v celé dávce; opa-
kováńı má za účel jen zmenšeńı chyby výsledku a vyloučeńı př́ıpadných
hrubých omyl̊u. V d̊usledku p̊usobeni náhodných chyb jsou jednotlivá stano-
veńı náhodnými veličinami, n opakováńı (X1, . . . , Xn)′ představuje náhodný
výběr z nějakého rozděleni pravděpodobnosti (nejčastěji normálńıho). Jestliže
metoda stanoveni je taková, že středńı hodnota veličin Xi je rovna skutečné
hodnotě koncentrace (v takovém př́ıpadě se ř́ıká, že metoda neńı zat́ıžena
systematickou chybou), pak vlastně jde o úlohu zjǐstěńı středńı hodnoty
určitého rozděleńı pravděpodobnosti, tj. jedné ze základńıch charakteristik
náhodné veličiny (rozděleńı pravděpodobnosti). V části II uvid́ıme, že při Xi

s normálńım rozděleńım je aritmetický pr̊uměr X = (X1 + · · ·+Xn)/n veličin

9
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Xi nejlepš́ım řešeńım této úlohy.
V článku 10 práce [24] je zavedena řada charakteristik rozděleńı pravdě-

podobnosti – charakteristiky polohy, variability, šikmosti aj. Všechny maj́ı
svoje protěǰsky v ukazateĺıch vypoč́ıtaných z náhodného výběru.

Každý statistický ukazatel je funkce veličin X1, . . . , Xn. Abychom ho
odlǐsili od jemu odpov́ıdaj́ıćı charakteristiky rozděleńı pravděpodobnosti ve-
ličin Xi, ř́ıkáme mu statistika (je to vlastně výběrová charakteristika). Sta-
tistikou je každá funkce (měřitelná, obecně v́ıcerozměrná) veličin X1, . . . , Xn,
k jej́ımuž určeńı neńı třeba znalosti správných hodnot parametr̊u př́ıslušného
rozděleńı. Tak např. součet všech pozorováńı, minimálńı pozorováńı, ma-
ximálńı pozorováńı, rozd́ıl mezi maximálńım a minimálńım pozorováńım,
součet čtverc̊u odchylek od daného č́ısla jsou statistiky.

2.2 Nejčastěji použ́ıvané statistiky

Uvedeme nejběžněǰśı statistiky, které jsou takřka nevyhnutelnou součást́ı
každého referátu o jakémkoliv provedeném pokusu či statistickém sledováńı
a které maj́ı své př́ımé protěǰsky v charakteristikách náhodných veličin:

2.2.1

Výběrový pr̊uměr

X =
1

n

n∑
i=1

Xi (2.2.1)

tj. součet pozorováńı, dělený rozsahem výběru.
S rostoućım rozsahem výběru n konverguje X podle pravděpodobnosti ke

středńı hodnotě µ rozděleńı, z kterého výběr pocháźı (viz [24], odst. 25.6), a
je tedy empirickým protěǰskem středńı hodnoty.

Má-li rozděleńı, z něhož výběr pocháźı, středńı hodnotu µ a konečný
rozptyl σ2, má statistika (2.2.1) středńı hodnotu a rozptyl

E(X) = µ, var(X) =
σ2

n
, (2.2.2)

nebot’

E(X) =
1

n

n∑
i=1

E(Xi) =
nµ

n
, var(X) =

1

n2

n∑
i=1

var(Xi) =
nσ2

n2
.
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2.2.2

Výběrový rozptyl

S2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi −X)2 =
n
∑n

i=1X
2
i − (

∑n
i=1Xi)

2

n(n− 1)
, n ≥ 2. (2.2.3)

Tato statistika vyjadřuje mı́ru variability experimentálńıch výsledk̊u a je
protěǰskem rozptylu var(Xi) = σ2, ke kterému konverguje podle pravděpodob-
nosti při rostoućım n.

Má-li rozděleńı, z něhož výběr pocháźı, rozptyl σ2, je středńı hodnota
statistiky (2.2.3) rovna

E(S2) = σ2, (2.2.4)

nebot’

(n− 1)E(S2) = E(
n∑
i=1

X2
i − nX

2
) =

n∑
i=1

E(X2
i )− nE(X)2 =

=
n∑
i=1

(
var(Xi) + E2(Xi)

)
− n

(
var(X) + E2(X)

)
=

= nσ2 + nµ2 − nσ
2

n
− nµ2 = (n− 1)σ2.

Kdybychom ve jmenovateli statistiky (2.2.3) uvažovali n mı́sto n − 1,
nerovnala by se středńı hodnota takovéto statistiky σ2, ale (n− 1)σ2/n.

Rozptyl statistiky (2.2.3) je roven (viz např. [16], str. 153)

var(S2) =
µ4

n
− n− 3

n(n− 1)
σ4, n ≥ 3, (2.2.5)

kde µ4 je čtvrtý centrálńı moment rozděleńı, z něhož výběr pocháźı.

2.2.3

Výběrová směrodatná odchylka S je druhá odmocnina z výběrového rozptylu

S =

(
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi −X)2

)1/2

. (2.2.6)
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Statistika S je analogíı směrodatné odchylky náhodné veličiny Xi. Protože

var(S) = E(S2)− E2(S) = σ2 − E2(S) ≥ 0,

plat́ı pro výběr z libovolného rozděleńı

E(S) ≤ σ. (2.2.7)

Mimoto se často použ́ıvá statistik:

2.2.4

Výběrový r-tý obecný moment

M ′
r =

1

n

n∑
i=1

Xr
i , r = 1, 2, . . . ; (2.2.8)

speciálně M ′
1 = X.

Jestliže existuje µ′r = E(Xr
i ), konverguje M ′

r při rostoućım n podle prav-
děpodobnosti k µ′r.

Středńı hodnota a rozptyl statistiky (2.2.8) jsou rovny

E(M ′
r) = µ′r, var(M ′

r) =
1

n

(
µ′2r − (µ′r)

2
)
, (2.2.9)

nebot’

var(M ′
r) =

1

n2

n∑
i=1

var(Xr
i ) =

1

n2

n∑
i=1

(
E(X2r

i − (µ′r)
2
)
.

2.2.5

Výběrový r-tý centrálńı moment

Mr =
1

n

n∑
i=1

(Xi −X)r, r = 2, 3, . . . ; (2.2.10)

tj. aritmetický pr̊uměr r-tých mocnin odchylek pozorováńı ve výběru od
výběrového pr̊uměru.

Speciálně, M2 = (n − 1)S2/n, takže výběrový rozptyl S2 se neshoduje
s druhým výběrovým centrálńım momentemM2. Důvodem pro tuto ned̊usled-
nost v terminologii je právě vztah (2.2.4); druhý výběrový centrálńı mo-
ment má středńı hodnotu (n−1)σ2/n, takže soustavně podceňuje rozptyl σ2

rozděleńı pozorované veličiny.
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2.2.6

Výběrový koeficient šikmosti a špičatosti

A3 =
M3

M
3/2
2

, A4 =
M4

M2
2

− 3. (2.2.11)

V daľśıch kapitolách se setkáme ještě s jinými statistikami, které budou mı́t
význam pro výběry ze speciálńıch rozděleńı nebo pro řešeńı zvláštńıch úloh.

2.3 Př́ıklad.

Při zkouškách únavy kov̊u bylo u osmi zkoušek při napět́ı 560 MPa dosaženo
následuj́ıćıch hodnot počtu kmit̊u do lomu (v tiśıćıch; data viz [7]):

3 322, 14 713, 763, 46 296, 2 845, 9 411, 1 532, 24 023.

Vypočtěme hodnoty výběrového pr̊uměru, výběrového rozptylu a výběrové
směrodatné odchylky pro tyto údaje a pro jejich logaritmy.

Pro p̊uvodńı hodnoty dostáváme

x =
102 905.103

8
= 12 863, 125.103;

s2
X =

8.3 047 522 337− 102 9052

56
.106 =

13 790 739 671

56
.106 =

= 246 263 208, 410 714.106;

sX = 15 692, 776.103.

x i sX jsou ve stejných rozměrech jako p̊uvodńı údaje (v našem př́ıpadě počty
kmit̊u do lomu).

Pro logaritmy yi = lnxi, i = 1, . . . , 8, je

x =
124, 870 970

8
= 15, 609;

s2
X =

8.1 963, 224 527− 124, 870 9702

56
=

113, 037 068

56
= 2, 018 519;

sX = 1, 421.
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2.4 Rozděleńı statistik.

Jak jsme již uvedli v odst. 2.1, každý výběrový ukazatel, tj. každá statis-
tika, slouž́ı při matematicko-statistickém rozboru dat k źıskáńı informace
o hodnotě odpov́ıdaj́ıćı charakteristiky rozděleńı pravděpodobnosti pozoro-
vaných náhodných veličin čili. jak se ř́ıká, k odhadu odpov́ıdaj́ıćı charakteris-
tiky rozděleńı pravděpodobnosti pozorovaných náhodných veličin. Proto je
d̊uležité moci určit, s jakými pravděpodobnostmi se vyskytuj́ı r̊uzné odchylky
statistik od jim odpov́ıdaj́ıćıch charakteristik pozorovaných náhodných veličin
(někdy se též ř́ıká od odpov́ıdaj́ıćıch charakteristik tzv. základńıho souboru).

Můžeme např. vznést otázku, s jakou pravděpodobnost́ı se X odchýĺı od
E(Xi) = µ nejvýše s danou hodnotu ∆, s jakou pravděpodobnost́ı bude
relativńı odchylka statistiky S2 od skutečné hodnoty σ2 = var(Xi) menš́ı než
dané kladné č́ıslo δ, tj. jaká je pravděpodobnost

P

(
|S2 − σ2|

σ2
< δ

)
.

Podobně se můžeme ptát, pro jakou hodnotu je ∆ je

P
(
|X − E(Xi)| < ∆

)
= 0, 99

nebo při kolika pozorováńıch (tj. při jakém rozsahu výběru n) je zaručeno
např.

P (0, 9σ2 < S2 < 1, 1σ2) ≥ 0, 95

apod.
Každá statistika je totiž funkci náhodného výběru, tj. funkci náhodných

veličin Xi, ..., Xn. Nabývá tedy od jednoho náhodného výběru k druhému
r̊uzných hodnot, je sama náhodnou veličinou, které př́ısluš́ı určité rozděleńı
pravděpodobnosti, závis1é na rozsahu výběru a na rozděleńı veličinXi, ..., Xn.
Toto rozděleńı pravděpodobnosti, které je základem pro řešeńı naznačených
otázek, se nazývá rozděleńı př́ıslušné statistiky. Mluv́ıme tedy např. o rozdě-
leńı výběrového pr̊uměru X o rozděleńı výběrového rozptylu S2, o rozděleńı
statistiky M2 atd.

Odvozeńı rozděleńı r̊uzných statistik pro výběry z rozděleni vyskytuj́ıćıch
se často v aplikaćıch je tedy jedńım z prvńıch úkol̊u matematické statistiky.
Už́ıvá se při něm předevš́ım matematických prostředk̊u uvedených v [24],
zejména teorie charakteristických funkćı (odst. 10.6) a transformaćı náhod-
ných veličin (čl. 13).
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2.5 Rozděleńı statistik X a
∑n

i=1Xi.

V některých jednoduchých př́ıkladech lze stanovit rozděleni statistik př́ımo
na základě výsledk̊u uvedených v [24] To se týká předevš́ım rozděleńı statistik
X a

∑n
i=1Xi = nX:.

2.5.1

V náhodném výběru z normálńıho rozděleni N(µ, σ2) má statistika X rozdě-
leńı N(µ, σ2/n) a statistika

∑n
i=1Xi má rozděleni N(nµ, nσ2) (viz [24], odst.

18.6).
V náhodném výběru z libovolného rozděleńı, maj́ıćıho středńı hodnotu a

konečný rozptyl σ2, lze pro dostatečně velké rozsahy výběr̊u n aproximovat
rozděleni statistik X a

∑n
i=1 Xi uvedenými normálńımi rozděleńımi (viz [24],

odst. 26.3).

2.5.2

V náhodném výběru z alternativńıho rozděleni A(π) má statistika
∑n

i=1Xi

binomické rozděleńı Bi(n, π) (viz [24], odst. 14.5).
Pro dostatečně velká n lze rozděleńı statistiky

∑n
i=1Xi aproximovat roz-

děleńım N
(
nπ, nπ(1−π)

)
(viz [24], odst. 26.7) a rozděleńı statistiky X apro-

ximovat rozděleńım N
(
π, π(1− π)/n

)
.

Připomeňme, že statistika
∑n

i=1Xi znač́ı absolutńı a X relativńı četnost
úspěch̊u (zdařilých pokus̊u) v n nezávislých opakováńıch téhož pokusu.

2.5.3

V náhodném výběru z Poissonova rozděleni Po(λ) má statistika
∑n

i=1Xi

rozděleni Po(nλ) (viz [24], odst. 15.4).
Pro dostatečně velká n lze rozděleńı statistiky

∑n
i=1Xi aproximovat roz-

děleńım N(nλ, nλ) (viz [24], odst. 26. 7) a rozděleńı statistiky X aproximovat
rozděleńım N(λ, λ/n)

2.5.4

V náhodném výběru z rozděleni Γ(m, σ) (tj. z rozděleni gama) má statistika∑n
i=1Xi rozděleni Γ(nm, σ) a statistika X má rozděleni Γ(nm, σ/n) (viz
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[24],odst. 22:31)
Pro dostatečně velká n lze aproximovat rozděleńı statistiky

∑n
i=1 Xi roz-

děleńım N(nm, nσ2) a rozděleńı statistiky X rozděleńım N(m, σ2/n).

2.6 Př́ıklady.

2.6.1

Necht’ X = (X1, . . . , Xn)′ je náhodný výběr z rozděleńı Po(λ). Podle 2.5.3
má statistika T =

∑n
i=1Xi rozděleńı Po(nλ). Odtud statistika X = T/n má

rozděleńı

P (X = w) = P (T = nw) =
(nλ)nw

(nw)!
exp(−nλ), w = 0,

1

n
,

2

n
, . . . .

Rozděleńı X Rozděleńı X
x P (X = x) w P (X = w)
0 0,367 9 0 0,006 7
1 0,367 9 0,2 0,033 7
2 0,183 9 0,4 0,084 2
3 0,061 3 0,6 0,140 4
4 0,015 3 0,8 0,175 5
5 0,003 1 1,0 0,175 5
6 0,000 5 1,2 0,146 2
7 0,000 1 1,4 0,104 4

1,6 0,065 3
1,8 0,036 3
2,0 0,018 1
2,2 0,008 2
2,4 0,003 4
2,6 0,001 3
2,8 0,000 5
3,0 0,000 2

Tab. 2.1: Rozděleńı pravděpodobnosti veličiny X s Poissonovým rozděleńım
s parametrem λ = 1 a rozděleńı statistiky X ve výběru rozsahu n = 5 z to-
hoto rozděleńı.
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Pro př́ıpad λ = 1, n = 5 je rozděleńı pozorované veličiny X (tj. rozděleńı
Po(1)) a rozděleńı statistiky X tabelováno v tab. 2.1 (potřebné hodnoty byly
vypočteny z tabulek [23]). Z tabulky 2.1 je vidět, že zat́ımco pro veličinu X
pravděpodobnost hodnot rovných 2 nebo větš́ıch je 0,1839 + 0,0613 + . . . =
0,2642 a pravděpodobnost hodnoty 0 je rovna 0,3679, tj. pravděpodobnost
náhodného jevu |X−λ| ≥ 1 je rovna 0,3679 + 0,2642 = 0,6321, pravděpodob-
nost jevu |X − λ| ≥ 1 je jen 0,0067 + 0,0181 + 0,0082 + 0,0034 + . . . =
0,0386. Podobně pravděpodobnost jevu |X − λ| < 0, 5 = 0, 742, zat́ımco
P (|X − λ| < 0, 5) = 0, 3679. Rozděleńı statistiky X ukazuje, jaký je stupeň
koncentrace statistiky X kolem skutečné hodnoty λ.

2.6.2

Necht’ X = (X1, . . . , Xn)′ je náhodný výběr z rozděleńı s hustotou pravděpo-
dobnosti

f(x) =
x2

2δ2
exp

(
−x
δ

)
, x > 0.

To je hustota rozděleńı gama (viz [24], odst. 22.1) s m = 3. Podle 2.5.4
má výběrový pr̊uměr X hustotu

g(x) =
n3nx3n−1

(3n− 1)!δ3n
exp

(
−nx
δ

)
, x > 0.

Na obr. 2.1 je graficky znázorněna hustota pravděpodobnosti veličiny X
(tj. rozděleńı Γ(3, δ)) a hustota pravděpodobnosti statistiky X pro př́ıpad
δ = 2 a n = 5.

2.6.3

Předpokládejme, že pravděpodobnost proražeńı izolátoru určitého druhu je
při daném napět́ı rovna π. Za účelem zjǐstěńı této pravděpodobnosti se provád́ı
n nezávislých zkoušek. Zavedeme-li náhodné veličiny Xi, kde

Xi = 1, když při i-té zkoušce dojde k pr̊urazu,
= 0, když při i-té zkoušce nedojde k pr̊urazu,

pak X = (X1, . . . , Xn)′ je za uvedených podmı́nek náhodný výběr z alterna-
tivńıho rozděleńı A(π). Statistika

T =
n∑
i=1

Xi (celkový počet pr̊uraz̊u v n nezávislých zkouškách)
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Obr. 2.1: Hustota pravděpodobnosti f(x) rozděleńı Γ(3, 2) a hustota
pravděpodobnosti g(x) statistiky X ve výběru rozsahu n = 5 z tohoto
rozděleńı.

má podle 2.5.2 rozděleńı Bi(n, π) a statistika

X =
T

n
(relativńı četnost pr̊uraz̊u)

má rozděleńı

P (X = w) = P (T = nw) =

(
n

nw

)
πnw(1− π)n−nw, w = 0,

1

n
,

2

n
, . . . , 1.

2.7 Úlohy

2.7.1

Necht’ X1, X2, X3, X4 jsou nezávislá stanoveńı koncentrace určitého prvku
v roztoku. Předpokládá se, že směrodatná odchylka výsledk̊u analytické me-
tody je σ = 0, 2% výsledk̊u. Navrhněte statistický popis (model) tohoto expe-
rimentu, najděte rozděleni pravděpodobnosti výsledku a vypoč́ıtejte pravdě-
podobnost, že chyba výsledku bude menš́ı než 0,15%.

X = (X1, . . . , X4)′ je náhodný výběr rozsahu n = 4 z rozděleńı
N(µ; 0, 04), kde µ je správná hodnota. Konečný výsledek je

statistika X = 1
4

∑4
i=1Ximaj́ıćı rozděleńı N(µ; 0, 01).

Pravděpodobnost P
(
|X − µ| < 0, 15

)
= 0, 8664.


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2.7.2

Necht’ X1, . . . X20 jsou výsledky laboratorńıch zkoušek doby života výrobku,
o kterém je známo, že jeho doba života má exponenciálńı rozděleńı

f(x) =
1

δ
exp

(
−x
δ

)
, x > 0.

Účelem zkoušek je zjistit středńı dobu života; za konečný výsledek se
považuje aritmetický pr̊uměr naměřených hodnot. Uved’te statistickou formu-
laci úlohy a vypočtěte pravděpodobnost, že celá zkouška dá výsledek aspoň
o 20% větš́ı, než je skutečná středńı hodnota doby života.

X = (X1, . . . , X20)′ je náhodný výběr z rozděleńı E(0; δ),

tj. z rozděleńı Γ(1; δ). Statistika X = 1
20

∑20
i=1 Xi má

podle 2.5.4 rozděleńı Γ(20; δ/20).

Odtud P (X > 1, 2δ) =
∫∞

1,2δ
f(w) dw =

∫∞
24

e.t t
19

19!
dt = 0, 18.


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Kapitola 3

Rozděleńı statistik při výběrech
z normálńıho rozděleńı

3.1 Úvod.

3.2 Rozděleńı statistik X a S2.

Mějme náhodný výběr X = (X1, . . . , Xn)′, n ≥ 2 z rozděleńı N(µ, σ2). Hle-
dejme rozděleńı statistik X a S2. Za t́ım účelem uvažujme náhodné veličiny

Y1 =
1√
n

n∑
i=1

Xi,

Yj =
1√(

j(j − 1)
)
(
j−1∑
i=1

Xi − (j − 1)Xj

)
, j = 2, . . . , n., (3.2.1)

Označ́ıme-li Y = (Y1, . . . , Yn)′, je Y = AX, kde A je matice

A =



1√
n
, 1√

n
, 1√

n
, · · · , 1√

n
, 1√

n
1√
2
, −1√

2
, 0, · · · , 0, 0

1√
6
, 1√

6
, −2√

6
, · · · , 0, 0

...
...

...
. . .

...
...

1√
[n(n−1)]

, 1√
[n(n−1)]

, 1√
[n(n−1)]

, · · · , 1√
[n(n−1)]

, −(n−1)√
[n(n−1)]


(3.2.2)

21
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Protože A je ortogonálńı matice, plat́ı (viz [24], př́ıkl. 24.8 a úloha 24.9.4)∑n
j=1 Y

2
j =

∑n
i=1 X

2
i a veličiny (3.2.1) jsou vzájemně nezávislé, Y1 má rozděle-

ńı N(µ
√
n, σ2) a Y2, , Yn maj́ı rozděleńı N(0, σ2). Odtud vyplývá, že statistiky

X = Y1/
√
n a

∑n
j=2 Y

2
j =

∑n
j=1 Y

2
j − nX

2
=
∑n

i=1 X
2
i − nX

2
=
∑n

i=1(Xi −
X)2 = (n − 1)S2 jsou nezávislé. Tud́ıž i statistiky X a S2 jsou nezávislé,
X má rozděleńı N(µ, σ2/n) a veličina (n− 1)S2/σ2 má rozděleńı χ2(n− 1),
nebot’

(n− 1)S2

σ2
=

1

σ2

n∑
j=2

Y 2
j =

n∑
j=2

U2
j ,

kde veličiny U2, . . . , Un jsou vzájemně nezávislé a každá má rozděleńı N(0, 1).
Tud́ıž veličiny U2

2 , . . . , U
2
n jsou vzájemně nezávislé, každá má rozděleńı χ2(1)

a jejich součet má (viz [24], čl 22) rozděleńı χ2(n− 1).
Středńı hodnota

E

(
(n− 1)S2

σ2

)
= 2r

Γ
(
n−1

2
+ r
)

Γ
(
n−1

2

) , r > −n− 1

2
. (3.2.3)

Tento vztah vyplývá ze vztahu (22.2.3) práce [24], nebot’ rozděleńı χ2(n−
1) je speciálńı př́ıpad rozděleńı Γ(m, δ) pro m = (n− 1)/2 a δ = 2 (viz [24],
odst. 22.5).

Z (3.2.3) pak dostáváme pro středńı hodnotu a rozptyl statistiky (2.2.6)

E(S) =
( 2

n− 1

) 1
2 Γ

(
n
2

)
Γ
(
n−1

2

)σ =
1

cn−1

σ, (3.2.4)

var(S) =

(
1− 2

n− 1

Γ2
(
n
2

)
Γ2
(
n−1

2

)) σ2 =
c2
n−1 − 1

c2
n−1

σ2.

V [23] jsou tabelovány hodnoty cn−1 a c2
n−1 pro n− 1 = 1 (1) 100.

3.3 Rozděleńı t (Studentovo)

Uvažujme dvě nezávislé náhodné veličiny U a χ2, přičemž U má rozděleńı
N(0, 1) a χ2 má rozděleńı χ2(ν). Hledejme rozděleńı veličiny

T =
U√
χ2/ν

. (3.3.1)
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Sdružená hustota pravděpodobnosti f(u, x) veličin U a χ2 je rovna

f(u, x) =
1√
2π

e−
u2

2
1

2ν/2Γ(ν/2)
x(ν/2)−1e−

x
2 , −∞ < u <∞, x > 0.

Použijeme-li postupu odst. 13.8 v [24], je sdružená hustota pravděpodobnosti

veličin T = U/
√

χ2

ν
a Z = χ2 dána výrazem

g(t, z) =
1

2(ν+1)/2Γ(ν/2)
√
π
z(ν/2)−1e−

z
2

(
1+ t2

ν

)√
z

ν
, −∞ < t <∞, z > 0.

Odtud hustota pravděpodobnosti

gν(t) =

∫ ∞
0

g(t, z)dz

veličiny (3.3.1) je rovna

gν(t) =
1

B
(

1
2
, ν

2

)√
ν

(
1 +

t2

ν

)− ν+1
2
, −∞ < t <∞ (3.3.2)

Rozděleńı záviśı na jediném parametru ν, který je roven počtu stupň̊u
volnosti rozděleńı veličiny χ2 ve jmenovateli veličiny (3.3.1). Rozděleńı s hus-
totou pravděpodobnosti (3.3.2) se nazývá rozděleńı t (nebo Studentovo rozdě-
leńı) o ν stupńıch volnosti. Toto rozděleńı označ́ıme symbolem t(ν).

Hustota pravděpodobnosti gν(t) je symetrická podle bodu t = 0 a jej́ı
tvar záviśı na parametru ν (viz obr. 3.1). Jelikož

lim
ν→∞

1

B
(

1
2
, ν

2

)√
ν

=
1√
2π

lim
ν→∞

Γ
(
ν+1

2

)
Γ
(
ν
2

)√
ν
2

=
1√
2π
,

je

lim
ν→∞

gν(t) =
1√
(2π)

e−
t2

2 , −∞ < t <∞,

tzn. že pro rostoućı ν konverguje gν(t) k hustotě pravděpodobnosti rozděleńı
N(0, 1).

Pro distribučńı funkci Gν(t) v d̊usledku symetrie gν(t) plat́ı

Gν(t) = 1−Gν(−t), −∞ < t <∞. (3.3.3)
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Obr. 3.1: Hustota pravděpodobnosti rozděleńı t(ν).

100P% kvantily tp(ν) rozděleńı t(ν), tj. hodnoty, pro něž plat́ı

Gν(tP (ν)) = P, 0 < P < 1, ν = 1, 2, . . . , (3.3.4)

jsou tabelovány, např. v [23] pro ν = 1 (1) 150 (5) 250 (10) 300 (20) 500 (50) 1000
a P = 0, 9; 0, 95; 0, 975; 0, 99; 0, 995; 0, 997 5; 0, 999; 0, 999 5.

Vzhledem k symetrii rozděleńı t(ν) podle bodu t = 0 plat́ı

tP (ν) = −t1−P (ν), 0 < P < 1, ν = 1, 2, . . . . (3.3.5)

Vrat’me se nyńı ke statistikám X a S2 ve výběru z rozděleńı N(ν, σ2).
Z odstavce 3.2 vyplývá, že veličina U = (X − ν)

√
n/σ má rozděleńı N(0, 1),

veličina (n − 1)S2/σ2 má rozděleńı χ2(n − 1) a že tyto dvě veličiny jsou
nezávislé. Tud́ıž veličina

T =
(X − ν)

√
n

σ
√

(n−1)S2

σ2(n−1)

=
X − µ
S

√
n (3.3.6)

má rozděleńı t(n− 1).
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3.4 Rozděleńı F

Mějme dvě nezávislé náhodné veličiny χ2
1 a χ2

2, přičemž χ2
1 má rozděleńı

χ2(ν1) a χ2
2 má rozděleńı χ2(ν2). Stanovme rozděleńı veličiny

F =
χ2

1/ν1

χ2
2/ν2

. (3.4.1)

Uvažujme nejprve náhodnou veličinu Y = χ2
1/χ

2
2. Tato veličina má (viz

[24], vztah (13.7.4)) hustotu pravděpodobnosti

g(y) =

∫ ∞
0

xfν1(xy)fν2(x) dx =
1

B
(
ν1
2
, ν2

2

)y 1
2
ν1−1(1 + y)−

ν1+ν2
2 , y > 0.

Veličina F = ν2Y/ν1 má pak hustotu pravděpodobnosti

hν1,ν2(x) =
1

B
(
ν1
2
, ν2

2

)(ν1

ν2

) ν1
2
x
ν1
2
−1
(

1 +
ν1

ν2

x
)− ν1+ν2

2
, x > 0,(3.4.2)

= 0, x ≤ 0.

Rozděleńı záviśı na dvou parametrech ν1 a ν2 (počty stupň̊u volnosti) a
nazývá se rozděleńı F o ν1 a ν2 stupńıch volnosti. Toto rozděleńı označ́ıme
F(ν1, ν2). Rozděleńı je asymetrické (viz obr. 3.4) a jeho modus x̂ = ν2(v1 −
2)/
(
ν1(ν2 + 2)

)
pro ν1 > 2.

Uvažujme veličina (3.4.1). Pak veličinu F−1 lze vyjádřit ve tvaru

F−1 =
χ2

2/ν2

χ2
2/ν1

a tato veličina má rozděleńı F(ν2, ν1). Plat́ı tedy:
Má-li náhodná veličina F rozděleńı F(ν1, ν2), má veličina F−1 rozděleńı

F(ν2, ν1), tj. opět rozděleńı F, ale s opačným pořad́ım počtu stupň̊u volnosti.

100P% kvantily FP (ν1, ν2) rozděleńı F(ν1, ν2), tj. hodnoty, pro které plat́ı

P
(
F ≤ FP (ν1, ν2)

)
= Hν1,ν2

(
FP (ν1, ν2)

)
= P,

0 < P < 1, ν1, ν2 = 1, 2, . . . , (3.4.3)

jsou tabelovány, např. v [23] pro ν1 = 1 (1) 30 (5) 50 (10) 100, 120, 150, 180,
200 (100) 1000, ∞, ν2 = 1 (1) 30 (2) 50 (5) 100 (20) 200 (100) 500, 1000, ∞ a
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Obr. 3.2: Hustota pravděpodobnosti rozděleńı F (ν1, ν2).

P = 0, 9; 0, 95; 0, 975; 0, 99; 0, 995; 0, 997 5; 0, 999; 0, 999 5. V (3.4.3) znač́ı
Hν1,ν2(x) distribučńı funkci veličiny (3.4.1).

Pro každá ν1, ν2 = 1, 2, . . . plat́ı

FP (ν1, ν2) =
1

F1−P (ν2, ν1)
, 0 < P < 1, (3.4.4)

nebot’

1− P = P
(
F ≥ FP (ν1, ν2)

)
=

= P
(
F−1 ≤ 1/FP (ν1, ν2)

)
= P

(
F−1 ≤ F1−P (ν2, ν1)

)
.

Posledńı vztah vyplývá z toho, že veličina F−1 má rozděleńı F(ν2, ν1).

3.5 Dva nezávislé výběry.

Mějme náhodný výběr X = (X1, . . . , Xn1)
′ z rozděleńı N(µ1, σ

2
1) a náhodný

výběr Y = (Y1, . . . , Yn2)
′ z rozděleńı N(µ2, σ

2
2). Necht’ výběry X a Y jsou
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nezávislé. Označme

X =
1

n1

n1∑
i=1

Xi, S2
1 =

1

n1 − 1

n1∑
i=1

(Xi −X)2, (3.5.1)

Y =
1

n2

n2∑
i=1

Yi, S2
2 =

1

n2 − 1

n2∑
i=1

(Yi − Y )2,

výběrové pr̊uměry a výběrové rozptyly těchto dvou výběr̊u (S2
1 má význam

pro n1 ≥ 2 a S2
2 pro n ≥ 2).

Z odstavce 3.2 a z nezávislosti náhodných výběr̊u vyplývá, že statis-
tiky X, S2

1 , Y a S2
2 jsou vzájemně nezávislé, statistika X má rozděleńı

N
(
µ1, σ

2
1/n1

)
, statistika Y má rozděleńı N

(
µ2, σ

2
2/n2

)
, veličina (n1− 1)S2

1/σ
2
1

má rozděleńı χ2(n1 − 1) a veličina (n2 − 1)S2
2/σ

2
2 má rozděleńı χ2(n2 − 1).

V d̊usledku toho má veličina

U =
(X − Y )− (µ1 − µ2)√

σ2
1/n1 + σ2

2/n2

(3.5.2)

rozděleńı N(0, 1).
Je-li σ2

1 = σ2
2 = σ2, má veličina

(n1 − 1)S2
1

σ2
+

(n2 − 1)S2
2

σ2
=

1

σ2

[ n1∑
i=1

(Xi −X)2 +

n2∑
i=1

(Yi − Y )2
]

=

=
(n1 + n2 − 2)S2

σ2
(3.5.3)

rozděleńı χ2(n1+n2−2), nebot’ jsou-li χ2
1 a χ2

2 dvě nezávislé náhodné veličiny,
přičemž veličina χ2

1 má rozděleńı χ2(ν1), tj. rozděleńı Γ(ν1/2, 2), a veličina
χ2

2 má rozděleńı χ2(ν2), tj. rozděleńı Γ(ν2/2, 2), má jejich součet rozděleńı
Γ
(
(ν1 +ν2)/2, 2

)
, tj. rozděleńı χ2(ν1 +ν2) - viz [24], odst. 22.3 a 22.5; v našem

př́ıpadě je ν1 = n1 − 1 a ν2 = n2 − 1.
Protože veličiny (3.5.2) a (3.5.3) jsou nezávislé, má v př́ıpadě σ2

1 = σ2
2 =

σ2 veličina

T =
U√
S2

σ2

=
X − Y − (µ1 − µ2)

S
√

1/n1 + 1/n2

(3.5.4)

rozděleńı t(n1 + n2 − 2).
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Dále veličina

F =
S2

1/σ
2
1

S2
2/σ

2
2

=
S2

1

S2
2

σ2
2

σ2
1

(3.5.5)

má rozděleńı F(n1 − 1, n2 − 1).

3.6 Př́ıklady.

3.6.1

Stanovme rozděleńı náhodné veličiny

Y =
ν1F

ν2 + ν1F
, (3.6.1)

má-li veličina F rozděleńı F(ν1, ν2).
Z (3.4.2) a ze vztah̊u (13.2.1) a (23.1.1) práce [24] vyplývá, že veličina

(3.6.1) má rozděleńı Be(ν1/2, ν2/2).
Lze tedy distribučńı funkci Hν1,ν2(x) rozděleńı F(ν1, ν2) vyjádřit pomoćı

neúplné funkce beta (viz [24], odst. 23.2)

Hν1,ν2(x) = Ia

(
ν1

2
,
ν2

2

)
, (3.6.2)

kde
a =

ν1x

ν2 + ν1x
. (3.6.3)

3.6.2

Mějme náhodný výběr Y = (Y1, . . . , Yn)′ z logaritmicko-normálńıho rozděleńı
LN(µ, σ2) (viz [24], odst. 19.1). Označ́ıme-li

Xi = lnYi, i = 1, . . . , n,

představuje X = (X1, . . . , Xn)′ = (lnY1, . . . , lnYn)′ náhodný výběr z rozděleńı
N(µ, σ2).

Tud́ıž statistiky

X =
1

n

n∑
i=1

lnYi (3.6.4)

S2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(lnYi −X)2 =
1

n(n− 1)

(
n

n∑
i=1

(lnYi)
2 −

( n∑
i=1

lnYi
)2
)
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jsou nezávislé,X má rozděleńı N(µ, σ2/n) a veličina (n−1)S2/σ2 má rozděleńı
χ2(n− 1).

3.7 Statistiky ve výběrech z dvourozměrného

normálńıho rozděleńı.

V práci [24], odst. 24.5, jsme uvažovali dvourozměrné normálńı rozděleńı,
které záviśı na pěti parametrech µ1, µ2, σ

2
1, σ

2
2, ρ.

Náhodným výběrem rozsahu n z tohoto rozděleńı rozumı́me n dvou-
rozměrných náhodných veličiny (Xi, Yi)

′, i = 1, . . . , n; přičemž tyto dvou-
rozměrné náhodné veličiny jsou vzájemně nezávislé a každá má totéž dvou-
rozměrné normálńı rozděleńı.

Označme

Di = Xi − Yi, i = 1, . . . , n. (3.7.1)

Veličiny D1, . . . , Dn jsou vzájemně nezávislé, všechny maj́ı normálńı roz-
děleńı N(∆, σ2

D), kde

∆ = E(Di) = µ1 − µ2, σ2
D = σ2

1 + σ2
2 − 2ρσ1σ2, i = 1, . . . , n. (3.7.2)

Uvažujme statistiky

D =
1

n

n∑
i=1

Di = X − Y , (3.7.3)

S2
D =

1

n− 1

n∑
i=1

(Di −D)2 =
1

n(n− 1)

(
n

n∑
i=1

D2
i −

( n∑
i=1

Di

)2
)
, n ≥ 2.

Protože D = (D1, . . . , Dn)′ tvoř́ı náhodný výběr z rozděleńı N(∆, σ2
D),

vyplývá z odst. 3.2, že statistiky D a S2
D jsou nezávislé, D má rozděleńı

N(∆, σ2
D/n) a veličina (n− 1)S2

D má rozděleńı χ2(n− 1). Tud́ıž veličina

T =
D −∆

SD

√
n (3.7.4)

má rozděleńı t(n− 1).
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Dále uvažujme statistiku

r =

∑n
i=1(Xi −X)(Yi − Y )√(∑n

i=1(Xi −X)2
)(∑n

i=1(Yi − Y )2
) = (3.7.5)

=
n
∑n

i=1 XiYi − (
∑n

i=1Xi)(
∑n

i=1 Yi)√(
n
∑n

i=1 X
2
i − (

∑n
i=1Xi)2

)(
n
∑n

i=1 Y
2
i − (

∑n
i=1 Yi)

2
) , n ≥ 2.

Tato statistika se nazývá výběrový koeficient korelace. Jej́ı hustota pravdě-
podobnosti záviśı jen na parametru ρ a má tvar (viz [6], str. 398).

g(r) =
(1− ρ2)

n−1
2

Γ
(
n−1

2

)
Γ
(
n−2

2

)√
π

(1− r2)
n−4
2 . (3.7.6)(

Γ2
(n− 1

2

)
+
∞∑
j=1

(2ρr)j

j!
Γ2
(n+ j − 1

2

))
, −1 < r < 1,

= 0, |r| ≥ 1.

V př́ıpadě ρ = 0 se g(r) zjednoduš́ı na tvar

g(r) =
1

B
(

1
2
, n−2

2

)(1− r2)
(n−4)

2 , −1 < r < 1, (3.7.7)

= 0, |r| ≥ 1.

Použijeme-li vztahu (13.2.1) práce [24], zjist́ıme, že statistika

T =
r
√
n− 2√

1− r2
, n ≥ 3, (3.7.8)

má v př́ıpadě ρ = 0 hustotu pravděpodobnosti

h(t) =
1

B
(

1
2
, n−2

2

)√
n− 2

(
1 +

t2

n− 2

)−n−1
2
, −∞ < t <∞,

tj. – vzhledem k (3.3.2) – má statistika (3.7.8) v př́ıpadě ρ = 0 rozděleńı
t(n− 2).

Pro př́ıpad obecného ρ, −1 < ρ < 1, se často použ́ıvá transformace

Z =
1

2
ln

1 + r

1− r
, (3.7.9)
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navržená R. A. Fisherem. Již pro malá n (řekněme n ≥ 10, neńı-li |ρ| př́ılǐs
bĺızké 1) má veličina Z přibližně normálńı rozděleńı se středńı hodnotou

E(Z) =
1

2
ln

1 + ρ

1− ρ
+

ρ

2(n− 1)
= ζ +

ρ

2(n− 1)
(3.7.10)

a rozptylem

var(Z) =
1

n− 3
, (3.7.11)

takže náhodná veličina

U = (n− 3)
1
2

(
Z − ζ − ρ

2(n− 1)

)
(3.7.12)

má pro takováto n přibližně rozděleńı N(0, 1).
Uvažujme ještě dvourozměrné veličiny (Di, Bi)

′, i = 1, . . . , n, kde Di jsou
veličiny (3.7.1) a Bi jsou dány vztahy

Bi = Xi + Yi, i = 1, . . . , n. (3.7.13)

Dvourozměrné veličiny (D1, B1)′, . . . , (Dn, Bn)′ jsou vzájemně nezávislé,
každá má dvourozměrné normálńı rozděleńı (viz [24], odst. 24.5) se středńımi
hodnotami E(Di) a E(Bi), rozptyly var(Di) a var(Bi) a koeficientem korelace
ρ(Di, Bi), i = 1, . . . , n.

Přitom E(Di) a var(Di) jsou dány výrazy (3.7.2) a

E(Bi) = µ1 + µ2, var(Bi) = σ2
1 + σ2

2 + 2ρσ1σ2, i = 1, . . . , n. (3.7.14)

Dále kovariance

cov(Di, Bi) = E
(
(Xi − Yi)(Xi + Yi)

)
− (µ1 − µ2)(µ1 + µ2) =

= E(X2
i )− E(Y 2

i )− (µ2
1 − µ2

2) = σ2
1 − σ2

2, i = 1, . . . , n,

takže

ρ(Di, Bi) =
σ2

1 − σ2
2√

(σ2
1 + σ2

2)2 − 4ρ2σ2
1σ

2
2

, i = 1, . . . , n. (3.7.15)

Je-li σ2
1 = σ2

2 = σ2, je ρ(Di, Bi) = 0, i = 1, . . . , n, takže v tomto př́ıpadě
jsou (viz [24], odst. 24.3) veličiny Di a Bi nezávislé, Di má rozděleńı N

(
µ1−

µ2, 2σ
2(1− ρ)

)
a Bi má rozděleńı N

(
µ1 + µ2, 2σ

2(1 + ρ)
)
, i = 1, . . . , n.



32 KAPITOLA 3. ROZDĚLENÍ STATISTIK ...

3.8 Úlohy.

3.8.1

Stanovte středńı hodnoty a rozptyly veličin (3.3.1) a (3.4.1).[
E(T ) = 0 pro ν ≥ 2, var(T ) = ν

ν−2
pro ν ≥ 3,

E(F ) = ν2
ν2−2

pro ν2 ≥ 3, var(F ) =
2ν22 (ν1+ν2−2)

ν1(ν2−2)2(ν2−4)
pro ν2 ≥ 5.

]

3.8.2

Ukažte, že čtverec náhodné veličiny (3.3.1) má rozděleńı F(1, ν). Vyjádřete
100P% kvantil rozděleńı F(1, ν) pomoćı kvantilu rozděleńı t(ν).[

FP (1, ν) = t2(1+P )/2(ν), 0, 5 ≤ P < 1, ν = 1, 2, . . . .
]

3.8.3

Čemu je roven medián rozděleńı t(ν) a rozděleńı F (ν, ν)?[
t0,5(ν) = 0, ν = 1, 2, . . . ;
F0,5(ν, ν) = 1, ν = 1, 2, . . . (vyplývá z (3.4.4).

]
3.8.4

Vyjádřete 100P% kvantil statistiky (3.7.5) v př́ıpadě ρ = 0 pomoćı kvantilu
rozděleńı t. [

rP = tP

(t2P+n−2)
1
2
, tP = tP (n− 2), 0 < P < 1.

]



Kapitola 4

Uspořádaný výběr

4.1 Pořádkové statistiky.

Mějme náhodný výběr X = (X1, . . . , Xn)′ z daného rozděleńı. Necht’ X(1) ≤
X(2) ≤ . . . ≤ X(n) je týž náhodný výběr uspořádaný vzestupně podle ve-
likosti. Pak X(i) se nazývá i-tá pořádková statistika, i = 1, . . . , n. Vektor
X∗ = (X(1), . . . , X(n))

′ se nazývá uspořádaný výběr z daného rozděleńı.

Statistiky X(i) hraj́ı např. zásadńı roli v testech životnosti, jestliže test se
provád́ı tak, že se začne v témže okamžiku zkoušet životnost n výrobk̊u, ale
zkouška se skonč́ı po dožit́ı prvńıch r výrobk̊u, 1 ≤ r < n. Výsledky těchto
zkoušek jsou hodnoty statistik X(1), . . . , X(r).

Jindy nás zaj́ımá statistika X(1) (nejmenš́ı pozorováńı), např. při studiu
pevnosti nebo únavy materiálu, či statistika X(n) (největš́ı pozorováńı), např.
při sledováńı maximálńı hladiny nádrže či při analýze vlivu maximálńı t́ıhy
sněhu na stavebńı konstrukce nebo při studiu hrubých chyb n opakovaných
měřeńı (zda X(n) či X(1) nejsou tzv. odlehlá pozorováńı).

Některé funkce statistik X(i), např. výběrový medián či výběrové rozpět́ı
(viz dále), mohou sloužit jako charakteristiky polohy či variability náhodného
výběru a pomoćı nich usuzujeme na odpov́ıdaj́ıćı charakteristiky rozděleńı,
z něhož náš výběr pocháźı.

Nejprve nalezneme rozděleńı statistik X(1) a X(n) a poté rozděleńı sta-
tistiky X(i) pro obecné i, 1 ≤ i ≤ n. Pak budeme uvažovat v́ıcerozměrné
statistiky (X(i1), . . . , X(ik))

′, i ≤ i1 < i2 < . . . < ik ≤ n, 2 ≤ k ≤ n.

33
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4.2 Rozděleńı statistik X(1) a X(n).

Mějme náhodný výběr X = (X1, . . . , Xn)′ z rozděleńı, které má distribučńı
funkci F (x).

Uvažujme statistiku X(n) a označme F(n)(x) distribučńı funkci této sta-
tistiky. Zřejmě

F(n)(x) = P (X(n) ≤ x) = P (Xi ≤ x, i = 1, . . . , n) =
n∏
i=1

P (Xi ≤ x), (4.2.1)

takže
F(n)(x) =

(
F (x)

)n
, −∞ < x <∞.

Je-li rozděleńı, z něhož výběr pocháźı, rozděleńı spojitého typu s dis-
tribučńı funkćı F (x) a hustotou pravděpodobnosti f(x) = dF (x)/dx, má
statistika X(n) hustotu pravděpodobnosti

f(n)(x) =
dF(n)(x)

dx
= nf(x)

(
F (x)

)n−1
, −∞ < x <∞. (4.2.2)

Obdobně označme F(1)(x) distribučńı funkci statistiky X(1). Jelikož

1− F(1)(x) = P (X(1) > x) = P (Xi > x, i = 1, . . . , n) =
n∏
i=1

P (Xi > x),

je
F(1)(x) = 1−

(
1− F (x)

)n
, −∞ < x <∞. (4.2.3)

Pro výběr ze spojitého rozděleńı má statistika X(1) hustotu

f(1)(x) = nf(x)
(
1− F (x)

)n−1
, −∞ < x <∞. (4.2.4)

4.3 Rozděleńı statistiky X(i).

Dosud jsme uvažovali statistiky X(i) pro i = 1 a i = n. Pro libovolné
1 ≤ i ≤ n je distribučńı funkce F(i)(x) statistiky X(i) v bodě x rovna
pravděpodobnosti, že aspoň i z n náhodných veličin X1, . . . , Xn nabude
hodnoty menš́ı nebo rovné x. Tato pravděpodobnost je však rovna součtu
pravděpodobnost́ı, že právě t z n veličin X1, . . . , Xn nabude hodnoty menš́ı
nebo rovné x a n− t jich nabude hodnoty větš́ı než x, pro t = i, i+ 1, . . . , n.
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Je tedy

F(i)(x) =
n∑
t=i

(
n

t

)(
F (x)

)t(
1− F (x)

)n−t
, −∞ < x <∞. (4.3.1)

Je ihned vidět, že (4.2.1) a (4.2.3) jsou speciálńı př́ıpady (4.3.1) pro i = n
a i = 1.

V př́ıpadě výběru ze spojitého rozděleńı má statistika X(i) hustotu

f(i)(x) =
dF(i)(x)

dx
=

n∑
t=i

n

(
n− 1

t− 1

)(
F (x)

)t−1
f(x)

(
1− F (x)

)n−t−
−

n−1∑
t=i

n

(
n− 1

t

)(
F (x)

)t
f(x)

(
1− F (x)

)n−t−1
,

tj.

f(i)(x) = n

(
n− 1

i− 1

)(
F (x)

)i−1
f(x)

(
1− F (x)

)n−i
= (4.3.2)

=
1

B(i, n− i+ 1)

(
F (x)

)i−1
f(x)

(
1− F (x)

)n−i
, −∞ < x <∞.

Pro výběry ze spojitých rozděleńı lze tedy distribučńı funkci F(i)(x) sta-
tistiky X(i) vyjádřit pomoćı neúplné funkce beta (viz [24], odst. 23.2)

F(i)(x) =

∫ x

−∞
f(i)(x) dx =

1

B(i, n− i+ 1)

∫ F (x)

0

ti−1(1− t)n−i dt =

= IF (x)(i, n− i+ 1), 1 ≤ i ≤ n, −∞ < x <∞, (4.3.3)

př́ıpadně pomoćı distribučńı funkce rozděleńı F
(
viz vztahy (3.6.2) a

(3.6.3)
)

F(i)(x) = Hi−1,n−i+1

(
(n− i+ 1)F (x)

(i− 1)
(
1− F (x)

)), 1 ≤ i ≤ n, −∞ < x <∞.

(4.3.4)
Je-li spojité rozděleńı symetrické podle bodu µ, tj. plat́ı-li vztahy (viz

[24], odst. 10.13)

f(x) = f(2µ− x), F (x) = 1− F (2µ− x), −∞ < x <∞, (4.3.5)
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pak plat́ı

f(n−i+1)(x) = f(i)(2µ− x), −∞ < x <∞. (4.3.6)

pro všechny i = 1, . . . , n; o tom se ihned přesvědč́ıme, dosad́ıme-li do výrazu
(4.3.2) pro n− i+ 1 výrazy (4.3.5).

Pro výběry ze spojitého rozděleńı jsou středńı hodnota a rozptyl statistiky
X(i) dány výrazy

E(X(i) =

∫ ∞
−∞

xf(i)(x) dx (4.3.7)

a

var(X(i) =

∫ ∞
−∞

(
x− E(X(i))

)2
f(i)(x) dx =

∫ ∞
−∞

x2f(i)(x) dx− E2(X(i)).

(4.3.8)
Většinou středńı hodnoty a rozptyly nelze jednoduše vyjádřit a musej́ı se

tabelovat.

4.4 Př́ıklady.

4.4.1

Stanovme hustotu pravděpodobnosti f(i)(x) pro př́ıpad výběru z exponenciálńıho
rozděleńı E(A, δ). Dosazeńım do (4.3.2) dostáváme

f(i)(x) =
n!

(i− 1)!(n− i)!
1

δ

(
1− e−

x−A
δ

)i−1

e−
1
δ

(n−i+1)(x−1), x > A,

= 0, x ≤ A. (4.4.1)

Pro i = 1 zjist́ıme, že statistika X(1) má rozděleńı E(A, δ/n).

4.4.2

Pro výběr ze spojitého rozděleńı symetrického podle bodu µ vyplývá z (4.3.6)

E(X(n−i+1) =

∫ ∞
−∞

xf(n−i+1)(x) dx =

∫ ∞
−∞

xf(i)(2µ− x) dx =

=

∫ ∞
−∞

(2µ− y)f(i)(y) dy,



4.4. PŘÍKLADY. 37

takže
E(X(n−i+1)) = 2µ− E(X(i)), i = 1, . . . , n. (4.4.2)

Odtud vyplývá, že

E

(
X(i) +X(n−i+1)

2

)
= µ, i = 1, . . . , n. (4.4.3)

Připomeňme, že pro symetrické rozděleńı jsou středńı hodnota i medián
tohoto rozděleńı rovny µ.

Dále rozptyl

var(X(n−i+1) =

∫ ∞
−∞

(
x− E(X(n−i+1))

)2
f(n−i+1)(x) dx =

=

∫ ∞
−∞

(
x− 2µ+ E(X(i))

)2
f(i)(2µ− x) dx =

=

∫ ∞
−∞

(
y − E(X(i))

)2
f(i)(y) dy,

takže
var(X(n−i+1) = var(X(i)), i = 1, . . . , n. (4.4.4)

4.4.3

Výběrový medián je statistika

X̃ = X((n+1)/2), n liché, (4.4.5)

=
1

2
(X(n/2) +X((n+2)/2), n sudé.

Z (4.3.2) vyplývá, že pro n liché má X̃ hustotu pravděpodobnosti

f((n+1)/2)(x) =
n!((

n+1
2

)
!
)2

(
F (x)

)(n+1)/2
f(x)

(
1− F (x)

)(n+1)/2
,

−∞ < x <∞ (4.4.6)

Z př́ıkladu 4.4.2 vyplývá, že pro symetrické rozděleńı je

E(X̃) = µ (4.4.7)

pro n liché i pro n sudé.
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4.4.4

Označme x(n),P100P% kvantil statistiky X(n) (viz [24], odst. 10.8). V př́ıpadě
náhodného výběru ze spojitého rozděleńı vyplývá z definice kvantilu [viz [24],
vztah (10.8.2)] a z (4.2.1), že

P = F(n)(x(n),P ) =
(
F (x(n),P )

)n
,

takže
x(n),P = XQ, Q =

n
√
P , 0 < P < 1, (4.4.8)

tj. 100P% kvantil statistikyX(n) je roven 100 n
√
P% kvantilu rozděleńı, z něhož

náhodný výběr pocháźı.
Obdobně, označ́ıme-li x(1),P 100P% kvantil statistiky X(1), vyplývá z rov-

nice (4.2.3), že

x(1),P = xQ, Q = 1− n
√

(1− P ), 0 < P < 1. (4.4.9)

Např. pro výběr rozsahu n = 5 z rozděleńı N(10, 4) je 90% kvantil statis-
tiky X(5) roven

x(5);0,9 = µ+ σ u0,979 = 10 + 2 · 2, 033 52=̇14, 067,

nebot’ 5
√

0, 9 = 0, 979.

4.4.5

Označme x(i),P 100P% kvantil statistiky X(i), 1 ≤ i ≤ n. V př́ıpadě výběru
ze spojitého rozděleńı vyplývá z definice kvantilu a z (4.3.3), že

P = F(i)(x(i),P ) =
1

B(i, n− i+ 1)

∫ F (x(i),P )

0

ti−1(1− t)n−i dt =

=
1

B(i, n− i+ 1)

∫ wp

0

ti−1(1− t)n−i dt,

kde wp znač́ı 100P% kvantil rozděleńı Be(i, n− i+ 1). Tud́ıž x(i),P se nalezne
ze vztahu

F (x(i),P = wP , 1 ≤ i ≤ n, 0 < P < 1. (4.4.10)

Např́ıklad pro výběry z rozděleńı N(µ, σ2) je

F (x(i),P = Φ

(
x(i),P − µ

σ

)
= wP ,
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takže

x(i),P = µ+ σuQ, Q = wP . (4.4.11)

Z (3.4.3), (3.6.2) a (3.6.3) vyplývá, že

wP =
iFP
(
2i, 2(n− i+ 1)

)
n− i+ 1 + iFP

(
2i, 2(n− i+ 1)

) , 1 ≤ i ≤ n, 0 < P < 1. (4.4.12)

Označ́ıme-li wP = wP (i, n− i+ 1), vyplývá z (4.4.12) a (3.4.4), že

w1−P (i, n− i+ 1) = 1−wP (n− i+ 1, i), 1 ≤ i ≤ n, 0 < P < 1. (4.4.13)

Např. pro výběr rozsahu n = 5 z rozděleńı N(10, 4) je 1% kvantil statistiky
X(2) roven

x(2);0,01 = 10 + 2u0,033 = 10− 2u0,967 = 10− 2 · 1, 838 424
.
= 6, 323,

nebot’

Q = w0,01(2, 4) = 1− w0,99(4, 2) =

= 1− 4F0,99(8, 4)

2 + 4F0,99(8, 4)
=

2

2 + 4 · 14, 799
= 0, 033.

4.5 Rozděleńı v́ıcerozměrných pořádkových

statistik.

Uvažujme nyńı dvourozměrnou statistiku (X(i1), X(i2))
′, 1 ≤ i1 < i2 ≤ n.

Sdružená distribučńı funkce F(i1,i2)(x, y) = P (X(i1) ≤ x, X(i2) ≤ y) statistik
X(i1) a X(i2) je rovna pravděpodobnosti, že aspoň i1 z n náhodných veličin
X1, . . . , Xn nabude hodnoty menš́ı nebo rovné x a zároveň aspoň i2 z těchto
n náhodných veličin nabude hodnoty menš́ı nebo rovné y. Pro x < y je tato
pravděpodobnost rovna součtu pravděpodobnost́ı, že právě t1 veličin nabude
hodnoty z intervalu (−∞, x〉, právě t2 veličin nabude hodnoty z intervalu
(x, y〉 a právě n − t1 − t2 veličin nabude hodnoty z intervalu (y,∞), pro
t1 = i1, . . . , n, t2 = T, . . . , n− t1, kde T = max(0, i2 − t1).
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Tud́ıž

F(i1,i2)(x, y) =

=
n∑

t1=i1

n−t1∑
t2=T

n!

t1!t2!(n− t1 − t2)!

(
F (x)

)t1(F (y)− F (x)
)t2(1− F (y)

)n−t1−t2 ,
−∞ < x < y <∞. (4.5.1)

Jednotlivé členy součtu (4.5.1) jsou pravděpodobnosti multinomického rozděleńı
(viz [24], odst. 17.1) pro k = 3.

Pro x ≥ y je

F(i1,i2)(x, y) = P (X(i2) ≤ y) = F(i2)(y). (4.5.2)

V př́ıpadě výběru ze spojitého rozděleńı je sdružená hustota pravděpodobnosti

f(i1,i2)(x, y) =
∂2F(i1,i2)(x, y)

∂x∂y
=

=
n!

(i1 − 1)!(i2 − i1 − 1)!(n− i2)!

(
F (x)

)i1−1
f(x)

(
F (y)− F (x)

)i2−i1−1×

f(y)
(
1− F (y)

)n−i2 , −∞ < x < y <∞, (4.5.3)

= 0, jinak,

pro všechna 1 ≤ i1 < i2 ≤ n.
Prvńı z výraz̊u (4.5.3) dostaneme výpočtem parciálńıch derivaćı výrazu

(4.5.1) a úpravou vzniklých součt̊u.
Je-li spojité rozděleńı symetrické podle bodu µ, vyplývá z (4.5.3) a (4.3.5),

že

f(n−i2+1,n−i1+1)(x, y) = f(i1,i2)(2µ− y, 2µ− x), −∞ < x < y <∞, (4.5.4)

pro všechna 1 ≤ i1 < i2 ≤ n.
Uvažujeme statistiku

Y =
n∑
i=1

aiX(i) + b, (4.5.5)

kde a1, . . . , an, b jsou známá reálná č́ısla. Pro stanoveńı středńı hodnoty a
rozptylu statistiky Y je zapotřeb́ı znát středńı hodnoty a rozptyly statistik
X(1), . . . , X(n) a jejich kovariance.
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V př́ıpadě výběru ze spojitého rozděleńı je kovariance

cov(X(i1), X(i2)) =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

(
x−E(X(i1))

)(
y−E(X(i2)

)
f(i1,i2)(x, y) dxdy =

=

∫ ∞
−∞

∫ infty

−∞
xyf(i1,i2)(x, y) dxdy − E(X(i1)E(X(i2)), i1, i2 = 1, . . . , n.

(4.5.6)

Je-li spojité rozděleńı symetrické, pak z (4.4.2) a (4.5.4) vyplývá, že

cov(X(n−i2+1), X(n−i1+1)) = cov(X(i1), X(i2)), 1 ≤ i1 < i2 ≤ n. (4.5.7)

Statistiky X(i), 1 ≤ i ≤ n a (X(i1), X(i2))
′, 1 ≤ i1 < i2 ≤ n, jsou speciálńı

př́ıpady k-rozměrné statistiky (X(i1), . . . , X(ik))
′, 1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ n, 1 ≤

k ≤ n. V př́ıpadě výběru ze spojitého rozděleńı hustota pravděpodobnosti
(viz [8], str. 9)

f(i1,...,ik)(x1, . . . , xk) =

=
n!

(i1 − 1)!(i2 − i1 − 1)! . . . (ik − ik−1 − 1)!(n− ik)!
(
F (x1)

)i1−1
f(x1)×(

F (x2)− F (x1)
)i2−1

f(x2) . . .
(
F (xk)− F (xk−1)

)ik−ik−1−1×

f(xk)
(
1− F (xk)

)n−ik , −∞ < x1 < x2 < . . . < xk <∞, (4.5.8)

= 0, jinak.

4.6 Rozděleńı výběrového rozpět́ı.

Z (4.5.3) pro i1 = 1 a i2 = n dostáváme hustotu pravděpodobnosti statistiky
(X(1),X(n)

)′

f(1,n)(x, y) = n(n− 1)f(x)
(
F (y)− F (x)

)n−2
f(y), −∞ < x < y <∞,

= 0, jinak. (4.6.1)

Statistika R = X(n)−X1 , nazývaná výběrové rozpět́ı, má distribučńı funkci

G(z) = P (X(n) ≤ X(1) + z) =

∫ ∞
−∞

(∫ x+z

−∞
f(1,n)(x, y) dy

)
dx, z > 0,

= 0, z ≤ 0.
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Většinou distribučńı funkci G(z) nelze jednoduše vyjádřit a je nutné ji
tabelovat. Hustota pravděpodobnosti g(z) statistiky R je rovna

g(z) =

∫ ∞
−∞

f(1,n)(x, x+ z)dx,

takže

g(z) = n(n− 1)

∫ ∞
−∞

(
F (x+ z)− F (x)

)n−2
f(x)f(x+ z) dx, z > 0,

= 0, z ≤ 0. (4.6.2)

Středńı hodnotu a rozptyl statistiky R můžeme určit ze vztah̊u

E(R) =

∫ ∞
0

zg(z) dz, var(R) =

∫ ∞
0

z2g(z) dz − E2(R),

kde g(z) je výraz (4.6.2), nebo ze vztah̊u

E(R) = E(X(n) − E(X(1)), (4.6.3)

var(R) = var(X(1)) + var(X(n))− 2cov(X(1), X(n)).

Pro symetrické rozděleńı je

E(R) = 2µ− 2E(X(1)) = 2E(X(n))− 2µ, (4.6.4)

var(R) = 2var(X(1))− 2cov(X(1), X(n)) = 2var(X(n))− 2cov(X(1), X(n)).

4.7 Př́ıklady.

4.7.1

Mějme náhodný výběr X = (X1, . . . , Xn)′ z rozděleńı N(µ, σ2). Pak i-tou
pořádkovou statistiku X(i) můžeme vyjádřit ve tvaru

X(i) = µ+ σU(i), i = 1, . . . , n,

kde Ui je i-tá pořádková statistika ve výběru U = (U1, . . . , Un)′ z rozděleńı
N(0, 1).
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Pro stanoveńı středńı hodnoty a rozptylu veličiny

Y =
n∑
i=1

aiXX(i)
+ b = σ

∑
i=n

aiU(i) + µ

n∑
i=1

ai + b

je zapotřeb́ı znát středńı hodnoty a rozptyly veličin U(1), . . . , U(n) a jejich ko-
variance. V [32] jsou tabelovány středńı hodnoty E(U(i)) a rozptyly var(U(i))
pro n = 2 (1) 20, i = 1, 2, . . . , n/2 sudé a i = 1, 2, . . . , (n − 1)/2 pro n liché;
pro ostatńı i se použije vztah̊u

E(U(i)) = −E(U(n−i+1)), var(U(i)) = var(U(n−i+1))

vyplývaj́ıćıch z (4.4.2) a (4.4.4). V [30] jsou tabelovány hodnoty E(U(i)) pro
n = 2 (1) 50.

Dále jsou v [32] tabelovány hodnoty cov(U(i1), U(i2)) pro n = 2 (1) 20, i1 =
1, 2, . . . , n/2 pro n sudé, i1 = 1, 2, . . . , (n − 1)/2 pro n liché, a pro i2 =
i1 + 1, . . . , n− i1 + 1. Pro ostatńı i1 a i2 se použije vztahu (4.5.7).

Uvažujme např. výběrový medián

X̃ =
1

2
(X(4) +X(5)) = µ+

1

2
(U(4) + U(5))

ve výběru rozsahu n = 8 z rozděleńı N(µ, σ2). Z tabulek v [32] zjist́ıme, že
rozptyl

var(X̃) =
1

4

(
2var(U(4)) + 2cov(U(4), U(5))

)
=

1

2
(0, 1872 + 0, 1492) = 0, 1682.

4.7.2

V př́ıpadě výběru z rozděleńı N(0, 1) má statistika W = U(n) − U(1) hustotu
pravděpodobnosti

g(w) =
n(n− 1)

2π

∫ ∞
−∞

(
Φ(u+ w)− Φ(u)

)n−2
e−

u2+(u+w)2

2 du, w > 0,

= 0, w ≤ 0, (4.7.1)

kde Φ(u) je distribučńı funkce rozděleńı N(0, 1) (viz [24], odst. 18.2).
Práce [18] obsahuje hodnoty distribučńı funkce P (W ≤ w) pro n =

2 (1) 20 a w = 0, 05 (0, 05) 7, 25. V [23] jsou tabelovány hodnoty E(W ) a
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var(W ) pro n = 2 (1) 20 a 100P% kvantily wP statistiky W pro n = 2 (1) 20
a hodnoty P v rozmeźı 0, 000 1 až 0, 999 9.

Je-li R = X(n) −X(1) výběrové rozpět́ı ve výběru z rozděleńı N(µ, σ2), je
R = σW , kde W má hustotu pravděpodobnosti (4.7.1). Pak

E(R) = σE(W ), var(R) = σ2var(W ), RP = σwP ,

kde RP znač́ı 100P% kvantil statistiky R.
Tak např. pro výběr rozsahu n = 8 z rozděleńı N(µ, 4) s libovolným µ je

E(R) = 2 · 2, 847 201 = 5, 694 402, var(R) = 4 · 0, 672 124 = 2, 688 496

a
R0,95 = 2 · 4, 286 309 = 8, 572 618.

4.7.3

Mějme náhodný výběr X = (X1, . . . , Xn)′ z rozděleńı E(A, δ) (viz [24],
odst. 20.1). V př́ıkladě 4.4 jsme nalezli hustotu pravděpodobnosti statistiky
X(i), 1 ≤ i ≤ n. Stanovme nyńı hustotu pravděpodobnosti statistiky

Zi = X(i) −X(i−1), 2 ≤ i ≤ n.

Vzhledem k (4.5.3) je

f(i−1,i(x, y) =

=
n!

(i− 2)!(n− i)!
1

δ2

(
1− e−

x−A
δ

)i−2

e−
x−A
δ e−(n−i+) y−A

δ ,

A < x < y <∞,

= 0, jinak.

Hustota pravděpodobnosti hi(z) statistiky Zi je pak rovna

hi(z) =

∫ ∞
A

f(i−1,i)(x, x+ z) dx, z > 0.

Po dosazeńı a substituci t = e−
x−A
δ dostaneme

hi(z) =
n− i+ 1

δ
e−(n−i+1) z

δ , z > 0, (4.7.2)

= 0, z ≤ 0,
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pro i = 2, . . . , n; polož́ıme-li X(0) = A, plat́ı (4.7.2) i pro i = 1 (viz př́ıkl.
4.4.1).

Uvažujme ještě náhodné veličiny

Yi =
2

δ
(n− i+ 1)(X(i) −X(i−1)), i = 1, . . . , n. (4.7.3)

Z (4.7.2) vyplývá, že pro každé i = 1, . . . , n má Yi hustotu

gi(y) =
1

2
e−

y
2 , y > 0,

= 0, y ≤ 0;

to je však hustota pravděpodobnosti rozděleńı χ2(2).

4.7.4

Ukažme, že náhodné veličiny (4.7.3) jsou vzájemně nezávislé. Z (4.5.8) vyplývá,
že sdružená hustota pravděpodobnosti uspořádaného výběru X∗ = (X(1), . . . ,
X(n))

′ je rovna

f(1,...,n)(x1, . . . , xn) = n!f(x1)f(x2) . . . f(xn), −∞ < x1 < . . . < xn <∞,
= 0, jinak. (4.7.4)

V př́ıpadě výběru z rozděleńı E(A, δ) je

f1,...,n)(x1, . . . , xn) =
n!
n
e−

1
δ

∑n
i=1(xi−A), −∞ < x1 < . . . < xn <∞,

= 0, jinak.

Protože plat́ı

1

δ

n∑
i=1

(xi − A) =

=
1

δ

(
n(x1 −A) + (n− 1)(x2 − x1) + . . .+ 2(xn−1 − xn−2) + (xn − xn−1)

)
=

=
1

2
(y1 + y2 + . . .+ yn)
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a protože jakobián

J =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
δ

2n
, − δ

2(n−1)
, 0, . . . , 0

0, δ
2(n−1)

, − δ
2(n−2)

, . . . , 0
...

...
...

. . .
...

0, 0, 0, . . . , δ
2·1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
δ2

2nn!
,

má vektor Y = (Y1, . . . , Yn)′ sdruženou hustotu pravděpodobnosti (viz [24],
vztah (13.8.4))

g(y1, . . . , yn) =
1

2n
exp

(
− 1

2

n∑
i=1

yi

)
=

n∏
i=1

gi(y), yi > 0, i = 1, . . . , n,

= 0, jinak.

tj. veličiny (4.7.3) jsou vzájemně nezávislé.

Odtud např. vyplývá, že statistiky X(i1) a X(i2)−X(i1) jsou nezávislé pro
všechna 1 ≤ i1 < i2 ≤ n.

4.8 Úlohy.

4.8.1

Uvažujte náhodný výběr X = (X1, . . . , Xn)′ z rozděleńı, které má hustotu
pravděpodobnosti f(x) = 1, 0 < x < 1, f(x) = 0, jinak. Stanovte hustoty
pravděpodobnosti, středńı hodnoty a rozptyly statistik X(i), 1 ≤ i ≤ n.[

f(i)(x) = 1
B(i,n−i+1)

xi−1(1− x)n−i, 0 < x < 1,

E(X(i) = i
n+1

, var(X(i)) = i(n−i+1)
(n+1)2(n+2)

, 1 ≤ i ≤ n.

]

4.8.2

Uvažujte 100P% kvantil statistiky X(n) ve výběru rozsahu n z rozděleńı
N(µ, σ2) a 100(1 − P )% kvantil statistiky X(1) v témže výběru. Jaký vztah
plat́ı mezi těmito dvěma kvantily? [

x(n),P = 2µ− x(1),1−P , 0 < P < 1.
]
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4.8.3

Pomoćı tabulek středńıch hodnot výběrového rozpět́ı W z rozděleńı N(0; 1)
(viz [23], tab 15 A) stanovte středńı hodnotu E(X(1)) pro výběr rozsahu 10 z
rozděleńı N(30; 4) a středńı hodnotu E(X(12) pro výběr rozsahu 12 z rozděleńı
N(−10; 2, 25). [

26, 922; −7, 556.
]

4.8.4

Uvažujte uspořádaný výběr X∗ = (X(1), . . . , X(n))
′ z rozděleńı E(A, δ). Jaké

rozděleńı má statistika

T =
2

δ

( q∑
i=p+1

(X(i) −X(p) + (n− q)(X(q) −X(p))
)
, 0 ≤ p < q ≤ n?

Čemu jsou rovny středńı hodnoty a rozptyl veličiny V = δT/2 ? (Využijte
veličin (4.7.3)!) [

χ2(2q − 2p), E(V ) = (q − p)δ, var(V ) = (q − p)δ2.
]

4.8.5

Stanovte středńı hodnotu statistiky U(2) ve výběru rozsahu 2 z rozděleńı
N(0, 1). (Využijte vztah̊u (4.6.2) a (4.6.4)!) [

π−
1
2 .
]
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Část II

Metody odhadu parametr̊u a
jejich funkćı
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Kapitola 5

Podstata úlohy odhadu: bodové
a intervalové odhady

5.1 Př́ıklad.

Obecnou úlohu odhadu parametr̊u v rozděleńı pravděpodobnosti osvětĺı nej-
lépe jednoduchý př́ıklad. V laboratoři se měř́ı doba života n výrobk̊u nového
typu (např. počet sepnut́ı, který vydrž́ı nový druh kontakt̊u pro relé, než
opáleńı jejich povrchu dosáhne určitého stupně, nebo počet otáček, které
snese valivé ložisko, dokud nedojde k vydrolováńı povrchu kuliček nebo vnitř-
ńıho povrchu pouzdra, apod.). Ćılem zkoušek je zjistit, jaký pod́ıl výrobk̊u
tohoto typu bude mı́t dobu života deľśı než dané č́ısloA (např. 800 000 sepnut́ı
u kontakt̊u relé, 107 otáček u ložiska apod.). Označme X1, . . . , Xn měřené
doby života. Je třeba naj́ıt funkci n proměnných T (x1, . . . , xn), která po
dosazeńı naměřených hodnot veličin X1, . . . , Xn bude

”
dobrým přibĺıžeńım“

k hledanému pod́ılu výrobk̊u s dobou života větš́ı než A.

Statistická podstata uvedené úlohy je tato: Doba života výrobku je náhod-
ná veličina X s distribučńı funkćı F (x), i při přesném dodržeńı postupu a
stejných provozńıch podmı́nkách (ty jsou při zkoušce v laboratoři zaručeny)
budou doby života jednotlivých vzork̊u r̊uzné. Tvar distribučńı funkce F (x)
záviśı na druhu výrobku a na mechanismu, který vyvolává opotřebeńı (třeńı,
tepelné namáháńı atd.). V našem př́ıkladě lze očekávat, že distribučńı funkce
F (x) bude mı́t tvar

F (x) = 1− e−
(
x
δ

)c
, x > 0,

51
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tj. že X má Weibullovo rozděleńı. Distribučńı funkce F (x) zde záviśı na
č́ıslech δ a c, tzv. parametrech rozděleńı. Tyto parametry jsou zase dány
zp̊usobem zpracováńı (technologíı), podmı́nkami provozu atd. Z velkého počtu
výrobk̊u daného typu při dané technologii pod́ıl těch, jejichž doba života
překroč́ı dané kladné č́ıslo A, bude přibližně roven

P (X > A) = 1− F (A) = e−
(
A
δ

)c
.

To znamená, že hledaná funkce je funkćı dvou parametr̊u δ a c závislých na
konkrétńıch podmı́nkách (materiál, technologie, zp̊usob už́ıváńı).

Měřené doby života X1, . . . , Xn tedy jsou v daném př́ıkladě náhodným
výběrem z rozděleńı s distribučńı funkćı

F (x; δ, c) = 1− e−
(
x
δ

)c
, x > 0;

zápisem F (x; δ, c) jsme vyjádřili skutečnost, že distribučńı funkce F (x) záviśı
na dvou parametrech δ a c. Hledá se statistika T (X1, . . . , Xn), která by

”
dobře

aproximovala“ skutečnou hodnotu

τ(δ, c) = e−
(
A
δ

)c
.

Jakožto statistika – tj. funkce náhodného výběru – je T = T (X1, . . . , Xn)
náhodná veličina, která má také své rozděleńı pravděpodobnosti; bylo by
žádoućı zvolit funkci T (X1, . . . , Xn) tak, aby s co největš́ı pravděpodobnost́ı
nabývala hodnot bĺızkých skutečné hodnotě τ(δ, c). Protože uznáváme, že
T = T (X1, . . . , Xn) je náhodná veličina a může nabývat s r̊uznými pravděpo-
dobnostmi hodnot bĺızkých správné hodnotě τ = τ(δ, c), nazýváme T =
T (X1, . . . , Xn) odhadem parametrické funkce τ(δ, c).

Při d̊ukladněǰśım rozboru měřených hodnotX1, . . . , Xn se muśıme věnovat
ještě otázce ohodnoceńı chyb, kterých se můžeme dopustit, když nahrad́ıme
skutečnou hodnotu τ = τ(δ, c) hodnotou statistiky T (X1, . . . , Xn). Zpravidla
se tato otázka řeš́ı jedńım ze dvou následuj́ıćıch zp̊usob̊u:

– údaj hodnotě statistiky T se doprovod́ı údajem hodnoty některé cha-
rakteristiky variability statistiky T , např.

√
var(T );

– jako odhad τ se neuvede jediná hodnota T , nýbrž dvojice hodnot,
řekněme Td, Th, kde Td a Th jsou statistiky zvolené tak, aby pravděpo-
dobnost, že Td nabude hodnoty menš́ı než správná hodnota τ a zároveň
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Th nabude hodnoty větš́ı než správná hodnota τ , byla alespoň přibližně
rovna zvolenému č́ıslu bĺızkému 1, tj. aby

P (Td < τ < Th)
.
= 1− α.

kde 1− α je zvolené č́ıslo, např. 0, 95 nebo 0, 99.

Druhý z obou uvedených postup̊u lze také vyjádřit takto: Td a Th jsou sta-
tistiky zvolené tak, aby interval s náhodnými krajńımi body (Td, Th) pokryl
správnou hodnotu τ s předem danou pravděpodobnost́ı.

5.2 Obecná formulace úlohy odhadu.

Shrnut́ım úvah z předchoźıho odstavce dospějeme k následuj́ıćı formulaci
úlohy odhadu. Necht’ X = (x1, . . . , Xn)′ je náhodný výběr z rozděleńı s dis-
tribučńı funkćı F (x; θ1, . . . , θk) závislou na k-rozměrném vektoru parametr̊u
θθθ = (θ1, . . . , θk)

′. Skutečné hodnoty složek θi vektoru θθθ jsou neznámy, je jen
známo, že θθθ je prvkem nějaké dané množiny Ω, kterou nazýváme parame-
trickým prostorem. Necht’ na Ω je dána reálná funkce τ(θθθ). Řešeńı úlohy
odhadu funkce τ(θθθ) spoč́ıvá v konstrukci funkce T (x) na množině všech
možných x takové, že rozděleńı statistiky T = T (X) se vyznačuje co nejvyšš́ım
stupněm koncentrace okolo správné hodnoty τ(θθθ), a to pokud možno při všech
hodnotách θθθ. Takovou statistiku T (X) nazýváme bodovým odhadem funkce
τ(θθθ).

Požadavek co největš́ıho soustředěńı rozděleńı statistiky T (X) kolem sku-
tečné hodnoty τ(θθθ) se nejčastěji vyjadřuje pomoćı středńı hodnoty E

(
T (X)

)
a rozptylu var

(
T (X)

)
odhadu T (X).

5.2.1 Nestranný odhad.

Jestliže plat́ı
E
(
T (X)

)
= τ(θθθ) pro všechna θθθ ∈ Ω, (5.2.1)

nazýváme T (X) nestranným (též nevychýleným) odhadem funkce τ(θθθ).

5.2.2 Nejlepš́ı nestranný odhad.

Jestliže T (X) je nestranný odhad funkce τ(θθθ) a nav́ıc při všech θθθ ∈ Ω plat́ı
pro jakýkoliv jiný nestranný odhad T ∗(X) funkce τ(θθθ) nerovnost

var
(
T (X)

)
≤ var

(
T∗(X)

)
, (5.2.2)
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nazývá se T (X) nejlepš́ı nestranný odhad funkce τ(θθθ).

5.2.3 Vychýleńı odhadu.

Rozd́ıl

B(θθθ) = E
(
T (X)

)
− τ(θθθ) (5.2.3)

se nazývá vychýleńı (nebo jednostrannost) odhadu T (X).

Nejlepš́ı nestranný odhad je většinou přijatelným řešeńım úlohy odhadu.
Pro některé funkce τ(θθθ) však v̊ubec žádný nestranný odhad neexistuje –
př́ıklady takových situaćı uvid́ıme v čl. 6 – nebo je jeho konstrukce natolik
obt́ıžná, že se pro daný účel nevyplat́ı. V takových př́ıpadech je třeba posuzo-
vat odhady přicházej́ıćı pro danou funkci τ(θθθ) v úvahu podle r̊uzných kritéríı

”
ad hoc“, např. volit ten, který má pro hodnoty θθθ nejčastěji se vyskytuj́ıćı

přijatelné malé vychýleńı a malý rozptyl apod. Někdy se odhady posuzuj́ı
také podle tzv. středńı kvadratické chyby.

5.2.4 Středńı kvadratická chyba.

Středńı kvadratickou chybou odhadu T (X) rozumı́me středńı hodnotu čtverce
odchylky odhadu od skutečné hodnoty odhadované funkce

K(θθθ) = E
((
T (X)− τ(θθθ)

)2)
= B2(θθθ) + var

(
T(X)

)
, (5.2.4)

nebot’

K(θθθ) = E
((
T (X)− E

(
T(X)

)
+ B(θθθ)

)2)
=

= var
(
T (X)

)
+ B2(θθθ) + 2B(θθθ)E

(
T(X)− E

(
T(X)

))
a středńı hodnota v posledńım výrazu je nulová.

Jindy voĺıme odhad, který má aspoň př́ıznivé asymptotické vlastnosti,
tj. který má dobré vlastnosti při velkých rozsaźıch výběru n. Zcela logickým
požadavkem, který by měl dobrý odhad splňovat, je požadavek, aby se bĺıžil
skutečné hodnotě odhadované funkce t́ım těsněji, č́ım větš́ı je počet pozo-
rováńı. Tento požadavek je formalizován v následuj́ıćı definici.
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5.2.5 Konzistentńı odhad.

Odhad T (X) funkce τ(θθθ) se nazývá konzistentńı, jestliže plat́ı

lim
n→∞

P (|T (X)− τ(θθθ)| < ε) = 1 (5.2.5)

pro libovolné ε > 0 a pro všechna θθθ ∈ Ω, tj. jestliže odhad s rostoućım
počtem pozorováńı konverguje podle pravděpodobnosti (viz [24], odst. 25.2)
ke správné hodnotě odhadované funkce τ(θθθ).

Pro některé funkce τ(θθθ) parametru (θθθ nelze použ́ıt nestranného odhadu
[nestranný odhad T (X) třeba v̊ubec neexistuje nebo sice existuje, ale je př́ılǐs
náročný na numerické výpočty]. Často však v takových př́ıpadech lze naj́ıt
vychýlený odhad, jehož vychýleńı B(θθθ) klesá při rostoućım počtu pozorováńı
n poměrně rychle k nule.

5.2.6 Asymptoticky nestranný odhad.

Odhad T (X) je asymptoticky nestranný, jestliže

lim
n→∞

B(θθθ) = lim
n→∞

(
E
(
T (X)

)
− τ(θθθ)

)
= 0. (5.2.6)

Uvažujme odhad T (X), který splňuje podmı́nku (5.2.6) a dále podmı́nku

lim
n→∞

var
(
T (X)

)
= 0. (5.2.7)

Vzhledem k platnosti (5.2.6) existuje pro každé ε > 0 přirozené č́ıslo nε
takové, že pro n > nε je − ε

2
< B(θθθ) < ε

2
. Tud́ıž pro n > nε plat́ı

P
(
−ε < T (X)−τ(θθθ) < ε

)
= P

(
−ε−B(θθθ < T (X)−E

(
T (X)

)
< ε−B(θθθ)

)
≥

≥ P
(
− ε

2
< T (X)− E

(
T (X)

)
<
ε

2

)
≥ 1−

4 var
(
T (X)

)
ε2

;

posledńı vztah vyplývá z Čebyševovy nerovnosti (viz [24], odst. 25.4). Je tedy

lim
n→∞

P
(∣∣T (X− τ(θθθ))

∣∣ < ε
)
≥ lim

n→∞

(
1−

4 var
(
T (X)

)
ε2

)
= 1,

takže plat́ı (5.2.5).
Jestliže tedy T (X) je asymptotický nestranný odhad parametrické funkce

τ(θθθ) a plat́ı vztah (5.2.7), je T (X) konzistentńı odhad τ(θθθ).
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5.3 Př́ıklady.

5.3.1

Mějme náhodný výběr X = (X1, . . . , Xn)′ z rozděleńı, které má konečný
čtvrtý centrálńı moment µ4. Uvažujme odhady

T1 =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi −X)2 = S2, T2 =
1

n

n∑
i=1

(Xi −X)2 = M2 =
n− 1

n
S2

rozptylu σ2 tohoto rozděleńı.

Statistika T1 je nestranný odhad σ2 a pro jej́ı rozptyl var(T1) = var(S2)
plat́ı vzhledem k (2.2.5)

lim
n→∞

var(T1) = 0.

Tud́ıž T1 je konzistentńı odhad σ2.

Statistika T2 je asymptotický nestranný odhad σ2 a pro jeho rozptyl
var(T2) plat́ı

lim
n→∞

var(T2) = lim
n→∞

var(T1) = 0,

takže i T2 je konzistentńı odhad σ2.

5.3.2

Mějme náhodný výběr X = (X1, . . . , Xn)′ z rozděleńı, které má konečný 2r-tý
moment µ′2r. Statistika

T =
1

n

n∑
i=1

Xr
i = M ′

r

je nestranný odhad µ′r a pro jej́ı rozptyl plat́ı vzhledem k (2.2.9)

lim
n→∞

var(T ) = 0.

Je tedy M ′
r konzistentńım odhadem µ′r.

Z Chinčinovy věty (viz [24], odst. 25.6) vyplývá, že M ′
r konverguje podle

pravděpodobnosti k µ′r (tj. M ′
r je konzistentńı odhad µ′r), je-li µ′r konečné,

bez ohledu na to, zda µ′2r je či neńı konečné.
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5.4 Úlohy.

5.4.1

V př́ıkladě 5.3.1 nalezněte středńı kvadratické chyby odhadu T1 a T2 pro
př́ıpad, že náhodný výběr X pocháźı z rozděleńı N(µ, σ2). Dále uvažujte
odhad

T3 = c
n∑

ı=1

(Xi −X)2

a stanovte č́ıslo c tak, aby středńı kvadratická chyba odhadu T3 byla mi-
nimálńı.[

K1(σ2) = var(S2) = 2σ4

n−1
, K2(σ2) = (2n−1)σ4

n2 < K1(σ2), c = 1
n+1

.
]

5.4.2

V uspořádaném výběru X∗ = (X(1), . . . , X(8) z rozděleńı N(µ, σ2) uvažujte
odhad

T = cR = c(X(8) −X(1)).

Z tabulek [23] (tab. 15A) nalezněte c tak, aby T byl nestranný odhad
směrodatné odchylky σ, a určete rozptyl tohoto odhadu.[

T = 0, 351 222R; var(T ) = 0, 082 911σ2.
]

5.4.3

Necht’ X∗ = (X(1), . . . , X(n))
′ je uspořádaný výběr z rozděleńı, které má hus-

totu pravděpodobnosti f(x) = 1/θ, 0 < x < θ, f(x) = 0 jinak, kde θ > 0 je
neznámý parametr. Uvažujte statistiky

Ti = ciX(i), i = 1, . . . , n.

Stanovte č́ısla ci tak, aby Ti byly nestranné odhady parametru θ. Které
Ti má pak nejmenš́ı rozptyl? (Využijte výsledk̊u úlohy 4.8.1, kde se uvažuje
θ = 1.) [

ci = n+1
i
, i = 1, . . . , n; var(Tn) = θ2

n(n+2)
.
]
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Kapitola 6

Metody konstrukce bodových
odhad̊u

6.1 Exponenciálńı tř́ıda rozděleńı

pravděpodobnosti.

Nejlepš́ı nestranné odhady – pokud v̊ubec pro danou parametrickou funkci
nějaký nestranný odhad existuje – lze nejlépe konstruovat, když pozorovaná
veličina X má rozděleńı patř́ıćı do určité speciálńı tř́ıdy, totiž do tzv. expo-
nenciálńı tř́ıdy rozděleńı.

Ř́ıkáme, že veličina X má rozděleńı z exponenciálńı tř́ıdy (nebo rozděleńı
exponenciálńıho typu), jestliže jej́ı hustota pravděpodobnosti f(x) (př́ıpadně
pravděpodobnostńı funkce p(x) = P (X = x), jde-li o rozděleńı diskrétńıho
typu) má tvar

f(x;θθθ) = exp
( k∑
j=1

Qj(θθθ)Uj(x) +R(θθθ) + V (x)
)

(6.1.1)

a splňuje podmı́nky {
x
∣∣ f(x;θθθ) > 0

}
nezáviśı na θθθ; (6.1.2)

parametrický prostor Ω obsahuje k-rozměrný interval, tj.

body θθθ, pro které f(x;θθθ) je hustotou pravděpodobnosti (6.1.3)

(pravděpodobnostńı funkćı), nelež́ı v žádné nadploše

g(θθθ) = 0.

59
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Většina rozděleńı užitečných pro aplikace patř́ı do exponenciálńı tř́ıdy.

6.2 Př́ıklady.

6.2.1

Poissonovo rozděleńı patř́ı do exponenciálńı tř́ıdy, nebot’ jeho pravděpodob-
nostńı funkci (zde mı́sto θ označ́ıme parametr rozděleńı symbolem λ, jak jsme
to činili v [24])

p(x;λ) = P (X = x) =
λx

x!
e−λ, x = 0, 1, . . . ,

lze zapsat ve tvaru

p(x;λ) = exp(x lnλ− λ− lnx!),

tj. ve tvaru (6.1.1), kde k = 1, Q1(λ) = λ, U1(x) = x; {x|p(x;λ) > 0} =
{0, 1, . . .}, tedy nezáviśı na λ a Ω = (0,∞), tedy Ω obsahuje jednorozměrný
interval.

6.2.2

Logaritmicko-normálńı rozděleńı patř́ı do exponenciálńı tř́ıdy, nebot’ jeho hus-
totu

f(x;µ, σ2) =
1

σx
√

2π
e−

1
2σ2

(lnx−µ)2 , x > 0,

lze zapsat ve tvaru

f(x;µ, σ2) = exp
(
− 1

2σ2
(lnx)2 +

µ

σ2
lnx− µ2

2σ2
− 1

2
lnσ2 − lnx− ln

√
2π
)
,

tj. ve tvaru (6.1.1) s

k = 2, θθθ = (µ, σ2), Q1(θθθ) = − 1

2σ2
, Q2(θθθ) =

µ

σ2
, U1 = (lnx)2, U2 = lnx,

R(θθθ) = −1

2

(
µ2

σ2
+ lnσ2

)
− ln
√

2π, V (x) = − lnx.

Parametrický prostor Ω = {(µ, σ2)|−∞ < µ <∞, σ2 > 0} je polorovina,
množina {x|f(x;µ, σ2) > 0} = (0,∞), tedy nezáviśı na (µ, σ2).
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6.2.3

Rovnoměrné rozděleńı na intervalu (0, θ) nepatř́ı do exponenciálńı tř́ıdy, jeho
hustota totiž je

f(x; θ) =
1

θ
, 0 < x < θ,

takže množina {x|f(x; θ) > 0} záviśı na θ, a nesplňuje tedy podmı́nku (6.1.2).

6.2.4

Cauchyovo rozděleńı nepatř́ı do exponenciálńı tř́ıdy, nebot’ jeho hustota

f(x; θ) =
1

π

(
1 + (x− θ)2

)−1

= exp
(
− ln π − ln

(
1 + (x− θ)2

))
nemá tvar (6.1.1).

6.3 Postačuj́ıćı statistiky.

Je-li X = (X1, . . . , Xn)′ náhodný výběr z rozděleńı exponenciálńıho typu
(exponenciálńı tř́ıdy), pak sdružená hustota náhodného vektoru X je

f(x;θθθ) = exp
( k∑
j=1

Qj(θθθ)
n∑
i=1

Uj(xi) + nR(θθθ) +
n∑
i=1

V (xi)
)

= (6.3.1)

= exp
( k∑
j=1

Qj(θθθ)Sj(x) + nR(θθθ) + V (x)
)
,

kde

Sj(x) = Sj(x1, . . . , xn) =
n∑
i=1

Uj(xi), j = 1, . . . , k, V (x) =
n∑
i=1

V (xi).

(6.3.2)
Statistiky S1(X), . . . , Sk(X) dané výrazy (6.3.2) představuj́ı největš́ı mož-

nou redukci výsledk̊u pozorováńı, nejúčelněǰśı nahrazeńı všech n pozorováńı
menš́ım počtem údaj̊u. Ř́ıkáme jim proto minimálńı postačuj́ıćı statistiky.
Odhady s nejlepš́ımi vlastnostmi pro funkce τ(θ) parametr̊u rozděleńı expo-
nenciálńı tř́ıdy jsou vždy funkcemi statistik (6.3.2). Plyne to z následuj́ıćı
věty, kterou uvád́ıme bez d̊ukazu [27].



62 KAPITOLA 6. METODY KONSTRUKCE BODOVÝCH ODHADŮ

6.4 Věta.

Necht’ X je náhodný výběr z rozděleńı exponenciálńıho typu (6.1.1) a necht’

τ(θθθ) je daná funkce parametru θθθ. Jestlǐze existuje nestranný odhad T ∗(X) pro
funkci τ(θθθ), pak existuje funkce T (s1, . . . , sk) k proměnných taková, že

T = T (S1(X, . . . , Sk(X)) (6.4.1)

je také nestranný odhad τ(θθθ) a přitom

var(T ) ≤ var(T ∗). (6.4.2)

Funkce (6.4.1) je právě jedna.

Z uvedené věty plyne: Jestliže pro funkci τ(θθθ) parametru θθθ rozděleńı ex-
ponenciálńı tř́ıdy existuj́ı nestranné odhady, pak nejlepš́ı z nich je funkćı
statistik typu (6.3.2) a ten je urče jednoznačně.

6.5 Nalezeńı nejlepš́ıho nestranného odhadu.

Nalezeńı funkce T statistik S1(X), . . . , Sk(X) může být obt́ıžné; nepodař́ı-
li se takovou funkci

”
uhodnout“, osvědčuje se často tento postup: Naj́ıt

co nejjednodušš́ı nestranný odhad funkce τ(θθθ), řekněme T0(X), vypoč́ıtat
středńı hodnotu odhadu T0(X) podmı́něnou danými hodnotami statistik
S1(X = s1, . . . , Sk(X) = sk,

T (s) = E
(
T0(X |S1(X) = s1, . . . , Sk(X) = sk

)
,

kde s = (s1, . . . , sk), tj.

T (s) =
∑
x

T0(x)P
(
X = x |S1(X) = s1, . . . , Sk(X) = sk

)
(6.5.1)

v diskrétńım př́ıpadě a

T (s) =

∫ ∞
−∞

. . .

∫ ∞
−∞

T0(x)f
(
x|S1(X) = s1, . . . , Sk(X) = sk

)
dx1 . . . dxn

(6.5.2)
ve spojitém př́ıpadě. Postup bude ilustrován v následuj́ıćım odstavci na
př́ıkladech.
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6.6 Př́ıklady.

6.6.1

Budiž X = (X1, . . . , Xn)′ náhodný výběr z Poissonova rozděleńı s parame-
trem λ. To je rozděleńı z jednoparametrické exponenciálńı tř́ıdy (viz př́ıkl.
6.2.1); statistika S(X) je rovna

S(X) =
n∑
i=1

Xi.

Rozděleńı této statistiky S = S(X) je (viz [24], odst. 15.4) Poissonovo
s parametrem nλ, takže

P (S = s) =
(nλ)s

s!
e−nλ, s = 0, 1, . . . .

Pro libovolné přirozené č́ıslo k je

E
(
S(S − 1)(S − 2) . . . (S − k + 1)

)
=
∞∑
s=k

s(s− 1) . . . (s− k + 1)
(nλ)s

s!
e−nλ =

=
∞∑
s=k

(nλ)s

(s− k)!
e−nλ = (nλ)k

∞∑
t=0

(nλ)t

t!
e−nλ = (nλ)k.

Odtud plyne, že

Tk(X) =
1

nk

( n∑
i=1

Xi

)( n∑
i=1

Xi − 1
)
. . .
( n∑
i=1

Xi − k + 1
)

(6.6.1)

je nejlepš́ı nestranný odhad parametrické funkce τk(λ) = λk.

6.6.2

Za stejných podmı́nek jako v př́ıkl. 6.6.1 stanovme nejlepš́ı nestranný odhad
parametrické funkce τ(λ) = e−λ. Zde lze použ́ıt postupu naznačeného v odst.
6.5; využije se skutečnosti, že

τ(λ) = e−λ = P (X1 = 0),
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a polož́ı se

T0(x) = 1 pro x1 = 0,

= 0 pro x1 6= 0,

Pak je skutečně

E
(
T0(X)

)
= P (X1 = 0) = e−λ

a poč́ıtá se

E
(
T0(X)

∣∣S = s
)

= P
(
X1 = 0

∣∣ n∑
i=1

Xi = s
)

=
P (X1 = 0,

∑n
i=2 Xi = s)

P (
∑n

i=1Xi = s

=
e−λe−(n−1)λ[(n− 1)λ]s/s!

e−nλ(nλ)s/s!
=
(

1− 1

n

)s
.

Nejlepš́ı nestranný odhad τ(λ) = e−λ tedy je

T (X) =
(

1− 1

n

)∑n
i=1Xi

. (6.6.2)

Předpokládejme např., že při výrobě tabulového skla počet kaz̊u (bublin)
v tabuli je náhodná veličina s rozděleńım Po(λ). Podrobnou prohĺıdkou n =
25 tabuĺı byly zjǐstěny tyto počty bublin v jednotlivých tabuĺıch:

0, 0, 0, 1, 0, 5, 0, 0, 1, 0, 0, 2, 0, 0, 0, 0, 3, 0, 0, 1, 0, 0, 3, 0, 1,

tj. 17 tabuĺı bez kazu, 4 tabule s jedńım kazem, 1 tabule se dvěma, 2 tabule
se třemi a 1 s pěti kazy.

Statistika T =
∑25

i=1Xi zde nabývá hodnoty 17 = 0 · 17 + 1 · 4 + 2 ·
1 + 3 · 2 + 5 · 1. Statistika (6.6.1) pro k = 1, která je nejlepš́ı nestranný
odhad parametru (středńıho počtu kaz̊u v jedné tabuli) λ, nabývá hodnoty
17
25

= 0, 68 a statistika (6.6.2), která je nejlepš́ı nestranný odhad τ(λ) = e−λ

(tj. nejlepš́ı nestranný odhad pod́ılu tabuĺı ve výrobě nemaj́ıćıch žádný kaz),
nabývá hodnoty (

1− 1

25

)17
= 0, 499 6.
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6.6.3

Necht’ X = (X1, . . . , Xn)′ je náhodný výběr z alternativńıho rozděleńı

p(x; π) = πx(1− π)1−x, x = 0, 1.

Toto rozděleńı má tvar (6.1.1), polož́ı-li se k = 1, Q1(π) = ln
(

π
1−π

)
, R(π) =

ln(1 − π), V (x) = 0, U(x) = x. Statistikou, na které lze založit nestranné
odhady všech funkćı τ(π) parametru π, je tedy

S(X) =
n∑
i=1

Xi.

Statistika S = S(X) má binomické rozděleńı Bi(n, π), takže

P (S = s) =

(
n

s

)
πs(1− π)n−s, s = 0, 1, . . . , n.

Hledejme nejlepš́ı nestranné odhady funkćı

τ1(π) = π = E(Xi), τ2(π) = π(1− π)
1

n
= var

( 1

n

n∑
i=1

Xi

)
,

τ3(π) = πn = P (Xi = 1, i = 1, . . . , n), τ4(π) = πm, kde m > n.

(1) Jak je známo ([24], odst. 14.4), E(S) = nπ; tedy

S

n
=

1

n

n∑
i=1

Xi (6.6.3)

je nejlepš́ı nestranný odhad τ1(π) = π.

(2) Ke konstrukci nejlepš́ıho nestranného odhadu funkce τ2(π) použijeme
postupu z odst. 6.5. Součin π(1 − π) je totiž roven pravděpodobnosti, že
dvě nezávislé náhodné veličiny X1, X2 s alternativńım rozděleńım nabudou
hodnot X1 = 1, X2 = 0. Polož́ıme tedy

T0(x) = 1 pro x1 = 1, x2 = 0,

= 0 ve všech ostatńıch př́ıpadech,
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a vypočteme

E
(
T0(X)

n∑
i=1

Xi = s
)

= P
(
T0(X) = 1

∣∣ n∑
i=1

Xi = s
)

=

= P
(
X1 = 1, X2 = 0

∣∣ n∑
i=3

Xi = s− 1
)

=

=
π(1− π)

(
n−2
s−1

)
πs−1(1− π)n−s−1(

n
s

)
πs(1− π)n−s

=

(
n−2
s−1

)(
n
s

) =
s(n− s)
n(n− 1)

.

Nejlepš́ım nestranným odhadem funkce τ2(π) = var
(∑n

i=1 Xi/n
)

tedy je

T2(X) =
1

n

(∑n
i=1Xi

)(
n−

∑n
i=1Xi

)
n(n− 1)

; (6.6.4)

nicméně v praxi se často použ́ıvá mı́rně jednostranného, ale asymptoticky
nestranného odhadu

1

n

∑n
i=1 Xi

n

(
1−

∑n
i=1Xi

n

)

(3) Funkce τ3(π) = πn je vlastně rovna pravděpodobnosti, že n vzájemně
nezávislých náhodných veličin X1, . . . , Xn s alternativńım rozděleńım nabude
hodnoty 1.

Aplikaćı postupu odst. 6.5 s T0(x) = 1 pro x1 = . . . = xn = 1, T0(x) = 0
ve všech ostatńıch př́ıpadech dostaneme jako nejlepš́ı nestranný odhad

T3(s) = E
(
T0(X)

∣∣S = s
)

= P
(
X1 = . . . = Xn = 1

∣∣ n∑
i=1

Xi = s) = 1, s = n, (6.6.5)

= 0, s 6= n;

tzn. že bychom odhadli πn jako 0 při
∑n

i=1Xi 6= n a jako 1 při
∑n

i=1 Xi =
n. To by sice byl nestranný odhad s minimálńım rozptylem, avšak zřejmě
prakticky nepřijatelný.

Máme zde př́ıklad situace, kdy nestranný odhad existuje, ale je absurdńı,
a kdy je lépe upustit od požadavku nestrannosti.
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(4) Pro funkci τ4(π) = πm při m > n nestranný odhad dokonce v̊ubec
neexistuje. Kdyby totiž existoval, musela by - podle věty odst. 6.4 - existovat
funkce h(s) taková, že

E
(
h(S)

)
=

n∑
s=0

h(s)

(
n

s

)
πs(1− π)n−s = πm pro všechna π;

to však neńı možné, protože E
(
h(S)

)
je polynom stupně nejvýše n.

6.6.4

Necht’ X = (X1, . . . , Xn)′ je náhodný výběr z normálńıho rozděleńı s neznámou
středńı hodnotou µ a neznámým rozptylem σ2. Hustota tohoto rozděleńı je

f(x;µ, σ2) =
1

σ
√

2π
e−

(x−µ)2

2σ2 =

= exp
(
− x2

2σ2
+

µ

σ2
x− µ2

2σ2
− 1

2
lnσ2 − 1

2
ln(2π)

)
;

má tedy tvar (6.1.1) s U1(x) = x2, U2(x) = x. Statistikou pro odhad všech
funkćı parametru θθθ = (µ, σ2) tedy je dvojice

(S1, S2)′ =
( n∑
i=1

X2
i ,

n∑
i=1

Xi

)′
.

Jelikož

E
( n∑
i=1

Xi

)
= nµ, E

( n∑
i=1

X2
i −

1

n
(
n∑
i=1

Xi)
2
)

= σ2(n− 1),

jsou nejlepš́ı nestranné odhady funkćı τ1(µ, σ2) = µ a τ2(µ, σ2) = σ2, tj.
středńı hodnoty a rozptylu, rovny

T1(X) =
1

n

n∑
i=1

Xi = X, T2(X) =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi −X)2 = S2. (6.6.6)
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6.7 Metoda maximálńı věrohodnosti.

V př́ıkladech předcházej́ıćıho odstavce jsme viděli, že pro některé funkce para-
metr̊u neexistuj́ı nestranné odhady, pro jiné existuj́ı, ale jsou zcela absurdńı,
a konečně, že existuj́ı rozděleńı, která nepatř́ı do exponenciálńı tř́ıdy, pro kte-
rou dovedeme nejlepš́ı nestranné odhady aspoň někdy sestrojit. V takových
situaćıch dává často dobré výsledky tzv. metoda maximálńı věrohodnosti.

Budiž X = (X1, . . . , Xn)′ náhodný výběr z rozděleńı diskrétńıho typu
s pravděpodobnostńı funkćı p(x;θ)θ)θ) nebo z rozděleńı spojitého typu s husto-
tou pravděpodobnosti f(x;θθθ), kde θθθ = (θ1, . . . , θk)

′ je vektor neznámých para-
metr̊u. Představme si, že byl pozorován výběr X = x. Sdružená pravděpodob-
nostńı funkce (př́ıp. hustota pravděpodobnosti) náhodného výběru X v bodě
x je

p(x;θθθ) =
n∏
i=1

p(xi, θθθ), př́ıp. f(X;θθθ) =
n∏
i=1

f(xi, θθθ),

nebot’ jednotlivá pozorováńı v náhodném výběru jsou vzájemně nezávislé
náhodné veličiny. Vezměme dva r̊uzné body θ v parametrickém prostoru Ω,
řekněme θθθ′ a θθθ′′. Je-li p(x;θθθ′) o mnoho menš́ı než p(x;θθθ′′) (př́ıp. f(x;θθθ′) o mno-
ho menš́ı než f(x;θθθ′′)), znamená to, že daný výsledek pozorováńı X = x (tj.
daný výběr) má při θθθ = θθθ′ o mnoho menš́ı pravděpodobnost než při θθθ = θθθ′′

(př́ıp. výsledky z okoĺı daného bodu x maj́ı při θθθ = θθθ′ menš́ı pravděpodobnost
než při θθθ = θθθ′′), a jsme tedy nakloněni považovat za správnou hodnotu para-
metru θθθ sṕı̌se θθθ′′ než θθθ′. V souladu s touto úvahou voĺıme za odhad parametru
θθθ ten vektor θ̂̂θ̂θ = (θ̂1, . . . , θ̂k)

′ při kterém nabývá sdružená pravděpodobnostńı
funkce p(x, θθθ) [př́ıp. sdružená hustota pravděpodobnosti f(x;θθθ)] maximálńı
hodnoty pro daný výběr X = x.

6.8 Funkce věrohodnosti.

Sdruženou pravděpodobnostńı funkci (př́ıp. sdruženou hustotu pravděpodob-
nosti) náhodného výběru X, uvažovanou při daném X = x jako funkci para-
metru θθθ, nazýváme funkćı věrohodnosti.

Funkci věrohodnosti znač́ıme L(θθθ); je tedy

L(θθθ) =
n∏
i=1

f(xi;θθθ), př́ıp. L(θθθ) =
n∏
i=1

p(xi;θθθ). (6.8.1)
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6.9 Maximálně věrohodný odhad.

Vektor statistik θ̂θθ = (θ̂1(X, . . . , θ̂k(X))′ definovaný výrazem

L(θ̂θθ) ≥ L(θθθ), θθθ ∈ Ω, (6.9.1)

nazýváme maximálně věrohodným odhadem vektoru parametr̊u θθθ.

Zpravidla je výhodné mı́sto vlastńı funkce věrohodnosti L(θθθ) maximalizo-
vat jej́ı logaritmus lnL(θθθ). Jestliže pravděpodobnostńı funkce (př́ıp. hustota
pravděpodobnosti) rozděleńı, ze kterého výběr pocháźı, splňuje při každém

x podmı́nky pro výpočet bodu θ̂θθ pomoćı standardńıch metod matematické
analýzy (množina {x

∣∣ p(x;θθθ) > 0 }, resp. {x
∣∣ f(x;θθθ) > 0} nezávislá na θθθ,

existence parciálńıch derivaćı p(x;θθθ), resp. f(x;θθθ) podle všech složek vek-
toru θθθ při každém x), stanov́ı se maximálně věrohodné odhady parametr̊u
θj, j = 1, . . . , k, řešeńım soustavy rovnic

∂ lnL(θθθ

∂θj

∣∣∣∣∣
θθθ=θθθ(x)

= 0, j = 1, . . . , k. (6.9.2)

Rovnice (6.9.2) se nazývaj́ı věrohodnostńı rovnice. Má-li se odhadnout
funkce τ(θθθ) vektoru parametr̊u θθθ, bere se při užit́ı metody maximálńı věro-
hodnosti za jej́ı odhad

τ̂ = τ(θ̂1, . . . , θ̂k). (6.9.3)

6.10 Př́ıklady.

6.10.1

Necht’ X = (X1, . . . , Xn)′ je náhodný výběr z Rayleighova rozděleńı (viz [24],
odst. 22.6)

f(x, σ2) =
x

σ2
e−

x2

2σ2 , x > 0,

kde σ2 je neznámý parametr. Funkce věrohodnosti je

L(σ2) = σ−2n

n∏
i=1

xi exp
(
− 1

2σ2

n∑
i=1

x2
i

)
.
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Věrohodnostńı rovnice je

d lnL(σ2)

dσ2
= −2n

σ2
+

1

2σ4

n∑
i=1

x2
i = 0

a maximálně věrohodné odhady parametru σ2 a parametrické funkce σ jsou

σ̂2 =
1

n

n∑
i=1

X2
i , σ̂ =

( 1

n

n∑
i=1

X2
i

) 1
2
.

6.10.2

Necht’ X = (X1, . . . , Xn)′ je náhodný výběr z rozděleńı gama s hustotou

f(x;m, δ) =
xm−1

δmΓ(m)
e−

x
δ , x > 0,

kde m a δ jsou neznámé parametry. Věrohodnostńı rovnice jsou∑n
i=1 xi

δ̂2
− nm̂

δ̂
= 0,

n∑
i=1

lnxi − n ln δ̂ − nd ln Γ(m)

dm

∣∣∣∣∣
m=m̂

= 0.

Jednoduchou úpravou dostaneme

∑n
i=1 lnxi
n

− ln

(∑n
i=1 xi
n

)
= − ln m̂+

d ln Γ(m)

dm

∣∣∣∣∣
m=m̂

δ̂ =

∑n
i=1 xi
nm̂

.

Prvńı rovnici je ovšem nutno řešit numericky; př́ıklad ukazuje, že ma-
ximálně věrohodný odhad nemá vždy explicitńı vyjádřeńı, nýbrž že je někdy
dán soustavou rovnic, které vyžaduj́ı numerické řešeńı.
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6.10.3

Necht’ X = (X1, . . . , Xn)′ je náhodný výběr negativńıho binomického rozděleńı
(viz [24], odst. 14.8)

p(x;m,π) =
Γ(m+ x)

Γ(m)x!
πm(1− π)x, x = 0, 1, . . . ,

kde m > 0 a π ∈ (0, 1) jsou neznámé parametry.

Po úpravách lze zapsat věrohodnostńı rovnice ve tvaru

1

n

n∑
i=1

Ψ(m̂+ xi) = Ψ(m̂) + ln
(

1 +
1

nm̂

n∑
i=1

xi

)
,

π̂ =
(

1 +
1

nm̂

n∑
i=1

xi

)−1

,

kde

Ψ(t) =
d ln Γ(t)

dt
.

Z prvńı rovnice se vypočte postupnými aproximacemi m̂ a π̂ je pak už
jednoduchou funkćı

∑n
i=1 xi a m̂; rovnice pro určeńı m̂ je zde však ještě

o mnoho obt́ıžněji řešitelná než rovnice pro m̂ v př́ıkl. 6.10.2.

6.11 Vlastnosti maximálně věrohodných od-

had̊u.

Maximálně věrohodné odhady maj́ı dvě d̊uležité vlastnosti, pro které se jich
použ́ıvá tak často, přestože jejich výpočet je numericky náročný. Prvńı z těch-
to vlastnost́ı se týká výběr̊u jakéhokoliv rozsahu n a zńı:

6.11.1 Věta

Jestlǐze rozděleńı pozorované veličiny X patř́ı do exponenciálńı tř́ıdy (6.1.1),pak
maximálně věrohodné odhady θ̂, . . . , θ̂k parametr̊u θ1, . . . , θk jsou funkcemi
minimálńıch postačuj́ıćıch statistik (6.3.2).
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D ů k a z. Má-li X hustotu (pravděpodobnostńı funkci) tvaru (6.1.1), pak
sdružená hustota náhodného výběru X = (X1, . . . , Xn)′ je typu (6.3.1), loga-
ritmus funkce věrohodnosti má pak tvar

lnL(θθθ) =
k∑
l=1

Ql(θθθ)Sl(x) + nR(θθθ) + V (x), (6.11.1)

věrohodnostńı rovnice jsou

k∑
l=1

Sl(x)
∂Ql(θθθ)

∂θj

∣∣∣∣∣
θθθ=θ̂θθ

= 0, j = 1, . . . , k, (6.11.2)

a jejich řešeńı záviśı na x jen prostřednictv́ım hodnot S1(x), . . . , Sk(x) mi-
nimálńıch postačuj́ıćıch statistik.

Z věty odst. 6.4 a věty odst. 6.10.1 pak př́ımo plyne d̊uležitý d̊usledek.

6.11.2

Jestlǐze pozorovaná náhodná veličina X má rozděleńı z exponenciálńı třidy
(6.1.1) a jestlǐze pro nějako funkci T (θ̂1, . . . , θ̂k) maximálně věrohodných
odhad̊u parametr̊u θ1, . . . , θk plat́ı

E[T (θ̂1, . . . , θ̂k)] = τ(θθθ) pro všechna θθθ ∈ Ω, (6.11.3)

pak T (θ̂1, . . . , θ̂k) je nejlepš́ım nestranným odhadem funkce τ(θθθ) vektoru pa-
rametr̊u θθθ.

Druhá významná vlastnost maximálně věrohodných odhad̊u je asympto-
tická, plat́ı pro výběry velkého rozsahu n; umožňuje určit aspoň asymptotické
rozděleńı maximálně věrohodných odhad̊u v př́ıpadech, kdy jejich přesné
rozděleńı nelze určit nebo kdy je toto přesné rozděleńı prakticky neupotře-
bitelné pro svou velkou složitost. K vysloveńı př́ıslušné věty definujme dva
d̊uležité pojmy.

6.11.3 Informace.

Necht’ rozděleńı veličiny X má hustotu (pravděpodobnostńı funkci) f(x; θ)
závislou na parametru θ nabývaj́ıćım hodnot z nějakého intervalu Ω na
př́ımce. Necht’ f(x; θ) splňuje podmı́nky:

M = {x
∣∣ f(x; θ) > 0} nezáviśı na θ; (6.11.4)
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M

∂f(x; θ)

∂ θ
dx =

∫
M

∂ ln f(x; θ)

∂ θ
f(x; θ) dx = 0 pro všechna θ ∈ Ω,

(6.11.5)∑
M

∂f(x; θ)

∂θ
=
∑
M

∂ ln f(x; θ)

∂ θ
f(x; θ) = 0 pro všechna θ ∈ Ω;

J(θ) =

∫
M

[
∂ ln f(x; θ)

∂ θ

]2

f(x; θ) dx (6.11.6)

resp.

J(θ) =
∑
M

[
∂ ln f(x; θ)

∂ θ

]2

f(x; θ),

je konečné kladné č́ıslo pro každé θ ∈ Ω.
Pak funkci J(θ) parametru θ nazveme informaćı (podrobněji Fisherovou

mı́rou informace o parametru θ) př́ıslušnou k f(x; θ).

6.11.4 Informačńı matice.

Necht’ rozděleńı veličiny X má hustotu pravděpodobnosti (pravděpodobnos-
tńı funkci) f(x;θθθ) závislou na vektorovém parametru θθθ = (θ1, . . . , θk)

′ nabýva-
j́ıćım hodnot z intervalu Ω v k-rozměrném euklidovském prostoru. Necht’

f(x;θθθ) splňuje podmı́nky:

M = {x
∣∣ f(x;θθθ > 0} nezáviśı na θθθ; (6.11.7)∫

M

∂f(x;θθθ)

∂θj
dx =

∫
M

∂ ln f(x;θθθ)

∂θj
f(x;θθθ) dx = 0 (6.11.8)

pro všechna θθθ ∈ Ω a pro všechna j = 1, . . . , k, resp.∑
M

∂f(x;θθθ)

∂θj
=
∑
M

∂ ln f(x;θθθ)

∂θj
f(x;θθθ) = 0

pro všechna θθθ ∈ Ω a pro všechna j = 1, . . . , k; matice

J(θθθ) =

(∫
M

∂ ln f(x;θθθ)

∂θj1

∂ ln f(x;θθθ)

θj2
f(x;θθθ) dx

)
,

j1, j2 = 1, . . . , k, (6.11.9)

má kladný a konečný determinant pro všechna θθθ ∈ Ω.
Pak nazveme matici J(θθθ) informačńı matićı př́ıslušnou k f(x;θθθ).
O maximálně věrohodných odhadech parametr̊u rozděleńı splňuj́ıćıch podmı́nky

odst. 6.11.3, př́ıp. 6.11.4 pak plat́ı následuj́ıćı věta (d̊ukaz viz [6, 20]).



74 KAPITOLA 6. METODY KONSTRUKCE BODOVÝCH ODHADŮ

6.11.5 Věta.

Necht’ X = (X1, . . . , Xn)′ je náhodný výběr z rozděleńı s hustotou (pravděpo-
dobnostńı funkćı) f(x; θ) závislou na parametru θ ∈ Ω ⊂ E1 splňuj́ıćı pod-
mı́nky odst. 6.11.3. Necht’ skutečná hodnota θ0 parametru θ je vnitřńım bodem
Ω a necht’ v okoĺı bodu θ0 plat́ı

−
∫
M

∂2 ln f(x, θ)

∂θ2
f(x, θ), dx =

∫
M

[
ln f(x, θ)

∂θ

]2

f(x, θ) dx = J(θ),

(6.11.10)
resp.

−
∑
M

∂2 ln f(x, θ)

θ2
f(x, θ) =

∑
M

[
∂ ln f(x, θ)

∂θ

]2

f(x, θ) = J(θ).

Pak náhodná veličina
n1/2(θ̂ − θ0), (6.11.11)

kde θ̂ je kořen věrohodnostńı rovnice, konverguje v distribuci (viz [24], odst.
26.2) k normálńımu rozděleńı N

(
0, 1/J(θ0)

)
.

Je-li τ(θ) diferencovatelná funkce na Ω, pak náhodná veličina

n1/2
(
τ(θ̂ − τ(θ0)

)
(6.11.12)

konverguje v distribuci k normálńımu rozděleńı N
(
0,
(
τ ′(θ0)

)2
/J(θ0)

)
.

Prakticky to znamená, že při velkých hodnotách n lze aproximovat rozdě-
leńı odhadu θ̂ parametru θ rozděleńım N

(
θ, 1/

(
nJ(θ)

))
a rozděleńı odhadu

τ(θ̂) pro funkci τ(θ) parametru θ rozděleńım N
(
τ(θ), (τ ′(θ))2/

(
nJ(θ)

))
. Struč-

ně ř́ıkáme, že maximálně věrohodný odhad θ̂ je asymptoticky nestranný
a jeho asymptotické rozděleńı je normálńı s rozptylem 1/

(
nJ(θ)

)
. Protože

žádný nestranný odhad parametru θ nemůže mı́t (za podmı́nek odst. 6.11.3)
rozptyl menš́ı než 1/

(
nJ(θ)

)
(viz [1, 27]), ř́ıká se, že maximálně věrohodný

odhad je asymptoticky eficientńı.

Pro maximálně věrohodné odhady vektorového parametru θθθ plat́ı ob-
dobná věta, kterou také uvád́ıme bez d̊ukazu (viz [20]).

6.11.6 Věta

Necht’ X = (X1, . . . , Xn)′ je náhodný výběr z rozděleńı f(x;θθθ), θθθ ∈ Ω ⊂ Ek,
splňuj́ıćıho podmı́nky odst. 6.11.4. Necht’ skutečná hodnota parametru θθθ0 =
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(θ01, . . . , θ0k)
′ je vnitřńım bodem Ω a necht’ pro všechna θθθ z určitého okoĺı

bodu θθθ0 plat́ı

−
∫
M

∂2 ln f(x;θθθ)

∂θj1∂θj2
f(x;θθθ), dx =

∫
M

∂ ln f(x;θθθ)

∂θj1

∂ ln f(x;θθθ)

∂θj2
f(x;θθθ), dx =

= Jj1j2(θθθ), j1, j2 = 1, . . . , k, (6.11.13)

přičemž J(θθθ) =
(
Jj1j2(θθθ)

)
je pozitivně definitńı matice. Pak náhodný vektor

(n1/2(θ̂1 − θ01, . . . , n
1/2(θ̂k − θ0k))

′, (6.11.14)

kde θ̂1, . . . , θ̂k jsou řešeńı věrohodnostńıch rovnic, konverguje v distribuci ke
k-rozměrnému normálńımu rozděleńı s nulovou středńı hodnotou a s kova-
riančńı matićı (J(θθθ0))−1, kde J(θθθ) je informačńı matice (6.11.9) př́ıslušná
k f(x;θθθ).

Je-li τ(θθθ) funkce parametru θθθ maj́ıćı parciálńı derivace

τ ′j(θθθ) =
∂τ(θθθ)

∂θj

pro všechna j = 1, . . . , k, pak náhodná veličina

n1/2
(
τ(θ̂θθ)− τ(θθθ0)

)
, (6.11.15)

kde θ̂θθ = (θ̂1, . . . θ̂k)
′ konverguje v distribuci k rozděleńı

Nk

(
0,

k∑
j1=1

k∑
j2=1

τ ′j1(θθθ0)τ ′j2(θθθ0)J j1j2(θθθ0)
)
,

kde J j1j2(θθθ) jsou prvky inverzńı matice k matici J(θθθ).

Obsah věty 6.11.6 lze shrnout jinými slovy takto: Rozděleńı maximálně
věrohodných odhad̊u θ̂1, . . . , θ̂k parametr̊u θ1, . . . , θk je při velkých n přibližně
k-rozměrné normálńı rozděleńı se středńı hodnotou θθθ = (θ1, . . . , θk)

′ (tj. rov-
nou vektoru skutečných hodnot parametr̊u) a s kovariančńı matićı 1

n
(J(θθθ))−1.

Rozděleńı odhadu τ(θ̂θθ) funkce τ(θθθ) je při velkých n přibližně

N
(
τ(θθθ,

1

n

k∑
j1=1

k∑
j2=1

τ ′j1(θθθ)τ
′
j2

(θθθ)J j1j2(θθθ)
)
.

Speciálně při τ(θθθ) = θ, tj. pro j-tou souřadnici vektoru parametr̊u, má
maximálně věrohodný odhad θ̂j při velkém n přibližně rozděleńı N

(
θj,

1
2
J jj(θθθ)

)
,

j = 1, . . . , k.
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6.12 Metoda moment̊u.

Metoda maximálńı věrohodnosti vyložená v předcházej́ıćım odstavci posky-
tuje odhady s velmi př́ıznivými vlastnostmi, je však často velmi náročná nu-
mericky. Neńı-li možnost užit́ı výkonných poč́ıtač̊u, je někdy nutno uchýlit
se k jednodušš́ım metodám. I při užit́ı metody maximálńı věrohodnosti je
někdy třeba jednodušš́ıch metod k źıskáńı výchoźıho odhadu, se kterým
by bylo možno zahájit iteračńı postup řešeńı rovnic věrohodnosti. Jedna
z nejběžněǰśıch takových metod je metoda moment̊u.

Necht’ X = (X1, . . . , Xn)′ je náhodný výběr z rozděleńı s hustotou pravdě-
podobnosti (pravděpodobnostńı funkćı) f(x;θθθ) závislou na vektorovém pa-
rametru θθθ = (θ1, . . . , θk)

′. Při metodě moment̊u źıskáme odhady parametr̊u
θ1, . . . , θk, řekněme θ∗1, . . . , θ

∗
k tak, že porovnáváme výběrové momentyM ′

1, . . . ,
M ′

k (viz odst. 2.2) s odpov́ıdaj́ıćımi momenty µ′1, . . . , µ
′
k rozděleńı f(x;θθθ).

Momenty µ′1, . . . , µ
′
k jsou totiž funkcemi parametru θθθ,

µ′r = E(Xr) =

∫ ∞
−∞

xrf(x;θθθ) dx,

př́ıp.

µ′r =
∑
x

xrf(x;θθθ).

Jestliže mu′r = µ′r(θθθ) maj́ı tu vlastnost, že při libovolných hodnotách
M ′

1, . . . ,M
′
r má soustava rovnic

µ′r(θθθ) = M ′
r, r = 1, . . . , k,

jediné řešeńı (θ1∗, . . . , θ∗k)′, kde θ∗j = θ∗j (M
′
1, . . . ,M

′
k) je funkce M ′

1, . . . ,M
′
k,

pak dává metoda moment̊u jednoznačně určené odhady parametr̊u. Rovnice
(6.12.1) bývaj́ı často mnohem jednodušš́ı než rovnice věrohodnosti (6.9.2).

Kde je to výhodné, lze porovnávat mı́sto obecných moment̊u momenty
centrálńı; pak se samozřejmě porovnávaj́ı centrálńı momenty výběru s př́ısluš-
nými centrálńımi momenty pozorované náhodné veličiny.

V d̊usledku Chinčinovy věty (viz [24], odst. 25.6 a př́ıkl. 5.3.2 této práce)
jsou za dosti obecných podmı́nek odhady metodou moment̊u konzistentńı.
Podle Chinčinovy věty plat́ı totiž, že M ′

r konverguje podle pravděpodobnosti
k µ′r: jsou-li θ∗j spojitými funkcemi M ′

1, . . . ,M
′
k, konverguje i θ∗j podle pravdě-

podobnosti k θj, j = 1, . . . , k. Jestliže rozděleńı f(x;θθθ) má konečné momenty
až do 2k-tého řádu včetně, maj́ı podle centrálńı limitńı věty (viz [24], odst.
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26.3) výběrové momenty M ′
1, . . . ,M

′
k asymptoticky normálńı rozděleńı se

středńımi hodnotami µ′1, . . . , µ
′
k, a jsou-li θ∗1, . . . , θ

∗
k spojité funkce výběrových

moment̊u, maj́ıćı parciálńı derivace podle M ′
1, . . . ,M

′
k, pak i rozděleńı odhad̊u

θ∗1, . . . , θ
∗
k bude asymptoticky normálńı se středńımi hodnotami θ1, . . . , θk a

rozptyly, které lze určit pomoćı Taylorova rozvoje.
Závěrem ještě poznamenejme, že u rozděleńı s větš́ım počtem parametr̊u

může být použit́ı metody moment̊u poněku nespolehlivé, zvláště při menš́ıch
rozsaźıch výběru. Je to proto, že při větš́ım počtu parametr̊u je nutno použ́ıvat
výběrových moment̊u vyšš́ıch řád̊u (až do řádu rovného počtu odhadovaných
parametr̊u) a momenty vyšš́ıch řád̊u jsou velmi citlivé i na malé změny jed-
notlivých hodnot, takže např. větš́ı nepřesnost jednoho či dvou měřeńı může
podstatně ovlivnit výsledek odhadu.

6.13 Př́ıklady.

6.13.1

Necht’ X = (X1, . . . , Xn)′ je náhodný výběr z rozděleńı Γ(m, δ). Pro toto
rozděleńı je (viz [24], odst. 22.2)

µ′1(m, δ) = mδ, µ2(m, δ) = mδ2.

Pro odhad parametr̊u m a δ metodou moment̊u máme jednoduchou sou-
stavu rovnic

X = mδ, M2 = mδ2.

Odtud odhady metodou moment̊u jsou

m∗ =
X

2

M2

, δ∗ =
M2

X
. (6.13.1)

Odhad metodou moment̊u je mnohem jednodušš́ı než maximálně věrohodné
odhady (viz př́ıkl. 6.10.2).

6.13.2

Necht’ X = (X1, . . . , Xn)′ je náhodný výběr z negativńıho binomického rozděleńı
s parametry m a π. Pro toto rozděleńı plat́ı (viz [24], odst. 14.8)

µ′1(m,π) =
m(1− π)

π
, µ2 =

m(1− π)

π2
.
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Porovnáńım těchto moment̊u s odpov́ıdaj́ıćımi výběrovými momenty do-
staneme odhady pro m a π

m∗ =
X

2

M2 −X
, π∗ =

X

M2

. (6.13.2)

Odhady jsou opět nesrovnatelně jednodušš́ı než maximálně věrohodné od-
hady (př́ıkl. 6.10.3). Zároveň však př́ıklad ukazuje, že metoda moment̊u někdy
nevede k ćıli: ve jmenovateli odhadu m∗ je rozd́ıl M2−X; ačkoliv pro veličinu
s negativńım binomickým rozděleńım je vždy µ2 > µ′1, ve výběru (zvláště při
menš́ım rozsahu) se může stát, že M2 < X, a potom vyjde odhad m∗ záporný,
a tedy nepřijatelný. S rostoućım rozsahem výběru n pravděpodobnost takové
situace klesá.

6.14 Úlohy.

6.14.1

Necht’ X = (X1, . . . , Xn)′ je náhodný výběr z tzv. Fisherova logaritmic-
kého rozděleńı; to je rozděleńı diskrétńıho typu s pravděpodobnostńı funkćı

f(x; θ) =
θx

x

1

− ln(1− θ)
, x = 1, 2, . . . ,

kde θ je neznámý parametr z intervalu (0, 1).

a) Zapǐste f(x; θ) v exponenciálńım tvaru (6.1.1) a najděte postačuj́ıćı
statistiku.

b) Ukažte, že pro toto rozděleńı se odhad metodou moment̊u shodu s odha-
dem metodou maximálńı věrohodnosti.

c) Vypočtěte informaci pro toto rozděleńı a najděte asymptotické rozděleńı
maximálně věrohodného odhadu pro parametr θ.

a) f(x; θ) = exp
(
x ln θ − ln

(
− ln(1− θ)

)
− lnx

)
; postačuj́ıćı sta-

tistika je S(X) =
∑n

i=1Xi.
b) Odhad metodou moment̊u se źıská řešeńım rovnice (numerickým)
X = θ

(1−θ)[− ln(1−θ)] . Rovnice věrohodnosti (6.9.3) je stejná.

c) J(θ) = 1
− ln(1−θ)

1
θ(1−θ)2

(
1− θ

− ln(1−θ)

)
, θ̂ má při velkých n přibliž-

ně rozděleńı N
(
θ, 1

nJ(θ)

)
.


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6.14.2

Řešte otázky a), b), c) z úlohy 6.14.1 pro př́ıpad náhodného výběru z geo-
metrického rozděleńı s pravděpodobnostńı funkćı

f(x; π) = π(1− π)x, x = 0, 1, . . . ,

kde π je neznámý parametr z intervalu (0, 1).

a) f(x; π) = x̂p
(
x ln(1− π) + ln π

)
; postačuj́ıćı statistika je

S(x) =
∑n

i=1 Xi.

b) Odhad metodou moment̊u je π∗ = n
(∑n

i=1Xi + n
)−1

maximálně věrohodný odhad π̂ je stejný.

c) J(π) =
∑∞

x=0

( −1
1−π

)2(
x− 1−π

π

)2
, f(x; π) = 1

(1−π)2
,

var(X) = 1
π2(1−π)

. Odhad π̂ má při velkých n přibližně

rozděleńı N
(
π, π2(1− π)/n

)
.


6.14.3

Necht’ X = (X1, . . . , Xn)′ je náhodný výběr z rozděleńı N(µ, σ2) se známým
parametrem µ. Stanovte nejlepš́ı nestranný a maximálně věrohodný odhad
parametru σ2, jejich rozděleńı a jejich rozptyly.[

Oboj́ı je statistika
∑n

i=1
(Xi−µ)2

n
, která má rozděleńı Γ(n/2, 2σ2/n)

a rozptyl 2σ4/n.

]
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Kapitola 7

Odhady parametrických funkćı
některých d̊uležitých rozděleńı

7.1 Normálńı rozděleńı.

Necht’ X = (X1, . . . , Xn)′ je náhodný výběr z rozděleńı N(µ, σ2). V př́ıkladě
6.6.4 jsme ukázali, že S1(X) =

∑n
i=1Xi a S2(X) =

∑n
i=1X

2
i jsou postačuj́ıćı

statistiky pro rozděleńı N(µ, σ2), takže nejlepš́ı odhady parametr̊u µ a σ2 i
všech funkćı těchto parametr̊u najdeme jako funkce uvedených statistik.

Výběrový pr̊uměr X je nejlepš́ım nestranným odhadem středńı hodnoty µ
a výběrový rozptyl S2 je nejlepš́ım nestranným odhadem rozptylu σ2. T́ım je
vysvětleno časté použ́ıváńı pr̊uměr̊u X a statistiky S2 při zpracováńı soubor̊u
opakovaných měřeńı za stejných podmı́nek a v̊ubec při zpracováńı výsledk̊u
laboratorńıch pokus̊u stejné přesnosti.

Středńı hodnota statistiky S je rovna (viz odst. 3.2) σ/cn−1, tzn. že nej-
lepš́ım nestranným odhadem směrodatné odchylky σ je statistika

S ′ = cn−1S =

(
n− 1

2

) 1
2 Γ
(
n−1

2

)
Γ
(
n
2

) S. (7.1.1)

Častěji se však použ́ıvá mı́rně jednostranného odhadu S, který je pod-
statně jednodušš́ı a jehož jednostrannost B(σ) = E(S − σ) nemá praktický
význam, pokud neńı rozsah výběru n př́ılǐs malý.

Nejlepš́ım nestranným odhadem 100P% kvantilu xP = µ+σuP rozděleńı
N(µ, σ2) je statistika

X + upcn−1S (7.1.2)

81
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kde up je 100P% kvantil rozděleńı N(0, 1); častěji se však použije odhadu jen
přibližně nestranného

X + upS. (7.1.3)

Statistika (7.1.2) má rozptyl

var(X+upcn−1S) = var(X)+u2
P c

2
n−1var(S) =

( 1

n
+u2

P (c2
n−1−1)

)
σ2. (7.1.4)

V [12], str. 89, jsou uvedeny hodnoty 50 analýz pro stanoveńı koncentrace
sodného louhu. Z těchto hodnot se vypočte

x = 42, 27; s2 = 2, 192.

To jsou hodnoty nejlepš́ıch nestranných odhad̊u středńı hodnoty µ a roz-
ptylu σ2 koncentrace. Stanovme ještě hodnotu nejlepš́ıho nestranného od-
hadu 90% kvantilu x0,9. Dosazeńım do (7.1.2) dostáváme x + u0,9 c49 s =
42, 27 + 1, 281 552 · 1, 005 115 · 1, 48

.
= 44, 177.

Nejlepš́ım nestranným odhadem rozptylu (7.1.4) je statistika, kterou do-
staneme tak, že v (7.1.4) σ2 nahrad́ıme jeho nejlepš́ım nestranným odhadem
S2. V našem př́ıkladě nabývá hodnoty( 1

n
+ u2

0,9(c2
49 − 1)

)
s2 =

( 1

50
+ 1, 281 5522 · 0, 010 256

)
· 2, 192

.
= 0, 081.

7.2 Logaritmicko-normálńı rozděleńı.

Necht’ X = (X1, . . . , Xn)′ je náhodný výběr z logaritmicko-normálńıho rozdě-
leńı LN(µ, σ2) (viz [24], odst. 19.1). Hustota tohoto rozděleńı má tvar (6.1.1)
(viz př́ıkl. 6.2.2) a dvojice

∑n
i=1 lnXi,

∑n
i=1(lnXi)

2 je tedy postačuj́ıćı sta-
tistikou pro parametry µ a σ2. Jelikož Y = (Y1, . . . , Yn)′ = (lnX1, . . . , lnXn)′

je náhodný výběr z N(µ, σ2), je ihned vidět (s užit́ım výsledk̊u odst. 7.1), že

Y =
1

n

n∑
i=1

lnXi, S2
Y =

1

n− 1

n∑
i=1

(lnXi − Y )2 (7.2.1)

jsou nejlepš́ı nestranné odhady parametr̊u µ a σ2. Rozděleńı těchto odhad̊u
jso stejná jako rozděleńı nejlepš́ıch nestranných odhad̊u pro parametry roz-
děleńı N(µ, σ2), tj. Y má rozděleńı N(µ, σ2/n) a (n− 1)S2

Y /σ
2 má rozděleńı

χ2(n− 1).



7.2. LOGARITMICKO-NORMÁLNÍ ROZDĚLENÍ. 83

Jestliže pro daný účel neńı třeba použ́ıvat nejlepš́ıch nestranných od-
had̊u (stač́ı menš́ı přesnost) nebo nechceme poč́ıtat logaritmy všech výsledk̊u,
lze použ́ıt jednodušš́ıch odhad̊u založených na metodě moment̊u. Veličina X
s rozděleńım LN(µ, σ2) má prvńı dva momenty rovny (viz [24], odst. 19.3)

µ′1 = E(X) = eµ+σ2

2 , µ′2 = E(X2) = e2µ+2σ2

.

Odtud rovnice pro odhad metodou moment̊u jsou

µ∗ +
σ2∗

2
= lnX, 2µ∗ + 2σ2∗ = lnM ′

2

a jejich řešeńı

σ2∗ = lnM ′
2 − 2 lnX = ln

M ′
2

X
2 , (7.2.2)

µ∗ = ln
X

2√
M ′

2

U logaritmicko-normálńıho rozděleńı je často třeba odhadovat funkce pa-
rametr̊u µ a σ2 tvaru

τ(µ, σ2) = eaµ+bσ2

, (7.2.3)

kde a a b jsou daná č́ısla; toho tvaru jsou např. momenty rozděleńı LN(µ, σ2),
medián a modus tohoto rozděleńı (podrobněji o významu takových funkćı viz
[24], čl. 19). Nejlepš́ım nestranným odhadem funkce (7.2.3) je

T (Y, S2
Y ) = eaY ϕ

((
b− a2

2n

)
S2
Y

)
, (7.2.4)

kde

ϕ(v) = 1 +
∞∑
k=1

vk

k!

(n− 1)k

(n− 1)(n+ 1) . . . (n+ 2k − 3)
. (7.2.5)

Speciálně nejlepš́ım nestranným odhadem funkce

τ(µ, σ2) = E(X) = eµ+σ2

2

je statistika

eY ϕ

(
n− 1

2n
S2
Y

)
(7.2.6)
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nejlepš́ım nestranným odhadem funkce

τ(µ, σ2) = var(X) = e2µ+2σ2 − e2µ+σ2

je statistika

e2Y

(
ϕ
(2(n− 1)

n
S2
Y

)
− ϕ

(n− 2

n
S2
Y

))
(7.2.7)

a nejlepš́ım nestranným odhadem funkce

τ(µ, σ2) = eµ,

tj. mediánu rozděleńı, je statistika

eY ϕ
(
− 1

2n
S2
Y

)
. (7.2.8)

Předpokládejme, že údaje př́ıkl. 2.3 představuj́ı náhodný výběr z rozděleńı
LN(µ, σ2). Porovnejme hodnoty odhad̊u (7.2.1) a (7.2.2) parametr̊u µ a σ2:

y = 15, 609; µ∗ = ln
102 9052 · 103

(8 · 3 047 522 337)
1
2

.
= 15, 953;

s2
Y = 2, 019; σ2∗ = ln

8 · 3 047 522 337

102 9052

.
= 0, 834.

Je vidět, že (v d̊usledku malého počtu pozorováńı a velké variability
údaj̊u) se odhady parametru σ2 od sebe dosti lǐśı.

Stanovme ještě hodnotu nejlepš́ıho nestranného odhadu středńı hodnoty
E(X) rozděleńı. Z (7.2.6) dostáváme

e15,609ϕ

(
113, 037 068

8 · 16

)
.
= 13 526, 64 · 103.

7.3 Exponenciálńı rozděleńı.

Necht’ X = (X1, . . . , Xn)′ je náhodný výběr z exponenciálńıho rozděleńı (viz
[24], odst. 20.1) s hustotou

f(x; δ) =
1

δ
e−

x
δ , x > 0. (7.3.1)
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Toto rozděleńı je jednoparametrické tvaru (6.1.1), minimálńı postačuj́ıćı
statistikou je součet všech pozorováńı

S(X) =
n∑
i=1

Xi. (7.3.2)

Statistika S má rozděleńı Γ(n, δ) (viz [24], př́ıkl. 22.4.2); tud́ıž

E(Sr) =
Γ(n+ r)

Γ(n)
δr, r > −n. (7.3.3)

Odtud nejlepš́ım nestranným odhadem funkce τr(δ) = δr je

Tr =
Γ(n)

Γ(n+ r)

( n∑
i=1

Xi

)r
, k > −n. (7.3.4)

Speciálně pro r = 1 dostáváme jako nejlepš́ı nestranný odhad parametru
δ (tj. středńı hodnoty rozděleńı) pr̊uměr všech pozorováńı,

T1 =
1

n

n∑
i=1

Xi = X, (7.3.5)

a pro veličinu τ−1 = 1/δ = λ (tj. intenzitu poruch, je-li X doba do poruchy
nějakého výrobku)

T−1 =
n− 1∑n
i=1Xi

=
n− 1

nX
. (7.3.6)

Rozptyl těchto odhad̊u je

var(T1) =
δ2

n
, var(T−1) =

1

(n− 2)δ2
. (7.3.7)

Odhady těchto rozptyl̊u nebo př́ıslušných směrodatných odchylek snadno
stanov́ıme užit́ım (7.3.4); např. nejlepš́ı nestranný odhad funkce

√
var(T−1) =(

δ
√
n− 2

)−1

je

1√
n− 2

n− 1∑n
i=1Xi

,

nejlepš́ı nestranný odhad funkce var(T1) = δ2/n je(∑n
i=1 Xi

)2

n2(n+ 1)
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atd.
Při aplikaćıch v otázkách spolehlivosti se často žádá odhad tzv. funkce

spolehlivosti (též tzv. funkce přežit́ı) R(t), tj. pravděpodobnosti, že zař́ızeńı
bude pracovat bez poruch po dobu aspoň rovnou t. Má-li doba bezporu-
chového chodu rozděleńı E(0, δ), je

R(t) = P (X ≥ t) = e−
t
δ , t > 0. (7.3.8)

Nejlepš́ım nestranným odhadem této funkce je

T =
(

1− t∑n
i=1Xi

)n−1

pro
n∑
i=1

Xi ≥ t, (7.3.9)

= 0 pro
n∑
i=1

Xi < t;

źıská se postupem popsaným v odst. 6.5, vyjde-li se od jednoduchého odhadu

T0(X) = 1 pro X1 ≥ t,

= 0 pro X1 < t,

a stanov́ı se podmı́něná pravděpodobnost

P (X1 ≥ t
∣∣∣ n∑
i=1

Xi = s) = T (s);

odhad (7.3.9) je T = T
(∑n

i=1 Xi

)
.

Při výběrech větš́ıho rozsahu n lze nahradit nejlepš́ı nestranné odhady
všech funkćı parametru δ maximálně věrohodnými odhady. Maximálně věro-
hodný odhad parametru δ se shoduje s nejlepš́ım nestranným odhadem, tj.
δ̂ = X, a maximálně věrohodný odhad jakékoliv funkce τ(δ) parametru δ
je τ̂ = τ(X); tedy např. maximálně věrohodný odhad intenzity poruch je
λ̂ = 1/X a maximálně věrohodný odhad funkce spolehlivosti R(t) je R̂(t) =

e−t/X .
Při sledováńı doby do poruchy (v hodinách) určitého zař́ızeńı se źıskalo

následuj́ıćıch osm údaj̊u: 48, 16, 75, 29, 96, 67, 89, 22. Předpokládejme, že
se jedná o náhodný výběr z rozděleńı E(0, δ). Stanovme nejlepš́ı nestranný a
maximálně věrohodný odhad funkce R(t) pro t = 100.
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Protože
∑n

i=1 xi = 442, dostáváme ze (7.3.9)

T =

(
1− 100

442

)7
.
= 0, 166.

Dále
R̂(100) = e−

800
442

.
= 0, 164.

7.4 Weibullovo rozděleńı.

Necht’ X = (X1, . . . , Xn)′ je náhodný výběr z Weibullova rozděleńı (viz [24],
odst. 2.11) s hustotou

f(x; c, δ) =
cxc−1

δc
e−(x/δ)c , x > 0, (7.4.1)

kde c a δ jsou neznámé kladné parametry. Hustota (7.4.1) zjevně nemá tvar
(6.1.1), nepatř́ı tedy do exponenciálńı tř́ıdy hustot a odhady parametr̊u c a δ
i odhady jejich funkćı je nutno založit na metodě moment̊u (odst. 6.12) nebo
na metodě maximálńı věrohodnosti (odst. 6.7), př́ıp. na grafických metodách
(odst. 13.9) či na uspořádaném výběru (odst. 21.2) nebo na kombinaci těchto
metod.

Metoda moment̊u vede k poměrně jednoduchému řešeńı: Středńı hodnota
a rozptyl rozděleńı (7.4.1) jsou

µ′1 = Γ
(

1 +
1

c

)
δ, µ2 =

(
Γ
(

1 +
2

c

)
− Γ2

(
1 +

1

c

))
δ2 (7.4.2)

(viz [24], odst. 21.3). Z rovnic

µ′1 = X, µ2 = M2 (7.4.3)

vylouč́ıme δ a dostaneme pro c∗ rovnici

M2

X
2 =

Γ
(
1 + 2

c∗

)
Γ2
(
1 + 1

c∗

) − 1, (7.4.4)

kterou je třeba řešit numericky. Hodnoty pravé strany jako funkce odhadu c∗

uvád́ı tab. 7.1
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Odhad parametru δ pak je

δ∗ =
X

Γ
(
1 + 1

c∗

) . (7.4.5)

Rovnice pro výpočet maximálně věrohodných odhad̊u (podle odst. 6.9)
po úpravách vedou k jedné rovnici pro ĉ, kterou je třeba řešit numericky,[∑n

i=1 x
ĉ
i lnxi∑n

i=1 x
ĉ
i

−
∑n

i=1 lnxi
n

]−1

= ĉ, (7.4.6)

a po výpočtu ĉ je odhad parametru δ roven

δ̂ =

(
1

n

n∑
i=1

xĉi

) 1
ĉ

. (7.4.7)

Jako prvńı aproximace pro ĉ lze použ́ıt přibližného řešeńı (7.4.4) nebo
hodnoty źıskané grafickou analýzou podle odst. 13.9. Maximálně věrohodný
odhad pravděpodobnosti

R(t) = P (X ≥ t) = e−(t/δ)c , t > 0, (7.4.8)

je roven

R̂(t) = exp

(
− ntĉ∑n

i=1X
ĉ
i

)
. (7.4.9)

Bez užit́ı poč́ıtače s možnost́ı programováńı je výpočet maximálně věro-
hodných odhad̊u velice pracný (po každé aproximaci k ĉ je nutno vypoč́ıtat∑n

i=1 x
ĉ
i ,
∑n

i=1 x
ĉ
i lnxi), zato maj́ı maximálně věrohodné odhady ohromnou

výhodu, že veličiny
(
ĉ/c
)
,
(
δ̂/δ
)ĉ

maj́ı rozděleńı nezávislé na skutečných hod-
notách parametr̊u a pro r̊uzné hodnoty n jsou známy a tabelovány [35] kvan-
tily těchto rozděleńı, takže lze posoudit i při malých hodnotách n přesnost od-
had̊u. Při užit́ı odhad̊u metodou moment̊u je známo je asymptotické rozděleńı.

Při zkouškách životnosti určitého elektronického prvku byly zjǐstěny ná-
sleduj́ıćı doby života (ve dnech): 4, 13, 26, 36, 51, 75, 100, 111, 162, 174 (viz
[4]). Z údaj̊u vypočteme

X =
752

10
= 75, 2; M2 =

10 · 89 224− 7522

100
= 3 267, 36.
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Pod́ıl M2/X
2

= 0, 577 78 a interpolaćı v tab. 7.1 nalezneme c∗ = 1, 33;
odtud δ∗ = 75, 2/Γ(1 + 1/1, 33)

.
= 81, 78.

Použijeme-li této hodnoty c∗ jako prvńı aproximace v rovnici (7.4.6), do-
staneme řešeńı ĉ = 1, 19 a dosazeńım této hodnoty do (7.4.7) dostáváme
δ̂ = 79, 5.

7.5 Úlohy.

7.5.1

Hodnoty 50 analýz uvažované v odst. 7.1 byly v pořad́ı, jak byly źıskány,
rozděleny postupně do 10 skupin po 5 hodnotách a z každé skupiny byla
vypočtena hodnota rozpět́ı R. Dostali jsme následuj́ıćı hodnoty R : 3, 8; 3, 5;
3, 8; 3, 9; 3, 9; 2, 2; 0, 6; 3, 5; 6, 2; 4, 4.

Nalezněte nestranný odhad směrodatné odchylky σ koncentrace založený
na pr̊uměrném rozpět́ı a porovnejte tento odhad s nejlepš́ım nestranným
odhadem σ. (Využijte př́ıkl. 4.7.2 a tabulek [23].)[

a5R = 1, 539; c49S = 1, 488
]
.

7.5.2

Pro údaje př́ıkladu z odst. 7.3 nalezněte hodnotu nejlepš́ıho nestranného a
maximálně věrohodného odhadu intenzity poruch λ = 1/δ. Dále nalezněte
nejlepš́ı nestranné odhady rozptyl̊u těchto dvou odhad̊u. T−1 = 0, 016; n−1(∑n

i=1Xi

)2 = 36 · 10−6;

λ̂ = 0, 018; n2

(n−1)
(∑n

i=1Xi

)2 = 47 · 10−6.


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c Γ
(
1 + 1

c

) Γ
(

1+ 2
c

)
Γ
(

1+ 1
c

) − 1

0,4 3,323 35 9,864 97
0,5 2,000 00 5,000 00
0,6 1,504 58 3,090 79
0,7 1,265 82 2,138 68
0,8 1,133 00 1,588 89
0,9 1,052 18 1,238 83
1,0 1,000 00 1,000 00

1,1 0,964 91 0,828 49
1,2 0,940 66 0,700 40
1,3 0,923 58 0,601 74
1,4 0,911 42 0,523 82
1,5 0,902 74 0,461 00
1,6 0,896 57 0,409 48
1,7 0,892 24 0,366 61
1,8 0,889 29 0,330 48
1,9 0,887 36 0,299 70
2,0 0,886 23 0,273 24

2,1 0,885 69 0,250 29
2,2 0,885 62 0,230 24
2,3 0,885 92 0,212 60
2,4 0,886 48 0,196 99
2,5 0,887 26 0,183 10
2,6 0,888 21 0,170 69
2,7 0,889 28 0,159 54
2,8 0,890 45 0,149 48
2,9 0,891 69 0,140 37
3,0 0,892 98 0,132 09

Tab. 7.1: Hodnoty pro určeńı parametr̊u Weibullova rozděleńı metodou mo-
mentu.



Kapitola 8

Intervalové odhady

8.1 Intervaly spolehlivosti.

V odstavci 5.1 jsme zd̊uraznili, že odhad parametru (nebo funkce parametr̊u)
je funkce realizaćı náhodných veličin, tedy sám je realizaćı náhodné veličiny
a prakticky vždy se bude lǐsit v́ıce či méně od skutečné hodnoty odhado-
vaného parametru. Proto se často výsledky experimentu shrnuj́ı pomoćı dvo-
jic statistik, řekněme Td a Th, Td = Td(X), Th = Th(X), sestrojených tak, aby
bylo možno s rozumným stupněm d̊uvěry či s rozumnou zárukou očekávat, že
skutečná hodnota parametru lež́ı v intervalu (Td, Th). Nejčastěji se požadavek

”
rozumné záruky, že skutečná hodnota parametru (funkce parametru) bude

pokryta intervalem Td, Th)“ formuluje takto: Zvoĺı se č́ıslo 1 − α bĺızké 1,
např. 1− α = 0, 95 nebo 0, 99 a žádá se, aby při jakékoliv skutečné hodnotě
parametru platilo

P
(
Th ≤ τ(θ)

)
≤ α

2
, P

(
Td ≥ τ(θ)

)
≤ α

2
, (8.1.1)

tj. aby pro všechna θ ∈ Ω platilo

P (Td < τ(θ) < Th) ≥ 1− α. (8.1.2)

Dvojice statistik (Td, Th) splňuj́ıćı (8.1.2) se nazývá interval spolehlivosti
(také konfidenčńı interval) pro funkci τ(θ) parametru θ. Č́ıslo 1 − α, tj.
infθ∈Ω P (Td < τ(θ) < Th), se nazývá koeficient spolehlivosti (také konfidenčńı
koeficient).

Někdy se mluv́ı např. o devadesátipětiprocentńım konfidenčńım inter-
valu (je-li 1 − α = 0, 95) či devadesátidev́ıtiprocentńım konfidenčńım in-
tervalu (je-li 1 − α = 0, 99). Riziko, že skutečná hodnota funkce τ(θ) bude

91
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přeceněna, tj. pravděpodobnost, že dolńı hranice intervalu spolehlivosti Td
padne nad správnou hodnotu τ(θ), je při splněńı podmı́nek (8.1.1) rovno
α/2 a stejnou hodnotu má i riziko podceněńı skutečné hodnoty τ(θ), tj.
pravděpodobnost, že bude źıskán náhodný výběr X, pro který Th(X) ≤ τ(θ).
Z dlouhé řady výběr̊u přibližně 100(1 − α)% bude takových, že interval
(Td, Th) pokryje skutečnou hodnotu funkce τ(θ). To znamená, že např. při
soustavném použ́ıváńı metody s 1 − α = 0, 99 jen asi v jednom př́ıpadě ze
sta dostaneme interval, který neobsahuje správnou hodnotu parametru.

Dolńı hranice intervalu spolehlivosti se často nazývá dolńı konfidenčńı
mez a horńı hranice horńı konfidenčńı mez. Často se dolńı konfidenčńı mez
označuje stejným ṕısmenem jako odhadovaný parametr a připojuje se pruh
pod symbolem a horńı konfidenčńı mez stejným ṕısmenem s pruhem nad
symbolem, tedy např. pro parametr µ v N(µ, σ2) se ṕı̌se µ, µ.

Někdy se stává, že d̊uležitý je jen horńı odhad př́ıslušného parametru, tj.
že se hledá jen nejvyšš́ı hodnota parametru, se kterou je třeba při daných
výsledćıch experimentu poč́ıtat, nebo naopak jen dolńı odhad, tj. nejmenš́ı
hodnota, kterou lze s rozumným stupněm d̊uvěry očekávat. Pak se použ́ıvá
jen horńı, př́ıp. dolńı konfidenčńı meze a požadavek (8.1.2) se nahrazuje
požadavkem

P
(
Td < τ(θ)

)
≥ 1− α resp. P

(
Th > τ(θ)

)
≥ 1− α. (8.1.3)

Lze také ř́ıci, že v takových př́ıpadech použ́ıváme interval̊u tvaru

(inf
θ∈Ω

τ(θ), Th), resp. (Td, sup
θ∈Ω

τ(θ)),

takže užijeme jen jedné z rovnic (8.1.1) a č́ıslo α/2 nahrad́ıme č́ıslem α.

8.2 Obecný postup při kosntrukci intervalu

spolehlivosti v př́ıpadě jednoho neznámého

parametru.

Pro výklad obecného postupu při konstrukci intervalu spolehlivosti uvažujme
nejprve jednoduchý př́ıpad, kdy rozděleńı záviśı na jediném neznámém para-
metru θ. Necht’ tedy X = (X1, . . . , Xn)′ je náhodný výběr z rozděleńı s hus-
totou (př́ıp. pravděpodobnostńı funkćı) f(x; θ) závislou na jediném reálném
parametru θ. Budiž T = T (X) nějaká statistika, na které lze založit odhad
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parametru θ. Předpokládejme, že existuje funkce h(t, θ) dvou proměnných
splňuj́ıćı tyto podmı́nky:

Rozděleńı náhodné veličiny h(T, θ) je nezávislé na θ; (8.2.1)

h(t, θ) je při každém pevném t klesaj́ıćı funkćı θ (8.2.2)

a při každém pevné θ neklesaj ı́ćıfunkćı t.

Pro zvolené č́ıslo α z intervalu 0 < α < 1 označme

h1 = sup
{
h |P

(
h(T, θ) < h

)
≤ α

2

}
, (8.2.3)

h2 = inf
{
h |P

(
h(T, θ) > h

)
≤ α

2

}
. (8.2.4)

Z podmı́nky (8.2.1) plyne, že č́ısla h1, h2 nezáviśı na hodnotě θ. Dále
definujme pro libovolné t funkce θ(t) a θ(t) rovnicemi

h
(
t, θ(t)

)
= h2, (8.2.5)

h
(
t, θ(t)

)
= h1. (8.2.6)

Z podmı́nky (8.2.2) plyne, že tyto funkce jsou jednoznačně určeny. Z de-
finice č́ısel h1, h2 a z definice funkćı θ(T ), θ(T ) plat́ı

P
(
θ(T ) ≥ θ

)
≤ α

2
pro libovolné θ, (8.2.7)

P
(
θ(T ) ≤ θ

)
≤ α

2
pro libovolné θ, (8.2.8)

čili že pro všechna θ plat́ı

P
(
θ(T ) < θ < θ(T )

)
≥ 1− α. (8.2.9)

To znamená, že
(
θ(T ), θ(T )

)
je 100(1−α)-procentńı interval spolehlivosti

pro parametr θ.
Důkaz platnosti vztah̊u (8.2.7) a (8.2.8) je jednoduchý: Z podmı́nky (8.2.2)

plyne, že pro libovolné dané θ plat́ı

θ(t) ≤ θ ⇔ h(t, θ) ≤ h1,

θ(t) ≥ θ ⇔ h(t, θ) ≥ h2.
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Odtud

P
(
θ(T ) ≤ θ

)
= P

(
h(T, θ) ≤ h1

)
,

P
(
θ(T ) ≥ θ

)
= P

(
h(T, θ) ≥ h2

)
;

pravděpodobnosti na pravé straně jsou nejvýše rovny α/2 podle definice č́ısel
h1, h2.

Jestliže náhodná veličina h(T, θ) má při každém θ rozděleńı spojitého typu
s ryze rostoućı distribučńı funkćı, pak ve vztaźıch (8.2.7) až (8.2.9) plat́ı zna-
meńı rovnosti a pravděpodobnost, že konfidenčńı interval ( θ(T ), θ(T ) ) po-
kryje skutečnou hodnotu neznámého parametru, je právě rovna zvolenému
koeficientu 1 − α. Má-li hodnotu neznámého parametru, je právě rovna
zvolenému koeficientu 1 − α. Má-li h(T, θ) rozděleńı diskrétńıho typu, pak
skutečná hodnota pravděpodobnosti pokryt́ı neznámého parametru interva-
lem ( θ(T ), θ(T ) ) je závislá na skutečné hodnotě parametru, je však vždy
větš́ı nebo rovna zvolenému koeficientu spolehlivosti.

Užit́ı uvedeného postupu je ilustrováno v př́ıkl. 8.4.1.
Za funkci h(t, θ) je někdy výhodné volit funkci

F (t; θ) = P (T ≤ t), (8.2.10)

která automaticky splňuje podmı́nku, že je při každém θ neklesaj́ıćı funkćı
t. Konstrukce intervalu spolehlivost s užit́ım této funkce je ilustrována př́ıkl.
8.4.3 a 8.4.4.

8.3 Několik neznámých parametr̊u.

Jestliže rozděleńı záviśı na vektorovém parametru θθθ = (θ1, . . . , θk)
′ a žádá se

interval spolehlivosti pro některou složku tohoto vektoru nebo interval spoleh-
livosti pro některou funkci vektoru θθθ, řekněme τ(θθθ), bývá často nemožné naj́ıt
funkci závislou jen na odhadované složce vektoru θθθ (resp. odhadované funkci
τ(θθθ)) a na jedné reálné statistice T (X). Někdy se v takových situaćıch podař́ı
naj́ıt náhodnou veličinu h(T, τ ;S1(X), . . . , Sr(X)) jako funkci bodového od-
hadu T pro τ(θθθ), daľśıch statistik S1(X), . . . , Sr(X) a odhadované funkce
τ(θ) tak, aby jej́ı rozděleńı nezáviselo na

”
přebytečných“ složkách parametru

θθθ = (θ1, . . . , θk)
′. Př́ıkladem takové funkce je (8.4.9).

Jindy je možné naj́ıt statistiky S1(X), . . . , Sk−1(X) a funkci h(T (X), τ)
tak, že aspoň podmı́něné rozděleńı náhodné veličiny h(T (X, τ) při daných



8.4. PŘÍKLADY. 95

hodnotách statistik S1, . . . , Sk−1 nezáviśı na vektoru parametr̊u. Obecnou
teorii zde nelze vykládat, je obsažena např. v [22].

Někdy bývá užitečné konstruovat simultánńı (sdružené) intervaly spoleh-
livosti pro několik parametr̊u (nebo funkćı parametr̊u) současně, popř. i ob-
lasti jiného tvaru než k-rozměrný interval, tzn. sestrojit funkce τ 1(x), . . .,τ k(x)
a τ 1(x), . . . , τ k(x) tak, aby

P
(
τ j(X) < τj(θ1, . . . , θk) < τ j(X), j = 1, . . . , k

)
≥ 1− α (8.3.1)

nebo obecněji náhodné oblasti M(x) v k-rozměrném prostoru tak, aby

P
(
M(X) ⊃ (τ1(θθθ), . . . , τk(θθθ))

)
≥ 1− α. (8.3.2)

Př́ıslušnou teorii lze naj́ıt v [1].

8.4 Př́ıklady.

Jako př́ıklady užit́ı obecných postup̊u z odst. 8.2 a 8.3 uvedeme intervaly
spolehlivosti pro parametry a některé funkce parametr̊u rozděleńı, jejichž
bodovými odhady jsme se zabývali v čl. 7.

8.4.1 Exponenciálńı rozděleńı.

Necht’ X = (X1, . . . , Xn)′ je náhodný výběr z exponenciálńıho rozděleńı
E(0, δ). To je rozděleńı s jediným parametrem δ, pro který máme jedno-
rozměrnou minimálńı postačuj́ıćı statistiku T =

∑n
i=1 Xi. Lze tedy postupo-

vat podle odst. 8.2 Náhodná veličina

h(T, δ) =
2T

δ
=

2

δ

n∑
i=1

Xi (8.4.1)

má rozděleńı χ2(2n), jak se lze snadno přesvědčit užit́ım výsledku př́ıkl. 22.4.2
z [24] a jednoduchou transformaćı. Funkce (8.4.1) zřejmě splňuje podmı́nky
(8.2.1) a (8.2.2); pro libovolné δ plat́ı

P
(
χ2
α/2(2n) <

2

δ

n∑
i=1

Xi < χ2
1−α/2(2n)

)
= 1− α.
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Rovnice (8.2.5) a (8.2.6) přejdou v

2t

δ
= χ2

1−α/2(2n),
2t

δ
= χ2

α/2(2n), (8.4.2)

a interval spolehlivosti pro δ je tedy(
2
∑n

i=1Xi

χ2
1−α/2

,
2
∑n

i=1Xi

χ2
α/2

)
. (8.4.3)

Pravděpodobnost R(t) = P (X ≥ t), kde t je dané kladné č́ıslo, je dána
výrazem (7.3.8) a je rostoućı funkćı parametru δ. Plat́ı tedy

exp
(
− t

δ

)
< exp

(
− t

δ

)
< exp

(
− t

δ

)
;

odtud plyne, že konfidenčńı interval pro tzv. funkci spolehlivosti při expo-
nenciálńım rozděleńı doby života je(

exp

[
−
t χ2

1−α/2(2n)

2
∑n

i=1Xi

]
, exp

[
−
t χ2

α/2(2n)

2
∑n

i=1 Xi

])
. (8.4.4)

Uvažujme údaje odst. 7.3 a stanovme 95% konfidenčńı interval pro R(50).
Z tabulek [24] nalezneme χ2

0,95(16) = 26, 296. Pak

50 · 26, 296

2 · 442
.
= 1, 487; e−1,487 .

= 0, 226,

takže dostáváme jednostranný konfidenčńı interval (0, 226; 1) pro R(50).

8.4.2 Normálńı rozděleńı.

Necht’ X = (X1, . . . , Xn)′ je náhodný výběr z rozděleńı N(µ, σ2). To je
rozděleńı s dvourozměrným parametrem; minimálńı postačuj́ıćı statistika je
dvourozměrná, pro libovolnou funkci dvojice (µ, σ2) nelze už́ıt jednoduchého
postupu z odst. 8.2. Je to však možné pro τ(µ, σ2) = σ2, tj. pro odhad
rozptylu normálńıho rozděleńı. Podle odst. 3.2 má náhodná veličina

h(S2, σ2) =
(n− 1)S2

σ2
=

∑n
i=1(Xi −X)2

σ2
(8.4.5)
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rozděleńı χ2(n− 1). Rovnice (8.2.5) a (8.2.6) přejdou v

(n− 1)s2

σ2
= χ2

1−α/2(n− 1),
(n− 1)s2

σ2 = χ2
α/2(n− 1), (8.4.6)

odkud interval spolehlivosti pro σ2 je(
(n− 1)S2

χ2
1−α/2(n− 1)

,
(n− 1)S2

χ2
α/2(n− 1)

)
. (8.4.7)

Interval spolehlivosti pro směrodatnou odchylku σ je(
S
√
n− 1√

χ2
1−α/2(n− 1)

,
S
√
n− 1√

χ2
α/2(n− 1)

)
. (8.4.8)

K sestrojeńı intervalu spolehlivosti pro středńı hodnotu µ je třeba použ́ıt
funkce bodového odhadu X parametru µ a druhé statistiky S2; podle (3.3.7)
má funkce

h(X,µ;S2) =
X − µ
S

√
n (8.4.9)

rozděleńı t(n−1), tedy nezáviśı na (µ, σ2) a při každém (X,S2) je h(X,µ;S2)
klesaj́ıćı funkce µ. Rovnice (8.2.5) a (8.2.6) přejdou v

x− µ
s

√
n = t1−α/2(n− 1),

x− µ
s

√
n = tα/2(n− 1) = −t1−α/2(n− 1),

(8.4.10)
odkud interval spolehlivosti pro µ je(

X − t1−α/2(n− 1)
S√
n
, X + t1−α/2(n− 1)

S√
n

)
. (8.4.11)

Stanovme 95% intervaly spolehlivosti µ < µ < µ a σ < σ, máme-li data
z odst. 7.1. Z tabulek [23] nalezneme t0,975(49) = 2, 0096; χ2

0,05(49) = 33, 930.
Odtud

µ = 42, 27− 2, 009 6
√

2, 192√
50

=̇41, 849; µ = 42, 27− 2, 0096
√

2, 192√
50

.
= 42, 691;

σ =

√
49 · 2, 192

33, 930
.
= 1, 779.
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8.4.3 Alternativńı rozděleńı.

Necht’ X = (X1, . . . , Xn)′ je náhodný výběr z rozděleńı A(π) (viz [24], odst.
14.2). Statistika T =

∑n
i=1Xi má binomické rozděleńı Bi(n, π) (viz [24],

odst.14.5). Funkce

h(t, π) =
t∑
i=0

(
n

j

)
πj(1− π)n−j, (8.4.12)

tj. distribučńı funkce statistiky T v bodě t, splňuje podmı́nky (8.2.1) a (8.2.2);
podle př́ıkl. 23.3 v [24] je totiž

h(t, π) = 1−Iπ(t+1, n− t) =
1

B(t+ 1, n− t)

∫ 1

π

ut(1−u)n−t−1 du, (8.4.13)

což je při každém t ∈ 〈0, n) klesaj́ıćı funkce π; naopak z (8.4.12) je vidět,
že h(t, π) je při každém π ∈ (0, 1) neklesaj́ıćı funkce t. Hranice π(t), π(t)
konfidenčńıho intervalu konstruované podle odst. 8.2 s užit́ım funkce h(t, π)
definované v (8.4.12) jsou tedy dány rovnicemi

t∑
j=0

(
n

j

)
πj(1− π)n−j =

α

2
,

t−1∑
j=0

(
n

j

)
πj(1− π)n−j = 1− α

2
. (8.4.14)

Nejpraktičtěǰśı postup při řešeńı rovnic (8.4.14) je nahradit levé strany
distribučńı funkćı rozděleńı beta podle (8.4.13) a dále s užit́ım vztahu (3.6.2)
distribučńı funkci rozděleńı beta vyjádřit pomoćı distribučńı funkce rozděleńı
F. Rovnice (8.4.14) přejdou na rovnice

1− P
(
F
(
2(t+ 1), 2(n− t)

)
≤ (n− t)π

(t+ 1)(1− π)

)
=

α

2
, (8.4.15)

1− P
(
F
(
2t, 2(n− t+ 1)

)
≤ (n− t+ 1)π

t(1− π)

)
= 1− α

2
.

Odtud plyne vyjádřeńı π(t) a π(t) pomoćı kvantil̊u rozděleńı F . Z rovnice
(8.4.15) máme

(n− t)π
(t+ 1)(1− π)

= F1−α/2
(
2(t+ 1), 2(n− t)

)
,

(n− t+ 1)π

t(1− π)
= Fα/2

(
2t, 2(n− t+ 1)

)
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a odtud

π(t) =
(t+ 1)F1−α/2

(
2(t+ 1), 2(n− t)

)
n− t+ (t+ 1)F1−α/2

(
2(t+ 1), 2(n− t)

) , t = 0, 1, . . . , n− 1,

π(n) = 1 (8.4.16)

a

π(0) = 0, (8.4.17)

π(t) =
t

(n− t+ 1)F1−α/2
(
2(n− t+ 1), 2t

) , t = 1, . . . , n.

Hodnoty π(t) z (8.4.17) jsou tabelovány v [23] pro řadu kombinaćı, t, n−t
a α/2. Hodnoty π(t) neńı třeba tabelovat, nebot’ srovnáńım (8.4.16) a (8.4.17)
snadno zjist́ıme, že

π(t) = 1− π(n− t),
takže horńı hranice intervalu spolehlivosti se dostane snadno záměnou t za
n− t.

Při vysokých hodnotách n a pod́ılu t/n nepř́ılǐs bĺızkém 0 nebo 1 (tak,
aby bylo přibližně n(t/n)(1− t/n) > 9) se aproximuje rozděleńı statistiky T
normálńım rozděleńım (viz [24], odst. 26.7) a rovnice (8.4.14) přejdou v

Φ

(
t+ 1

2
− nπ

nπ(1− π)

)
=
α

2
, Φ

(
t− 1

2
− nπ

nπ(1− π)

)
= 1− α

2
. (8.4.18)

Jejich přibližné řešeńı (po zanedbáńı člen̊u tvaru c
n
, kde c je konstanta je

π(t)
.
= p+ u1−α/2

√
p(1− p)

n
, (8.4.19)

π(t)
.
= p− u1−α/2

√
p(1− p)

n
,

kde p = t/n.
Uvažujme př́ıklad, kdy z n = 30 nezávisle zkoušených izolátor̊u jich

bylo t = 4 proražených. Stanovme 90% interval spolehlivosti pro rozd́ıl π
proražených izolátor̊u tohoto typu.

Z tabulek [23] pro t = 4, n−t = 26 a α/2 = 0, 05 nalezneme π(4) = 0, 047
a π(4) = 1 − π(26) = 0, 280. Použit́ım aproximativńıch vztah̊u (8.4.19) pro
p = 4

30
a u0,95 = 1, 644 854 dostáváme π(4)

.
= 0, 031 a π(4)

.
= 0, 235.
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8.4.4 Poissonovo rozděleńı.

Necht’ X = (X1, . . . , Xn)′ je náhodný výběr z rozděleńı Po(λ). Statistika
T =

∑n
i=1Xi má rozděleńı Po(nλ). Zvoĺıme-li za h(t, λ) funkci

h(t, λ) =
t∑

j=0

(nλ)j

j!
e−nλ, (8.4.20)

źıskáme pro interval spolehlivosti pro λ rovnice

t∑
j=0

(nλ)j

j!
e−nλ =

α

2
,

t−1∑
j=0

(nλ)j

j!
e−nλ = 1− α

2
. (8.4.21)

Nejvýhodněǰśı postup řešeńı rovnic (8.4.21) je založen na vztahu

t∑
j=0

(nλ)j

j!
e−nλ =

∫ ∞
2nλ

e−
x
2x2(t+1)−1

22(t+1)(2t+ 1)!
dx = P

(
χ2
(
2(t+1)

)
> 2nλ

)
, (8.4.22)

viz [24], př́ıkl. 22.4. Aplikaćı tohoto vztahu na levé strany rovnic (8.4.21)
dostaneme rovnice

P
(
χ2
(
2(t+ 1)

)
> 2nλ

)
=
α

2
, P

(
χ2(2t) > 2nλ

)
= 1− α

2
. (8.4.23)

Odtud

λ(t) =
1

2n
χ2

1−α/2
(
2(t+ 1)

)
, t = 0, 1, . . . , (8.4.24)

a

λ(t) =
1

2n
χ2
α/2(2t), t = 1, 2, . . . , (8.4.25)

λ(0) = 0.

Kvantily rozděleńı χ2 najdeme v [23]. Při vyšš́ıch hodnotách t takových, že
χ2

1−α/2(2(t+1)) neńı už v tabulkách obsaženo, použije se aproximace rozděleńı

χ2 normálńım rozděleńım (viz [24], úloha 26.8.2); pak bude přibližně

λ(t)
.
=

1

n

(
t+ 1 + u1−α/2

√
t+ 1

)
, λ(t)

.
=

1

n

(
t− u1−α/2

√
t
)
. (8.4.26)
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Uvažujme údaje př́ıkl. 6.6.2. Konfidenčńı interval s koeficientem spolehli-
vosti 1− α = 0, 95 pro středńı hodnotu počtu kaz̊u v jedné tabuli má krajńı
body

λ(17) =
1

50
χ2

0,025(34) =
19, 806

50
.
= 0, 396;

λ(17) =
1

50
χ2

0,975(36) =
54, 437

50
.
= 1, 089.

Krajńı body přibližného intervalu spolehlivosti jsou podle (8.4.26)

λ(17)=̇
1

25
(17− 1, 96

√
17)

.
= 0, 357; λ(17)=̇

1

25
(18 + 1, 96

√
18)

.
= 1, 053.

8.4.5 Dvě normálńı rozděleńı.

Necht’ X = (X1, . . . , Xn)′ je náhodný výběr z rozděleńı N(µ1, σ
2
1) a Y =

(Y1, . . . , Yn)′ náhodný výběr z rozděleńı N(µ2, σ
2
2). Necht’ výběry X a Y jsou

nezávislé.
Předpokládejme nejprve, že σ2

1 = σ2
2 = σ2 a uvažujme parametrickou

funkci τ = τ(µ1, µ2, σ
2) = µ1− µ2 = ∆. Podle odst. 3.5 má náhodná veličina

h(X,Y ,∆, S2) =
X − Y −∆

S
√

1
n1

+ 1
n2

, (8.4.27)

kde S2 je dáno výrazem (3.5.3), rozděleńı t(n1 + n2 − 2), tedy nezávislé na
(µ1, µ2, σ

2), a při každém (X,Y , S2) je (8.4.27) klesaj́ıćı funkćı ∆. Rovnice
(8.2.5) a (8.2.6) přejdou v

X − Y −∆

S
√

1
n1

+ 1
n2

= t1−α/2(n1 + n2 − 2),
X − Y −∆

S
√

1
n1

+ 1
n2

= −t1−α/2(n1 + n2 − 2),

(8.4.28)
odkud dostáváme interval spolehlivosti pro ∆ = µ1 − µ2(

X − Y − t1−α/2(n1 + n2 − 2)s

√
1

n1

+
1

n2

,

X − Y + t1−α/2(n1 + n2 − 2)s

√
1

n1

+
1

n2

)
. (8.4.29)
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V práci [12], str. 108, jsou uvedeny výsledky obsahu aktivńıho chloru
(v g/l) v bělićım roztoku ze dvou nádrž́ı. Z nich se vypočte:

I. nádrž: n1 = 25; x = 34, 48; s2
1 = 1, 748 2;

II. nádrž: n2 = 10; y = 35, 59; s2
2 = 1, 712 1.

Předpokládejme, že se jedná o nezávislé výběry ze dvou normálńıch roz-
děleńı, a stanovme 95% interval spolehlivosti pro rozd́ıl obsahu chloru v obou
nádrž́ıch.

Z tabulek [23] nalezneme t0,975(33) = 2, 034 5. Dále

s2 =
24 · 1, 748 2 + 9 · 1, 712 1

33
.
= 1, 738 4,

takže pro určeńı (8.4.29) dostáváme

2, 034 5

(
1, 738 4

( 1

25
+

1

10

)) 1
2 .

= 1, 003 7

a odtud interval spolehlivosti pro µ1 − µ2 je (−2, 114; −0, 106).
Stanovme ještě interval spolehlivosti pro parametrickou funkci

τ(µ1, µ2, σ
2
1, σ

2
2) =

σ2
1

σ2
2

.

Uvažujme náhodnou veličinu

h(S2
1 , S

2
2 , σ

2
1, σ

2
2) =

S2
1

S2
2

σ2
2

σ2
1

=
S2

1

S2
2

1

τ
, (8.4.30)

tj. veličinu (3.5.5), která má rozděleńı F(n1 − 1, n2 − 1). Z rovnic

S2
1

S2
2

1

τ
= F1−α/2(n1 − 1, n2 − 1),

S2
1

S2
2

1

τ
= Fα/2(n1 − 1, n2 − 1), (8.4.31)

vyplývá interval spolehlivosti(
S2

1/S
2
2

F1−α/2(n1 − 1, n2 − 1)
,

S2
1/S

2
2

Fα/2(n1 − 1, n2 − 1)
,

)
(8.4.32)

pro σ2
1/σ

2
2.
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8.4.6 Dvourozměrné normálńı rozděleńı.

Necht’ (X1, Y1)′, . . . , (Xn, Yn)′ je náhodný výběr z dvourozměrného normálńıho
rozděleńı s parametry

µ1 = E(X), µ2 = E(Y ), σ2
1 = var(X), σ2

2 = var(Y ), ρ =
cov(X, Y )

σ1σ2

.

Uvažujme veličiny Di = Xi − Yi, i = 1, . . . , n. Podle odst. 3.7 můžeme
považovat D = (D1, . . . , Dn)′ za náhodný výběr z rozděleńı N(∆, σ2

D), kde
∆ = µ1 − µ2 a σ2

D = σ2
1 + σ2

2 − 2ρσ1σ2.
Zcela analogickým postupem jako v př́ıkl. 8.4.2 zjist́ıme, že interval spo-

lehlivosti pro ∆ je(
D − t1−α/2(n− 1)

SD√
n
, D + t1−α/2(n− 1)

SD√
n
,

)
(8.4.33)

kde D a S2
D jsou statistiky (3.7.3).

i xi yi di bi
1 24,14 24,26 -0,12 48,40
2 36,99 37,31 -0,32 74,30
3 29,10 28,95 0,15 58,05
4 31,21 31,66 -0,45 62,87
5 48,82 49,33 -0,51 98,15
6 48,43 48,90 -0,47 97,33
7 38,11 38,37 -0,26 76,48
8 37,62 38,11 -0,49 75,73
9 57,21 57,44 -0,23 114,65
10 41,43 42,01 -0,58 83,44
11 38,94 39,28 -0,34 78,22
12 45,77 46,15 -0,38 91,92

Tab. 8.1: Hodnoty obsahu železa.

Tabulka 8.1 udává hodnoty obsahu železa u n = 12 vzork̊u železné
ruda. Zde xi jsou výsledky standardńı analytické metody a yi výsledky nově
zaváděné analytické metody. Z těchto hodnot vypočteme

d =
−4

12
.
= −0, 333; s2

D =
12 · 1, 779 8− (−4)2

132
.
= 0, 040 6
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a z tabulek [23] nalezneme t0,975(11) = 2, 201. Je tedy sD/
√

12
.
= 0, 058, takže

(−0, 461;−0, 205) je 95% interval spolehlivosti pro ∆ = µ1 − µ2.

Ke konstrukci intervalu spolehlivosti pro koeficient korelace ρ lze využ́ıt
statistiky

Z =
1

2
ln

1 + r

1− r
,

kde r je výběrový koeficient korelace (3.7.5). Podle odst. 3.7 má veličina

h(Z, ρ) = (n− 3)
1
2

(
Z − 1

2
ln

1 + ρ

1− ρ
− ρ

2(n− 1)

)
(8.4.34)

pro přiměřená n (viz odst. 3.7) přibližně rozděleńı N(0, 1). Přitom pro každé
r, a tedy i každé Z, je h(Z, ρ) klesaj́ıćı funkćı ρ. Rovnice (8.2.5) a (8.2.6)
přejdou v

h(Z, ρ) = u1−α/2, h(Z, ρ) = −u1−α/2. (8.4.35)

Rovnice je zapotřeb́ı řešit numericky; pro prvńı aproximaci můžeme za-
nedbat v (8.4.34) výraz ρ/

(
2(n− 1)

)
.

Byla zjǐst’ována zralost viskózy X a tažnost Y umělého vlákna. Z n = 46
měřeńı byl vypočten výběrový koeficient korelace r = 0, 638. Stanovme 95%
interval spolehlivosti pro ρ. Protože Z = 0, 754 794, budeme řešit rovnice

43
1
2

(
0, 754 794− 1

2
ln

1 + ρ

1− ρ
− ρ

90

)
= −1, 959 964,

43
1
2

(
0, 754 794− 1

2
ln

1 + ρ

1− ρ
−

ρ

90

)
= 1, 959 964.

Jejich řešeńım nalezneme interval spolehlivosti (0, 423; 0, 780) pro ρ.

8.5 Úlohy.

8.5.1

Uvažujte údaje odst. 7.3 a nalezněte 95% interval spolehlivosti pro parame-
trickou funkci λ = 1

δ
.

[(0, 008; 0, 033)]



8.5. ÚLOHY. 105

8.5.2

Uvažujte údaje př́ıkl. 6.6.2 a nalezněte 95% interval spolehlivosti pro para-
metrickou funkci τ(λ) = e−λ.

[(0, 337; 0, 673).]
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Kapitola 9

Úvodńı poznámky

9.1 Podstata statistického rozhodováńı.

Statistický rozhodovaćı problém vzniká, když je třeba zvolit jedno rozhod-
nut́ı z určité tř́ıdy rozhodnut́ı v dané situaci možných a relativńı výhodnost
jednotlivých možných rozhodnut́ı záviśı na hodnotách jednoho nebo několika
neznámých parametr̊u, o kterých lze źıskat jen informace zat́ıžené náhodnými
chybami; lze jen pozorovat náhodné veličiny, jejichž rozděleńı záviśı na ne-
známých parametrech. Volba rozhodnut́ı na základě pozorováńı náhodných
veličin je přirozeně spojena s rizikem, že zvolené rozhodnut́ı nebude v dané
situaci nejlepš́ı a v d̊usledku nesprávného rozhodnut́ı vznikne ztráta. Úkolem
teorie statistického rozhodováńı je vypracovat pravidla pro volbu rozhodnut́ı
v podmı́nkách nejistoty tak, aby středńı hodnota ztrát byla co nejmenš́ı.

9.2 Př́ıklady.

9.2.1 Statistická přej́ımaćı kontrola.

Předpokládejme, že závod přeb́ırá od subdodavatele dodávky po N = 4 000
kusech polotovar̊u. V každé dodávce je určité procento 100π% nevyhovuj́ıćıch
kus̊u, č́ıslo π koĺısá od dodávky k dodávce. Pokud je π menš́ı než určité č́ıslo
π0, je výhodněǰśı dodávku převźıt, nebot’ pot́ıže s tř́ıděńım by byly větš́ı než
pot́ıže se zpracováńım dodávky; jakmile π překroč́ı π0, je výhodněǰśı celou
dodávku tř́ıdit. Z každé dodávky se tedy vybere n (např. 200) kus̊u a podle
počtu vadných se rozhodne, zda se dodávky použije bez daľśıch opatřeńı či
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zda se před použit́ım podrob́ı stoprocentńı kontrole.
To je statistický rozhodovaćı problém: Tř́ıda možných rozhodnut́ı obsa-

huje dva prvky
”
přijmout dodávku“ a

”
přetř́ıdit dodávku“. Parametr, na

kterém záviśı volba rozhodnut́ı, je π = pod́ıl vadných kus̊u v dodávce. Je
neznám, avšak pozoruje se náhodná veličina X =počet vadných kus̊u ve
výběru, která má hypergeometrické rozděleńı

P (X = x) =
1(
N
n

)(Nπ
x

)(
N −Nπ
n− x

)
,

x = max(0, Nπ −N + n), . . . ,min(Nπ, n).

Rozhodovaćı pravidlo (rozhodovaćı funkce) přǐrazuje každé z možných
hodnot náhodné veličiny X jedno ze dvou rozhodnut́ı

”
přijmout dodávku“

nebo p̆řetř́ıdit dodávku. Každé z obou uvedených rozhodnut́ı má svoje d̊usled-
ky: Přijme-li se dodávka obsahuj́ıćı M = Nπ vadných kus̊u bez tř́ıděńı,
vzniknou náklady aNπ, kde a je škoda zp̊usobená vadným kusem ve výrobě
(např. cena opravy hotového výrobku, který v d̊usledku zamontováńı vadné
součástky nefunguje), a tř́ıd́ı-li se dodávka, vzniknou náklady rovné ceně
tř́ıděńı.

9.2.2 Volba optimálńı varianty technologického pro-
cesu.

Představme si, že se provozńım pokusem srovnávaj́ı tři r̊uzné varianty tech-
nologického procesu v chemickém pr̊umyslu. Předpokládejme, že rozhoduj́ıćı
znak jakosti výrobku je náhodná veličina, která má při i-té variantě rozděleńı
N(µi, σ

2
i ), i = 1, 2, 3, a že na nejvhodněǰśı se považuje varianta s nejvyšš́ı

hodnotou µi. V pokusu se připrav́ı n várek každou ze zkoušených variant
a źıskaj́ı se tři náhodné vektory (Xi1, . . . , Xin)′, tj. výsledky naměřené u n
várek připravených i-tou technologíı, i = 1, 2, 3. Na základě výsledk̊u se má
rozhodnout, která ze tř́ı srovnávaných technologíı je podle uvedeného kritéria
nejlepš́ı a má být zavedena ve velkém.

Jde o statistický rozhodovaćı problém se třemi možnými rozhodnut́ımi
typu

”
doporučit i-tou variantu“, i = 1, 2, 3. Označme s č́ıslo varianty do-

poručené na základě výsledku pokusu; je-li např. doporučena varianta druhá,
je s = 2. V d̊usledku rozhodnut́ı vznikne škoda úměrná rozd́ılu mezi µs a
max1≤i≤3 µi, tedy škoda

a max
1≤i≤3

(µi − µs);
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je-li zvolena podle výsledk̊u experimentu práva varianta s maximálńı hod-
notou µi, je škoda nulová. Je-li zvolena jiná varianta, vznikne určitá ztráta,
zpravidla asi t́ım větš́ı, č́ım větš́ı bude rozd́ıl mezi maxµi a vybraným µs.

9.3 Rozhodovaćı funkce.

Jak je vidět z př́ıklad̊u odst. 9.2, základńı prvky úlohy statistického rozho-
dováńı jsou:

1. množina možných rozhodnut́ı, řekněme D, tzv. prostor rozhodnut́ı;

2. množina možných výsledk̊u př́ıslušného náhodného experimentu, tzv.
výběrový prostor. který označ́ıme X;

3. množina možných hodnot parametr̊u rozděleńı pravděpodobnosti vý-
sledk̊u daného experimentu, tzv. parametrický prostor, který označ́ıme
Ω a jeho prvky θ;

4. funkce W (d, θ) na D × Ω udávaj́ıćı ztrátu, která vznikne, přijme-li
se rozhodnut́ı d, když správná hodnota parametru je θ, tzv. ztrátová
funkce.

V př́ıkladě 9.2.1 je prostor rozhodnut́ı D = {d1, d2}, kde d1 znač́ı roz-
hodnut́ı

”
přijmout dodávku“ a d2 rozhodnut́ı

”
dodávku přetř́ıdit“, výběrový

prostor X = {max(0, Nπ−N +n),max(0, Nπ−N +n) + 1, . . .min(Nπ, n)},
parametrický prostor Ω je interval 〈0, 1〉. Ztrátovou funkci lze zvolit r̊uzně,
ale nejpřirozeněǰśı volba v popsané situaci by byla např.

W (d1, π) = aNπ, (9.3.1)

W (d2, π) = C,

kde a znač́ı škodu zp̊usobenou vadným kusem a C náklad na tř́ıděńı dodávky.
Jiná přijatelná volba ztrátové funkce pro daný př́ıklad je

W (d1, π) = 0, π ≤ π0, (9.3.2)

= 1, π > π0,

W (d2, π) = 1, π ≤ π0,

= 0, π > π0.
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Při užit́ı ztrátové funkce (9.3.2) nevyjadřujeme absolutńı velikosti ztráty,
nýbrž jen skutečnost, že při π ≤ π0 je rozhodnut́ı d1 správné a d2 nikoliv,
zat́ımco při π > π0 je správné rozhodnut́ı d2.

Rozhodnut́ı d se vyb́ırá na základě výsledku náhodného experimentu.
Pravidlo, které přǐrazuje každému z možných výsledk̊u experimentu určité
rozhodnut́ı, tj. funkci d(x) zobrazuj́ıćı X do D, je tzv. rozhodovaćı funkce.
V př́ıkladě 9.2.1 nejpřirozeněǰśı rozhodovaćı funkćı je

d(x) = d1, x < c,

= d2, x ≥ c,

tj. přijmout dodávku, když počet vadných kus̊u X ve výběru je menš́ı než
dané č́ıslo c, a zamı́tnout ji, když X ≥ c.

Jelikož rozhodnut́ı je pak funkćı výsledku náhodného experimentu, je i
ztráta utrpěná v d̊usledku rozhodnut́ı náhodou veličinou; jej́ı středńı hodnota

R(θθθ) = E
(
W
(
d(X), θθθ

))
(9.3.3)

je tzv. riziková funkce. Riziková funkce je základem pro srovnáváńı r̊uzných
rozhodovaćıch pravidel. Velmi zhruba řečeno, ćılem teorie rozhodovaćıch funk-
ćı je konstrukce rozhodovaćıch pravidel s

”
př́ıznivým pr̊uběhem“ rizikové

funkce.
Obecná teorie rozhodovaćıch funkćı je předmětem mnoha speciálńıch po-

jednáńı (např. [3, 36]). Zde se omeźıme jen na zvláštńı př́ıpad, totiž na úlohy
s dvěma rozhodnut́ımi a s jednoduchou ztrátovou funkćı obdobného typu
jako (9.3.2). Rozhodovaćı funkce pro úlohy tohoto druhu jsou ve statistice
známy jako testy statistických hypotéz.



Kapitola 10

Testováńı statistických hypotéz

10.1 Úloha testováńı statistické hypotézy.

Jestliže v obecném statistickém rozhodovaćım problému z čl. 9 množina
možných rozhodnut́ı má jen dva prvky, D = {d1, d2} a parametrický prostor
Ω př́ıslušného experimentu je rozdělen na dvě části, řekněme ω a ω = Ω−ω,
kde při θθθ ∈ ω je výhodněǰśı rozhodnut́ı d1 než d2 a při θθθ ∈ ω je výhodněǰśı roz-
hodnut́ı d2 než d1, nazýváme rozhodovaćı problém úlohou ověřeńı (či testu)
statistické hypotézy. Tvrzeńı

”
θθθ ∈ ω“ označ́ıme jako hypotézu H a opačné

tvrzeńı
”
θθθ ∈ Ω − ω“ jako alternativńı hypotézu A. Jestliže je hypotéza H

správná, tj. jestliže ve skutečnosti je θθθ prvkem ω, pak je na mı́stě rozhodnut́ı
d1; volbu rozhodnut́ı d1 označujeme tedy jako přijet́ı hypotézy H a volbu
rozhodnut́ı d2 jako zamı́tnut́ı H (čili přijet́ı alternativńı hypotézy A).

Pravidlo, podle kterého se na základě výsledku náhodného experimentu
rozhoduje, zda danou hypotézu přijmout či zamı́tnout, se nazývá test hy-
potézy H.

10.2 Př́ıklady.

10.2.1 Přej́ımaćı kontrola dodávek výrobk̊u
(pokračováńı př́ıkl. 9.2.1).

V př́ıkladě 9.2.1 jde v podstatě o test hypotézy H : π ≤ π0 (pod́ıl vadných
výrobk̊u v dodávce nepřekračuje dané č́ıslo π0) proti alternativńı hypotéze
A : π > π0. Zamı́tnut́ı hypotézy H má za následek stoprocentńı kontrolu
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(tř́ıděńı) celé dodávky. Parametrický prostor Ω (kterým je interval 〈0, 1〉) je
rozdělen na části ω = 〈0, π0〉 a ω = Ω − ω = (π0, 1〉. Test hypotézy H je:
zamı́tnout H : π ≤ π0, když x ≥ c, kde x je počet vadných výrobk̊u ve
výběru a c dané č́ıslo (o jeho volbě bude řeč později).

10.2.2 Zkouška účinnosti nového zp̊usobu ochrany proti
korozi.

Představme si následuj́ıćı situaci: Chemik navrhl nový zp̊usob povrchové
úpravy materiálu od kterého očekává lepš́ı ochranu proti korozi. K ověřeńı,
zda nový zp̊usob skutečně poskytuje lepš́ı ochranu proti korozi, provedl po-
kus: Připravil běžným standardńım zp̊usobem n1 vzork̊u materiálu a nově
navrženým zp̊usobem n2 vzork̊u a obě skupiny vystavil účink̊um agresivńıho
prostřed́ı. Po určité době změř́ı na všech vzorćıch účinky koroze (např. pro-
cento povrchu zasažené koroźı). Podle výsledku pokusu rozhodne, zda nově
navržený zp̊usob doporuč́ı či nikoliv. Ze zkušenosti s podobnými pokusy v́ı,
že zvolená mı́ra poškozeńı má normálńı rozděleńı.

Matematicko-statistický popis daného problému zńı: Pozoruj́ı se dva nezá-
vislé náhodné výběry X = (X1, . . . , Xn1)′ a Y = (Y1, . . . , Yn2)′; X je výběr
z rozděleńı N(µ1, σ

2
1) a Y je výběr z rozděleńı N(µ2, σ

2
2). Přitom Xi je

procento povrchu zachváceného koroźı u i-tého standardńıho vzorku a Yi
procento povrchu zachváceného koroźı u i-tého vzorku připraveného novým
zp̊usobem. Výběrový prostor X tedy je (n1 + n2)-rozměrný euklidovský pro-
stor. Parametrický prostor Ω je část 4-rozměrného euklidovského prostoru,

Ω =
{
θ = (µ1, µ2, σ

2
1, σ

2
2)
∣∣σ2

1 > 0, σ2
2 > 0

}
.

Rozhodnut́ı
”
doporučit nový zp̊usob“ je na mı́stě, když µ2 < µ1, rozhod-

nut́ı
”
nezavádět nový zp̊usob“ je správné, když µ1 ≤ µ2. T́ım je dán rozklad

Ω na dvě disjunktńı části

ω =
{

(µ1, µ2, σ
2
1, σ

2
2)
∣∣µ1 ≤ µ2, σ

2
1 > 0, σ2

2 > 0
}
,

ω =
{

(µ1, µ2, σ
2
1, σ

2
2)
∣∣µ1 > µ2, σ

2
1 > 0, σ2

2 > 0
}
,

Jde o test hypotézy H : θ ∈ ω, tj. µ1 ≤ µ2, proti alternativńı hypotéze
A : θ ∈ ω, tj. µ1 > µ2. Postup při provedeńı testu je popsán v odst. 11.10.
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10.3 Konstrukce test̊u statistických hypotéz.

Protože v úloze testováńı statistické hypotézy jsou možná jen dvě rozhodnut́ı
(totiž

”
zamı́tnout hypotézu H“ a

”
nezamı́tnout hypotézu H“), je test (roz-

hodovaćı pravidlo) zcela popsán rozkladem výběrového prostoru X na dvě
disjunktńı části: část, které je přǐrazeno rozhodnut́ı

”
zamı́tnout H“, a část,

které je přǐrazeno rozhodnut́ı
”
nezamı́tat H“.

10.4 Kritický obor.

Množinu prvk̊u x výběrového prostoru X, kterým je přǐrazeno rozhodnut́ı

”
zamı́tnout hypotézu H“, nazveme kritickým oborem (úplněji kritickým obo-

rem pro testováńı hypotézy H).

V př́ıkladě 10.2.1 je výběrovým prostorem množina celých nezáporných
č́ısel nejvýše rovných n, X = {0, 1, . . . , n}. Náhodná veličina X sice může
nabývat jen hodnot z intervalu 〈max(0, Nπ−N +n),min(Nπ, n)〉, ale para-
metr π neńı znám a může mı́t kteroukoliv hodnotu z intervalu 〈0, 1〉; je tedy
třeba považovat za možné výsledky experimentu všechna celá č́ısla z intervalu
〈0, n〉. Kritický obor pro test H : π ≤ π0 je množina W = {c, c+ 1, . . . , n}.

Kritický obor budeme v daľśım textu této kapitoly značit ṕısmenem W a
pravděpodobnost, že experiment dá výsledek z W , když parametr má hod-
notu θθθ, symbolem Pw(θθθ). Je-li T = T (X) nějaká statistika, symbol P

(
T (X) ≥

c
∣∣θθθ = θθθ0

)
bude značit pravděpodobnost jevu {T (X) ≥ c} poč́ıtanou při hod-

notě θθθ = θ0θ0θ0; zde nejde o podmı́něnou pravděpodobnost, protože parametr θθθ
nepovažujeme za náhodnou veličinu.

Vhodnost daného testu statistické hypotézy H (tj. daného kritického
oboru pro test hypotézy H) můžeme posoudit, stanov́ıme-li pro každé θθθ ∈ Ω
pravděpodobnost, že hypotéza H bude testem zamı́tnuta, když parametr má
ve skutečnosti hodnotu θθθ. Tato pravděpodobnost by měla být co nejmenš́ı,
když H je správná (tj. když θθθ ∈ ω), a co největš́ı, když H neplat́ı (tj. když
θθθ ∈ Ω− ω). Zavád́ıme tedy následuj́ıćı definici.
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10.5 Silofunkce testu (kritického oboru).

Funkci Pw(θθθ) na Ω, která udává ke každému θθθ ∈ Ω pravděpodobnost zamı́tnut́ı
hypotézy H, když parametr má hodnotu θθθ, tj.

PW(θθθ) = P (X ∈ W |θθθ), (10.5.1)

nazveme silofunkćı testu (kritického oboru) W . Hodnotu silofunkce v určitém
bodě θθθ = θθθ′ nazýváme śılou testu v̊uči alternativě θθθ = θθθ′.

Jestliže výsledek experimentu má rozděleńı diskrétńıho typu s pravdě-
podobnostńı funkćı p(x;θθθ); vypoč́ıtá se silofunkce jako

PW(θθθ) =
∑
x∈W

p(x;θθθ), (10.5.2)

jestližeX má rozděleńı spojitého typu se sdruženou hustotou f(x;θθθ), vypoč́ıtá
se silofunkce jako

PW (θθθ =

∫
. . .

∫
W

f(x;θθθ) dx1 . . . dxn. (10.5.3)

Při testu statistické hypotézy H : θ ∈ ω může doj́ıt k chybnému rozhod-
nut́ı dvěma zp̊usoby:

1. Hypotéza H je ve skutečnosti správná a na základě testu je zamı́tnuta
(experiment dá výsledek z kritického oboru W ),

2. hypotéza H neplat́ı, ale test nevede k jej́ımu zamı́tnut́ı (experiment dá
výsledek, který nepatř́ı do kritického oboru W, X ∈ X−W ).

Pro tyto dva druhy chyb je v matematické statistice zavedeno zvláštńı
označeńı.

10.6 Chyba prvńıho a druhého druhu.

Rozhodnut́ı
”
zamı́tnout hypotézu H“, když ve skutečnosti je H správná,

se nazývá chyba I. druhu. Rozhodnut́ı
”
nezamı́tat hypotézu H“, když ve

skutečnosti je správná alternativńı hypotéza A, se nazývá chyba II. druhu.
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10.7 Hladina významnosti.

Při volbě testu statistické hypotézy se snaž́ıme předevš́ım omezit riziko chyby
I. druhu a kritický obor vyb́ıráme tak, aby pravděpodobnost chyby I. druhu
nepřekročila předem zvolené č́ıslo α; zpravidla se použ́ıvá hodnot α ne vyšš́ıch
než 0, 1, např. α = 0, 05 nebo 0, 01. Hypotéza H : θ ∈ ω je správná, když
parametr θ patř́ı do dané části ω parametrického prostoru Ω. Na kritický
obor tedy klademe podmı́nku

PW (θθθ) ≤ α pro všechna θθθ ∈ ω. (10.7.1)

Toto č́ıslo α nazýváme hladinou významnosti a test (kritický obor) splňuj́ıćı
podmı́nku (10.7.1) testem na hladině významnosti α.

Výklad o metodách a kritéríıch pro konstrukci kritických obor̊u na dané
hladině významnosti lze naj́ıt v podrobněǰśıch učebnićıch matematické sta-
tistiky, např. [1, 20, 31], úplný rozbor úlohy v monografii [22]. Zde uvedeme
jen jednoduchý postup použitelný při nejběžněǰśıch typech hypotéz.

10.8 Běžné typy statistických hypotéz.

V aplikaćıch se nejčastěji setkáváme s hypotézami tohoto tvaru:

1. Necht’ τ(θθθ) je daná reálná funkce parametru θθθ. Hypotéza H1 zńı τ(θθθ) ≤
τ0 (kde τ0 je dané č́ıslo), alternativńı hypotéza A1 zńı τ(θθθ) > τ0.

2. Hypotéza H2 zńı τ(θθθ) ≥ τ0 (τ0 dané č́ıslo), alternativńı hypotéza A2 je
τ(θθθ) < τ0.

3. Hypotéza H3 zńı τ(θθθ) = τ0 (τ0 dané č́ıslo), alternativńı hypotéza A3 je
τ(θθθ) 6= τ0.

V př́ıpadě 1 a 2 mluv́ıme o testu jednostranné hypotézy proti jednostranné
alternativě, v př́ıpadě 3 mluv́ıme o testu hypotézy H3 proti oboustranné al-
ternativě, stručněji o jednostranných a oboustranných testech.

Kritické obory pro testováńı hypotéz tohoto typu lze zpravidla uvést na
tento tvar: Necht’ T (X) je reálná statistika (reálná funkce výsledku experi-
mentu), jej́ıž rozděleńı záviśı jen na hodnotě funkce τ(θθθ) parametru θθθ. Kri-
tický obor W1 pro test hypotézy H1 je

W1 = {x |T (x) ≥ C1}, (10.8.1)
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kde C1 je č́ıslo zvolené tak, aby

P
(
T (X) ≥ C1 | τ(θθθ) = τ0

)
= α. (10.8.2)

Kritický obor W2 pro test hypotézy H2 je

W2 = {x |T (x) ≤ C2} (10.8.3)

kde C2 je zvoleno tak, aby

P
(
T (X) ≤ C2 | τ(θθθ) = τ0

)
= α. (10.8.4)

Kritický obor pro test hypotézy H3 je

W3 = {x |T (x) ≤ C
′

3} ∪ {x |T (x) ≥ C
′′

3 }, (10.8.5)

kde C
′
3 a C

′′
3 jsou č́ısla zvolená tak, aby

P
(
T (X) ≤ C

′

3 | τ(θθθ) = τ0

)
= P

(
T (X) ≥ C

′′

3 | τ(θθθ) = τ0

)
=
α

2
. (10.8.6)

10.9 Konfidenčńı intervaly a testy statistic-

kých hypotéz.

Konstrukci kritických obor̊u typu W1, W2, W3 pro hypotézy H1, H2, H3

z předcházej́ıćıho odstavce, tj. výběr př́ıslušné statistiky T a stanoveńı č́ısel
C1, C2, C

′
3, C

′′
3 , usnadńı následuj́ıćı vztah mezi konfidenčńımi intervaly a

testy statistických hypotéz.
Necht’

(
τ(X), τ(XXX)

)
je konfidenčńı interval pro τ(θθθ) s koeficientem spo-

lehlivosti 1− 2α. Potom (viz odst. 8.1) pro libovolné θθθ ∈ Ω plat́ı

P
(
τ(X) ≥ τ(θθθ)

)
= α. (10.9.1)

Odtud plyne: Je-li správná hypotézaH1 z odst. 10.8, pak pravděpodobnost
jevu τ(X) ≥ τ0 je nejvýše rovna α.

P
(
τ(X) ≥ τ0 |θθθ

)
≤ α pro všechna θθθ taková, že τ(θθθ) ≤ τ0, (10.9.2)

a kritický obor W1 lze zapsat ve tvaru

W1 = {x | τ(x ≥ τ0} (10.9.3)
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Je-li správná hypotéza H2 z odst. 10.8, tj. je-li τ(θθθ) ≥ τ0, pak

P
(
τ(X) ≤ τ0

)
≤ α pro všechna θθθ s vlastnost́ı τ(θθθ) ≥ τ0 (10.9.4)

a kritický obor W2 z (10.3.6) lze zapsat ve tvaru

W2 = {x | τ(x ≤ τ0}. (10.9.5)

Pro konstrukci testu hypotézy H3 vyjdeme z konfidenčńıho intervalu s ko-
eficientem spolehlivosti 1− α. Pro takový interval plat́ı

P
(
τ(X) ≥ τ(θθθ)

)
= P

(
τ(X) ≤ τ(θθθ)

)
=
α

2
. (10.9.6)

Odtud plyne, že kritický obor W3 definovaný vztahem

W3 = {x | τ(x) ≥ τ0} ∪ {x | τ(x) ≤ τ0} (10.9.7)

je kritickým oborem na hladině α pro oboustranný test hypotézy H3.
Všechny testy konkrétńıch hypotéz uvedené v čl. 11 jsou právě tohoto

typu a doporučujeme čtenáři, aby si alespoň některé z nich odvodil z výsledk̊u
odst. 8.2.
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Kapitola 11

Některé d̊uležité testy

V tomto článku jsou uvedeny testy běžných hypotéz o parametrech nejd̊uleži-
těǰśıch rozděleńı popsaných v [24]. Odstavec má dvoj́ı účel: jednak ilustrovat
základńı pojmy z čl. 10, jednak dát návod k řešeńı nejčastěji se vyskytuj́ıćıch
úloh testováńı statistických hypotéz.

11.1 Testy hypotéz o parametru

alternativńıho rozděleńı.

Budiž X = (X1, . . . , Xn)′ náhodný výběr z alternativńıho rozděleńı A(π).
To znamená, že Xi, i = 1, . . . , n, jsou

”
zakódované“ výsledky n nezávislých

náhodných pokus̊u, když se
”
úspěch“ v i-tém pokusu zaznamená jako Xi = 1

a
”
neúspěch“ jako Xi = 0.
Kritický obor pro test jednostranné hypotézy H : π ≤ π0 (π0 dané č́ıslo)

proti jednostranné alternativě A: π > π0 je

W = {x |
n∑
i=1

xi ≥ c}, (11.1.1)

kde c je č́ıslo určené tak, aby

P
( m∑
i=1

Xi ≥ c | π = π0

)
= α. (11.1.2)

Náhodná veličina
∑n

i=1Xi, tj. celkový počet úspěch̊u v sérii n nezávislých
pokus̊u, má rozděleńı Bi(n, π) (viz [24], odst. 14.5). Č́ıslo c by tedy mělo být

121
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určeno tak, aby
n∑
j=c

(
n

j

)
πj0(1− π0)n−j = α. (11.1.3)

Č́ıslo c splňuj́ıćı rovnici (11.1.3) však nelze pro libovolnou dvojici π0, α
naj́ıt. Voĺı se tedy bud’ takové c, při kterém

n∑
j=c

(
n

j

)
πj0(1− π0)n−j ≤ α <

n∑
j=c−1

(
n

j

)
πj0(1− π0)n−j, (11.1.4)

nebo takové c, při kterém je

n∑
j=c

(
n

j

)
πj0(1− π0)n−j

nejbližš́ı předepsané hladině významnosti α.

Ke stanoveńı č́ısla c lze už́ıt tabulek rozděleńı Bi(n, π) (např. [23]). Al-
ternativńı postup je tento: zamı́tnout hypotézu H, když

n−
∑n

i=1 xi + 1∑n
i=1 xi

π0

1− π0

≤ Fα

(
2

n∑
i=1

xi, 2(n−
n∑
i=1

xi + 1)
)
, (11.1.5)

kde Fα(ν1, ν2) je 100α% kvantil rozděleńı F s ν1 a ν2 stupni volnosti (viz
(3.4.3) a [23]). Ekvivalence (11.1.4) a (11.1.5) se dokáže užit́ım výsledk̊u
odst. 3.6.1 této práce a odst. 23.3 v [24].

Při velkých hodnotách n a
∑n

i=1 xi lze už́ıt aproximace rozděleńı veličiny
1
n

∑n
i=1Xi normálńım rozděleńım podle odst. 26.3 v [24]; podmı́nka (11.1.4)

se pak nahrad́ı podmı́nkou

1− Φ

(
c/n− π0√
π0(1− π0)

√
n

)
.
= α, (11.1.6)

odkud

c
.
= π0 + u1−α

√
π0(1− π0)

n
. (11.1.7)
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11.2 Př́ıklady.

11.2.1

Ve výběru n = 50 výrobk̊u byl nalezeno 6 vadných. Neńı tento výsledek
v př́ıkrém rozporu s předpokladem, že daný technologický postup produkuje
v pr̊uměru ne v́ıce než 5% vadných kus̊u?

Náhodné vybráńı n = 50 kus̊u ke kontrole představuje n = 50 náhodných
pokus̊u, v nichž jev Xi = 1 (i-tý vybraný kus je vadný) má neznámou
pravděpodobnost π. Je třeba testovat hypotézu H : π ≤ π0 = 0, 05. V našem
př́ıpadě bylo pozorováno

∑50
i=1 xi = 6 čili

50− 6 + 1

6

0, 05

0, 95
.
= 0, 395

a 5% kvantil rozděleńı F(12, 90) je F0,05(12, 90) = 1/F0,95(90, 12)
.
= 0, 425

(z tabulek [23]). Hypotézu H : π ≤ 0, 05 tedy zamı́táme a usuzujeme, že
pr̊uměrný pod́ıl vadných kus̊u při daném výrobńım procesu je vyšš́ı než 5%.

11.2.2 Regulace výrobńıho procesu při kontrole posu-
zováńım.

Dlouhodobým sledováńım výrobńıho procesu je zjǐstěno, že při ustálených
výrobńıch podmı́nkách vznikaj́ı přibližně 4% vadných kus̊u při výrobě jedno-
duchého výrobku (např. výlisky z umělé hmoty). Za účelem kontroly, zda se
nezhoršily výrobńı podmı́nky a pr̊uměrné procento vadných kus̊u nestouplo,
odeb́ıraj́ı se v pravidelných intervalech (např. každé dvě hodiny) náhodné
výběry n = 10 výrobk̊u. Jestliže počet vadných kus̊u ve výběru je roven
nebo překroč́ı č́ıslo c, usuzuje se na zhoršeńı podmı́nek a podnikaj́ı se kroky
k nápravě.

Popsaný postup je vlastně test hypotézy
”
pravděpodobnost π výroby

vadného kusu ≤ 0, 04 = π0“, prováděný každé dvě hodiny pomoćı výběru
rozsahu n = 10 z rozděleńı A(π). Počet vadných kus̊u ve výběru, T =∑10

i=1 Xi, kde Xi = 1, když i-tý vybraný kus je vadný, má binomické rozděleńı
Bi(10, π). Aby pravděpodobnost

”
planého poplachu“, tj. pravděpodobnost

zamı́tnut́ı testované hypotézy H : π ≤ 0, 04, byla nejvýše rovna č́ıslu α, muśı
c být voleno tak, aby

10∑
j=c

(
10

j

)
0, 04j · 0, 9610−j ≤ α <

10∑
j=c−1

(
10

j

)
0, 04j · 0, 9610−j.
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V tabulkách [23] nalezneme pro α = 0, 05

10∑
j=3

(
10

j

)
0, 04j · 0, 9610−j < 0, 05 <

10∑
j=2

(
10

j

)
0, 04j · 0, 9610−j.

odkud při α = 0, 05 je c = 3. Śıla testu v̊uči alternativńı hypotéze π =
0, 15 (tj. pravděpodobnost odhaleńı takové změny výrobńıch podmı́nek, že
pravděpodobnost výroby vadného kusu, čili pr̊uměrný pod́ıl vadných kus̊u,
je 0, 15 mı́sto 0, 04), je rovna (opět z tabulek [23])

10∑
j=3

(
10

j

)
0, 15j · 0, 8510−j .= 0, 179 8.

11.3 Testy hypotéz o parametru Poissonova

rozděleńı.

Budiž X = (X1, . . . , Xn)′ náhodný výběr z rozděleńı Po(λ). Kritický obor
pro test hypotézy H : λ ≤ λ0 (kde λ0 je dané č́ıslo) je

W = {x |
n∑

i=1

xi ≥ c}, (11.3.1)

kde c je určeno tak, aby

P
( n∑
i=1

Xi ≥ c |λ = λ0

)
≤ α < P

( n∑
i=1

Xi ≥ c− 1 |λ = λ0

)
. (11.3.2)

Statistika T =
∑n

i=1Xi má rozděleńı Po(nλ). Č́ıslo c se tedy urč́ı ze
vztahu

∞∑
j=c

(nλ0)j

j!
e−nλ0 ≤ α <

∞∑
j=c−1

(nλ0)j

j!
e−nλ0 (11.3.3)

bud’ s užit́ım tabulek Poissonova rozděleńı nebo pomoćı poč́ıtače.
Jinak lze provést test tak, že zamı́tneme hypotézu H, jestliže

χ2
α

(
2

n∑
i=1

xi

)
≥ 2nλ0, (11.3.4)
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kde χ2
α(ν) znač́ı 100α% kvantil rozděleńı χ2(ν).

Ekvivalence nerovnost́ı (11.3.3) a (11.3.4) plyne ze vztahu mezi rozděleńım
χ2, rozděleńım gama a Poissonovým rozděleńım, viz [24], odst. 22.4. Při
vysokých hodnotách n a λ0 (aspoň nλ0 > 30) lze aproximovat Poissonovo
rozděleńı rozděleńım normálńım a podmı́nka (11.3.3) přejde v podmı́nku

Φ

(
c− nλ0√
nλ0

)
.
= 1− α, (11.3.5)

odkud
c
.
= nλ0 + u1−α

√
nλ0. (11.3.6)

Hypotéza H : λ ≤ λ0 se tedy zamı́tá, když

n∑
i=1

xi ≥ nλ0 + u1−α
√
nλ0 čili x ≥ λ0 + u1−α

√
λ0

n
. (11.3.7)

Śıla testu proti alternativńı hypotéze λ = λ1 je rovna

P (λ1) =
∞∑
j=c

(nλ1)j

j!
e−nλ1 = P

(
χ2(2c) ≤ 2nλ1

)
(11.3.8)

a při nλ1 > 30 přibližně

P (λ1)
.
= 1− Φ

(
c− nλ1√
nλ1

)
= Φ

(
λ1 − λ0√
nλ1

√
n− u1−α

√
λ0

λ1

)
. (11.3.9)

11.4 Př́ıklad.

Dlouhodobým sledováńım je zjǐstěno, že při ustálených výrobńıch podmı́nkách
má počet kaz̊u na jeden běžný metr bavlněné tkaniny určité š́ı̌re Poissonovo
rozděleńı. Při prohĺıdce 15 metr̊u bylo nalezeno celkem 7 kaz̊u. Je udržitelný
předpoklad, že pr̊uměrný počet kaz̊u na 1 metr nepřekračuje λ0 = 0, 2 (tj. že
v pr̊uměru nepřipadá v́ıce než 1 kaz na každých 5 metr̊u)?

Vybraných 15 metr̊u představuje náhodný výběr rozsahu n = 15 z Pois-
sonova rozděleńı s neznámou středńı hodnotou λ. Je třeba ověřit hypotézu
H : λ ≤ λ0 = 0, 2. Pozorovaná hodnota statistiky T =

∑15
i=1Xi je v dané

úloze rovna 7. Z tabulek [23] zjǐst’ujeme χ2
0,05(14) = 6, 75 > 30 · 0, 2 = 6.

Hypotézu H :≤ 0, 2 tedy při testováńı na hladině významnosti α = 0, 05
zamı́táme, tj. usuzujeme, že středńı hodnota počtu kaz̊u na 1 metr tkaniny
je větš́ı než 0, 2.
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11.5 Test hypotézy o parametru

exponenciálńıho rozděleńı.

Necht’ X = (X1, . . . , Xn)′ je náhodný výběr z rozděleńı E(0, δ). Test hypotézy
H : δ ≤ δ0 (δ0 dané č́ıslo) je založen na kritickém oboru tvaru

W = {x |
n∑
i=1

xi ≥ c}, (11.5.1)

kde c je určeno tak, aby

P
( n∑
i=1

Xi ≥ c
∣∣∣ δ = δ0

)
= α. (11.5.2)

Podle [24], odst. 22.4, má statistika T =
∑n

i=1Xi Erlangovo rozděleńı a
jednoduchou transformaćı lze ukázat, že náhodná veličina

2T

δ
=

2

δ

n∑
i=1

Xi (11.5.3)

má rozděleńı χ2(2n). Odtud plyne, že požadavek (11.5.2), který lze zapsat
jako

P

(
2

δ0

n∑
i=1

Xi ≥
2c

δ0

∣∣∣ δ = δ0

)
= α (11.5.4)

bude splněn při

c =
1

2
δ0χ

2
1−α(2n). (11.5.5)

Śıla testu v̊uči alternativńı hypotéze δ = δ1 je rovna

P (δ1) = P
( n∑
i=1

Xi ≥ δ0
1

2
χ2

1−α(2n)
∣∣∣ δ = δ1

)
= (11.5.6)

= P

(
2
∑n

i=1 Xi

δ1

≥ δ0

δ1

χ2
1−α(2n)

∣∣∣ δ = δ1

)
=

= P
(
χ2(2n) ≥ δ0

δ1

χ2
1−α(2n)

)
.
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Test pravostranné hypotézy H : δ ≥ δ0 ( δ0 dané č́ıslo) proti levostranné
alternativě A : δ < δ0 bude mı́t kritický obor

W =
{
x
∣∣ n∑
i=1

xi ≤
1

2
δ0χ

2
α(2n)

}
(11.5.7)

a jeho śıla v̊uči alternativě δ = δ1 je rovna

P (δ1) = P
(
χ2(2n) ≤ δ0

δ1

χ2
α(2n)

)
. (11.5.8)

11.6 Př́ıklad.

Předpokládejme, že o určitém výrobku je známo, že jeho doba života má
rozděleńı E(0, δ), kde parametr δ záviśı na konkrétńıch podmı́nkách výroby
a provozu. Zkouškami se ověřuje, zda aspoň 90% výrobk̊u má dobu života
deľśı než 200 hodin, tj. zda desetiprocentńı kvantil x0,1 rozděleńı doby života
neńı menš́ı než 200 hodin. Jde tedy o test hypotézy

H : x0,1 ≥ 200.

Kvantil x0,1 rozděleńı E(0, δ) je roven (viz [24], odst. 20.2) - δ ln 0, 9, takže
hypotéza vlastně zńı

H : −δ ln 0, 9 ≥ 200 ≡ δ ≥ δ0 = − 200

ln 0, 9
.

Podle (11.5.7) se hypotéza H zamı́tne, jestliže

n∑
i=1

xi ≤
1

2
δ0χ

2
α(2n),

kde x1, . . . , xn jsou pozorované doby života u n výrobk̊u vybraných ke zkoušce.
Je-li např. n = 20 a testuje-li se na hladině významnosti α = 0, 05, zamı́tne
se H při

20∑
i=1

xi ≤
1

2

(
− 200

ln 0, 9

)
χ2

0,05(40) = 25 160, 28

čili při
x ≤ 1 258, 014.
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Pravděpodobnost, že tento test odhaĺı sńıženou životnost, když deseti-
procentńı kvantil bude ve skutečnosti jen 150 hodin, tj. δ = δ1 = − 150

ln 0,9

.
=

1 423 68, je rovna

P (150) = P
(
χ2(40) ≤ 200

150
χ2

0,05(40)
)

= P
(
χ2(40) ≤ 34, 35

) .
= 0, 31.

11.7 Testy hypotéz o parametrech normálńıho

rozděleńı.

11.7.1 Test hypotézy o středńı hodnotě.

Necht’ X = (X1, . . . , Xn)′ je náhodný výběr z rozděleńı N(µ, σ2). Pro tes-
továńı hypotézy H : µ ≤ µ0 proti alternativńı hypotéze A : µ > µ0 se
nejčastěji už́ıvá kritického oboru

W =
{
x
∣∣x ≥ µ0 + t1−α(n− 1)

s√
n

}
=
{
x,
∣∣ x− µ0

s

√
n ≥ t1−α(n− 1)

}
,

(11.7.1)
kde t1−α(n− 1) je 100(1− α)% kvantil rozděleńı t o n− 1 stupńıch volnosti
a X a S statistiky definované v odst. 2.2.

K testováńı hypotézy H : µ ≥ µ0 proti A : µ < µ0 se užije kritického
oboru

W =
{
x
∣∣x ≤ µ0 − t1−α(n− 1)

s√
n

}
(11.7.2)

a k testováńı hypotézy H : µ = µ0 proti dvoustranné alternativńı hypotéze
A : µ 6= µ0 oboru

W =
{
x
∣∣ |x− µ0| ≥ t1−α/2(n− 1)

s√
n

}
. (11.7.3)

Je-li rozptyl σ2 znám, užije se v (11.7.1) až (11.7.3) mı́sto s skutečné
směrodatné odchylky σ a kvantil rozděleńı t(n − 1) se nahrad́ı kvantilem
rozděleńı N(0, 1).

11.7.2 Test hypotézy o rozptylu.

Necht’ X = (X1, . . . , Xn)′ je náhodný výběr z rozděleńı N(µ, σ2). K testováńı
hypotézy H : σ2 ≤ σ2

0 (σ2
0 dané č́ıslo) proti alternativńı hypotéze A : σ2 > σ2

0
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se použ́ıvá statistiky S2 definované v odst. 2.2; kritický obor je

W =
{

x
∣∣∣ ∑n

i=1(xi − x)2

σ2
0

≥ χ2
1−α(n− 1)

}
=
{

x
∣∣ s2

σ2
0

≥ 1

n− 1
χ2

1−α(n− 1)
}
.

(11.7.4)

Śıla tohoto testu proti alternativě σ2 = σ2
1 je rovna

P (σ2
1) = P

(∑n
i=1(Xi −X)2

σ2
0

≥ χ2
1−α(n− 1)

∣∣∣σ2 = σ2
1

)
= (11.7.5)

= P

(∑n
i=1(Xi −X)2

σ2
1

≥ σ2
0

σ2
1

χ2
1−α(n− 1)

∣∣∣σ2 = σ2
1

)
=

= P
(
χ2(n− 1) ≥ σ2

0

σ2
1

χ2
1−α(n− 1)

)
.

11.8 Př́ıklady.

11.8.1

Pro kontrolu správnosti nastaveńı měřićıho př́ıstroje bylo provedeno 10 mě-
řeńı zkušebńıho etalonu se správnou hodnotou µ0 = 15, 20. Byly źıskány tyto
výsledky:

15, 23; 15, 21; 15, 19; 15, 16; 15, 26; 15, 22; 15, 23; 15, 26; 15, 23; 15, 29.

Lze považovat pozorované odchylky od správné hodnoty za náhodné chyby
měřeńı nebo je d̊uvod k podezřeńı na př́ıtomnost systematické chyby? (Před-
pokládáme, že jde o měřeńı, při kterém náhodné chyby maj́ı normálńı rozdě-
leńı). Jelikož je žádoućı odhalit jak zápornou, tak kladnou systematickou
chybu (odchýleńı středńı hodnoty výsledku měřeńı od správné hodnoty),
použijeme testu hypotézy H : µ = µ0 proti oboustranné alternativńı hy-
potéze A : µ 6= µ0 podle (11.7.3). Je

x = 15, 2 +
[
0, 03 + 0, 01 + (−0, 01) + (−0, 04) + 0, 06 + 0, 02 + 0, 03+

+ 0, 06 + 0, 03 + 0, 09
]
/10 = 15, 2 + 0, 028 = 15, 228;
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s2 =
1

9

[ 9∑
i=1

(xi − 15, 2)2 − 10(x− 15, 2)2
]

=

=
1

9

[
0, 000 1(9 + 1 + 1 + 16 + 36 + 4 + 9 + 36 + 9 + 81)− 0, 007 84

]
=

= 0, 001 373;

s√
10

.
= 0, 011 72; t0,975(9) = 2, 262 2;

|x− µ0| = |15, 228− 15, 2| = 0, 028 > 0, 026 5
.
= 2, 262 2 · 0, 011 72.

Hypotézu H : µ = 15, 2 tedy zamı́táme, tj. usuzujeme na př́ıtomnost
systematické chyby.

11.8.2

Pro bavlněnou př́ızi určitého druhu je předepsána horńı mez variability pev-
nosti žádá se, aby směrodatná odchylka pevnosti vlákna nepřekročila hodnotu
σ0 = 0, 6 kg, jinak vznikaj́ı pot́ıže při tkańı. Pevnost má přibližně normálńı
rozděleńı N(µ, σ2). Při zkoušce n = 16 vzork̊u byly zjǐstěny tyto výsledky:
2,22; 3,54; 2,37; 1,66; 4,74; 4,82; 3,21; 5,44; 3,23; 4,79; 4,85; 4,05; 3,48; 3,89;
4,90; 5,37.

Je d̊uvod k podezřeńı na vyšš́ı nestejnoměrnost, než je stanoveno?

Důvodné podezřeńı na vyšš́ı nestejnoměrnost vzniká, když test zamı́tne
hypotézu H : σ ≤ σ0 = 0, 6. Pro uvedené výsledky je

x = 3, 91;
1∑
i=1

5(xi − x)2 = 20, 212; s2 = 1, 347 5; s=̇1, 160 8;

∑15
i=1(xi − x)2

σ2
0

=
20, 212

0, 36
.
= 56, 144 4,

což je hodnota o mnoho větš́ı než χ2
0,95(15) = 24, 996 (z tabulek [23]). Hy-

potézu H : σ ≤ 0, 6 tedy zamı́táme na hladině významnosti 0, 05; výsledky
potvrzuj́ı vyšš́ı nestejnoměrnost, než žádá norma.

Konfidenčńı interval pro σ s koeficientem spolehlivosti 0, 95 je (dosazeńım
s = 1, 160 8, n = 15 a α

2
= 0, 025 do (8.4.8)) (0,837 5; 1,796 6).
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11.9 Dva nezávislé náhodné výběry ze dvou

normálńıch rozděleńı.

Necht’ X = (X1, . . . , Xn1)′ je náhodný výběr rozsahu n1 z rozděleńı N(µ1, σ
2
1)

a Y = (Y1, . . . , Yn2)′ náhodný výběr rozsahu n2 z rozděleńı N(µ2, σ
2
2). Necht’

výběry X a Y jsou nezávislé. Uvažujme statistiky X, Y , S2
1 a S2

2 dané výrazy
(3.5.1) a dále statistiku S2 danou výrazem (3.5.3).

11.9.1 Testy hypotéz o středńıch hodnotách při stejných
rozptylech.

Jsou-li rozptyly obou rozděleńı stejné, σ2
1 = σ2

2 (nebo aspoň přibližně stejné),
už́ıvá se k testováńı hypotézy H1 : µ1 ≤ µ2 proti alternativńı hypotéze
A : µ1 > µ2 kritického oboru

W1 =

{
(x,y)

∣∣∣∣ x− ys
√

n1n2

n1 + n2

≥ t1−α(n1 + n2 − 2)

}
, (11.9.1)

k testováńı hypotézy H2 : µ2 ≤ µ1 proti A2 : µ2 > µ1 obdobně

W2 =

{
(x,y)

∣∣∣∣ y − xs
√

n1n2

n1 + n2

≥ t1−α/2(n1 + n2 − 2)

}
(11.9.2)

k testováńı hypotézy H3 : µ1 = µ2 proti oboustranné alternativńı hypotéze
A3 : µ1 6= µ2 kritického oboru

W3 =

{
(x,y)

∣∣∣∣ |x− y|s

√
n1n2

n1 + n2

≥ t1−α(n1 + n2 − 2)

}
, (11.9.3)

kde t1−α(n1+n2−2) a t1−α/2(n1+n2−2) jsou kvantily rozděleńı t(n1+n2−2).
Z (3.5.4) vyplývá, že v př́ıpadě µ1 = µ2 má statistika

(X − Y (n1n2)
1
2

S(n1 + n2)
1
2

rozděleńı t(n1 + n2 − 2).
Je-li tedy ve skutečnosti µ1 = µ2, pak pravděpodobnost zamı́tnut́ı hy-

potéz H1, H2 i H3 je právě rovna zvolené hladině významnosti α.
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11.9.2 Testy hypotéz o středńıch hodnotách při
nestejných rozptylech.

Jsou-li d̊uvody k domněnce, že rozptyly σ2
1 a σ2

2 se mezi sebou značně lǐśı,
nahrad́ı se kritický obor (11.9.1) kritickým oborem

W =

{
(x,y)

∣∣∣∣ x− y
(
s21
n1

+
s22
n2

)
1
2

≥ t1−α(ν)

}
, (11.9.4)

kde ν je dáno vztahem (viz např. [16], str. 174)

1

ν
=

c2

n1 − 1
+

(1− c)2

n2 − 1
, (11.9.5)

přičemž

c =
s2

1

n1

(
s2

1

n1

+
s2

2

n2

)−1

. (11.9.6)

Kritické obory (11.9.2) a (11.9.3) se uprav́ı obdobně.

11.9.3 Testy hypotéz o rozptylech.

K testováńı hypotézy H : σ2
1 ≤ σ2

2 proti alternativńı hypotéze A : σ2
1 > σ2

2 se
už́ıvá kritického oboru

W =
{

(x,y)
∣∣∣ s2

1

s2
2

≥ F1−α(n1 − 1, n2 − 1)
}
, (11.9.7)

kde F1−α(n1 − 1, n2 − 1) je 100(1− α)% kvantil rozděleńı F (n1 − 1, n2 − 1).
Śıla tohoto testu proti alternativě σ2

1 = λσ2
2 je rovna

P (λ) = P

(
S2

1

S2
2

≥ F1−α(n1 − 1, n2 − 1)
∣∣∣σ2

1 = λσ2
2

)
= (11.9.8)

= P
(
F (n1 − 1, n2 − 1) ≥ 1

λ
F1−α(n1 − 1, n2 − 1)

)
.

K testováńı hypotézy H : σ2
1 = σ2

2 proti oboustranné alternativě A : σ2
1 6=

σ2
2 se užije kritického oboru

W =
{

(x,y)
∣∣∣ max(s2

1, s
2
2)

min(s2
1, s

2
2)
≥ F1−α/2(ν1, ν2)

}
, (11.9.9)
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kde ν1 je počet stupň̊u volnosti př́ıslušný k větš́ımu z odhad̊u s2
1, s

2
2 a ν2 je

počet stupň̊u volnosti př́ıslušný k menš́ımu z nich, tj.

ν1 = n1 − 1, ν2 = n2 − 1, jestliže s2
1 > s2

2,

ν1 = n2 − 1, ν2 = n1 − 1, jestliže s2
1 < s2

2.

11.10 Př́ıklady.

11.10.1

Bylo provedeno n1 = 5 nezávislých stanoveńı obsahu SiO2 v martinské strusce
analyticky a n2 = 6 nezávislých stanoveńı obsahu SiO2 v téže strusce fotoko-
lorimetricky s těmito výsledky (viz [28]):

analytická stanoveńı (xi): 20, 1; 19, 6; 20, 0; 19, 9; 20, 1

fotokolorimetrická stanoveńı (yi): 20, 9; 20, 1; 20, 6; 20, 5; 20, 7; 20, 5.

Dosavadńı zkušenosti s oběma metodami ukazuj́ı, že mezi rozptyly výsled-
k̊u neńı podstatného rozd́ılu. Má se ověřit, zda u vzork̊u z téhož materiálu
dávaj́ı obě metody v pr̊uměru stejné výsledky.

Pro uvedená data je

x = 19, 94; y = 20, 55; s2
1 =

0, 172

4
= 0, 043; s2

2 =
0, 355

5
= 0, 071;

s2 =
0, 172 + 0, 355

9
=̇0058 6; s

.
= 0, 242;

|x− y|
s

√
30

5 + 6
.
=

0, 61

0, 242
· 1, 651 4

.
= 4, 163 > 2, 262 2 = t0,975(9).

Hypotézu, že středńı hodnota výsledku kolorimetrického měřeńı je rovna
(při stejném analyzovaném materiálu) středńı hodnotě analytického stano-
veńı, zamı́táme; mezi metodami patrně je systematický rozd́ıl.
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11.10.2

Bylo provedeno po 18 zkouškách pevnosti v tahu na vzorćıch dvou r̊uzných
kabel̊u. Souhrnné výsledky jsou (viz [15]):

kabel druhu 1: x = 345, 61; s2
1 = 11, 90,

kabel druhu 2: y = 340, 50; s2
2 = 35, 91.

Ověřme,

a) zda lze považovat pozorovaný rozd́ıl ve variabilitě výsledk̊u za náhodný
(tj. zda je přijatelný předpoklad, že rozptyly pevnosti obou druh̊u ka-
belu jsou stejné),

b) zda středńı hodnota pevnosti obou druh̊u kabelu je stejná.

Obě úlohy řeš́ıme pomoćı testu proti oboustranné alternativě; žádný z ka-
bel̊u neńı označen jako experimentálńı, u kterého očekáváme menš́ı variabi-
litu nebo větš́ı pr̊uměrnou pevnost.

Při srovnáńı rozptyl̊u postupujeme podle (11.9.9):

max(s2
1, s

2
2)

min(s2
1, s

2
2)

=
35, 91

11, 90
= 3, 018.

Pozorovaná hodnota je větš́ı než F0,975(17, 17) = 2, 673 3. Hypotézu o rov-
nosti rozptyl̊u tedy zamı́táme. Při srovnáńı středńıch hodnot postupujeme
podle 11.9.2:

s2
1

n1

+
s2

2

n2

=
11, 90

18
+

35, 91

18
.
= 2, 656 1; c = 0, 248 9;

ν =

(
0, 061 95

17
+

0, 564 15

17

)−1
.
= 27, 15,

|x− y|( s21
n1

+
s22
n2

) 1
2

=
5, 11

1, 629 8
.
= 3, 135 > t0,975(27) = 2, 052;

i hypotézu o rovnosti středńıch hodnot zamı́táme. Závěr zńı: Kabel druhého
typu má nižš́ı pevnost a větš́ı rozptyl pevnosti.
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11.11 Dvourozměrné normálńı rozděleńı.

Necht’ (X1, Y1)′, . . . , (Xn, Yn)′ je náhodný výběr z dvourozměrného normálńıho
rozděleńı s parametry µ1, µ2, σ

2
1, σ

2
2, ρ.

11.11.1 Test hypotézy o rozd́ılu středńıch hodnot.

Obdobně jako v př́ıkl. 8.4.6 uvažujme veličiny Di = Xi−Yi, i = 1, . . . , n; pak
D = (D1, . . . , Dn)′ je náhodný výběr z rozděleńı N(∆, σ2

D), kde ∆ = µ1− µ2

a σ2
D je dáno výrazem (3.7.2).

Pro testováńı hypotézy H : ∆ ≤ 0 proti alternativńı hypotéze A : ∆ > 0
užijeme kritického oboru

W =
{

(x,y)
∣∣ d ≥ t1−α(n−1)

sD√
n

}
, (11.11.1)

kde D a S2
D jsou statistiky (3.7.3).

K testováńı hypotézy H : ∆ ≥ 0 proti A : ∆ < 0 se užije kritického oboru

W =
{

(x,y)
∣∣ d ≤ −t1−α(n− 1)

sD√
n

}
(11.11.2)

a k testováńı hypotézy H : ∆ = 0 (tj. H : µ1 = µ2) proti oboustranné
alternativńı hypotéze A : ∆ 6= 0 kritického oboru

W =
{

(x,y)
∣∣ |d| ≥ t1−α/2(n− 1)

sD√
n

}
. (11.11.3)

11.11.2 Test hypotézy o koeficientu korelace.

Pro testováńı hypotézy H : ρ = 0 (tj. hypotézy nezávislosti veličin X a Y
maj́ıćıch dvourozměrné normálńı rozděleńı, viz [24], odst. 24.3) se použ́ıvá
výběrového koeficientu r definovaného v odst. 3.7; za platnosti hypotézy H :
ρ = 0 má statistika (3.7.8) rozděleńı t(n− 2).

K testováńı hypotézy H : ρ = 0 proti alternativńı hypotéze A : ρ > 0
použijeme kritického oboru

W =
{

(x,y)
∣∣∣ r√n− 2√

1− r2
≥ t1−α(n− 2)

}
, (11.11.4)
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k testováńı hypotézy H : ρ = 0 proti alternativńı hypotéze A : ρ < 0
kritického oboru

W =
{

(x,y)
∣∣∣ r√n− 2√

1− r2
≤ −t1−α(n− 2)

}
, (11.11.5)

a k testováńı hypotézy H : ρ = 0 proti oboustranné alternativńı hypotéze
A : ρ 6= 0 kritického oboru

W =
{

(x,y)
∣∣∣ |r|√n− 2√

1− r2
≥ t1−α(n− 2)

}
. (11.11.6)

Pro testováńı hypotézy H : ρ ≤ ρ0 (ρ0 dané č́ıslo z intervalu (−1, 1))
proti alternativńı hypotéze A : ρ > 0 použijeme pro n ≥ 10, neńı-li |ρ0| př́ılǐs
bĺızké jedné, kritického oboru

W =
{

(x,y)
∣∣u ≥ u1−α

}
, (11.11.7)

kde U je statistika

U = (n− 3)
1
2

(1

2
ln

1 + r

1− r
− 1

2
ln

1 + ρ0

1− ρ0

− ρ0

2(n− 1)

)
. (11.11.8)

Obdobně k testováńı hypotézy H : ρ ≥ ρ0 proti alternativńı hypotéze
A : ρ < ρ0 použijeme kritického oboru

W =
{

(x,y)
∣∣u ≤ −u1−α

}
, (11.11.9)

a k testováńı hypotézy H : ρ = ρ0 proti oboustranné alternativě A : ρ 6= ρ0

kritického oboru
W =

{
(x,y)

∣∣ |u| ≥ u1−α/2
}
. (11.11.10)

Zde u1−α a u1−α/2 jsou kvantily rozděleńı N(0, 1).

11.11.3 Test hypotézy rovnosti rozptyl̊u.

Uvažujme kromě veličin Di = Xi−Yi ještě veličiny Bi = Xi+Yi, i = 1, . . . , n.
V odstavci 3.7 jsme ukázali, že (D1, B1)′, . . . , (Dn, Bn)′ je náhodný výběr
z dvourozměrného normálńıho rozděleńı, jehož koeficient korelace ρ(D,B) je
dán výrazem (3.7.15). Je-li σ2

1 = σ2
2, je ρ(D,B) = 0.

Hypotéza H : σ2
1 = σ2

2 rovnosti rozptyl̊u σ2
1 a σ2

2 v dvourozměrném
normálńım rozděleńı N2(µ1, µ2, σ

2
1, σ

2
2, ρ) náhodného vektoru (X, Y )′ je tedy



11.12. PŘÍKLADY. 137

ekvivalentńı hypotéze H : ρ(D,B) = 0, tj. hypotéze nulového koeficientu
korelace v dvourozměrném normálńım rozděleńı náhodného vektoru (D,B)′.

Pro testováńı hypotézy H : σ2
1 = σ2

2 proti alternativńı hypotéze A : σ2
1 >

σ2
2 užijeme tedy kritického oboru (11.11.4), pro testováńı hypotézy H proti

alternativńı hypotéze A : σ2
1 < σ2

2 kritického oboru (11.11.5) a pro testováńı
hypotézy H proti oboustranné alternativńı hypotéze A : σ2

1 6= σ2
2 kritického

oboru (11.11.6), přičemž ve všech těchto kritických oborech je r statistika

r =
n
∑n

i=1 DiBi −
(∑n

i=1Di

)(∑n
i=1Bi

)√(
n
∑n

i=1 D
2
i −

(∑n
i=1Di

)2
)(
n
∑n

i=1B
2
i −

(∑n
i=1 Bi

)2
) . (11.11.11)

11.12 Př́ıklady.

11.12.1

Byla zjǐst’ována zralost viskózy X a tažnost umělého vlákna. Z n = 46 měřeńı
byl vypočten výběrový koeficient korelace r = 0, 638. Testujme hypotézu
H : ρ ≤ 0, 5 proti alternativńı hypotéze A : ρ > 0, 5 na hladině významnosti
α = 0, 05.

Protože

u = 43
1
2

(
1

2
ln

1, 638

0, 362
− 1

2
ln

1, 5

0, 5
− 0, 5

90

)
.
= 1, 311 < 1, 645 = u0,95,

hypotézu H nezamı́táme.

11.12.2

Uvažujme data tab. 8.1 a ověřme,

a) zda neexistuje systematická chyba mezi uvažovanými dvěma analy-
tickými metodami,

b) zda lze předpokládat, že rozptyly obou metod jsou stejné.

V př́ıpadě a) uvažujme H : ∆ = 0 a alternativńı hypotézu A : ∆ < 0,
v př́ıpadě b) H : σ2

1 = σ2
2 a A : σ2

1 6= σ2
2.
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Protože

d = −0, 333 < −0, 104 = −1, 7959

√
0, 040 6

12
,

hypotézu H : ∆ = 0 zamı́táme, tj. učińıme závěr, že prvńı metoda dává
systematicky nižš́ı výsledky než metoda druhá.

Statistika (11.12.11) nabývá hodnoty

r =
12 · (−338, 251)− (−4) · 959, 54

{[12 · 1, 779 8− (−4)2][12 · 80 550, 775− 959 · 542]} 1
2

.
= −0, 445 4.

Odtud

t =
0, 445 4

√
10

1− 0, 445 42

.
= 1, 573 < 1, 812 5 = t0,975(10),

takže hypotézu H : σ2
1 = σ2

2 nezamı́táme.



Kapitola 12

Neparametrické testy

12.1 Parametrické a neparametrické testy.

Dosud jsme se zabývali testováńım hypotéz o parametrech, př́ıpadně parame-
trických funkćıch jednotlivých rozděleńı. Předpokládali jsme tedy, že máme
náhodný výběr z rozděleńı daného tvaru (např. z normálńıho rozděleńı), které
obsahuje jeden či v́ıce neznámých parametr̊u a na základě tohoto výběru jsme
provedli test hypotézy. Takovéto testy se nazývaj́ı parametrické testy.

Neparametrické testy nevycházej́ı z předpokladu daného tvaru rozděleńı,
ale z obecněǰśıch předpoklad̊u. Často se pouze předpokládá, že rozděleńı,
z něhož náhodný výběr pocháźı, je rozděleńı spojitého typu.

V řadě neparametrických test̊u se pozorováńı nahrazuj́ı jejich pořad́ımi.
Mějme náhodný výběr X = (X1, . . . , Xn)′. Necht’ X1 je i1-tá pořádková sta-
tistika, X2 je i2-tá pořádková statistika, . . . , Xn je in-tá pořádková statistika
tohoto výběru. Pak R1, tj. pořad́ı X1, je rovno i1; dále R2, tj. pořad́ı X2,
je rovno i2, . . . , Rn, tj. pořad́ı Xn, je rovno in. Např. pro výběr uvažovaný
v odst. 7.3 je:

R1 = 4; R2 = 1; R3 = 6; R4 = 3; R5 = 8; R6 = 5; R7 = 7; R8 = 2.

Někdy se může stát (nejčastěji vlivem zaokrouhlováńı výsledk̊u měřeńı),
že dvě nebo v́ıce výběrových hodnot jsou stejné. Pak hovoř́ıme o tzv. shodách
a shodným hodnotám přǐrazujeme jejich pr̊uměrné pořad́ı. Např. kdyby ve
výběru v odst. 7.3 byla mı́sto hodnoty 29 hodnota 22, dostali bychom:

R1 = 4; R2 = 1; R3 = 6; R4 = 2, 5; R5 = 8; R6 = 5; R7 = 7; R8 = 2, 5.

139
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V tomto článku uvedeme základńı neparametrické testy. Pro teoretické
odvozeńı těchto test̊u a jejich vlastnost́ı a pro jiné neparametrické testy od-
kazujeme na literaturu, např. [5, 14, 17, 21, 33].

12.2 Znaménkový test.

Mějme náhodný výběr X = (X1, . . . , Xn)′ ze spojitého rozděleńı, které má
distribučńı funkci F (x). Pro medián x0,5 tohoto rozděleńı plat́ı

P (X < x0,5) = P (X > x0,5) = 0, 5. (12.2.1)

Testujme hypotézu H : x0,5 = x0 (x0 je dané č́ıslo). Označme

Zi = Xi − x0, i = 1, . . . , n, (12.2.2)

a necht’ Z je počet kladných rozd́ıl̊u z těchto n rozd́ıl̊u. Statistika Z nabývá
hodnot 0, 1, . . . , n a za platnosti hypotézy H má rozděleńı Bi(n, 1/2).

Uvažujme alternativńı hypotézu A : x0,5 < x0 a hladinu významnosti
α = 0, 05. Hypotézu H zamı́táme, jestliže Z ≤ c, kde c je č́ıslo, pro které
plat́ı (1

2

)n c∑
t=0

(
n

t

)
≤ α <

(1

2

)n c+1∑
t=0

(
n

t

)
. (12.2.3)

V př́ıpadě alternativńı hypotézy A : x0,5 > x0 hypotézu H zamı́táme,
jestliže Z ≥ n−c, kde c je opět dáno vztahem (12.2.3) (vyplývá ze skutečnosti,
že rozděleńı Bi(n, 1/2) je symetrické).

V př́ıpadě alternativńı hypotézy A : x0,5 6= x0 se H zamı́tá, jestliže Z ≤ c
nebo Z ≥ n− c, kde c se urč́ı ze vztahu (12.2.3), v němž se mı́sto α uvažuje
α/2.

Hodnoty c lze určit z tabulek distribučńı funkce rozděleńı Bi(n, π) pro
π = 0, 5 (viz např. [23], tab. 24 pro n ≤ 50). V [1], str. 333, jsou tabelovány
hodnoty c pro alternativńı hypotézu A : x0,5 6= x0 pro hladinu významnosti
0, 05 a 0, 01 (tj. hodnoty c splňuj́ıćı vztah (12.2.3) pro α = 0, 025 a 0, 005) a
pro n = 6 (1) 80 (5) 100. V [23], tab. 29, jsou tabelovány hodnoty c+ 1, kde
c splňuj́ı vztahy (12.2.3) pro α ≤ 0, 05 a n = 5 (1) 200.

Je-li (např. vlivem zaokrouhlováńı výsledk̊u měřeńı) z n rozd́ıl̊u (12.2.2)
r nulových, provede se test popsaným zp̊usobem, přičemž se uvažuje rozsah
výběru n− r mı́sto n.
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Pro velká n lze rozděleńı Bi(n, 1/2) aproximovat rozděleńım N(n/2, n/4)
(viz [24], odst. 26.6). Plat́ı-li hypotéza H, má pro velká n veličina

U =
Z − n/2
n/4

=
2Z − n√

n
(12.2.4)

přibližně rozděleńı N(0, 1), a lze j́ı tedy v př́ıpadě velkých n už́ıt pro testováńı
uvedených hypotéz.

Mějme náhodný výběr (X1, Y1)′, . . . , (Xn, Y
′

) z dvourozměrného rozděleńı.
Uvažujme rozd́ıly Di = Xi − Yi, i = 1, . . . , n. Pak veličiny D1, . . . , Dn jsou
vzájemně nezávislé a všechny maj́ı stejnou distribučńı funkci F (d). Necht’

F (d) je spojitá distribučńı funkce. Označme d0,5 medián veličin D1, . . . , Dn

a testujme hypotézu H : d0,5 = 0.

Označ́ıme-li Z počet kladných veličin z veličin D1, . . . , Dn, postupujeme
při testováńı hypotézy H : d0,5 = 0 obdobně jako při testováńı hypotézy
H : x0,5 = x0.

12.3 Př́ıklady.

12.3.1

Př́ıklad 2.3 obsahuje údaje o počtu kmit̊u do lomu u n = 8 zkoušek únavy
kovu. Testujme hypotézu H : x0,5 = 8 · 106 proti alternativńı hypotéze A :
x0,5 > 8 · 106 na hladině významnosti α = 0, 05.

Z tabulek pro n = 8 a α = 0, 05 nalezneme c = 1, takže n−c = 7. Protože
Z = 4 < 7, hypotézu H nezamı́táme.

12.3.2

Tabulka 8.1 udává hodnoty obsahu železa u n = 12 vzork̊u železné rudy;
jsou to výsledky źıskané dvěma analytickými metodami. Označme Di rozd́ıly
výsledk̊u u jednotlivých vzork̊u a testujme hypotézu H : d0,5 = 0 proti
alternativńı hypotéze A : d0,5 < 0 při α = 0, 005.

Z tabulek pro n = 12 a α = 0, 005 nalezneme c = 1. Protože Z = 1 = c,
hypotézu H zamı́táme, tj. učińıme závěr, že P (X < Y ) > P (X > Y ).
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12.4 Wilcoxon̊uv test.

Mějme náhodný výběr X = (X1, . . . , Xn)′ ze spojitého rozděleńı symet-
rického podle mediánu x0,5. Testujme opět hypotézu H : x0,5 = x0 (x0 dané
č́ıslo).

Uvažujme rozd́ıly (12.2.2). Jejich absolutńı hodnoty

|Zi| = |Xi − x0|, i = 1, . . . , n, (12.4.1)

seřad’me od nejmenš́ı do největš́ı a takto uspořádané posloupnosti přǐrad’me
pořad́ı 1, 2, . . . , n. Označme R∗i pořad́ı |Zi|, i = 1, . . . , n. Položme

T =
n∑
i=1

aiR
∗
i (12.4.2)

kde

ai = 1, jestliže Zi > 0, (12.4.3)

= 0, jestliže Zi < 0,

Je tedy T součet pořad́ı pro kladná Zi.
Za platnosti hypotézy H má statistika T symetrické rozděleńı se středńı

hodnotou a rozptylem

E(T ) =
n(n+ 1)

4
, var(T ) =

n(n+ 1)(2n+ 1)

24
(12.4.4)

V [23] jsou tabelovány hodnoty TP splňuj́ıćı za platnosti hypotézy H
vztahy

P (T ≤ TP ) ≤ P, P (T ≤ TP + 1) > P (12.4.5)

pro P ≤ 0, 1 a n = 4 (1) 100. Pro hodnoty T1−P takové, že

P (T ≥ T1−P ≤ P, P (T ≥ T1−P − 1) > P, (12.4.6)

plat́ı

T1−P =
n(n+ 1)

2
− TP . (12.4.7)

Pro velká n má za platnosti hypotézy H statistika

U =
T − n(n+ 1)/4

[n(n+ 1)(2n+ 1)/24]
1
2

=
4T − n(n+ 1)

[n(n+ 1)(2n+ 1)]
1
2

√
3

2
(12.4.8)
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přibližně rozděleńı N(0, 1), takže v př́ıpadě velkých n můžeme stanovit při-
bližně hodnoty TP pomoćı kvantil̊u rozděleńı N(0, 1).

Testujme hypotézu H : x0,5 = x0. Uvažujme hladinu významnosti α. Pak

a) v př́ıpadě alternativńı hypotézy A : x0,5 > x0 zamı́táme H, jestliže
T ≥ T1−α;

b) v př́ıpadě alternativńı hypotézy A : x0,5 < x0 zamı́táme H, jestliže
T ≤ Tα;

c) v př́ıpadě oboustranné alternativńı hypotézy A : x0,5 6= x0 zamı́táme
H, jestliže T ≤ Tα/2 nebo T ≥ T1−α/2.

Obdobně jako v př́ıpadě znaménkového testu můžeme Wilcoxonova testu
už́ıt i pro náhodný výběr z dvourozměrného rozděleńı. Můžeme-li předpoklá-
dat, že rozd́ıly Di = Xi − Yi, i = 1, . . . , n, jsou vzájemně nezávislé náhodné
veličiny a všechny maj́ı totéž spojité rozděleńı symetrické podle mediánu
d0,5, pak lze při testováńı hypotézy H : d0,5 = 0 postupovat obdobně jako při
testováńı hypotézy H : x0,5 = x0.

Znaménkový i Wilcoxon̊uv test v př́ıpadě výběru z dvourozměrného rozdě-
leńı jsou neparametrické analogie parametrického testu uvažovaného v odst.
11.12.1 v př́ıpadě výběru z dvourozměrného normálńıho rozděleńı.

12.5 Př́ıklady.

12.5.1

Aplikujme Wilcoxon̊uv test na údaje uvažované v př́ıkl. 12.3.1. Tabulka 12.1
uvád́ı hodnoty Zi a pořad́ı R∗i ; z nich urč́ıme hodnotu T = 5+8+1+7 = 21.
Z tabulek nalezneme T0,95 = 36 − 5 = 31. Protože 21 < 31, hypotézu H :
x0,5 = 8 · 106 nezamı́táme.

12.5.2

Použijme Wilcoxonova testu pro údaje tab. 12.1. Testujme hypotézu H :
d0,5 = 0 proti alternativńı hypotéze A : d0,5 < 0 na hladině významnosti
α = 0, 005.

Z tabulek pro n = 12 nalezneme hodnotu T0,005 = 7. Protože T = 2 < 7,
hypotézu H zamı́táme.
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Xi Zi = Xi − 800 R∗i ai
3322 -4678 2 0

14713 6713 5 1
763 -7237 6 0

46296 38296 8 1
2845 -5155 3 0
9411 1411 1 1
1532 -6468 4 0

24023 16023 7 1

Tab. 12.1: Pořad́ı R∗i .

12.6 Mann̊uv-Whitneẙuv test.

Mějme uspořádaný výběr X∗1 = (X1(1), . . . , X1(n1)) ze spojitého rozděleńı
s distribučńı funkćı F (x) a uspořádaný výběr X∗2 = (X2(1), . . . , X2(n2)) ze
spojitého rozděleńı s distribučńı funkćı G(x). Necht’ výběr X∗1 a X∗2 jsou
nezávislé.

Testujme hypotézu rovnosti těchto distribučńıch funkćı, tj. hypotézu H :
F (x) = G(x) pro všechna reálná x.

Mannova-Whitneyova statistika U je definována vztahem

U =

n1∑
i=1

n2∑
j=1

hij, (12.6.1)

kde

hij = 1, jestliže X1(i) < X2(j), (12.6.2)

= 0, jestliže X1(i) > X2(j),

tj. U je počet dvojic (X1(i), X2(j)), pro které X1(i) < X2(j), i = 1, . . . , n1, j =
1, . . . , n2,

Za platnosti hypotézy H má statistika (12.6.1) symetrické rozděleńı se
středńı hodnotou a rozptylem

E(U) =
1

2
n1n2, var(U) =

1

12
n1n2(n1 + n2 + 1). (12.6.3)

V [23] jsou tabelovány hodnoty UP , pro něž za platnosti hypotézy H

P (U ≤ UP ) ≤ P, P (U ≤ UP + 1) > P, (12.6.4)
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pro P ≤ 0, 1 a 1 ≤ n1 ≤ n2 ≤ 40.
Pro hodnoty U1−P takové, že

P (U ≥ U1−P ≤ P, P (U ≥ U1−P − 1) > P, (12.6.5)

plat́ı
U1−P = n1n2 − UP . (12.6.6)

Pro velká n1 a n2 lze za platnosti hypotézy H aproximovat rozděleńı
statistiky

U − n1n2/2(
n1n2(n1 + n2 + 1)/12

) 1
2

=
2U − n1n2(

n1n2(n1 + n2 + 1)
) 1

2

√
3 (12.6.7)

rozděleńım N(0, 1).
Testujme hypotézu H : F (x) = G(x) pro všechna reálná x. Uvažujme

hladinu významnosti α. Pak

a) v př́ıpadě alternativńı hypotézy A : F (x) ≥ G(x), přičemž aspoň pro
jedno x je F (x) > G(x), zamı́táme H, jestliže U ≥ U1−α;

b) v př́ıpadě alternativńı hypotézy A : F (x) ≤ G(x), přičemž aspoň pro
jedno x je F (x) < G(x), zamı́táme H, jestliže U ≤ Uα;

c) v př́ıpadě, že alternativńı hypotéza A je negaćı hypotézy H, zamı́táme
H, jestliže U ≤ Uα/2 nebo U ≥ U1−α/2.

S Mannovým-Whitneyovým testem souviśı Wilcoxon̊uv dvouvýběrový test.
Spojme oba výběry, uspořádejme všech n1 + n2 výběrových hodnot podle
velikosti a přǐrad’me jim pořad́ı. Označme R1i pořad́ı hodnoty X1i, i = 1,
. . . , n1. Pak Wilcoxonova dvouvýběrová statistika

S =

n1∑
i=1

R1i. (12.6.8)

Protože
n2∑
j=1

hij = n2 − (R1i − i), i = 1, . . . , n1,

je

U = n1n2 +
1

2
n1(n1 + 1)− S. (12.6.9)
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Odtud a z (12.6.3) vyplývá, že

E(x) =
1

2
n1(n1 + n2 + 1), var(S) = var(U). (12.6.10)

Mı́sto hodnot UP daných výrazy (12.6.4) lze tabelovat hodnoty SP splňuj́ıćı
za platnosti hypotézy H vztahy

P (S ≤ SP ) ≤ P, P (S ≤ SP + 1) > P. (12.6.11)

Pro takováto SP plat́ı vzhledem k (12.6.9) a (12.6.6)

SP = n1n2 +
1

2
n1(n1 + 1)− U1−P =

1

2
n1)(n1 + 1) + UP . (12.6.12)

Dále pro hodnoty S1−P splňuj́ıćı vztahy

P (S ≥ S1−P ) ≤ P, P (S ≥ S1−P − 1) > P (12.6.13)

je

S1−P = n1n2 +
1

2
n1(n1 + 1)− UP = n1(n1 + n2 + 1)− SP . (12.6.14)

Pro velká n1 a n2 lze za platnosti hypotézy H aproximovat rozděleńı
statistiky

S − n1(n1 + n2 + 1)/12√
n1n2(n1 + n2 + 1)/12

=
2S − n1(n1 + n2 + 1)√
n1n2(n1 + n2 + 1)

√
3 (12.6.15)

rozděleńım N(0, 1).
Pro testováńı hypotézy H : F (x) = G(x) pro všechna reálná x odpov́ıdaj́ı

kritickým obor̊um U ≥ U1−α, U ≤ Uα a U ≤ Uα/2 nebo U ≥ U1−α/2 pro
statistiku U po řadě kritické obory S ≤ Sα, S ≥ S1−α a S ≤ Sα/2 nebo
S ≥ S1−α/2 pro statistiku S.

12.7 Př́ıklad.

Při n1 = 5 zkouškách pevnosti oceli A jsme dostali výsledky (uspořádané
podle velikosti):

119, 9; 124, 6; 132, 3; 135, 6; 148, 3.
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Obdobně při n2 = 6 zkouškách pevnosti oceli B jsme dostali výsledky:

109, 9; 113, 3; 113, 9; 117, 9; 124, 0; 127, 8.

Předpokládejme, že se jedná o dva nezávislé uspořádané výběry ze spo-
jitých rozděleńı, přičemž prvńı výběr pocháźı z rozděleńı s distribučńı funkćı
F (x), druhý z rozděleńı s distribučńı funkćı G(x).

Testujme hypotézu H : F (x) = G(x) pro všechna reálná x, tj. hypotézu,
že oba výběry pocházej́ı z téhož rozděleńı, proti alternativńı hypotéze A :
F (x) ≤ G(x), přičemž aspoň pro jedno x je F (x) < G(x). Uvažujme hladinu
významnosti α = 0, 05.

Z tabulek pro n1 = 5 a n2 = 6 nalezneme U0,05 = 5. Protože U =
2 + 1 + 0 + 0 + 0 = 3 < 5, hypotézu H zamı́táme.

Kdybychom použili Wilcoxonova dvouvýběrového testu, nalezli bychom
podle (12.6.13) S0,95 = 30 + 15− 5 = 40. Protože S = 5 + 7 + 9 + 10 + 11 =
42 > 40, hypotézu H zamı́táme.

12.8 Spearman̊uv koeficient pořadové kore-

lace.

Mějme náhodný výběr (X1, Y1)′, . . . , (Xn, Yn)′ ze spojitého rozděleńı dvou-
rozměrné veličiny (X, Y )′. Testujme hypotézu H : Veličiny X a Y jsou
nezávislé.

Uvažujme vektor (X1, . . . , Xn)′ a označme Pi pořad́ı Xi, i = 1, . . . , n;
obdobně uvažujme vektor (Y1, . . . , Yn)′ a označme Qi pořad́ı Yi, i = 1, . . . , n.

Dosazeńım Pi za Xi a Qi za Yi v (3.7.5) dostáváme Spearman̊uv koeficient
pořadové korelace (pro n ≥ 2)

r(S) =
n
∑n

i=1 PiQi −
(∑n

i=1 Pi
)(∑n

i=1 Qi

)√(
n
∑n

i=1 P
2
i (
∑n

i=1 Pi)
2
)(
n
∑n

i=1 Q
2
i −

(∑n
i=1Qi

)2
) (12.8.1)

Protože
n∑
i=1

Pi =
n∑
i=1

Qi =
n∑
i=1

i =
n(n+ 1)

2
,

n∑
i=1

P 2
i =

n∑
i=1

Q2
i =

n∑
i=1

i2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
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a

2
n∑
i=1

PiQi = −
n∑
i=1

(Pi −Qi)
2 +

n∑
i=1

P 2
i +

n∑
i=1

Q2
i =

= −
n∑
i=1

(Pi −Qi)
2 +

n(n+ 1)(2n+ 1)

3
,

dá se (12.8.1) upravit na tvar

r(S) = 1− 6

n(n2 − 1)

n∑
i=1

(Pi −Qi)
2 = 1− 6

n(n2 − 1)
S. (12.8.2)

V [23] jsou tabelovány hodnoty SP splňuj́ıćı za platnosti hypotézy H
vztahy

P (S ≤ SP ) ≤ P, P (S ≤ SP + 1) > P (12.8.3)

pro P ≤ 0, 1 a n = 4 (1) 16. Pro hodnoty S1−P takové, že

P (S ≥ S1−P ) ≤ P, P (S ≥ S1−P − 1) > P, (12.8.4)

plat́ı

S1−P =
n(n2 − 1)

3
− SP . (12.8.5)

Označme

r
(S)
1−P = 1− 6

n(n2 − 1)
SP , (12.8.6)

kde pro SP plat́ı vztahy (12.8.3); ze vztahu (12.8.5) pak vyplývá, že

r
(S)
P = −r(S)

1−P .

Pro větš́ı n lze použ́ıt aproximace

r
(S)
1−P

.
=

t1−P√
t21−P + n− 2

, P < 0, 5, (12.8.7)

kde t1−P je 100(1− P )% kvantil rozděleńı t o n− 2 stupńıch volnosti.
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xi yi Pi Qi (Pi −Qi)
2

21,2 18,3 7 1 36
18,8 19,2 2 4 4
22,5 20,9 10 6 16
21,6 19,8 8 5 9
23,2 22,7 11 11 0
19,5 21,3 4 7 9
18,2 18,9 1 3 4
19,7 18,7 5 2 9
22,3 21,4 9 8 1
20,9 22,5 6 10 16
19,2 21,6 3 9 36

Tab. 12.2: Pořad́ı Pi a Qi pro Spearman̊uv koeficient korelace.

12.9 Př́ıklad.

V náhodném výběru rozsahu n = 11 jsme dostali hodnoty uvedené v tab.
12.2. Testujme hypotézu H: Veličiny X a Y maj́ıćı dvourozměrné rozděleńı,
z něhož byl vzat náš výběr, jsou nezávislé. Uvažujme kritický obor r(S) ≥ r

(S)
1−α

(neboli S ≤ Sα) a hladinu významnosti α = 0, 01.

Tabulka 12.2 uvád́ı též pořad́ı Pi a Qi a rozd́ıly (Pi − Qi)
2. Z nich

vypočteme S = 140 a r(S) = 1− 6·140
11·120

=̇0, 364. V [23] nalezneme pro n = 11
hodnotu S0,01 = 64. Hypotézu H tedy nezamı́táme.

12.10 Kendall̊uv koeficient pořadové korelace.

Uvažujme stejné předpoklady i testovanou hypotézu H jako v odst. 12.8.
Seřad’me opět pozorováńı X1, . . . , Xn od nejmenš́ıho do největš́ıho a na-
hrad’me je jejich pořad́ımi. Totéž učiňme pro Y1, . . . , Yn.

Uvažujme nyńı posloupnost pořad́ı 1, 2, . . . , n pro X a jim odpov́ıdaj́ıćı
pořad́ıR1, R2, . . . , Rn pro Y . Nyńı pro každé i uvažujme pořad́ıRi+1, . . . , Rn

a označme ki počet z těchto pořad́ı, která jsou větš́ı než Ri, i = 1, . . . , n−1.

Označme K =
∑n−1

i=1 ki. Pak Kendall̊uv koeficient pořadové korelace je
definován vztahem

r(K) =
4K

n(n− 1)
− 1. (12.10.1)
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V [23] jsou tabelovány hodnoty KP takové, že za platnosti hypotézy H
je

P (K ≤ KP ) ≤ P, P (K ≤ KP + 1) > P, (12.10.2)

pro P ≤ 0, 1 a n = 4 (1) 100. Hodnoty K1−P takové, že

P (K ≥ K1−P ) ≤ P, P (K ≥ K1−P − 1) > P, (12.10.3)

splňuj́ı vztahy

K1−P =
n(n− 1)

2
−KP . (12.10.4)

Pro velká n lze za platnosti hypotézy H aproximovat rozděleńı statistiky

K − n(n− 1)/4√
n(n− 1)(2n+ 5)/72

=
4K − n(n− 1)√
n(n− 1)(2n+ 5)

3
√

2

2
(12.10.5)

rozděleńım N(0, 1).

12.11 Př́ıklad.

vypočteme hodnoty statistik K a r(K) pro údaje tab. 12.2. V tabulce 12.3
jsou seřazena pořad́ı pro X vzestupně od 1 do 11 a jim přǐrazena odpov́ıdaj́ıćı
pořad́ı pro Y . Odtud vypočteme

K = 8 + 7 + 2 + 3 + 5 + 1 + 4 + 3 + 1 + 1 = 35

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Ri 3 4 9 7 2 10 1 5 8 6 11

Tab. 12.3: Pořad́ı Ri pro Kendall̊uv koeficient korelace.

a r(K) = (4 · 35/110 − 1
.
= 0, 273. V [23] nalezneme pro n = 11 hodnotu

K0,01 = 12, takže K0,99 = 55− 12 = 43. Protože K = 35 < 43, hypotézu H,
stejně jako v př́ıkl. 12.9, nezamı́táme.
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Kapitola 13

Grafické metody rozboru
empirického rozděleńı

13.1 Úvodńı poznámka.

Všechny metody vyložené v předcházej́ıćıch článćıch (až na čl. 12) vycházely
z předpokladu, že se pozoruj́ı náhodné veličiny s určitým známým rozděleńım
pravděpodobnosti a experiment slouž́ı jen k poznáńı některých parametr̊u
př́ıslušného rozděleńı. Jen zř́ıdkakdy je tvar tohoto rozděleńı přesně odvozen
z fyzikálńıch či chemických nebo jiných zákon̊u a z podstaty experimentu.
Zpravidla je tvar rozděleńı pozorované veličiny určen na základě rozboru
rozsáhlých nahromaděných dat, tj. na základě rozboru náhodného výběru
X = (X1, . . . , Xn)′ velkého rozsahu n z př́ıslušného rozděleńı. Při malém
počtu pozorováńı n je naděje na přijatelně spolehlivé určeńı tvaru rozděleńı,
z kterého výběr pocháźı, nepatrná. v tomto článku se budeme zabývat jed-
noduchými grafickými metodami k orientačńımu posouzeńı tvaru rozděleńı.

13.2 Skupinové (tř́ıdńı) rozděleńı; histogram.

Jak jsme uvedli v odst. 13.1, máme-li mı́t rozumnou naději na zjǐstěńı tvaru
rozděleńı náhodné veličiny X, potřebujeme zpravidla značný počet pozo-
rováńı, tj. výběr značného rozsahu n. Záznam jednotlivých výsledk̊u v pořad́ı,
v jakém byly naměřeny, je nepřehledný a neumožňuje představu o tom, jaké
asi může být rozděleńı pozorované veličiny. Proto se pozorováńı ve výběru
velkého rozsahu n zpravidla roztř́ıd́ı do tzv. skupinového (tř́ıdńıho) rozděleńı

153
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četnost́ı.

Předpokládejme, že pozorovaná náhodná veličina X má rozděleńı spo-
jitého typu s distribučńı funkćı F (x) a že z tohoto rozděleńı byl prove-
den výběr velkého rozsahu n. Rozdělme interval možných hodnot náhodné
veličiny X na intervaly (t0, t1〉, (t1, t2〉, . . . , (tr−1, tr). Tyto intervaly nazýváme
tř́ıdńımi intervaly nebo krátce tř́ıdami. Zjist́ıme počty pozorováńı s hodno-
tami z jednotlivých tř́ıd a označ́ıme ni počet pozorováńı Xj splňuj́ıćıch ne-
rovnost ti−1 < Xj ≤ ti.

Č́ısla n1, . . . , nr jsou tzv. (absolutńı) tř́ıdńı četnosti; přirozeně muśı být∑r
i=1 ni = n.

Č́ısla

pi =
ni
n
, i = 1, . . . , r, (13.2.1)

jsou tzv. relativńı tř́ıdńı četnosti; splňuj́ı podmı́nku
∑r

i=1 pi = 1. Relativńı
tř́ıdńı četnosti pi, i = 1, . . . , r, jsou nestrannými odhady pravděpodobnost́ı

πi = P (ti−1 < X ≤ ti) = F (ti)− F (ti−1) =

∫ ti

ti−1

f(x) dx
.
= (ti − ti−1)f(ti),

(13.2.2)
kde ti = (ti−1 + ti)/2 a f(x) je hustota pravděpodobnosti př́ıslušná k dis-
tribučńı funkci F (x).

Přibližnou představu o pr̊uběhu hustoty pravděpodobnosti lze źıskat z tzv.
histogramu. Histogram je graf, ve kterém jsou na ose úseček vyznačeny tř́ıdńı
intervaly a nad každým intervalem sestrojen obdélńık, jehož plocha je úměrná
relativńı četnosti pi, i = 1, . . . , r. Histogram je tedy po částech konstantńı
funkce nabývaj́ıćı pro x z intervalu ti−1 < x ≤ ti hodnoty h(x) = pi/(ti−ti−1).
Srovnáńım h(x) s (13.2.2) zjist́ıme, že h(ti) je odhadem hustoty f(ti).

13.3 Př́ıklad.

Tabulka 1.2 v př́ıkl. 1.2.2 je př́ıkladem tř́ıdńıho rozděleńı četnost́ı. Na obr.
13.3 je znázorněn odpov́ıdaj́ıćı histogram. Je vidět, že histogram má pr̊uběh
dobře aproximovatelný funkćı tvaru c e−

x
δ , což naznačuje, že doba bezporu-

chového provozu daného typu zař́ızeńı bude mı́t exponenciálńı rozděleńı nebo
aspoň rozděleńı bĺızké exponenciálńımu.
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Obr. 13.1: Histogram rozděleńı dob bezporuchového chodu navigačńıch
př́ıstroj̊u z tab. 1.2

13.4 Empirická distribučńı funkce.

Podobně jako histogram poskytuje představu o možném pr̊uběhu hustoty
pravděpodobnosti, empirická distribučńı funkce je odhadem distribučńı funkce
pozorované veličiny. Distribučńı funkce F (x) náhodné veličiny X udává ke
každému x pravděpodobnost P (X ≤ x).

Empirickou distribučńı funkci (př́ıslušnou k náhodnému výběru X =
(X1, . . . , Xn)′ na rozsahu n) definujeme jako funkci Fn(x) přǐrazuj́ıćı každému
x relativńı četnost pozorováńı menš́ıch nebo rovných x. Znač́ı-li tedyNx počet
pozorováńı Xi splňuj́ıćıch nerovnost Xi ≤ x, je

Fn(x) =
Nx

n
. (13.4.1)

Označme – jako v čl. 4 – X(i) i-té pozorováńı ve výběru seřazeném podle
velikosti. Empirická distribučńı funkce Fn(x) je schodovitá funkce rovná 0
pro všechna x < X(1) (protože ve výběru neńı žádné pozorováńı menš́ı než
X(1), rovná 1/n pro všechna x z intervalu X(1) ≤ x < X(2) atd., tj. konstantńı
v intervalech 〈X(i), X(i+1)) se skokem velikosti 1/n v každém bodě X(i). To
znamená, že lze psát

Fn(x) = 0, x < X(1), (13.4.2)

=
i

n
, X(i) ≤ x < X(i+1), i = 1, . . . , n− 1,

= 1, x ≥ X(n).
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Při grafickém znázorněńı empirické distribučńı funkce Fn(x) se někdy
mı́sto celého pr̊uběhu funkce Fn(x) zakresluj́ı do grafu jen body se souřadni-
cemi [

X(i);
i− 0, 5

n

]
, i = 1, . . . , n, (13.4.3)

tj. v každém bodě X(i), v němž Fn(x) má diskontinuitu (měńı skokem svou
hodnotu), se zakresluje jako pořadnice pr̊uměr hodnot F (X(i−1) a F (X(i).

Při velkém počtu pozorováńı n se často do grafu zakresluj́ı jen hod-
noty empirické distribučńı funkce ve vybraných bodech t1, . . . , tr, např. ekvi-
distantńıch (ale ekvidistantnost neńı podmı́nkou). To znamená, že se vyjde
z tř́ıdńıho rozděleńı četnost́ı podle (13.2.1), vypočtou se tzv. kumulativńı
četnosti Ni =

∑n
j=1 nj, i = 1, . . . , r, a polož́ı se

Fn(ti) =
Ni

n
, i = 1, . . . , r; (13.4.4)

do grafu se zakresluj́ı jen body [ti; Fn(ti)].

Všechny tři postupy jsou ilustrovány v následuj́ıćıch dvou př́ıkladech.

13.5 Př́ıklady.

13.5.1

Tabulka 13.1 obsahuje podle velikosti seřazené hodnoty v náhodném výběru
rozsahu n = 10. Na obrázku 13.5.2 je zakreslena empirická distribučńı funkce
tohoto výběru podle (13.4.2) a podle (13.4.3).

37,3 41,4 42,8 45,9 51,0 52,6 54,0 56,7 59,8 62,8

Tab. 13.1: Hodnoty v náhodném výběru rozsahu n = 10 seřazené podle
velikosti.

13.5.2

Empirická distribučńı funkce pro data z př́ıkl. 13.3 je tabelována v tab. 13.2
a graficky znázorněna na obr. 13.6.
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Obr. 13.2: Empirická distribučńı funkce pro data z př́ıkladu 13.5.1
a) podle (13.4.2), b) podle (13.4.3)

13.6 Transformovaná empirická distribučńı

funkce; pravděpodobnostńı paṕır.

Empirická distribučńı funkce, která by naznačovala tvar skutečné distribučńı
funkce pozorované náhodné veličiny X tak výrazně jako v př́ıkl. 13.3, je
úkazem sṕı̌se mimořádným než pravidelným. Většinou sleduj́ı body [ti; Fn(ti)]
vzestupnou esovitě prohnutou křivku a je obt́ıžné rozlǐsit, zda tato křivka
je bĺızká distribučńı funkci rozděleńı normálńıho nebo distribučńı funkci
rozděleńı logaritmicko-normálńıho apod. Proto se často mı́sto grafu empi-
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rické distribučńı funkce sestrojuje graf transformované empirické distribučńı
funkce, přičemž transformace je volena tak, aby distribučńı funkce určitého
tvaru měly po této transformaci lineárńı pr̊uběh. Jestliže analyzovaná data
jsou náhodným výběrem z rozděleńı daného typu, pak graf transformované
distribučńı funkce sleduje - až na náhodné odchylky - také př́ımku. Lineárńı
pr̊uběh grafu je snadno rozeznatelný, a to je hlavńı d̊uvod k užit́ı podobných
transformovaných graf̊u.

Horńı Tř́ıdńı Kumulovaná Empirická
hranice četnost četnost distribučńı
tř́ıdy funkce

i ti ni Ni Fn(ti)
1 50 32 32 0,256
2 100 25 57 0,456
3 150 16 73 0,584
4 200 6 79 0,632
5 250 10 89 0,712
6 300 8 97 0,776
7 350 7 104 0,832
8 400 7 111 0,888
9 450 3 114 0,912
10 500 2 116 0,928
11 550 5 121 0,968
12 600 3 124 0,992
13 650 0 124 0,992
14 700 1 125 1,000

Tab. 13.2: Empirická distribučńı funkce doby do poruch.

V následuj́ıćıch odstavćıch uvedeme transformace linearizuj́ıćı pr̊uběh dis-
tribučńıch funkćı rozděleńı, se kterými se nejčastěji v praxi setkáváme: nor-
málńıho, logaritmicko-normálńıho, exponenciálńıho a Weibullova.

13.7 Normálńı rozděleńı.

Jestliže náhodná veličina X má rozděleńı N(µ, σ2), pak jej́ı distribučńı funkce

F (x) = P (X ≤ x) = Φ
(x− µ

σ

)
, −∞ < x <∞, (13.7.1)
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Obr. 13.3: Empirická distribučńı funkce rozděleńı dob bezporuchového pro-
vozu z tab. 13.2

kde

Φ(u) =
1√
2π

∫ u

−∞
e−

t2

2 dt. (13.7.2)

Aplikujeme-li na obě strany rovnosti (13.7.1) funkci Φ−1 (tj. inverzńı
funkci k Φ), dostaneme

Φ−1
(
F (x)

)
=
x

σ
− µ

σ
; (13.7.3)

v jiném značeńı

uF (x) =
x

σ
− µ

σ
. (13.7.4)

To znamená, že kvantil uF (x) je lineárńı funkćı x.
Skutečné hodnoty distribučńı funkce F (x) nejsou známy, ale jsou k dis-

pozici jejich odhady, totiž Fn(x), empirická distribučńı funkce. Jestliže tedy
pozorovaná náhodná veličina X má rozděleńı N(µ, σ2), pak graf [x; uFn(x)]
má – až na náhodné odchylky – lineárńı pr̊uběh. Hodnoty uFn(x) jsou sesku-
peny kolem př́ımky se směrnićı 1/σ. Pro x = µ je uF (x) = 0 (jak je zřejmé
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z (13.7.4)); tud́ıž bod x0, ve kterém př́ımka proložená
”
od oka“ grafem uFn(x)

prot́ıná osu úseček, je hrubým odhadem parametru µ. Dále pro x1 = µ + σ
je uF (x1) = 1 a pro x−1 = µ− σ je uF (x−1) = −1.

Odtud plyne: Je-li x̂ (resp. x̂−1) bod, ve kterém př́ımka proložená
”
od oka“

body [x; uFn(x) ] prot́ıná př́ımku u = 1 (resp. u = −1), pak σ̂ = (x̂1 − x̂−1)/2
je hrubým odhadem směrodatné odchylky σ.

Pro ilustraci znázorněme graficky t́ımto zp̊usobem empirickou distribučńı
funkci náhodného výběru z př́ıkl. 13.5.2. S užit́ım tabulek [23] dostaneme
hodnoty ti uFn(ti) uvedené v tab. 13.3.

i ti Fn(ti) uFn(ti)
1 50 0,256 -0,656
2 100 0,456 -0,111
3 150 0,584 0,212
4 200 0,632 0,337
5 250 0,712 0,559
6 300 0,776 0,759
7 400 0,888 1,216
8 500 0,928 1,461
9 600 0,992 2,409
10 700 1,000 ∞

Tab. 13.3: Hodnoty uFn(ti).

Graf [ti; uFn(ti) ] je zakreslen na obr. 13.7. Seskupeńı bod̊u [ti;Fn(ti)] uka-
zuje, že lepš́ıho vyrovnáńı by se dosáhlo sṕı̌se nějakou konkávńı funkćı než
př́ımkou; normálńı rozděleńı tedy asi nebude vhodným modelem pro dobu
života (dobu do poruchy) u př́ıstroje daného typu.

Pro časté použ́ıváńı popsaného zp̊usobu analýzy je výhodné opatřit si
speciálńı grafický paṕır (grafickou śıt’), který má vodorovnou osu dělenou
lineárně jako obyčejný milimetrový paṕır a na svislé ose ve vzdálenosti up
od počátku kótu P . Počátku tedy odpov́ıdá kóta 0, 5 nebo 50%. Do této
śıtě se zakresluj́ı př́ımo body [X(i); i/n] nebo body [ti; Fn(ti)]. Popsaná śıt’

se jmenuje normálńı pravděpodobnostńı paṕır.
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Obr. 13.4: Graf empirické distribučńı funkce dat z př́ıkl. 1.2.2 v normálńı
pravděpodobnostńı śıti. Na levé straně lineárńı stupnice, na pravé straně
pravděpodobnostńı stupnice

13.8 Exponenciálńı rozděleńı.

Distribučńı funkce exponenciálńıho rozděleńı je

F (x) = 1− e−
x
δ , x > 0;

přirozený logaritmus funkce
(
1− F (x)

)−1
zřejmě je

ln
1

1− F (x)
=
x

δ
(13.8.1)

čili lineárńı funkce proměnné x. Při použit́ı obyčejného (dekadického) loga-
ritmu

log10

1

1− F (x)
=

x

2, 302 6δ
(13.8.2)
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tj. opět lineárńı funkce procházej́ıćı počátkem. To znamená, že transformo-
vaný graf empirické distribučńı funkce (označeńı log je zde i dále použito pro
oba př́ıpady ln i log10) [

X(i); log
n

n− i

]
, (13.8.3)

př́ıp. [
ti; log

n

n−Ni

]
, (13.8.4)

má – při X s exponenciálńım rozděleńım – lineárńı pr̊uběh až na náhodné
odchylky; přirozeně lze s výhodou použ́ıt semilogaritmického paṕıru. Semilo-
garitmického paṕıru zpravidla použijeme, když nebude k dispozici kalkulátor
a pak budeme cht́ıt v̊ubec redukovat množstv́ı početńıch operaćı. Proto bu-

deme mı́sto log10

(
1− Fn(x)

)−1
vynášet graf funkce log10

(
1− Fn(x)

)
, který

by měl – až na náhodné odchylky – sledovat př́ımku se směrnićı −2, 302 6 δ.

Obr. 13.5: Empirická distribučńı funkce dat z tab. 1.2 transformovaná podle
(13.8.4). Vlevo lineárńı stupnice pro př́ımé použit́ı (13.8.4), vpravo stupnice
log10

(
1/(1−p)

)
pro zakresleńı funkce

[
ti, Fn(ti)

]
. Grafickou metodou źıskaný

odhad parametru δ je 190, v př́ıkl. 14.3.1 vypočten numericky přesný odhad
186, 82
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i ti n−Ni 1− Fn(ti) log10

(
1− Fn(ti)

)−1

0 0 125 1,000 0,0000
1 50 93 0,744 0,1284
2 100 68 0,544 0,2644
3 150 52 0,416 0,3809
4 200 46 0,368 0,4342
5 250 36 0,288 0,5406
6 300 28 0,224 0,6498
7 350 21 0,168 0,7747
8 400 14 0,112 0,9508
9 450 11 0,088 1,0555
10 500 9 0,072 1,1427

Tab. 13.4: Hodnoty log10

(
1− Fn(ti)

)−1
.

Grafu lze použ́ıt i k hrubému odhadu parametru δ : v bodě x = δ je

ln
(
1−F (x)

)−1
= 1, log10

(
1−F (x)

)−1
= 1/2, 302 6

.
= 0, 434 3; tzn. že bod x0,

ve kterém př́ımka proložená od oka grafem funkce log10

(
1−F (x)

)−1
prot́ıná

0, 434 3 (viz obr. 13.8), je odhadem parametru δ. Při použit́ı semilogaritmické
śıtě a funkce 1−Fn(x) je odhadem parametru δ bod x0, ve kterém graf funkce
1− Fn(x) prot́ıná antilog (−0, 434 3)

.
= 0, 367 9.

Popsaný postup ilustrujme opět na datech př́ıkl. 13.5.2. Tabulka 13.4
obsahuje hodnoty funkce 1 − Fn(x) pro x = t1 = 50, x = t2 = 100 atd.
Na obr. 13.8 je znázorněna funkce 1 − Fn(x) v semilogaritmické śıti. Body
[ti, Fn(ti)] se dobře přimykaj́ı k př́ımce procházej́ıćı bodem [0, 1], což ukazuje
na přijatelnost předpokladu, že X má exponenciálńı rozděleńı. Na obrázku
je tato př́ımka (proložená

”
od oka“) také vyznačena. Odhad parametru δ

nalezený jako úsečka pr̊useč́ıku této př́ımky s 0, 367 9 je přibližně 190.

13.9 Weibullovo rozděleńı.

Distribučńı funkce Weibullova rozděleńı je

F (x) = 1− e−(x/δ)c , x > 0.

Odtud
ln
(
− ln

(
1− F (x)

))
= c lnx− c ln δ, (13.9.1)
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Obr. 13.6: Graf 1 - Fn(ti) pro data př́ıkl. 1.2.2 v semilogaritmické śıti. V grafu
je vyznačen odhad δ̂ rovný přibližně 190

což znamená, že funkce

ln ln
1

1− F (x)
(13.9.2)

je lineárńı funkćı přirozeného logaritmu x. Má-li tedy X Weibullovo rozděleńı,
pak graf empirické distribučńı funkce Fn(x) transformované vztahem

ln ln
1

1− Fn(x)
= ln ln

n

n−Nx

(13.9.3)

by měl sledovat - až na náhodné odchylky - př́ımku s rovnićı y = c lnx−c ln δ.
Pro hrubé ověřeńı, zda pozorovaná náhodná veličina X může mı́t Wei-

bullovo rozděleńı, tedy zakresĺıme do grafu body[
lnX(i); ln ln

n

n− i+ 0, 5

]
(13.9.4)

při netř́ıděných datech, př́ıp.[
ln ti; ln ln

n

n−Ni

]
(13.9.5)
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při datech uspořádaných do skupinového rozděleńı četnost́ı. Jsou-li body se-
skupeny přibližně kolem př́ımky, je přijatelný předpoklad, že X má Wei-
bullovo rozděleńı. Směrnice př́ımky proložené grafem

”
od oka“ je odhadem

parametru c, úsek na svislé ose je odhadem c ln δ a z př́ımky lze př́ımo vyč́ıst
odhady kvantil̊u rozděleńı. Pro rutinńı použit́ı podobných analýz je možno
připravit si předem grafický paṕır s logaritmickou stupnićı na ose úseček a se
stupnićı ln ln(1/P ) na ose pořadnic. To je tzv. Weibull̊uv pravděpodobnostńı
paṕır. Lze si samozřejmě vypomoci použit́ım logaritmického paṕıru, do kterého

se zakresĺı body
[
X(i); log(1 − Fn(X(i))

)−1]
; při odhadu parametr̊u z grafu

je pak třeba dát pozor na vliv modulu pro převod přirozených logaritmů na
dekadické.

Postup ilustrujme opět na datech z př́ıkl. 13.5.2. Tabulka 13.5 obsahuje

hodnoty log12 ti a log10 log10

(
1 − Fn(ti)

)−1
, na obr. 13.9 je znázorně graf

transformované empirické distribučńı funkce. Skutečnost, že body se dobře
přimykaj́ı př́ımce, od které nevykazuj́ı systematické odchylky, ukazuje na to,
že Weibullovo rozděleńı je přijatelným modelem pro rozděleńı X.

i ti log10 ti log10 log10

(
1− Fn(ti)

)−1

1 50 1,699 -0,8913
2 100 2,000 -0,5777
3 150 2,176 -0,4192
4 200 2,301 -0,3624
5 250 2,398 -0,2671
6 300 2,477 -0,1873
7 350 2,544 -0,1109
8 400 2,602 -0,0219
9 450 2,653 0,0235
10 500 2,699 0,0579
11 800 2,903 ∞

Tab. 13.5: Transformace dat z tabulky 13.2.

13.10 Logaritmicko-normálńı rozděleńı.

Distribučńı funkce logaritmicko-normálńıho rozděleńı je rovna

F (x) = Φ

(
lnx− µ

σ

)
, x > 0,
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Obr. 13.7: Empirická distribučńı funkce rozděleńı dob bezporuchového pro-
vozu navigačńıch př́ıstroj̊u z tab. 1.2 ve Weibullově pravděpodobnostńı śıti

kde Φ(u) je distribučńı funkce rozděleńı N(0, 1). Aplikaćı inverzńı funkce
k Φ dostaneme

Φ−1
(
F (x)

)
=

lnx

σ
− µ

σ
=

2, 3026 log10 x

σ
− µ

σ
; (13.10.1)

tzn. že uF (x) (kde uP je 100%P kvantil rozděleńı N(0, 1)) je lineárńı funkćı
logaritmu x. Má-li tedy X logaritmicko-normálńı rozděleńı, pak obrazy bod̊u
[lnX(i); u(i−0,5),n] (při netř́ıděných datech), resp. [ln ti; uFn(ti)] budou sesku-
peny – až na náhodné odchylky – kolem př́ımky.

S grafem se pracuje podobně jako s grafem z odst. 13.7. Śıt’ s logaritmickou
stupnićı na vodorovné ose a normálńı pravděpodobnostńı stupnici na svislé
ose tvoř́ı tzv. logaritmicko-normálńı pravděpodobnostńı paṕır.
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13.11 Závěrečné poznámky k grafické analýze

dat.

Metody grafické analýzy vyložené v odst. 13.6 až 13.10 neslouž́ı vždy jen
k posouzeńı tvaru rozděleńı pozorované veličiny. Použ́ıvá se jich někdy i
v př́ıpadech, kdy tvar rozděleńı považujeme za známý a potřebujeme jen
rychlý a jednoduchý, třeba hrubý, odhad parametr̊u. Tak např. lze použ́ıt
grafické metody z odst. 13.9 k źıskáńı prvńı aproximace pro maximálně
věrohodné odhady parametr̊u Weibullova rozděleńı (viz odst. 7.4); s odhady
źıskanými z grafu podle odst. 13.9 se zaháj́ı iteračńı postup řešeńı rovnice
věrohodnosti (7.4.6).

Grafické metody odhadu postupy z předchoźıch odstavc̊u jsou zvláště
užitečné při odhadech z tzv. cenzorovaných výběr̊u, tj. z pozorováńı uspořá-
daných tak, že je známa jen část výsledk̊u a o zbytku se v́ı jen, že pozorováńı
nabyla hodnot větš́ıch než největš́ı zaznamenaná hodnota. K takové situ-
aci docháźı zvláště často při zkouškách životnosti; do zkušebńıho provozu
se dá n výrobk̊u a odhady parametr̊u př́ıslušného rozděleńı se prováděj́ı po
určité době, řekněme t0, ve které ještě některé výrobky neměly poruchu.
To znamená, že je změřeno jen m < n nejkratš́ıch dob života ve výběru
X(1), . . . , X(m), o zbývaj́ıćıch se v́ı jen tolik, že jsou větš́ı než t0. Lze sestro-
jit část grafu empirické distribučńı funkce. Je-li znám tvar rozděleńı doby
života X, lze z grafu transformované empirické distribučńı funkce odhad-
nout přibližné hodnoty parametr̊u. I když se použije jemněǰśıch metod, např.
metody maximálńı věrohodnosti rovnice v popsané situaci zpravidla vyžaduj́ı
numerické řešeńı.

Grafy transformovaných distribučńıch funkćı lze upravit r̊uznými zp̊usoby.
Někteř́ı statistici např. při netř́ıděných datech raději zakresluj́ı na osu úseček
hodnoty 1/n, 2/n, . . . a na osu pořadnic X(1), X(2), . . . , jińı nahrazuj́ı jme-
novatele n v empirické distribučńı funkci jmenovatelem n + 1 atd. Výklad
d̊uvod̊u pro takové úpravy a diskuse jejich užitečnosti by vedla př́ılǐs daleko
a neńı zde na ni mı́sto.

13.12 Úloha.

Vyjádřete souřadnice pravděpodobnostńıho paṕıru pro Rayleighovo rozděleńı
(viz [24], odst. 22.6).
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x;
√
−2 ln(1− F (x))

]
nebo

[
x2; −2 ln(1− F (x))

]
.
]



Kapitola 14

Testy dobré shody

14.1 Úloha testováńı dobré shody.

V odstavćıch 13.6 až 13.10 se několikrát vyskytla fráze
”
jestliže X má dis-

tribučńı funkci určitého tvaru, graf transformované distribučńı funkce má –
až na náhodné odchylky – lineárńı pr̊uběh“. Je přirozené položit si otázku, co
jsou

”
náhodné odchylky“; kdy jsou odchylky empirické distribučńı funkce tak

malé, že je možno vysvětlit jejich př́ıtomnost t́ım, že empirická distribučńı
funkce je sestrojena z náhodného výběru, a kdy jsou tak velké, že bud́ı
oprávněné pochybnosti o správnosti předpokladu

”
X má distribučńı funkci

tvaru F (x)“. Odchylky, které jeden experimentátor bude považovat za nepod-
statné a přirozené, může jiný pokládat za výrazné. Proto je užitečné mı́t k dis-
pozici nějakou mı́ru statistické významnosti takových odchylek umožňuj́ıćı
objektivněǰśı posouzeńı souhlasu či nesouladu náhodného výběru X = (X1,
. . . , Xn)′ s předpokladem typu

”
X má rozděleńı s distribučńı funkćı tvaru

F (x)“.

Tvrzeńı jako
”
X má normálńı rozděleńı“ nebo

”
X má exponenciálńı

rozděleńı“ atd. jsou statistické hypotézy. Pravidlo, podle kterého se na základě
opakovaných pozorováńı náhodné veličiny X (tj. na základě náhodného vý-
běru z F (x)) rozhodně, zda daná hypotéza má být přijata či zamı́tnuta, je
tzv.

”
test dobré shody.“

Obecný postup při testu dobré shody je tento: Z výběru X = (X1, . . . , Xn)′

se vypočte vhodná mı́ra nesouhlasu X s předpokladem
”
X má rozděleńı

s distribučńı funkćı tvaru F (x)“ čili vhodná mı́ra odchylky či vzdálenosti
empirické distribučńı funkce od tzv.

”
teoretické “ či

”
hypotetické distribučńı

169
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funkce“ (tj. distribučńı funkce vypoč́ıtané za předpokladu, že má tvar daný
hypotézou). Označme, na chv́ıli, tuto mı́ru vzdálenosti empirické distribučńı
funkce od hypotetické jako D. Veličina D je funkćı náhodného výběru, je
tedy sama náhodnou veličinou, která má svoje rozděleńı pravděpodobnosti
závislé na skutečné distribučńı funkci náhodné veličiny X Označme D1−α tu
hodnotu, kterou D překroč́ı s pravděpodobnost́ı α, když testovaná hypotéza
je správná, tj. když X má skutečné rozděleńı dané hypotézou. Zvoĺı se malé
č́ıslo α (tzv. hladina významnosti), např. α = 0, 05. Jestliže statistika D
vypočtená z výběru nabude hodnoty větš́ı než nebo rovné D1−α, pak nastal
jev, který má za platnosti př́ıslušné hypotézy jen malou pravděpodobnost,
totiž α, a je tedy d̊uvod k podezřeńı, že hypotéza neńı správná, tj. že pozo-
rovaná veličina X má jiné rozděleńı než předpokládané.

V následuj́ıćıch odstavćıch uvedeme některé nejběžněǰśı typy statistiky
D, vyjadřuj́ıćı souhlas či nesouhlas výsledk̊u pozorováńı s hypotézou o tvaru
rozděleńı.

14.2 Test ch́ı-kvadrát.

Při tzv. testu χ2 dobré shody se vycháźı z tř́ıdńıho rozděleńı náhodného
výběru (viz odst. 13.2). Jako mı́ry nesouhlasu mezi výsledky pozorováńı a
hypotézou o tvaru distribučńı funkce pozorovaného veličiny se použ́ıvá sta-
tistiky

χ2 =
r∑
i=1

(ni − nπi)2

nπi
=

r∑
i=1

n2
i

nπi
− n, (14.2.1)

kde r je počet tř́ıd, na které byl rozdělen interval možných hodnot pozoro-
vané veličiny, ni absolutńı tř́ıdńı četnost i-tého tř́ıdńıho intervalu, tj. počet
pozorováńı splňuj́ıćıch nerovnost ti−1 < Xj ≤ ti a πi pravděpodobnost, že po-
zorovaná náhodná veličina X nabude hodnoty z intervalu (ti−1, ti〉 poč́ıtaná
za předpokladu, že X má dané rozděleńı. Znač́ı-li F (x) distribučńı funkci
náhodné veličiny X, jak ji specifikuje ověřovaná hypotéza, a Fn(x) empiric-
kou distribučńı funkci výběru, je tedy

ni = n
(
Fn(ti)− Fn(ti−1)

)
, (14.2.2)

πi = F (ti)− F (ti−1); (14.2.3)

t0, t1, . . . , tr jsou hranice tř́ıd, t0 = inf{t |F (t) > 0}, tr = sup{t |F (t) < 1},
tj. dolńı a horńı hranice intervalu možných hodnot X.
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Vektor (n1, . . . , nr)
′ tř́ıdńıch četnost́ı je realizaćı r-rozměrné náhodné veli-

činy s multinomickým rozděleńım (viz [24], odst. 17.1) s parametry n, π1, . . . ,
πr; náhodný výběr rozsahu n z rozděleńı F (x) představuje totiž n vzájemně
nezávislých náhodných pokus̊u, ve kterých jev Ai = {ti−1 < X ≤ ti} má
pravděpodobnost πi danou (14.2.3) a ni je počet výskyt̊u jevu Ai v těchto n
nezávislých pokusech. Podle [24], odst. 17.3, je středńı hodnota četnosti jevu
Ai rovna nπi. Tuto středńı hodnotu nazýváme (v souvislosti s testem dobré
shody) teoretickou (nebo hypotetickou) četnost́ı i-té tř́ıdy.

Hypotéza o tvaru distribučńı funkce F (x) zpravidla neurčuje hypotetické
četnosti nπi jednoznačně, nýbrž jen jako funkce jednoho či několika para-
metr̊u. Zńı-li hypotéza např.

”
X má normálńı rozděleńı“, pak

nπi = n

(
Φ
(ti − µ

σ

)
− Φ

(ti−1 − µ
σ

))
= nπi(µ, σ

2)

Pro výpočet hypotetických četnost́ı ve statistice (14.2.1) je pak třeba
potřebné parametry odhadnout také z pozorovaných četnost́ı ni. Nejčastěji
se k tomu použ́ıvá metody maximálńı věrohodnosti (viz odst. 6.7). Pravdě-
podobnost, že při daných tř́ıdách (ti−1, ti〉, i = 1, . . . , r, v náhodném výběru
rozsahu n budou tř́ıdńı četnosti rovny n1, . . . , nr, je

P (n1, . . . , nr) =
n!

n1! . . . nr!
πn1

1 . . . πnrr . (14.2.4)

Jsou-li pravděpodobnosti tř́ıd π1, . . . , πr funkcemi k parametr̊u, kde k <
r − 1, πi = πi(Θ1, . . . ,Θk) , pak funkce (14.2.4) považována při daných
hodnotách pozorovaných četnost́ı n1, . . . , nr za funkci neznámých parametr̊u,
je funkćı věrohodnosti pro odhad vektoru parametr̊u (Θ1, . . . ,Θk)

′.

Maximálně věrohodné odhady Θ̂1, . . . , Θ̂k parametr̊u Θ1, . . . ,Θk tedy źıskáme
maximalizaćı logaritmu funkce věrohodnosti

r∑
i=1

ni ln πi(Θ1, . . . ,Θk). (14.2.5)

Jestliže pravděpodobnosti tř́ıd πi(Θ1, . . . ,Θk) splňuj́ı podmı́nku

r∑
i=1

πi(Θ1, . . . ,Θk) = 1 (14.2.6)
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pro všechny možné hodnoty parametr̊u Θ1, . . . ,Θk, maj́ı spojité parciálńı
derivace podle všech Θ a matice

D =

(
∂πi
∂Θj

)
, i = 1, . . . , r, j = 1, . . . , k, (14.2.7)

má hodnost k, pak lze odhady Θ̂1, . . . , Θ̂k nalézt řešeńım soustavy rovnic

r∑
i=1

ni

πi(Θ̂1, . . . , Θ̂k)

∂πi(Θ̂1, . . . , Θ̂k

∂Θ̂j

= 0, j = 1, . . . , k. (14.2.8)

Statistika χ2 dána vztahem (14.2.1) s πi = π̂i(Θ̂1, . . . , Θ̂k), kde Θ̂1, . . . , Θ̂k

jsou kořeny soustavy (14.2.8), má za platnosti ověřované hypotézy při n →
∞ (tak, aby nπ̂i > 5 pro všechna i = 1, . . . , r) asymptoticky rozděleńı χ2

s počtem stupň̊u volnosti v = r − 1 − k. Důkaz tohoto výsledku a rozbor
vlastnost́ı odhad̊u podle (14.2.8) lze nalézt v praćıch [6, 31].

Test dobré shody založený na statistice (14.2.1) tedy zahrnuje tyto kroky:

1. Výpočet odhad̊u Θ̂1, . . . , Θ̂k neznámých parametr̊u rozděleńı řešeńım
soustavy rovnic (14.2.8).

2. Výpočet pravděpodobnost́ı πi(Θ̂1, . . . , Θ̂k) dosazeńım Θ̂1, . . . , Θ̂k do
(14.2.3).

3. Výpočet statistiky χ2 podle (14.2.1).

4. Porovnáńı vypočtené hodnoty statistiky χ2 s tabelovaným kvantilem
χ2

1−α(r − 1− k).

Soustava rovnic (14.2.8) má jen zř́ıdka explicitńı řešeńı, zpravidla je k přes-
nému řešeńı třeba numerických metod. V praxi se často spokojujeme jen
s přibližným řešeńım. Užit́ı popsaného testu je osvětleno v následuj́ıćım od-
stavci na př́ıkladech.

14.3 Př́ıklady.

14.3.1 Ověřováńı shody s exponenciálńım rozděleńım.

Předpokládejme, že hypotéza zńı: X má rozděleńı s distribučńı funkćı

F (x) = 1− e−x/δ, x > 0, (14.3.1)
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kde δ je neznámý parametr. Byl proveden výběr dosti velkého rozsahu n a
utvořeno tř́ıdńı rozděleńı četnost́ı. Pravděpodobnosti πi(δ) jev̊u {ti−1 < X ≤
ti} jsou

πi = 1− e−ti/δ −
(

1− e−ti−1/δ
)

= e−ti−1/δ − e−ti/δ. (14.3.2)

Předpokládejme, že intervaly (ti−1, ti〉 jsou ekvidistantńı, ti = ih, h >
0, i = 0, 1, . . . , r − 1, tr =∞. Pak

πi = e−(i−1)h/δ − e−ih/δ = e−ih/δ
(
eh/δ − 1

)
, i = 1, . . . , r − 1,

πr = e−(r−1)h/δ. (14.3.3)

Soustava (14.2.8) obsahuje jedinou rovnici

n1

π1

dπ1

dδ
+

r−1∑
i=2

ni
πi

dπi
dδ

+
nr
πr

dπr
dδ

= 0, (14.3.4)

která po úpravě s užit́ım (14.3.3) přejde na rovnici

eh/δ
( r∑
i=1

i ni − n
)

=
r∑
i=1

i ni − nr, (14.3.5)

odkud

δ̂ = {1

h
ln

∑r
i=1 ini − nr∑r
i=1 ini − n

}−1. (14.3.6)

To je jeden z mála př́ıpad̊u, kdy (14.2.8) má explicitńı řešeńı. Pro ilustraci
převedeme provedeńı testu na datech z př́ıkl. 13.5.2 při použit́ı r = 11 tř́ıd
s horńımi hranicemi ti = 50i pro i = 1, . . . , 10, jedenáctá tř́ıda je (500,∞).
Výpočet odhadu δ̂, pravděpodobnost́ı πi a testové statistiky κ2 je shrnut v
tab. 14.

Odhad parametru δ je

δ̂ = 50[ln(503− 9)− ln(503− 125)]−1 =
50

ln494− ln378
.
= 186, 82.

Daľśı výpočet je zřejmý z tabulky. Statistika κ2 nabývá hodnoty 6, 325,
počet stupň̊u volnosti je ν = 11−1−1 = 9; statistika tedy zdaleka nedosahuje
hodnoty κ2

0,95(9) = 16, 919, je dokonce menš́ı než κ2
0,5(9) = 8, 343. Neńı tedy

žádný d̊uvod k podezřeńı, že rozděleńı se lǐśı od exponenciálńıho.
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i ti ni i ni πi nπi
(ni−nπi)2

nπi

1 50 32 32 0,2348 29,35 0,2393
2 100 25 50 0,1797 22,46 0,2873
3 150 16 48 0,1375 17,19 0,0824
4 200 6 24 0,1052 13,15 3,8876
5 250 10 50 0,0805 10,06 0,0004
6 300 8 48 0,0616 7,70 0,0117
7 350 7 49 0,0471 5,89 0,2092
8 400 7 56 0,0361 4,51 1,3747
9 450 3 27 0,0276 3,45 0,0587
10 500 2 20 0,0211 2,64 0,1552
11 ∞ 9 99 0,0688 8,60 0,0186

– 125 503 1,0000 125,00 6,3250

Tab. 14.1: Test exponenciálńıho rozděleńı z př́ıkladu 13.3.

14.3.2 Test normality.

Necht’ hypotéza zńı: X má normálńı rozděleńı. Předpokládejme, že náhodný
výběr rozsahu n byl roztř́ıděn do r tř́ıd (ti−1, ti〉, kde t0 = −∞, t1 je dané
č́ıslo, ti = t1 + (i − 1)h pro i = 2, . . . , r − 1, tr = ∞. Pravděpodobnosti
jednotlivých tř́ıd jsou

πi = P (ti−1 < X ≤ ti) = Φ

(
ti − µ
σ

)
− Φ

(
ti−1 − µ

σ

)
, i = 1, . . . , r − 1,

πr = P (X > tr−1) = 1− Φ

(
tr−1 − µ

σ

)
, (14.3.7)

kde Φ(u) je distribučńı funkce rozděleńı N(0, 1). Pravděpodobnosti πi jsou
závislé na dvou neznámých parametrech µ a σ2. K źıskáńı aproximaćı odhad̊u
pro parametry µ a σ nahrad’me dolńı hranici prvńı tř́ıdy č́ıslem t0 = t1 − h,
horńı hranici r-té tř́ıdy č́ıslem, tr = tr−1 + h a použijme daľśıch aproximaćı

πi =
1√
2π

∫ ti−µ
σ

ti−1−µ
σ

e−
u2

2 du
.
=
h

σ

1√
2π

e−
(ti−µ)

2

2σ2 , (14.3.8)
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πi
∂µ

= − 1

σ
√

2π
{e−

(ti−µ)
2

2σ2 − e−
(ti−1−µ)

2

2σ2 } .= 1

σ
√

2π

∫ ti−µ
σ

ti−1−µ
σ

ue−
u2

2 du
.
=

.
=

h

σ
√

2π

ti − µ
σ

e−
(ti−µ)

2

2σ2 =
h

σ

ti − µ
σ

πi, (14.3.9)

∂πi
∂σ

= − ti − µ
σ
√

2π
e−

(ti−µ)
2

2σ2 +
ti−1 − µ
σ
√

2π
e−

(ti−1−µ)
2

2σ2
.
= (14.3.10)

.
=

1√
2π

∫ ti−µ
σ

ti−1−µ
σ

(u2 − 1)e−
u2

2 du
.
=

.
=

h

σ
√

2π

[(
ti − µ
σ

)2

e−
(tiµ)

2

2σ2 } − e−
(ti−µ)

2

2σ2

]
=
h

σ
πi

(
ti − µ
σ

)2

− h

σ
πi.

Dosazeńım aproximaćı do (14.2.8) dostaneme pro odhady parametr̊u µ a
σ2 rovnice

n∑
i=1

ni(ti − µ̂) = 0,
1

σ̂2

r∑
i=1

ni(ti − µ̂)2 −
r∑
i=1

ni = 0, (14.3.11)

odkud

µ̂ =
1

n

r∑
i=1

niti, (14.3.12)

σ̂2 =
1

n

r∑
i=1

ni(ti − µ̂)2 =
1

n

( r∑
i=1

nit
2
i −

1

n
(

r∑
i=1

niti)
2
)
,

kde ti je střed i-té tř́ıdy.
Často se z̊ustává při této hrubé prvńı aproximaci a nehledaj́ı se odhady

splňuj́ıćı přesně soustavu (14.2.8); k přesnému řešeńı by byl nutný iteračńı
postup, při kterém bychom už přešli ke skutečným hranićım t0 = −∞, tr =∞
a použ́ıvali přesných výraz̊u pro derivace πi (viz [1]).

V odhadech (14.3.12) poznáváme obvyklý pr̊uměr a druhý centrálńı mo-
ment náhodného výběru poč́ıtaný z tř́ıdńıho rozděleńı.

Pro ilustraci postupu při testu normality pomoćı statistiky χ2 uved’me
tento př́ıklad: Údaje tab. 14.2 obsahuj́ı výsledky n = 200 zkoušek pevnosti
v tahu lněné př́ıze. Nejsou výsledky uvedené v této tabulce v př́ıkrém rozporu
s předpokladem, že pevnost tohoto druhu lněné př́ıze má normálńı rozděleńı?
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Za předpokladu, že pevnost daného druhu př́ıze má normálńı rozděleńı,
odhady parametr̊u tohoto rozděleńı podle (14.3.12) jsou

µ̂ =
454, 99

200
= 2, 275; σ̂2 =

1 079, 11− 1 035, 08

200
= 0, 22; σ̂ = 0, 469.

Předposledńı sloupec tab. 14.2 obsahuje normované hodnoty horńıch hra-
nic interval̊u ui a posledńı sloupec odhady hodnot distribučńı funkce

F̂ (ti) = Φ

(
ti − µ̂
σ̂

)
.

i ti ni t̄i nit̄i nit̄
2
i ui = ti−µ̂

σ̂
F̂ (ti)

1 1,25 2 1,125 2,25 2,53 -2,1855 0,01444
2 1,50 6 1,375 8,25 11,34 -1,6525 0,04922
3 1,75 20 1,625 32,50 52,81 -1,1194 0,13148
4 2,00 24 1,875 45,00 84,38 -0,5864 0,27880
5 2,25 40 2,125 85,00 180,62 -0,0533 0,47875
6 2,50 52 2,375 123,50 293,31 0,4797 0,68428
7 2,75 32 2,625 84,00 220,50 1,0128 0,84442
8 3,00 13 2,875 37,38 107,45 1,5458 0,93892
9 3,25 5 3,125 15,62 48,83 2,0790 0,98119
10 3,50 3 3,375 10,12 34,17 2,6119 0,99550
11 3,75 1 3,625 3,62 13,14 3,1450 0,99917
12 4,00 2 3,875 7,75 30,03 3,6780 0,99988

200 454,99 1079,11

Tab. 14.2: Výsledky n = 200 zkoušek pevnosti lněné př́ıze; test normality
rozděleńı.

Tabulka 14.3 uvád́ı hodnoty potřebné pro výpočet statistiky χ2. Aby byl
splněn požadavek, že hypotetické četnosti nemaj́ı být př́ılǐs malé, doporučuje
se spojeńı tř́ıd s malými hypotetickými četnostmi v jedinou tř́ıdu (zde tř́ıdy
10, 11 a 12). Při zcela přesném postupu by se po takové úpravě měly korigovat
odhady parametr̊u tak, aby byly řešeńım

”
přesných“ rovnic věrohodnosti

(14.2.8). většinou se od toho upoušt́ı a toleruje se skutečnost, že nebude
naprosto přesně dodržena hladina významnosti.
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i π̂i nπ̂i
(ni−nπ̂i)2

nπ̂i

1 0,01444 2,888 0,2730
2 0,03478 6,956 0,1314
3 0,08226 16,452 0,7652
4 0,14732 29,464 1,0133
5 0,19995 39,990 0,0000
6 0,20553 41,106 2,8872
7 0,16014 32,028 0,0000
8 0,09450 18,900 1,8418
9 0,04227 8,454 1,4112
10 0,01431 2,862
11 0,00367 0,734 }3,738 1,3688
12 0,00071 0,142

0,99988 199,976 9,6919

Tab. 14.3: Hodnoty potřebné pro výpočet statistiky χ2.

Statistika χ2 nabývá hodnoty 9, 691 9. Má ν = 10− 1− 2 = 7 stupň̊u vol-
nosti. Na hladině významnosti α = 0, 05 by se hypotéza o normalitě zamı́tala,
kdyby bylo χ2

0,095 > 14, 067 = χ2
0,95(7). Pozorovaná hodnota je menš́ı (lež́ı

mezi χ2
0,75(7) = 9, 037 a χ2

0,8(7) = 9, 803). Data nedávaj́ı d̊uvod k zamı́tnut́ı
hypotézy, že X má normálńı rozděleńı.

14.4 Kolmogorov̊uv test.

Při Kolmogorovově testu dobré shody se k ověřeńı hypotézy: X má rozděleńı s
distribučńı funkćı F (x), kde F (x) je dána distribučńı funkce spojitého typu,
použ́ıvá statistiky

D = supx|Fn(x)− F (x)|. (14.4.1)

Protože F (x) jakožto distribučńı funkce je neklesaj́ıćı a Fn(x) je funkce
po částech konstantńı a měńı svou hodnotu skokem v bodech X(1), . . . , X(n),
lze statistiku D zapsat také jako

D = max
1≤i≤n

{
max

{
|F (x(i) −

i

n
|, |F (X(i) −

i− 1

n
|
}}

(14.4.2)

kde F (x(i)) je hodnota hypotetické distribučńı funkce F v bodě X(i). Odtud
plynou dvě d̊uležité zásady pro korektńı použit́ı Kolmogorova testu:
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1. Testu se má použ́ıvat jen při udaném celém pr̊uběhu empirické dis-
tribučńı funkce Fn(x), tj. při udaných všech hodnotách X(i), niko-
liv při pozorováńıch seskupených do tř́ıdńıho rozděleńı četnost́ı. Při
tř́ıdńım rozděleńı četnost́ı známe totiž jen hodnoty hypotetické dis-
tribučńı funkce v r daných bodech t1, . . . , tr a hodnoty empirické dis-
tribučńı funkce v týchž bodech, tj. F (ti) a Fn(ti), i = 1, . . . , r, a je
jasné, že

max
1≤i≤r

{
|Fn(ti)− F (ti)|

}
≤ supx|Fn(x)− F (x)|. (14.4.3)

To znamená, že při použit́ı Kolmogorovova testu na tř́ıdńı rozděleńı se
snižuje účinnosti (śıla) testu, nebot’ se nezkoumá celý pr̊uběh empirické
distribučńı funkce, nýbrž jen hodnoty ve vybraných bodech.

2. Př́ısně vztato, má se Kolmogorovova testu použ́ıvat jen k ověřováńı
hypotéz, které stanov́ı distribučńı funkci F (x) jednoznačně, tj. nejen
co do tvaru, nýbrž i co do hodnot parametr̊u, tak, aby bylo možno
vypoč́ıtat hodnoty F (X(i)) za platnosti hypotézy; v definici statistiky
D se nemluv́ı o

”
odhadu F (x) za platnosti hypotézy“, nýbrž o

”
hod-

notě distribučńı funkce F (x)“. Jakmile by hypotéza určovala jen tvar
distribučńı funkce a na mı́stě F (X(i)) v (14.4.1) nebo (14.4.2) by se

už́ıvalo F (X(i); Θ̂), kde Θ̂ by byl odhad poč́ıtaný z výběru, změnilo by
se rozděleńı statistiky D, a v d̊usledku toho i rizika chyb.

Rozděleńı statistiky D je rozsáhle tabelováno. A. N. Kolmogorov odvo-
dil asymptotické rozděleńı statistiky

√
nD. Pro menš́ı rozsahy výběr̊u, které

nedovoluj́ı už́ıt asymptotické teorie, jsou tabelovány hodnoty Dn,1−α s vlast-
nost́ı

P
(
D > Dn,1−α |X má rozděleńı F (x)

)
= α,

viz [18, 23].

Pro ověřeńı hypotézy: X má rozděleńı N(µ, σ2) bez udáńı parametr̊u
(µ, σ2) a hypotézy: X má rozděleńı E(0, δ) bez udáńı hodnoty parametru δ,
jsou tabelovány (viz [25, 26]) hodnoty D∗n,1−α takové, že

P

(
sup
x

∣∣∣Φ(x− x
s

)
− Fn(x)

∣∣∣ > D∗n,1−α
∣∣X má N(µ, σ2)

)
= α,

resp. hodnoty D∗∗n,1−α takové, že
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P

(
sup
x

∣∣∣Fn(x)− (1− e−
x
x )
∣∣∣ > D∗∗n,1−α

∣∣X má E(0, δ)

)
= α.
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Kapitola 15

Testováńı nezávislosti
kvalitativńıch znak̊u

15.1 Experimenty s kvalitativńı odpověd́ı;

kontingenčńı tabulka.

Jestliže výsledek experimentu neńı vyjádřen reálným č́ıslem (nebo vektorem
reálných č́ısel), nýbrž jen slovně popsán či zařazen do jedné z k vzájemně se
vylučuj́ıćıch kategoríı, ř́ıkáme, že jde o experiment s kvalitativńı odpověd́ı. Tak
např. spoč́ıvá-li experiment ve zkoušce funkčńı zp̊usobilosti výrobku, může
výsledek pozorováńı být vyjádřen zařazeńım do některé z kategoríı

”
zkouška

úspěšná“,
”
selháńı v d̊usledku poruchy typu A1“,

”
selháńı v d̊usledku poruchy

typu A2“, . . .,
”
selháńı v d̊usledku poruchy typu Ak−1“.

V jednom experimentu můžeme současně sledovat dvě nebo i v́ıce kvalita-
tivńıch odpověd́ı, podobně jako lze v jednom experimentu měřit či pozorovat
dvě nebo v́ıce náhodných veličin. Tak např. při kontrole jakosti výrobk̊u může
být jednou odpověd́ı (se dvěma kategoriemi) př́ıtomnost či nepř́ıtomnost
vady druhu A a druhou odpověd́ı př́ıtomnost či nepř́ıtomnost vady druhu
B. Při psychologické zkoušce konané za účelem zjǐstěńı zp̊usobilosti osoby
k výkonu určité činnosti může zkoušená osoba dostat p r̊uzných úkol̊u a
výsledek plněńı jednotlivých úkol̊u může být hodnocen jako

”
vynikaj́ıćı“,

”
pr̊uměrný“ a

”
podpr̊uměrný“ - pak by šlo o experiment s p kvalitativńımi

odpověd’mi, každá se třemi kategoriemi. Jestliže se u výrobku zjǐst’uje ni-
koliv přesným měřeńım, nýbrž jen pomoćı měrek, zda splňuje či nesplňuje
tolerance pro dva r̊uzné rozměry, máme co dělat s experimentem se dvěma

181



182 KAPITOLA 15. TESTOVÁNÍ NEZÁVISLOSTI ...

kvalitativńımi odpověd’mi, jejichž kategorie jsou
”
rozměr A v toleranćıch“,

”
rozměr A pod dolńı toleranćı“,

”
rozměr A nad horńı toleranćı“, a podobně

pro rozměr B.
Představme si nyńı n nezávislých opakováńı experimentu se dvěma kvali-

tativńımi odpověd’mi (nebo se dvěma kvalitativńımi znaky); označme A1, . . . ,
Ar možné kategorie znaku (odpovědi) A a B1, . . . , BS možné kategorie znaku
(odpovědi) B. Výsledek celého složeného experimentu, tj. všech opakováńı,
lze shrnout do tabulky, viz tab. 17.

Kategorie Kategorie znaku B
znaku A B1 B2 . . . Bs Celkem
A1 n11 n12 . . . n1s n1 .

A1 n21 n22 . . . n2s n2 .

A1
...

...
. . .

...
...

Ar nr1 nr2 . . . nrs nr .
Celkem n. 1 n. 1 . . . n. s n

Tab. 15.1: Kontingenčńı tabulka.

V tabulce 15.1 znač́ı nij počet experiment̊u, při kterých odpověd’ A byla
z kategorie Ai a odpověd’ B z kategorie Bj, ni . =

∑s
j=1 nij je celkový počet

opakováńı, při kterých se vyskytla i-tá kategorie znaku A, n. j =
∑r

i=1 nij je
celkový počet opakováńı, při kterých se vyskytla j-tá kategorie znaku B.

Tabulka uvedeného typu se nazývá kontingenčńı tabulka. Ćılem statis-
tického rozboru takové kontingenčńı tabulky je zjǐstěńı, zda př́ıslušné dvě
odpovědi (či dva znaky) mezi sebou nějak souviśı či ne. Kontingenčńı ta-
bulka může mı́t i jiný obsah, a pak přicházej́ı v úvahu i jiné hypotézy. Zde
se však zabýváme jen hypotézou nezávislosti dvou znak̊u.

15.2 Hypotéza nezávislosti kvalitativńıch

znak̊u.

Výskyt i-té kategorie znaku A a j-té kategorie znaku B při jedné realizaci
př́ıslušného experimentu je náhodný jev, který je pr̊unikem dvou jev̊u, Ai a
Bj, kde Ai znač́ı jev

”
znak A patř́ı do kategorie Ai“ a Bj jev

”
znak B patř́ı

do kategorie Bj“. Označme pravděpodobnost tohoto pr̊uniku πij. Statickým
modelem pro složený experiment spoč́ıvaj́ıćı v n nezávislých opakováńıch
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pak je multinomické rozděleńı s parametry n, π11, π12, . . . , πrs (viz [24], odst.
17.1). Každá z četnost́ı nij v tab. 15.1 je vlastně realizaćı náhodné veličiny
s rozděleńım Bi(n, πij).

Četnosti ni výskytu jev̊u Ai a četnosti n. j výskytu jev̊u Bj jsou re-
alizace náhodných veličin s rozděleńımi Bi(n, πi .) a Bi(n, π.j), kde πi . =∑s

j=1 πi,j, π. j =
∑r

i=1 πij.
V souladu s definićı nezávislosti jev̊u (viz [24], odst. 6.8) řekneme, že

znaky (odpovědi) A a B jsou nezávislé, jestliže plat́ı

πij = πi .πij, i = 1, . . . , r, j = 1, . . . , s. (15.2.1)

15.3 Test nezávislosti kvalitativńıch znak̊u.

Z testu χ2 dobré shody lze odvodit asymptotický test nezávislosti dvou kva-
litativńıch znak̊u (odpověd́ı). Plat́ı-li totiž hypotéza, že znaky (odpovědi) A
a B jsou nezávislé, pak (15.2.1) vyjadřuje pravděpodobnosti jednotlivých
tř́ıd Ai ∩ Bj jako funkce r − 1 + s − 1 = r + s − 2 neznámých parametr̊u
π1, . . . , πr−1, π. 1, . . . , π. s−1 z podmı́nky

∑r
i=1 πi . =

∑s
j=1 π. j = 1 totiž plyne

πr . = 1−
r−1∑
i=1

πi ., π. s = 1−
s−1∑
j=1

π. j. (15.3.1)

Metodou maximálńı věrohodnosti podle odst. 14.2 dostaneme za platnosti
hypotézy (15.2.1) s přihlédnut́ım k (15.3.1) pro pravděpodobnosti πij odhady

π̂ij =
ni .
n

n. j
n

(15.3.2)

a odtud hypotetické četnosti kombinaćı Ai ∩Bj

nπ̂ij =
ni .n. j
n

. (15.3.3)

Podle odst. 14.2 má tedy za platnosti hypotézy (15.2.1) statistika

χ2 =
r∑
i=1

s∑
j=1

(nij − ni .n. j/n)2

ni .n. j/n
= n

( r∑
i=1

s∑
j=1

n2
ij

ni .n. j
− 1

)
(15.3.4)

při velkých hodnotách n (je vhodné n takové, aby pro všechna (i, j) bylo
ni .n. j/n > 5) přibližné χ2 rozděleńı o rs− 1− (r+ s− 2) = rs− s− r+ 1 =
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(r−1)(s−1) stupńıch volnosti. Hypotézu (15.2.1) tedy zamı́táme na hladině
významnosti α (tj. závislost znak̊u A a B pokládáme za prokázanou), když

r∑
i=1

s∑
j=1

(nij − ni .n. j/n)2

ni .n. j
n

> χ2
1−α
(
(r − 1)(s− 1)

)
.

15.4 Př́ıklad.

U n = 320 součástek se zjǐst’ovala jejich výška a vněǰśı pr̊uměr, přičemž
pro oba tyto rozměry se každá součástka označila bud’ jako dobrá (vyho-
vuj́ıćı předepsanému rozměru), nebo jako nevyhovuj́ıćı. Výsledky jsou uve-
deny v tab. 15.2.

B (pr̊uměr
A (výška) Dobrý Nevyhovuj́ıćı Celkem
Dobrá 239 60 299
Nevyhovuj́ıćı 14 7 21
Celkem 253 67 320

Tab. 15.2: Četnosti nij pro n = 320 součástek.

(viz [10]). Testujeme hypotézu nezávislosti znak̊u A a B na hladině vý-
znamnosti α = 0, 1. Dosazeńım do (15.3.4) dostáváme

χ2 = 320

(
2392

253 · 299
+

602

67 · 299
+

142

253 · 21
+

72

67 · 21
− 1

)
= 2, 086.

Protože 2, 086 < χ2
0,9(1) = 2, 705 5, hypotézu o nezávislosti znak̊u A a B

nezamı́táme.

15.5 Úlohy.

15.5.1

Zjednodušte výraz (15.3.4) pro př́ıpad r = s = 2 a zkontrolujte hodnotu χ2

v př́ıkl. 15.4. [
χ2 = n(n11n22−n12n21)2

n1.n2.n.1n.2
.
]
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15.5.2

Vypočtěte hypotetické četnosti nπ̂ij pro údaje př́ıkl. 15.4.[
236, 4; 62, 6;

16, 6; 4, 4.

]
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Kapitola 16

Některé speciálńı testy dobré
shody

16.1 Úvod.

Testy dobré shody uvedené v kap. 15, tj. test χ2 a Kolmogorov̊uv test,
jsou testy do jisté mı́ry univerzálńı; lze jich použ́ıt – při splněńı př́ıslušných
podmı́nek – k ověřeńı shody empirického rozděleńı s jakýmkoliv modelem
(jsou to neparametrické testy). Za tuto univerzálnost se plat́ı sńıženou účin-
nost́ı test̊u při odhalováńı odchylek od testované hypotézy, tj. menš́ı silou
testu proti některým alternativńım hypotézám. Tato okolnost vedla k návr-
h̊um speciálńıch test̊u založených na charakteristických vlastnostech předpo-
kládaného modelu a na charakteristických vlastnostech model̊u, které v dané
situaci přicházej́ı v úvahu jako alternativy. Tak vznikly např. speciálńı testy
pro ověřeńı normality rozděleńı, testy k ověřeńı shody s exponenciálńım
rozděleńım, shody s Poissonovým rozděleńım apod. V tomto článku se stručně
zmı́ńıme o některých z nich.

16.2 Testováńı shody s Poissonovým

rozděleńım.

Necht’ X = (X1, . . . , Xn)′ je náhodný výběr z rozděleńı diskrétńıho typu
přǐrazuj́ıćıho kladné pravděpodobnosti p(x) všem celým nezáporným hod-
notám x, tj. X je n-tice vzájemně nezávislých pozorováńı náhodné veličiny

187
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X, která nabývá hodnot x = 0, 1, 2, . . . . K ověřeńı hypotézy

p(x) =
λxe−λ

x!
, x = 0, 1, 2, . . . ,

tj. k ověřeńı hypotézy:X má Poissonovo rozděleńı, se často využ́ıvá následuj́ıćı
vlastnosti Poissonova rozděleńı:

E(X) = var(X) = λ,

viz [24], odst. 15.3; test se zakládá na srovnáńı výběrového pr̊uměru X s vý-
běrovým rozptylem S2. Jestliže X má skutečně Poissonovo rozděleńı, mělo
by být – až na náhodné odchylky –

S2 = X, tj.

∑n
i=1(Xi −X)2

X
= n− 1. (16.2.1)

Předpokládejme, že X = (X1, . . . , Xn)′ je náhodný výběr z Poissonova
rozděleńı Po(λ). Potom sdružené rozděleńı X podmı́něné danou hodnotou∑n

i=1Xi = t je

P
(
X1 = x1, . . . , Xn = xn

∣∣ n∑
i=1

Xi = t
)

=

=
e−nλλ

∑n
i=1 xi/

∏n
i=1 xi!

e−nλ(nλ)t/t!
=

t!

x1! . . . xn!

n∏
i=1

(
1

n

)xi
pro všechny vektory (x1, . . . , xn)′ splňuj́ıćı podmı́nku

∑n
i=1 xi = t. To

znamená, že náhodný vektor X má za podmı́nky
∑n

i=1 Xi = t multinomické
rozděleńı s parametry t, 1/n, . . . , 1/n; i-tá souřadnice Xi náhodného vektoru
má – při daném

∑n
i=1Xi = t – rozděleńı Bi(t, 1/n). Podle odst. 14.2 má tedy

při dosti velkých hodnotách t statistika∑n
i=1(Xi − t/n)2

t/n
=

∑n
i=1(Xi −X)2

X
(16.2.2)

přibližně rozděleńı χ2(n− 1).
Odtud plyne následuj́ıćı test hypotézy

”
X má Poissonovo rozděleńı“:

Zamı́tnout hypotézu, když výběr X = (X1, . . . , Xn)′ splńı některou z ne-
rovnost́ı∑n

i=1(Xi −X)2

X
≤ χ2

α/2(n−1),

∑n
i=1(Xi −X)2

X
≥ χ2

1−α/2(n−1). (16.2.3)

Test je aplikovatelný, když X > 5.
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16.3 Př́ıklad.

Při zkouškách př́ıstroje pro medićınské aplikace ozařováńı radioizotopy byly
u jednoho zdroje zářeńı a jednoho č́ıtače impuls̊u naměřeny tyto počty im-
puls̊u v n = 50 ekvidistantńıch intervalech:

4 020, 4 015, 3 940, 3 988, 4 011, 4 018, 3 985, 4 001, 4 024, 4 053,
4 041, 3 951, 3 986, 3 975, 4 008, 3 982, 4 002, 4 010, 3 992, 3 991,
3 990, 4 010, 4 007, 3 989, 4 024, 4 015, 4 009, 3 986, 4 025, 3 974,
4 002, 4 032, 3 990, 3 970, 3 990, 3 987, 3 899, 4 005, 3 992, 4 003,
3 965, 4 031, 3 980, 4 010, 4 015, 3 982, 3 965, 4 012, 4 007, 3 998.

Zde máme

∑50
i=1 xi = 199 857; x = 3 997, 14;∑50
i=1(xi − x)2 = 33 558, 02;

∑50
i=1

(xi−x)2

x
= 8, 40.

Pozorovaná hodnota pod́ılu
∑50

i=1(Xi − X)2/X je tedy o mnoho menš́ı
než χ2

0,025(49) = 31, 555. Rozptyl s2 = 685, 98 je statisticky významně menš́ı
než x = 3 997, 34. Prokázala se tedy významná odchylka od Poissonova
rozděleńı. V dané úloze může mı́t výsledek tento výklad: O radioaktivńım
zářeńı je známo (teoreticky zd̊uvodněno i experimentálně potvrzeno), že
počty emiśı X v ekvidistantńıch intervalech maj́ı při konstantńı intenzitě Po-
issonovo rozděleńı, tedy var(X) = E(x). Kdyby se intenzita zářeńı v pr̊uběhu
měřeńı měnila, očekávali bychom var(X) > E(X). V dané sérii měřeńı se však
ukázalo var(X) < E(X). To může být zp̊usobeno vlastnostmi registračńıho
zař́ızeńı; některé č́ıtače maj́ı tzv.

”
mrtvou dobu“, po registraci impulsu se

č́ıtač na určitý čas zastav́ı a během tohoto času žádný impuls neregistruje.
Je-li tato

”
mrtvá doba“ dlouhá v poměru ke středńı hodnotě doby mezi im-

pulsy, pak počty impuls̊u registrované v intervalech pevné délky maj́ı menš́ı
rozptyl i středńı hodnotu, přičemž rozptyl klesá v́ıce než středńı hodnota.
V našem př́ıkladě lze tedy na základě výsledku usuzovat na existenci

”
mrtvé

doby“ poměrně dlouhé ve srovnáńı se středńı délkou intervalu mezi emisemi,
což znamená, že č́ıtač registruje jen část impuls̊u a skutečná intenzita zářeńı
je podceněna.
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16.4 Test normality.

O normálńım rozděleńı je známo, že má nulové koeficienty šikmosti a špičatosti,
tj. že

α3 =
E
(
(X − µ)3

)
σ3

= 0, α4 =
E
(
(X − µ)4

)
σ4

− 3 = 0, (16.4.1)

viz [24], odst. 18.4. Toho se někdy využ́ıvá k ověřeńı hypotézy, že X má
normálńı rozděleńı. Z výběru se vypočtou odhady koeficient̊u α3 a α4,

A3 =

√
n
∑n

i=1(Xi −X)3(∑n
i=1(Xi −X)2

)3/2
, A4 =

n
∑n

i=1

(
Xi −X

)4(∑n
i=1(Xi −X)2

)2 − 3, (16.4.2)

a porovnaj́ı se s hodnotami (16.4.1), tj. ověř́ı se významnost odchylky A3

od 0 a A4 od 0. Má-li X rozděleńı N(µ, σ2), pak při velkých rozsaźıch
výběru přibližné rozděleńı A3 je N

(
0, var(A3)

)
a přibližné rozděleńı A4 je

N
(
E(A4), var(A4)

)
, kde (viz [1], str. 206)

E(A3) = 0, var(A3) =
6(n− 2)

(n+ 1)(n+ 3)
, (16.4.3)

E(A4) = − 6

n+ 1
, var(A4) =

24n(n− 2)(n− 3)

(n+ 1)2(n+ 3)(n+ 5)
.

Hypotéza normality X se tedy zamı́tá, když

|A3| ≥ u1−α/2
√

var(A3) nebo |A4 +
6

n+ 1
| ≥ u1−α/2

√
var(A4). (16.4.4)

Jiný test hypotézy, žeX má normálńı rozděleńı, je založen na pořádkových
statistikách; postup při jeho užit́ı a potřebné tabulky lze nalézt v [13], zde je
uvedena jen základńı myšlenka.

Necht’ X = (X1, . . . , Xn)′ je náhodný výběr z rozděleńı N(µ, σ2). Středńı
hodnota i-té pořádkové statistiky X(i) z tohoto výběru je

E(X(i)) = µ+ aiσ, (16.4.5)

kde ai jsou konstanty (viz dále odst. 21.2) tabelované např. v [30, 32]. Má-
li tedy X rozděleńı N(µ, σ2), pak body (ai, X(i)) budou seskupeny – až na
náhodné odchylky – kolem př́ımky se směrnićı σ. Jinými slovy, regrese X(i)
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na ai (viz kap. V) je lineárńı a regresńı př́ımka má směrnici σ. Test normality
rozděleńı náhodné veličiny X spoč́ıvá v tom, že se metodou popsanou dále
v odst. 21.5 odhadne σ a odhad se porovná s obvyklým odhadem založeným
na
∑n

i=1(Xi − X)2. Rozsáhlými pokusy bylo zjǐstěno, že tento test je v̊uči
většině odchylek od normality citlivěǰśı než ostatńı známé testy dobré shody.

16.5 Testy exponenciálnosti.

Necht’ X = (X1, . . . , Xn)′ je náhodný výběr z rozděleńı spojitého typu, které
má hustotu pravděpodobnosti f(x) kladnou pro všechna x > 0 a nulovou pro
x ≤ 0. K ověřeńı hypotézy, že

f(x) =
1

δ
e−x/δ, x > 0,

tj. že X má rozděleńı E(0, δ), se doporučuje v [13] test založený na statistice∑n
i=1(Xi −X)2

X
2 = n2

n∑
i=1

∣∣∣∣ Xi∑n
i=1Xi

− 1

n

∣∣∣∣2 . (16.5.1)

Ve prospěch této statistiky mluv́ı dva d̊uvody. Předevš́ım, má-li X rozdě-
leńı E(0, δ), pak E(X) = δ a var(X) = δ2 = E2(X). Ve výběrech z rozděleńı

E(0, δ) by tedy mělo být S2 bĺızké X
2

čili
∑n

i=1(Xi −X)2/X
2

bĺızké n− 1.
Za druhé, rozděleńı náhodného vektoru

Z = (Z1, . . . , Zn−1)′, (16.5.2)

kde
Zi = X1 + . . .+Xi, i = 1, . . . , n− 1, (16.5.3)

podmı́něné danou hodnotou Zn =
∑n

i=1Xi = z, má hustotu

f(z) =
(n− 1)!

zn−1
, 0 < z1 < . . . < zn−1 < z. (16.5.4)

To je však hustota uspořádaného výběru rozsahu n − 1 z rovnoměrného
rozděleńı na intervalu (0, z). Je snadné se přesvědčit, že potom

E(Zi − Zi−1) = E(Xi) =
z

n
, (16.5.5)
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což znamená, že při výběru X rozsahu n z E(0, δ) lze považovat X1, . . . , Xn

za délky interval̊u, na které děĺı pořádkové statistiky výběru rozsahu n − 1
z rovnoměrného rozděleńı na (0,

∑n
i=1Xi) interval (0,

∑n
i=1Xi). Tyto inter-

valy jsou – až na náhodné odchylky – rovny
∑n

i=1Xi/n. Statistika (16.5.1) je
právě rovna součtu čtverc̊u odchylek Xi/

∑n
i=1 Xi od hypotetických hodnot

1/n.
V [13] jsou uvedeny tabulky kvantil̊u statistiky (16.5.1) a popsán též test

obecněǰśı hypotézy, že X má rozděleńı E(A, δ) s neznámým A.



Část V

Regresńı analýza
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Kapitola 17

Lineárńı regrese s jednou
vysvětluj́ıćı proměnnou

17.1 Regresńı funkce.

Jedńım z d̊uležitých úkol̊u všech technických obor̊u je hledáńı a studium
závislost́ı proměnných. Tak nás např. zaj́ımá závislost pevnosti oceli na jej́ım
chemickém složeńı, závislost doby do lomu na napět́ı a teplotě při hodnoceńı
zkoušek pevnosti při tečeńı apod.

V technických a př́ırodńıch vědách se často pracuje s funkčńımi vztahy,
kde závisle proměnná y je jednoznačně určena funkćı r ≥ 1 nezávisle proměn-
ných x1, . . . , xr, tj.

y = ϕ(x1, . . . , xr).

Pak pro daný vektor x′ = (x1, . . . , xr) dostaneme jedinou hodnotu závisle
proměnné y.

Často však, v d̊usledku p̊usobeńı náhodných činitel̊u, má závisle proměnná
povahu náhodné veličny maj́ıćı určité rozděleńı pravděpodobnosti.

Nezávisle proměnné mohou být bud’ nenáhodné (fixńı) proměnné, nebo
též náhodné veličiny.

V daľśım budeme uvažovat př́ıpady, kdy závisle proměnná je náhodná
veličina; označ́ıme ji Y . Předpokládejme, že podmı́něná středńı hodnota
náhodné veličiny Y pro dané hodnoty x1, . . . , xr je rovna

E(Y |x1, . . . , xr) = η(x1, . . . , xr; β1, . . . , βp), (17.1.1)

tj. je funkćı x1, . . . , xr a p ≥ 1 parametr̊u β1, . . . , βp.

195



196 KAPITOLA 17. JEDNODUCHÁ LINEÁRNÍ REGRESE ...

Funkce (17.1.1) se nazývá regresńı funkce a parametry β1, . . . , βp regresńı
parametry (nebo regresńı koeficienty).

Př́ıkladem regresńı funkce je pro r = 2 a p = 4 funkce

E(Y |x1, x2) = η(x1, x2; β1, β2, β3, β4) = β1 + β2x1 + β3x2 + β4x1x2

nebo pro r = 1 a p = 2 funkce

E(Y |x1) = β1 + eβ2x2 ; (17.1.2)

prvńı z těchto regresńıch funkćı je lineárńı v parametrech, druhá je nelineárńı
v parametrech βj.

Dále budeme uvažovat př́ıpady, kdy η má tvar

η = β0x0 + β1x1 + . . .+ βkxk, (17.1.3)

přičemž x0, x1, . . . , xk jsou nenáhodné (fixńı) proměnné. Je tedy r = p = k+1.
Velmi častým př́ıpadem je př́ıpad x0 = 1.

Máme-li n vektor̊u pozorováńı (Yi, x0i, . . . , xli, . . . , xki)
′, i = 1, . . . , n,

můžeme z nich nalézt odhady regresńıch parametr̊u β0, β1, . . . , βk a odhady
regresńı funkce η v daném bodě x′ = (x0, x1, . . . , xk).

V praćıch o regresńı analýze se často proměnné x0, x1, . . . , xk nazývaj́ı
vysvětluj́ıćı proměnné a veličina Y vysvětlovaná proměnná.

17.2 Regresńı př́ımka.

Mějme jednu vysvětluj́ıćı proměnnou x a necht’

E(Y |x) = η = β0 + β1x. (17.2.1)

Tato funkce se nazývá regresńı př́ımka. Pro fixńı proměnnou x lze (17.2.1)
přepsat též na tvar

Y = β0 + β1x+ e, (17.2.2)

kde e je náhodná odchylka (též náhodná chyba).
Mějme n > 2 vektor̊u pozorováńı (Yi, xi)

′, i = 1, . . . , n, kde x1, . . . , xn
jsou daná č́ısla, z nichž aspoň dvě jsou navzájem r̊uzná, a Y1, . . . , Yn jsou
náhodné veličiny. Přitom vzhledem k (17.2.2) je (viz též obr. 11)

Yi = ηi + ei = β0 + β1xi + ei, i = 1, . . . , n. (17.2.3)
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Obr. 17.1: Regresńı př́ımka

Odhady b0 a b1 parametr̊u β0 a β1 se naleznou metodou nejmenš́ıch
čtverc̊u, tj. z podmı́nky, aby výraz

S =
n∑
i=1

(Yi − ηi)2 =
n∑
i=1

(Yi − β0 − β1xi)
2

byl minimálńı (viz dále, odst. 18.2).
Ze vztah̊u

∂S
∂βj

= 0, j = 0, 1,

dostáváme soustavu dvou rovnic

nb0 + b1

n∑
i=1

xi =
n∑
i=1

Yi, (17.2.4)

n∑
i=1

xi + b1

n∑
i=1

x2
i =

n∑
i=1

xiYi,

která se nazývá soustava normálńıch rovnic. Jej́ım řešeńım źıskáme odhady
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b0 a b1 parametr̊u β0 a β1,

b0 =
1

n

( n∑
i=1

Yi − b1

n∑
i=1

xi

)
= Y − b1x, (17.2.5)

b1 =

∑n
i=1(xi − x)Yi∑n
i=1(xi − x)2

=
n
∑n

i=1 xiYi −
(∑n

i=1 xi
)(∑n

i=1 Yi
)

n
∑n

i=1 x
2
i −

(∑n
i=1 xi

)2 .

Statistiky b0 a b1 jsou odhady regresńıch parametr̊u β0 a β1 źıskané me-
todou nejmenš́ıch čtverc̊u. Je vidět, že b0 i b1 jsou lineárńı formy veličin
Y1, . . . , Yn; ř́ıká se též, že b0 a b1 jsou lineárńı odhady parametr̊u β0 a β1.

Odhadem hodnoty regresńı funkce η = β0 + β1x pro dané x je statistika

Ŷ = b0 + b1x = Y + b1(x− x). (17.2.6)

Odchylky

êi = Yi − Ŷi = Yi − b0 − b1xi = Yi − Y − b1(xi − x), i = 1, . . . , n, (17.2.7)

se nazývaj́ı rezidua a statistika

SR =
n∑
i=1

ê2
i =

n∑
i=1

(
Yi − Ŷi)2 =

n∑
i=1

(
Yi − Y − b1(xi − x

)2)
(17.2.8)

se nazývá reziduálńı součet čtverc̊u.
Protože plat́ı

SR =
n∑
i=1

(Yi − Y )2 + b2
1

n∑
i=1

(xi − x)2 − 2b1

n∑
i=1

(xi − x)(Yi − Y ) =

=
n∑
i=1

Y 2
i −nY 2−b2

1

n∑
i=1

(xi−x)2 =
n∑
i=1

Y 2
i −b0

n∑
i=1

Yi−b1xnY −b1

n∑
i=1

(xi−x)Yi,

lze SR vyjádřit ve tvaru

SR =
n∑
i=1

Y 2
i − b0

n∑
i=1

Yi − b1

n∑
i=1

xiYi, (17.2.9)

tj. od součtu čtverc̊u veličin Yi se odečte odhad b0 násobený pravou stranou
prvńı rovnice a odhad b1 násobený pravou stranou druhé rovnice soustavy
(17.2.4).
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17.3 Středńı hodnoty a rozptylu odhad̊u.

Z (17.2.1) a (17.2.2) vyplývá, že E(e) = 0. Předpokládejme v (17.2.3), že

E(ei) = 0, var(ei) = E(e2
i ) = σ2, i = 1, . . . , n, (17.3.1)

a

cov(ei1, ei2) = E(ei1, ei2) = 0, i1, i2 = 1, . . . , n, i1 6= n2, (17.3.2)

tj. že náhodné chyby maj́ı nulovou středńı hodnotu, týž neznámý rozptyl
σ2 > 0 a že jsou nekorelované.

Stanovme za těchto předpoklad̊u středńı hodnoty a rozptyly statistik b0

a b1. Zřejmě( n∑
i=1

(xi − x)2
)
E(b1) =

n∑
i=1

(xi − x)E(Yi) =
n∑
i=1

(xi − x)(β0 + β1xi) =

= β1

n∑
i=1

(xi − x)2.

Statistiku b0 můžeme přepsat na tvar

b0 =
n∑
i=1

( 1

n
− (xi − x)x∑n

i=1(xi − x)2

)
Yi =

n∑
i=1

ciYi.

Odtud

E(b0) =
n∑
i=1

ciE(Yi) =
n∑
i=1

ci(β0 + β1xi) = β0.

Je tedy
E(bj) = βj, j = 0, 1, (17.3.3)

tzn. že statistika bj je nestranný odhad parametru βj, j = 0, 1.
Protože veličiny e1, . . . , en jsou nekorelované, jsou i veličiny Y1, . . . , Yn

nekorelované. Tud́ıž rozptyl (viz [24], vztah (11.7.12), a protože var(Yi) =
var(ei) = σ2, i = 1, . . . , n)

var(b0) =
n∑
i=1

c2
i var(Yi)σ

2

n∑
i=1

( 1

n
− (xi − x)x∑n

i=1(xi − x)2

)2
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a po rozvoji a úpravě dostáváme

var(b0) =
( 1

n
+

x2∑n
i=1(xi − x)2

)
σ2 =

∑n
i=1 x

2
i

n
∑n

i=1 x
2
i − (

∑n
i=1 xi

)2σ2 = σ2
b0
.

(17.3.4)
Dále

var(b1) =
1(∑n

i=1(xi − x)2
)2

n∑
i=1

(xi − x)2var(Yi),

takže

var(b1) =
σ2∑n

i=1(xi − x)2
=

nσ2

n
∑n

i=1 x
2
i − (

∑n
i=1 xi)

2
= σ2

b1
. (17.3.5)

Uvažujme ještě statistiku (17.2.6). Přepǐsme ji na tvar

Ŷ =
n∑
i=1

( 1

n
+

(xi − x)(x− x)∑n
i=1(xi − x)2

)
Yi =

n∑
i=1

ciYi.

Středńı hodnota

E(Ŷ ) =
n∑
i=1

ci(β0 + β1xi) = β0 + β1x+ β1(x− x) = β0 + β1x (17.3.6)

a rozptyl

var(Ŷ ) = σ2

n∑
i=1

c2
i =

( 1

n
+

n(x− x)2

n
∑n

i=1 x
2
i − (

∑n
i=1 xi)

2

)
σ2 = σ2

Y . (17.3.7)

Je tedy Ŷ lineárńı nestranný odhad parametrické funkce η = β0 + β1x
pro dané x.

17.4 Odhad rozptylu σ2.

Statistika SR má středńı hodnotu

E(SR) =
n∑
i=1

E(Yi)
2 − nE(Y

2
)−

( n∑
i=1

(xi − x)2
)
E(b2

1) =
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=
n∑
i=1

(σ2 + η2
i )− n

(σ2

n
+ η2

)
− σ2 − β2

1

n∑
i=1

(xi − x)2,

kde

ηi = β0 + β1xi, i = 1, . . . , n, η =
1

n

n∑
i=1

ηi = β0 + β1x.

Je tedy

E(SR) = (n− 2)σ2 +
n∑
i=1

(ηi − η)2 − β2
1

n∑
i=1

(xi − x)2,

tj.
E(SR) = (n− 2)σ2. (17.4.1)

Nestranným odhadem rozptylu σ2 = var(ei) = var(Yi), i = 1, . . . , n, je
statistika

S2 =
SR
n− 2

=

=
1

n(n− 2)

(
n

n∑
i=1

Y 2
i −(

n∑
i=1

Yi)
2−
(
n
∑n

i=1 xiYi − (
∑n

i=1 xi)(
∑n

i=1 Yi)
)2

n
∑x

i=1
2
i − (

∑n
i=1 xi)

2

)
.

(17.4.2)

Pro kontrolu lze S2 vypoč́ıtat pomoćı vztahu (17.2.9).
Statistika

S2
bj

= S2

(
1

σ2
σ2
bj

)
, j = 0, 1, (17.4.3)

je pak nestranný odhad σ2
bj
, j = 0, 1, a statistika

S2
Ŷ

= S2

(
1

σ2
σ2
Ŷ

)
= S2

(
1

n
+

n(x− x)2

n
∑n

i=1 x
2
i − (

∑n
i=1 xi)

2

)
(17.4.4)

je nestranný odhad σ2
Ŷ
.

17.5 Intervaly spolehlivosti a testy hypotéz.

Přidejme k předpoklad̊um (17.3.1) a (17.3.2) ještě předpoklad, že e1, . . . , en
maj́ı normálńı rozděleńı. Předpokládáme tedy (viz [24], odst. 24.3), že náhodné
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veličiny e1, . . . , en jsou vzájemně nezávislé, všechny maj́ı rozděleńı N(0, σ2).
Tento předpoklad lze též formulovat takto: Náhodný vektor Y = (Y1, . . . , Yn)′,
jehož složkami jsou veličiny (17.2.3), má n-rozměrné normálńı rozděleńı (viz
[24], odst.24.1) Nn(ηηη, σ2In), kde

ηηη = (η1, . . . , ηn)′. (17.5.1)

Protože statistiky b0 a b1 představuj́ı lineárńı formy veličin Y1, . . . , Yn, má
(viz [24], odst. 24.7) vektor b = (b0, b1)′ dvourozměrné normálńı rozděleńı,
takže (viz [24], odst. 24.5) statistika bj má rozděleńı N(βj, σ

2
bj

), j = 0, 1. Sta-

tistika (17.2.6), která je také lineárńı formou veličiny Y1, . . . , Yn, má rozděleńı
N(β0 + β1x, σ

2
Ŷ

).

Dále náhodná veličina SR/σ
2 má rozděleńı χ2(n − 2) a b a SR jsou

nezávislé (viz dále odst. 18.6 a 18.7). Tud́ıž náhodné veličiny (bj−βj)/σbj , j =
0, 1, maj́ı rozděleńı N(0, 1) a náhodné veličiny

T =
bj − βj
Sbj

, j = 0, 1, (17.5.2)

kde S2
bj

jsou statistiky (17.4.3), maj́ı (viz odst. 3.3) Studentovo rozděleńı

t(n− 2). Obdobně náhodná veličina

T =
Ŷ − (β0 + β1x)

SŶ
, (17.5.3)

kde SŶ je statistika (17.4.4), má rozděleńı t(n− 2).

Pomoćı těchto veličin můžeme zkonstruovat intervaly spolehlivosti pro
parametry β0 a β1 či pro hodnotu regresńı funkce η = β0 + β1x pro dané x
nebo testovat hypotézy o těchto parametrických funkćıch.

17.6 Př́ıklad.

Při hodnoceńı zkoušek na únavu lze popsat závislost logaritmu počtu kmit̊u
do lomu, Y = lnV , na napět́ı x rovnićı

Y = β0 + β1x+ e. (17.6.1)
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Tabulka 17.1 udává hodnoty napět́ı xi (MPA) a ϑi (počet kmit̊u), i =
1, . . . , 16 (viz [7], str. 7). Z posledńıho řádku této tabulky dostáváme

b1 =
16 · 139 447, 176 251− 9 560 · 234, 202 085

16 · 5 730 000− 9 5602

.
= −0, 027 294;

b0 =
1

16
(234, 202 085 + 0, 027 294 · 9 560)

.
= 30, 945 795;

s2 =
1

16 · 14

(
16 · 3 447, 199 511− 234, 202 0852 −

−(16 · 139 447, 176 251− 9 560 · 234, 202 085)2

16 · 5 730 000− 9 5602

)
.
= 0, 406 076.

xi ϑi10−3 yi = lnϑi xiyi x2
i y2

i

560 2845 14,861 074 8 322,201 261 313 600 220,851 511
560 3322 15,016 078 8 409,003 467 313 600 225,482 587
560 9411 16,057 390 8 992,138 338 313 600 257,839 770
560 14713 16,504 242 9 242,375 610 313 600 272,390 009
580 2597 14,769 868 8 566,523 173 336 400 218,148 987
580 4429 15,303 684 8 876,136 981 336 400 234,202 758
580 5523 15,524 432 9 004,170 461 336 400 241,007 984
580 6868 15,742 384 9 130,582 482 336 400 247,822 641
600 554 13,224 920 7 934,951 988 360 000 174,898 508
600 1227 14,020 083 8 412,049 650 360 000 196,562 720
600 3446 15,052 725 9 031,634 850 360 000 226,584 522
600 3684 15,119 510 9 071,705 844 360 000 228,599 575
650 348 12,759 958 8 293,972 544 422 500 162,816 522
650 530 13,180 632 8 567,410 995 422 500 173,729 068
650 728 13,498 056 8 773,736 621 422 500 182,197 525
650 780 13,567 049 8 818,581 986 422 500 184,064 824

9 560 234,202 085 139 447,176 251 5 730 000 3 447,199 511

Tab. 17.1: Hodnoty potřebné pro výpočet statistik b0, b1 a S2.

Testujme hypotézu H : β1 = 0 proti alternativě A : β1 < 0 na hladině
významnosti α = 0, 05. Kritickým oborem je

W =
{

(x,y) | t =
b1

sb1
≤ −t0,95(14)

}
,
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kde

s2
b1

=
16s2

16
∑16

i=1 x
2
i − (

∑16
i=1 xi)

2
= 2 269 · 10−8.

Protože

t =
−0, 027 294

0, 004 763
.
= −5, 73 < −1, 761 3 = −t0,95(14),

hypotézu H : β1 = 0 zamı́táme.

17.7 Použit́ı pro některé jiné regresńı funkce.

Výsledk̊u předchoźıch odstavc̊u můžeme využ́ıt pro regresńı funkce

η = β0 + β1 f(t), (17.7.1)

kde t je nenáhodná (fixńı) proměnná a f(t) je známá funkce této proměnné.
Polož́ıme-li x = f(t), převedeme (17.7.1) na regresńı př́ımku. Nejčastěǰśımi
př́ıpady jsou:

η = β0 + β1 log t, t > 0, (17.7.2)

η = β0 + β1 t
r, pro r < 0 muśı být t 6= 0, (17.7.3)

η = β0 + β1 et. (17.7.4)

Za předpokladu, že plat́ı vztahy Yi = ηi + ei, i = 1, . . . , n, se statistiky
b0, b1, S

2
R, S

2 atd. źıskaj́ı postupy uvedenými v předchoźıch odstavćıch,
přičemž se všude dosad́ı xi = f(ti), i = 1, . . . , n.

Uvažujme ještě regresńı model

Vi = ζiui = δ
(
f(ti)

)β1ui, i = 1, . . . , n, (17.7.5)

kde Vi a ui jsou náhodné veličiny nabývaj́ıćıch kladných hodnot a δ >
0, f(ti) > 0, i = 1, . . . , n. Označ́ıme-li

Yi = lnVi, β0 = ln δ, xi = ln f(ti), ei = lnui, i = 1, . . . , n, (17.7.6)

převedeme (17.7.5) na (17.2.3) (mı́sto přirozených logaritmů můžeme uvažovat
i jiné, např. dekadické logaritmy).

Plat́ı-li pro ei = lnui předpoklady (17.3.1) a (17.3.2), jsou (17.2.5), v nichž
se za Yi a xi dosad́ı výrazy (17.7.6), lineárńı nestranné odhady parametr̊u
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β0 = ln δ a β1 a nestranné odhady rozptyl̊u σ2
bj

jsou dány výrazy (17.3.3).

Maj́ı-li nav́ıc veličiny e1, . . . , en normálńı rozděleńı (tj. maj́ı-li veličiny u1, . . . ,
un logaritmicko-normálńı rozděleńı, viz [24], odst. 19.1), maj́ı veličiny (17.5.2)
a (17.5.3) rozděleńı t(n− 2).

Př́ıkladem funkce f(t) v (17.7.5) je f(t) = t nebo f(t) = Kt, kde K je
dané kladné č́ıslo, např. K = 10 nebo K = 2, 718 . . . .

17.8 Př́ıklad.

Vztah (17.6.1) uvažovaný v př́ıkl. 17.6 vznikl logaritmováńım vztahu

V = ζu = δ eβ1xu, (17.8.1)

přičemž jsme označili Y = lnV, β0 = ln δ a e = lnu.
Nalezněme nyńı 95% interval spolehlivosti pro hodnotu ζ = δeβ1x při

napět́ı x = 630. Z (17.2.6) a (17.4.4) dostáváme

Ŷ = 14, 637 630− 0, 027 294(630− 597, 5)
.
= 13, 750 575;

s2
Ŷ

= 0, 406 077

(
1

16
+

16(630− 597, 5)2

16 · 5 730 000− 9 5602

)
.
= 0, 049 341

a z tabulek nalezneme t0,975(14) = 2, 144 8. 95% interval spolehlivosti pro
η = ln ζ je (

Ŷ − t0,975(14)SŶ , Ŷ + t0,975(14)SŶ

)
,

tj. v našem př́ıpadě (13, 274; 14, 227). Odtud dostáváme 95% interval spoleh-
livosti pro ζ = eη (

582 · 103, 1 509 · 103
)
.

17.9 Úlohy.

17.9.1

Pro údaje př́ıkl. 17.8 uvažujte regresńı model V = δ tβ1u, kde jsme použili
označeńı t mı́sto x. Nalezněte nejlepš́ı nestranné odhady b0 a b1 parametr̊u
β0 = ln δ a β1 a určete s2. Nalezněte dvoustranný 95% interval spolehlivosti
pro hodnotu ζ = δ tβ1 v bodě t = 630 a porovnejte tento interval s intervalem
př́ıkl. 17.8.[

b0 = 120, 416; b1 = −16, 551; s2 = 0, 406; (213 · 103, 3 993 · 103).
]
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17.9.2

Uvažujte regresńı funkci η = β0 + β1t
−1, t 6= 0. Stanovte b0, b1 a SR.

b1 =
n
∑n
i=1 t

−1
i Yi−(

∑n
i=1 t

−1
i )(

∑n
i=1 Yi)

n
∑n
i=1 t

−2
i −

∑n
i=1 t

−1
i

,

b0 = 1
n
(
∑n

i=1 Yi − b1

∑n
i=1 t

−1
i ),

SR =
∑n

i=1 Y
2
i − b0

∑n
i=1 Yi − b1

∑n
i=1 t

−1
i Yi.





Kapitola 18

Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u

18.1 Regresńı model lineárńı v parametrech.

Mějme n náhodných veličin Y1, . . . , Yn, které se daj́ı vyjádřit jako

Yi = ηi + ei = β0xi0 + β1xi1 + . . .+ βkxik + ei, i = 1, . . . , n, (18.1.1)

tj. jako lineárńı funkce k + 1 regresńıch parametr̊u β0, β1, . . . , βk. Veličiny
e1, . . . , en jsou náhodné chyby.

Označme

Y = (Y1, . . . , Yn)′, e = (e1, . . . , en)′ (18.1.2)

a

βββ = (β0, β1, . . . , βk)
′, ηηη = (η1, . . . , ηn)′. (18.1.3)

Pak (18.1.1) lze napsat ve tvaru

Y = ηηη + e = Xβββ + e, (18.1.4)

kde

X =


x10, x11, . . . , x1k

x20, x21, . . . , x2k
...

...
. . .

...
xn0, xn1, . . . , xnk

 (18.1.5)

Necht’ n > k + 1, necht’ xij jsou daná č́ısla (tj. proměnné x0, x1, . . . , xk
jsou nenáhodné) a necht’ matice X má hodnost h(X) = k + 1.

207
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Dále necht’ náhodný vektor e má (viz [24], odst. 11.7) středńı hodnotu
(0, . . . , 0)′ a kovariančńı matici σ2In, kde σ2 je neznámý kladný parametr a
In je jednotková matice typu (n, n). Tyto předpoklady o vektoru e lze též
vyjádřit vztahy (17.3.1) a (17.3.2).

Všechny uvedené předpoklady popisuj́ı model, který se nazývá regresńı
model lineárńı v parametrech.

18.2 Soustava normálńıch rovnic.

Odhady b0, . . . , bk regresńıch parametr̊u (koeficient̊u) β0, . . . , βk metodou nej-
menš́ıch čtverc̊u jsou statistiky, pro které součet čtverc̊u

S =
n∑
i=1

(
Yi −

k∑
j=0

bjxij
)2 ≤

n∑
i=1

(
Yi −

k∑
j=0

βjxij
)2

pro všechna β0, . . . , βk.

(18.2.1)
Odhady bj lze nalézt řešeńım soustavy rovnic

∂S
∂βj

∣∣∣
βj=bj

= 0, j = 0, . . . , k, (18.2.2)

tj. řešeńım soustavy rovnic

b0S00 + b1S01 + . . . ,+bkS0k = S0y, (18.2.3)
...

b0Sk0 + b1Sk1 + . . . ,+bkSkk = Sky,

kde

Sj1j2 = Sj2j1 =
n∑
i=1

xij1xij2 , j1, j2 = 0, . . . , k, (18.2.4)

a

Sjy =
n∑
i=1

xijYi, j = 0, . . . , k. (18.2.5)

Soustava (18.2.3) se nazývá soustava normálńıch rovnic. Lze ji též zapsat
ve tvaru

X′Xb = X′Y, (18.2.6)
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kde

b = (b0, b1, . . . , bk)
′. (18.2.7)

Podle předpokladu je hodnost matice X rovna k+ 1. Tud́ıž i matice X′X
má hodnost k+1 a inverzńı matice (X′X)−1 existuje. Z (18.2.6) pak vyplývá,
že

b = (X′X)−1X′Y. (18.2.8)

Při aplikaćıch s konkrétńımi daty se odhady bj, j = 0, . . . , k, naleznou
bud’ př́ımým řešeńım soustavy normálńıch rovnic (18.2.3), nebo (zejména při
použit́ı poč́ıtač̊u) podle vztahu (18.2.8).

18.3 Vlastnosti odhad̊u bj.

Ukážeme, že statistiky bj jsou:

• lineárńı odhady,

• nestranné odhady

parametr̊u βj, j = 0, . . . , k, a že kovariančńı matice ΣΣΣb vektoru (18.2.8)
je rovna

ΣΣΣb = σ2(X′X)−1. (18.3.1)

Označme tji, j = 0, . . . , k, i = 1, . . . , n, prvky matice

T′ = (X′X)−1X′. (18.3.2)

Z (18.2.8) vyplývá, že

bj =
n∑
i=1

tjiYi, j = 0, . . . , k, (18.3.3)

takže statistika bj je lineárńım odhadem parametru βj, j = 0, . . . , k (je
lineárńı formou veličin (Y1, . . . , Yn). Přitom tji jsou známá č́ısla (nebot’ xij
jsou známá č́ısla).

Protože středńı hodnota vektoru Y je rovna ηηη, je středńı hodnota vektoru
b rovna

Tηηη = (X′X)−1X′Xβββ = βββ,
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takže plat́ı

E(bj) =
n∑
i=1

tjiηi = βj, j = 0, . . . , k, (18.3.4)

tj. bj je nestranný odhad parametru βj.
Ř́ıkáme, že statistika bj je lineárńı nestranný odhad parametru βj, j =

0, . . . , k.

Kovariance

cov(bj1 , bj2) = E
(
(bj1 − βj1(bj2 − βj2

)
=

n∑
i=1

n∑
l=1

tj1itj2lE
(
(Yi − ηi)(Yl − ηl)

)
vzhledem k (18.3.3) a (18.3.4). Avšak [viz (18.1.1), (17.3.1) a (17.3.2)]

E
(
(Yi − ηi)(Yl − ηl)

)
= E(eiel) = σ2, i = l = 1, . . . , n,

= 0, i, l = 1, . . . , n, i 6= l.

Tud́ıž

cov(bj1 , bj2) = σ2

n∑
i=1

tj1itj2i, j1, j2 = 0, . . . , k; (18.3.5)

speciálně pro j1 = j2 = j je

var(bj) = σ2

n∑
i=1

t2ji, j = 0, . . . , k. (18.3.6)

Avšak (18.3.5) a (18.3.6) jsou prvky matice σ2 TT′ = σ2 (X′X)−1 (nebot’(
(X′X)−1

)′
= (X′X)−1, protože matice X′X je symetrická). Plat́ı tedy vztah

(18.3.1).
Je vidět, že při řešeńı úloh regresńı analýzy s konkrétńımi daty je výhodné

vypoč́ıtat b pomoćı vztahu (18.2.8), nebot’ v tomto vztahu se vyskytuje ma-
tice (X′X)−1, jej́ıž prvky násobené σ2 představuj́ı rozptyly a kovariance od-
had̊u b0, . . . , bk.

18.4 Odhad parametrické funkce c′βββ.

Parametry βj jsou speciálńı př́ıpady parametrické funkce

γ =
k∑
j=0

cjβj = c′βββ, (18.4.1)



18.4. ODHAD PARAMETRICKÉ FUNKCE C′βββ. 211

kde c = (c0, . . . , ck)
′ je daný nenulový vektor. Jiným d̊uležitým př́ıpadem γ

je hodnota regresńı funkce ηηη = x′βββ v daném bodě x′ = (x0, . . . , xk).
Uvažujme odhad

g =
n∑
j=0

cjbj = c′b, (18.4.2)

který sestroj́ıme tak, že v (18.4.1) neznáme parametry β0, . . . , βk na-
hrad́ıme jejich odhady b0, . . . , bk nalezenými metodou nejmenš́ıch čtverc̊u.

Je ihned vidět, že (18.4.2) je lineárńı nestranný odhad γ, nebot’ g je
lineárńı forma veličin Y1, . . . , Yn a

E(g) =
k∑
j=0

cjE(bj) =
k∑
j=0

cjβj = γ.

Pro rozptyl statistiky (18.4.2) plat́ı (viz [24], vztah (11.7.10))

var(g) =
k∑

j1=0

k∑
j2=0

cj1cj2cov(bj1 , bj2) = c′ΣbcΣbcΣbc,

takže

var(g) = σ2c′(X′X)−1c. (18.4.3)

Ukážeme, že ve tř́ıdě lineárńıch nestranných odhad̊u parametrické funkce
(18.4.1) má statistika (18.4.2) nejmenš́ı rozptyl neboli že statistika g je nej-
lepš́ı lineárńı nestranný odhad parametrické funkce γ.

Uvažujme libovolný lineárńı odhad

G =
n∑
i=1

hiYi = h′Y, (18.4.4)

kde h1, . . . , hn jsou konstanty nezávislé na regresńıch parametrech β0, . . . , betak.
Statistiku G můžeme vyjádřit ve tvaru

G = g +
n∑
i=1

diYi = c′b + d′Y = (c′T + d′)Y,

kde d = (d1, . . . , dn)′. Je tedy h′ = c′T + d′.
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Středńı hodnota a rozptyl

E(G) =
n∑
i=1

hiηi = h′ηηη = (c′T + d′)Xβββ = (c′ + d′X)βββ,

var(G) = σ2

n∑
i=1

h2
i = σ2h′h = σ2(c′T + d′)(T′c + d)

= σ2(c′TT′c + c′Td + d′T ′c + d′d).

Aby G byl nestranný odhad γ, muśı platit d′X = 0′ = (0, . . . , 0)′ (nulový
vektor s k+1 prvky). Pak však d′T′c = d′X(X′X)−1c = 0, rovněž c′Td = 0,
takže

var(G) = var(g) + σ2

n∑
i=1

d2
i ≥ var(g),

přičemž rovnost nastává jen pro př́ıpad d1 = . . . dn = 0, tj. pro G = g.
Protože βj je speciálńı př́ıpad γ = c′βββ pro vektor c, jehož j-tá složka

je rovna 1 a všechny ostatńı složky jsou nulové, vyplývá odtud, že statis-
tika bj je nejlepš́ı lineárńı nestranný odhad parametru βj, j = 0, . . . , k. Za
předpoklad̊u uvedených v odst. 18.1 dává tedy metoda nejmenš́ıch čtverc̊u
odhady bj maj́ıćı tuto vlastnost.

18.5 Odhad parametru σ2.

Z předchoźıho odstavce vyplývá, že nejlepš́ım lineárńım nestranným od-
hadem hodnoty ηi =

∑k
j=0 βjxij regresńı funkce η =

∑k
j=0 βjxj v bodě

x′i(xi0, . . . , xik) je statistika

Ŷi =
k∑
j=0

bjxij, i = 1, . . . , n. (18.5.1)

Označme Ŷ = (Ŷ1, . . . , Ŷn)′. Statistika

SR =
n∑
i=1

(Yi − Ŷi)2 = (Y − Ŷ)′(Y − Ŷ) = Y′Y − 2Ŷ′Y + Ŷ′Ŷ, (18.5.2)

která se nazývá reziduálńı součet čtverc̊u, charakterizuje variabilitu odchylek
Yi − Ŷi, i = 1, . . . , n. Zdá se tedy rozumné využ́ıt pro odhad parametru σ2
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této statistiky. Soustavu (18.5.1) lze vyjádřit ve tvaru Ŷ = Xb. Odtud a z
(18.2.6) vyplývá, že

Ŷ′Y = b′X′Y = b′X′Xb = Ŷ′Ŷ,

takže SR lze též vyjádřit ve tvaru

SR = Y′Y − Ŷ′Y = Y′Y − Ŷ′Ŷ. (18.5.3)

Středńı hodnota této statistiky

E(SR) =
n∑
i=1

E(Yi)
2 −

n∑
i=1

E(Ŷ 2
i ) =

n∑
i=1

(σ2 + η2
i )−

n∑
i=1

(
var(Ŷi) + η2

i

)
=

= nσ2 −
n∑
i=1

var(Ŷi).

Avšak

var(Ŷi) = E
(
(Ŷi − ηi)2

)
= E

(( k∑
j=0

(bj − βj)xij
)2
)

=

=
k∑

j1=0

k∑
j2=0

xij1xij2cov(bj1 , bj2), i = 1, . . . , n.

Označme matici X′X jako A = (aj1j2), j1, j2 = 0, 1, . . . , k. Dále označme
(X′X)−1 = A−1 = (aj1j2 , j1, j2 = 0, 1, . . . , k. Pak vzhledem k (18.3.1) je

n∑
i=1

var(Ŷi) = σ2

k∑
j1=0

k∑
j2=0

aj1j2a
j1j2 = (k + 1)σ2,

nebot’ AA−1 = Ik+1, takže plat́ı

k∑
j2=0

aj1,j2a
j1j2 = 1, j1 = 0, 1, . . . , k.

Je tedy

E(SR) = (n− k − 1)σ2, (18.5.4)
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takže nestranným odhadem parametru σ2 je statistika

S2 =
1

n− k − 1
SR. (18.5.5)

Nestranné odhady rozptyl̊u a kovarianćı odhad̊u b0, . . . , bk dostaneme tak,
že prvky matice (X′X)−1 násob́ıme statistikou (18.5.5).

Protože, jak již bylo uvedeno, plat́ı Ŷ′Y = b′X′Y =
∑k

j=0 bjSjy, kde Sjy
jsou pravé strany normálńıch rovnic (18.2.3), lze též SR vyjádřit ve tvaru

SR =
n∑
i=1

Y 2
i −

n∑
j=0

bjSjy. (18.5.6)

18.6 Rozděleńı statistik b a g = c′b.

K předpoklad̊um odst. 18.1 přidejme ještě předpoklad normálńıho rozděleńı
veličin e1, . . . , en. Předpokládáme tedy, že vektor e má rozděleńı Nn(0, σ2In)
neboli, že vektor Y má rozděleńı Nn(Xβββ, σ2In), přičemž matice X má hod-
nost k + 1.

Protože odhady bj jsou vzhledem k (18.2.8) lineárńı formy veličin Y1, . . . ,
Yn, má vektor b za uvedených předpoklad̊u (viz [24], odst. 24.7) rozděleńı
Nk+1

(
βββ, σ2(X′X)−1

)
.

Odtud dále vyplývá, že pro libovolný nenulový vektor c = (c0, . . . , ck)′

má g = c′b rozděleńı N(γ, σ2
g), kde

γ = c′βββ, σ2
g = c′ΣΣΣbc. (18.6.1)

Tud́ıž statistika

U =
g − γ
σg

=
c′b− c′βββ

(c′ΣΣΣbc)1/2
(18.6.2)

má rozděleńı N(0, 1).

18.7 Rozděleńı veličiny SR/σ
2.

Za předpokladu, že vektor Y má rozděleńı Nn(Xβββ, σ2In) a že matice X má
hodnost k + 1, má veličina

1

σ2
SR =

(n− k − 1)S2

σ2
=

1

σ2

n∑
i=1

(Yi − Ŷi)2 (18.7.1)
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rozděleńı χ2(n− k − 1). Důkaz viz [1], str. 100.
Vyjádřeme ještě SR jako kvadratickou formu veličin Y1, . . . , Yn. Uvažujme

vektor
Y − Ŷ = Y −Xb =

(
In −X(X′X)−1X′

)
Y. (18.7.2)

Tento vektor má (viz [24], odst. 24.7) rozděleńı Nn

(
0, σ2

(
In−X(X′X)−1X′

))
,

nebot’ (
In −X(X′X)−1X′

)
Xβββ = Xβββ −Xβββ = 0

a (
In −X(X′X)−1X′

)
σ2In

(
In −X(X′X)−1X′

)
= In −X(X′X)−1X′.

Statistiku SR lze vyjádřit ve tvaru

SR = (Y − Ŷ)′(Y − Ŷ) = Y′
(
ln −X(X′X)−1X′

)
Y.

18.8 Nezávislost statistik b a SR.

Za předpoklad̊u uvedených v odst. 18.7 jsou statistiky b a SR nezávislé.
Vzhledem k (18.2.8) je b lineárńı forma veličin Y1, . . . , Yn a vzhledem

k (18.7.3) je SR kvadratická forma veličin Y1, . . . , Yn. Protože vektor Y má
rozděleńı Nn(Xβββ, σ2In) a protože plat́ı

(X′X)−1X′σ2In
(
In −X(X′X)−1X′

)
= 0,

jsou (viz [1], str. 81, věta 16) statistiky b a SR nezávislé.

18.9 Intervaly spolehlivosti a testy pro para-

metrické funkce γ = c′βββ.

Jak bylo uvedeno v předchoźıch odstavćıch, za předpokladu, že vektor Y
má rozděleńı Nn(Xβββ, σ2In) a že matice X má hodnost k + 1, jsou statistiky
b a SR nezávislé, b má rozděleńı Nk+1

(
βββ, σ2(X′X)−1

)
a veličina SR/σ

2 má
rozděleńı χ2(n− k − 1).

Odtud a z odst. 18.6 vyplývá, že pro libovolnou parametrickou funkci
γ = c′βββ, kde c je daný nenulový vektor, má veličina

T =
g − γ
Sg

=
c′b− c′βββ

S
(

1
σ2 c′ΣΣΣbc

)1/2
, (18.9.1)
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kde S2 je statistika (18.5.5), rozděleńı t o n− k − 1 stupńıch volnosti.
Veličina (18.9.1) vznikne úpravou veličiny

T =
U(

SR
σ2

1
n−k−1

) 1
2

=
g − γ

σg
(
S2

σ2

) 1
2

,

která má vzhledem k odst. 3.3 rozděleńı t(n− k − 1).
Veličiny (18.9.1) lze využ́ıt při konstrukci intervalu spolehlivosti pro γ; je

vidět, že(
g − t1−α/2(n− k − 1)Sg; g + t1−α/2(n− k − 1)Sg

)
(18.9.2)

je 100(1− α)% interval spolehlivosti pro γ.
Pro testováńı hypotézy H : γ = γ0 (γ0 dané č́ıslo) proti oboustranné

alternativě A : γ 6= γ0 užijeme statistiky

T =
g − γ0

Sg
(18.9.3)

a H se zamı́tá na hladině významnosti α, jestliže |T | ≥ t1−α/2(n− k − 1).
Tak např. pro testováńı hypotézy H : βj = 0, tj. že model (18.1.1) neob-

sahuje vysvětluj́ıćı proměnnou xj, je

T =
bj
Sbj

=
bj

S
√
ajj

, (18.9.4)

kde ajj je prvek j-tého řádku a j-tého sloupce matice A−1 = (X′X)−1.

18.10 Př́ıklad.

Aplikujeme výsledky čl. 18 na regresńı př́ımku η = β0 +β1x a porovnejme je
s odpov́ıdaj́ıćımi vztahy čl. 17. Zřejmě

X =

1, x1
...

...
1, xn

 , X′X =

(
n,

∑n
i=1 xi∑n

i=1 xi,
∑n

i=1 x
2
i

)
, X′Y =

( ∑n
i=1 Yi∑n
i=1 xiYi

)
,

takže

b =
1

n
∑n

i=1 x
2
i − (

∑n
i=1 xi)

2

( ∑
i=1 x

2
i , −

∑n
i=1 xi

−
∑n

i=1 xi, n

)( ∑n
i=1 Yi∑n
i=1 xiYi

)
,
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a po výpočtu dostaneme pro b0 a b1 výrazy (17.2.5). Dále

ΣΣΣb =
σ2

n
∑n

i=1 x
2
i − (

∑n
i=1 xi)

2

( ∑
i=1 x

2
i , −

∑n
i=1 xi

−
∑n

i=1 xi, n

)
takže var(b0) je dána výrazem (17.3.4) a var(b1) výrazem (17.3.5). Kovariance

cov(b0, b1) = − σ2
∑n

i=1 xi
n
∑n

i=1 x
2
i − (

∑n
i=1 xi)

2
.

Pro parametrickou funkci η = β0 + β1x, tj. pro hodnotu regresńı funkce
v daném x, je

g = (1, x)

(
b0

b1

)
= b0 + b1x

a

var(g) =
σ2

n
∑n

i=1 x
2
i − (

∑n
i=1 xi)

2
(1, x)

( ∑
i=1 x

2
i , −

∑n
i=1 xi

−
∑n

i=1 xi, n

)(
1
x

)
,

což po výpočtu vede k výrazu (11.3.7).

18.11 Úlohy.

18.11.1

Uvažujte regresńı funkci η = β0. Nalezněte b0, var(b0) a S2.[
b0 = Y , var(b0) = σ2

n
, S2 = 1

n−1

(∑n
i=1 Y

2
i − 1

n
(
∑n

i=1 Yi)
2
)
.
]

18.11.2

Uvažujte regresńı funkci η = β1x. Stanovte b1, var(b1) a S2.[
b1 =

∑n
i=1 xiYi∑n
i=1 x

2
i
, var(b1) = σ2∑n

i=1 x
2
i
, S2 = 1

n−1

∣∣∣∑n
i=1 Y

2
i −

(
∑n
i=1 xiYi)

2∑n
i=1 x

2
i

∣∣∣.]
18.11.3

Čemu jsou pro model odst. 18.1 rovny výrazy

n∑
i=1

(Yi − Ŷi)xij, j = 0, . . . , k?
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Tyto výrazy mohou sloužit jako kontrola správnosti výpočtu odhad̊u
b0, . . . , bk z normálńıch rovnic. [

0; vyplývá to z (18.2.3).
]



Kapitola 19

Lineárńı regrese s v́ıce
vysvětluj́ıćımi proměnnými

19.1 Odhady regresńıch parametr̊u.

V článku 18 jsme uvažovali regresńı model lineárńı v parametrech. Speciálńım
př́ıpadem tohoto modelu je pro k = 1 a x0 = 1 regresńı př́ımka studovaná
v čl. 17. Jej́ım zobecněńım pro k ≥ 2 je regresńı funkce

η = β0 + β1x1 + . . .+ βkxk. (19.1.1)

Jestliže

Yi = β0 + β1xi1 + . . .+ βkxik + ei, i = 1, . . . , n > k + 1, (19.1.2)

a plat́ı-li předpoklady odst. 18.1, naleznou se odhady b0, . . . , bk řešeńım sou-
stavy normálńıch rovnic

b0n+ b1

n∑
i=1

xi1 + b2

n∑
i=1

xi2 + . . .+ bk

n∑
i=1

xik =
n∑
i=1

Yi,

b0

n∑
i=1

xi1 + b1

n∑
i=1

x2
i1 + b2

n∑
i=1

xi1xi2 + . . .+ bk

n∑
i=1

xi1xik =
n∑
i=1

xi1Yi,

... (19.1.3)

b0

n∑
i=1

xik + b1

n∑
i=1

xi1xik + b2

n∑
i=1

xi2xik + . . .+ bk

n∑
i=1

x2
ik =

n∑
i=1

xikYi.

219
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Odečteme-li prvńı rovnici násobenou výrazem
∑n

i=1 xij = nxj od (j+ 1)-
ńı rovnice, j = 1, . . . , k, dostáváme soustavu

b1

n∑
i=1

z2
i1 + b2

n∑
i=1

zi1zi2 + . . .+ bk

n∑
i=1

zi1zik =
n∑
i=1

zi1Yi,

... (19.1.4)

b1

n∑
i=1

zi1zik + b2

n∑
i=1

zi2zik + . . .+ bk

n∑
i=1

z2
ik =

n∑
i=1

zikYi,

kde

zij = xij − xj = xij −
1

n

n∑
i=1

xij, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , k. (19.1.5)

T́ım sńıž́ıme počet rovnic soustavy z k+ 1 na k a dostaneme nižš́ı nume-
rické hodnoty součt̊u |

∑n
i=1 zij1zij2|, než byly hodnoty součt̊u |

∑n
i=1 xij1xij2|,

j1, j2 = 1, . . . , k.
Označme Z matici

Z =

z11, z12, . . . , z1k

. . . , . . . , . . . , . . .
zn1, zn2, . . . , znk

 . (19.1.6)

Pak se soustava (19.1.4) dá vyjádřit ve tvaru Z′Zb∗ = Z′Y, kde

b∗ = (b1, . . . , bk)
′. (19.1.7)

Je-li aspoň k + 1 z n bod̊u x′i = (xi1, . . . , xik)
′, i = 1, . . . , n, r̊uzných, má

matice Z hodnost k a
b∗ = (Z′Z)−1Z′Y. (19.1.8)

Pro odhad b0 vyplývá z prvńı rovnice soustavy (19.1.3)

b0 = Y − b1x1 − . . .− bkxk = Y − x′b∗, (19.1.9)

kde x′ = (x1, . . . , xk).
Protože tyto odhady b0, b1, . . . , bk jsou ekvivalentńı odhad̊um źıskaným

řešeńım soustavy (19.1.3), jsou tato bj vzhledem k odst. 18.3 a 18.4 nejlepš́ı
lineárńı nestranné odhady parametr̊u β0, β1, . . . , βk.
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19.2 Rozptyly a kovariance odhad̊u bj.

Ze vztahu (19.1.8) a z odst. 18.3 vyplývá, že kovariančńı matice ΣΣΣb∗ vektoru
(19.1.7) je rovna

ΣΣΣb∗ = σ2(Z′Z)−1. (19.2.1)

Abychom mohli určit rozptyl statistiky g =
∑k

j=0 cjbj pro libovolný ne-

nulový vektor c = (c0, c1, . . . , ck)
′, potřebujeme ještě znát rozptyl var(Y ) a

cov(Y , bj), j = 1, . . . , k, nebot’ z (19.1.9) vyplývá, že

g =
k∑
j=0

cjbj = c0Y +
k∑
j=1

(cj − c0xj)bj. (19.2.2)

Rozptyl

var(Y ) =
1

n2

n∑
i=1

var(Yi) =
σ2

n
(19.2.3)

a kovariance

cov(Y , bj) = E
((
b0 + b1x1 + . . .+ bkxk− (β0 +β1x1 + . . .+βkxk)

)
(bj−βj)

)
=

= E
((
b0−β0 +

k∑
m=1

xm(bm−βm)
)
(bj−βj)

)
= cov(b0, bj)+

k∑
m=1

xmcov(bj, bm).

Uvažujme nyńı soustavu normálńıch rovnic (19.1.3) a označme pro tuto
soustavu X′X = A = (aj1j2) a (X′X)−1 = A−1 = (aj1j2), j1j2 = 0, 1, . . . , k.
Pak

1

σ2
cov(Y , bj) = a0j +

k∑
m=1

xm a
jm = a0j +

1

n

k∑
m=1

a0m a
jm, j = 1, . . . , k.

Protože matice A je symetrická a AA−1 = Ik+1, plat́ı

0 =
k∑

m=0

a0ma
jm = a00 a

j0 +
k∑

m=1

a0m a
jm = na0j +

k∑
m=1

a0m a
jm, j = 1, . . . , k.

Tud́ıž
cov(Y , bj) = 0, j = 1, . . . , k. (19.2.4)
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Pro rozptyl odhadu b0 plat́ı

var(b0) = var(Y ) + var(b1x1 + . . .+ bkxk)− 2
k∑
j=1

xj cov(Y , bj) =

=
σ2

n
+

k∑
j1=1

k∑
j2=1

xj1 xj2 cov(bj1 , bj2).

Je tedy

var(b0) = σ2
( 1

n
+ x̄′(Z′Z)−1x̄

)
. (19.2.5)

Pro dané x′ = (x1, . . . , xk) je statistika

Ŷ = b0 + b1x1 + . . .+ bkxk = Y + b1(x1 − x1) + . . .+ bk(xk − xk) =

= Y + z′b, (19.2.6)

kde z′ = (z1, . . . , zk) = (x1 − x1, . . . , xk − xk), nejlepš́ı nestranný odhad
hodnoty regresńı funkce v bodě x. Jej́ı rozptyl

var(Ŷ ) = σ2
( 1

n
+ z′(Z′Z)−1z

)
. (19.2.7)

Rozptyl var(Ŷ ) se od rozptylu var(b0) lǐśı jen t́ım, že vektor x se nahrad́ı
vektorem z.

19.3 Odhad rozptylu σ2.

Vzhledem k (18.5.6) a (19.1.3) lze reziduálńı součet čtverc̊u SR vyjádřit ve
tvaru

SR =
n∑
i=1

(Yi − b0 − b1xi1 − . . .− bkxik)2 =

=
n∑
i=1

Y 2
i − b0

n∑
i=1

Yi − b1

n∑
i=1

xi1Yi − . . .− bk
n∑
i=1

xikYi.

Použijeme-i výrazu (19.1.9) pro b0, dostáváme

SR =
n∑
i=1

Y 2
i −

1

n
(
n∑
i=1

Yi)
2−b1

n∑
i=1

(xi1−x1)Yi− . . .−
n∑
i=1

(xik−xk)Yi. (19.3.1)

Dosad́ıme-li tento výraz do (18.5.5), dostaneme nestranný odhad σ2.
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19.4 Intervaly spolehlivosti a testy.

Nejlepš́ım lineárńım nestranným odhadem parametrické funkce γ =
∑k

j=0 cjβj
je statistika (19.2.2). Jej́ı rozptyl

var(g) = σ2
(c2

0

n
+ d′(Z′Z)−1d

)
, (19.4.1)

kde d = (c1 − c0x1, . . . , ck − c0xk)
′. Nestranným odhadem rozptylu var(g) je

statistika

S2
g =

SR
n− k − 1

var(g)

σ2
. (19.4.2)

Maj́ı-li veličiny e1, . . . , en rozděleńı N(0, σ2), má statistika T = g−γ
Sg

rozděleńı

t(n− k − 1). Pomoćı této statistiky můžeme sestrojit intervaly spolehlivosti
pro γ nebo testovat hypotézy o γ.

19.5 Př́ıklady.

19.5.1

V př́ıpadě regresńı funkce

η = β0 + β1x1 + β2x2 (19.5.1)

se odhady b1 a b2 naleznou řešeńım soustavy rovnic

b1h11 + b2h12 = h1y,

b1h12 + b2h22 = h2y,

kde (viz (19.1.4) a (19.1.5))

hj1j2 =
n∑
i=1

zij1zij2 =
n∑
i=1

xij1xij2 −
1

n
(
n∑
i=1

xij1)(
n∑
i=1

xij2), j1, j2 = 1, 2,

hjy =
n∑
i=1

zijYi =
n∑
i=1

xijYi −
1

n
(
n∑
i=1

xij)(
n∑
i=1

Yi), j = 1, 2. (19.5.2)

Je tedy

H =

(
h11, h12

h12, h22

)
= Z′Z, Z′Y =

(
h1y

h2y

)
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a z (19.1.8) vyplývá, že

b1 =
h22h1y − h12h2y

h11h22 − h2
12

, b2 =
h11h2y − h12h1y

h11h22 − h2
12

. (19.5.3)

Kovariančńı matice ΣΣΣb vektoru b∗ = (b1, b2)′ je rovna

ΣΣΣb = σ2H−1 =
σ2

h11h22 − h2
12

(
h22, −h12

−h12, h11

)
. (19.5.4)

Statistika b0 = Y − b1x1 − b2x2 má vzhledem k (19.2.5) rozptyl

var(b0) = σ2
( 1

n
+x̄′H−1x̄

)
==

σ2

n
+

σ2

h11h22 − h2
12

(h22x
2
1−2h12x1x2+h11x

2
2) =

(19.5.5)

=
σ2

n(h11h22 − h2
12

(( n∑
i=1

x2
i1

)( n∑
i=1

x2
i2

)
−
( n∑
i=1

xi1xi2
)2
)

a statistika Ŷ = b0 + b1x1 + b2x2 = Y + b1(x1−x1)+ b2(x2−x2) má vzhledem
k (19.2.7) rozptyl

var(Y ) = σ2
( 1

n
+ z′H−1z

)
= (19.5.6)

=
σ2

n
+

σ2

h11h22 − h2
12)

(
h22(x1−x1)2−2h12(x1−x1)(x2−x2) +h11(x2−x2)2

)
.

Reziduálńı součet čtverc̊u

SR =
n∑
i=1

Y 2
i −

1

n

( n∑
i=1

Yi
)2 − b1h1y − b2h2y. (19.5.7)

19.5.2

Řešeńı normálńıch rovnic (19.1.4) se podstatně zjednoduš́ı, je-li matice Z′Z =
H = (hj1j2), j1, j2 = 1, . . . , k, diagonálńı. V tomto př́ıpadě

bj =
hjy
hjj

=

∑n
i=1 zijYi∑n
i=1 z

2
ij

=

∑n
i=1(xij − xj)Yi∑n
i=1(xij − xj)2

, j = 1, . . . , k, (19.5.8)

a dále

ΣΣΣb = σ2


h−1

11 , 0, . . . , 0
0, h−1

22 , . . . , 0
...

...
. . .

...
0, 0, . . . , h−1

kk

 (19.5.9)
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a

SR =
n∑
i=1

Y 2
i −

1

n

( n∑
i=1

Yi
)2 − h11b

2
1 − . . .− hkkb2

k. (19.5.10)

Této situace výhodné z hlediska numerického řešeńı regresńı úlohy můžeme
dosáhnout vhodnou volbou vysvětluj́ıćıch proměnných x1, . . . , xk.

Tak např., jestliže pro k = 2 uvažujeme hodnoty −a1, 0, a1 proměnné x1

a hodnoty −a2, 0, a2 proměnné x2 (a1 a a2 jsou daná kladná č́ısla) a jestliže
n bod̊u (xi1, xi2) tvoř́ı devět kombinaćı těchto hodnot:

(−a1,−a2), (−a1, 0), . . . , (a1, 0), (a1, a2),

pak
9∑
i=1

xi1 =
9∑
i=1

xi2 =
9∑
i=1

xi1xi2 = 0

a

H =

(
6a2

1, 0
0, 6a2

2

)

19.5.3

Obdobně jako v odst. 17.7 můžeme uvažovat regresńı funkce, které lze vhod-
nou transformaćı převést na regresńı funkce typu (19.1.1). Necht’

Vi = ζiui = δfβ1i1 f
β2
i2 . . . f

βk
ik ui, i = 1, . . . , n, (19.5.11)

kde Vi a ui jsou náhodné veličiny nabývaj́ıćı kladných hodnot, δ > 0 a
β1, . . . , βk jsou neznámé parametry. Dále fj = fj(t1, . . . , tr) jsou známé funkce
r ≥ 1 nenáhodných proměnných t1, . . . , tr; přitom fij = fj(ti1, . . . , tir) > 0
pro všechna i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , k. Př́ıklady ζi jsou funkce

ζi = δtβ1i1 t
β2
i2 , i = 1, . . . , n.

tj. f1 = t1, f2 = t2, nebo

ζi = δtβ1i1 exp(β2ti2ti3), i = 1, . . . , n,

tj. f1 = t1, f2 = exp(t2 t3), apod.
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Označ́ıme-li

Yi = lnVi, ei = lnui, i = 1, . . . , n,

xij = ln fij, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , k, (19.5.12)

β0 = ln δ,

převedeme (19.5.11) na (19.1.2) (můžeme uvažovat i dekadické logaritmy).
Plat́ı-li pro ei = lnui předpoklady (17.3.1) a (17.3.2), je nejlepš́ım lineárńım
nestranným odhadem parametrické funkce γ =

∑
j=0 cjβj statistika (19.2.2)

maj́ıćı rozptyl (19.4.1); v obou těchto výrazech se za Yi a xij dosad́ı výrazy
(19.5.12).

Maj́ı-li veličiny e1, . . . , en rozděleńı N(0, σ2) (tj. maj́ı-li veličiny u1, . . . , un
rozděleńı LN(0, σ2)), maj́ı veličiny g−γ

Sg
rozděleńı t(n− k − 1).

19.5.4

Závislost doby do lomu V na teplotě t1 a napět́ı t2 při hodnoceńı zkoušek
pevnosti při tečeńı lze vyjádřit vztahem

V = ζu = δexp

(
β1

1

t1
+ β2

1

t1
ln t2

)
u. (19.5.13)

Tabulka 19.1 udává hodnoty proměnných t1 [K], t2 [MPA] a V [h] pro
n = 7 zkoušek.

ti1 ti2 vi
832 390 124
823 360 575
823 330 1 454
823 300 4 197
873 310 187
873 280 513
873 260 1298

Tab. 19.1: Hodnoty teploty (t1), napět́ı (t2) a doby do lomu (V ).

Logaritmujeme-li (19.5.13) a označ́ıme

Yi = lnVi, xi1 = t−1
i1 , xi2 = t−1

i1 ln ti2, ei = lnui, i = 1, . . . , n,
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a dále β0 = ln δ, můžeme pro určeńı b0, b1, b2 a SR použ́ıt vztah̊u př́ıkl. 19.5.1.
Po výpočtech dostaneme

7∑
i=1

xi1
.
= 8, 296 693 · 10−3;

7∑
i=1

xi2
.
= 4, 777 326 · 10−2;

7∑
i=1

x2
i1
.
= 9, 841 891 · 10−6;

7∑
i=1

xi1xi2
.
= 5, 669 798 · 10−5;

7∑
i=1

x2
i2
.
= 3, 267 970 · 10−4;

7∑
i=1

yi
.
= 45, 438 815;

7∑
i=1

xi1yi
.
= 0, 053 914;

7∑
i=1

xi2yi
.
= 0, 309 830;

takže

h11
.
= 0, 830 319 · 10−8; h12

.
= 7, 511 260 · 10−8; h22

.
= 75, 637 557 · 10−8;

h1y
.
= 0, 580 2 · 10−4; h2y

.
= −2, 786 2 · 10−4.

Z (19.5.3) pak vyplývá, že

b1
.
= 10, 152 · 104, b2

.
= −1, 045 · 104.

Dále
b0

.
= −42, 516.

a protože
∑7

i=1 y
2
i
.
= 303, 926 861, dostaneme z (19.5.7)

s2 .
=

1

4
· 0, 170

.
= 0, 042.

19.6 Úlohy.

19.6.1

Pro regresńı funkci η = β6 + β1x1 + β2x2 uvažujte n = 5 bod̊u x′ =
(xi1, xi2) : (−1;−1), (−1; 1), (0; 0), (1;−1), (1; 1). Napǐste výrazy pro od-
hady b0, b1, b2. Dále stanovte rozptyl var(Ŷ ) obecně a pro x′ = (0, 1

2
).[

b0 = 1
5
(Y1 + Y2 + Y3 + Y4 + Y5), b1 = 1

4
(−Y1 − Y2 + Y4 + Y5),

b2 = 1
4
(−Y1 + Y2 − Y4 + Y5); var(Ŷ ) = σ2

(
1
5

1
4
x2

1 + 1
4
x2

2

)
; 21

80
σ2

]
.
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19.6.2

Tabulka 19.2 uvád́ı hodnoty proměnných x1, x2, x3, Y pro n = 8. Uvažujte
regresńı model (19.1.2), stanovte odhady bj, j = 0, 1, 2, 3, a nalezněte 95%
interval spolehlivosti pro parametr β3.

xi1 xi2 xi3 yi
1 1 1 11
-1 2 0 7
0 3 2 10
4 -2 -3 11
2 1 0 10
4 3 -1 9
1 -1 1 15
2 0 2 16

Tab. 19.2: Hodnoty proměnných x1, x2, x3, Y .

[
b0

.
= 10, 181 6; b1

.
= 0, 979 9; b2

.
= −1, 268 0; b3

.
= 1, 842 4; (1, 212; 2, 473).

]
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Polynomická regrese

20.1 Regresńı polynom.

Uvažujme regresńı polynom stupně k

η = β0 + β1x+ . . .+ βkx
k (20.1.1)

ve vysvětluj́ıćı proměnné x.

Necht’

Yi = β0 + β1xi + . . .+ βkx
k
i + ei, i = 1, . . . , n > k + 1, (20.1.2)

a necht’ plat́ı předpoklady odst. 18.1 o veličinách e1, . . . , en. Necht’ x1, . . . , xn
jsou daná č́ısla a matice

X =


1, x1 . . . , xk1
1, x2 . . . , xk2
...

...
. . .

...
1, xn . . . , xkn

 (20.1.3)

má hodnost k + 1.

229
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Odhady b0, . . . , bk se naleznou řešeńım soustavy normálńıch rovnic

b0n+ b1

n∑
i=1

xi + . . .+ bk

n∑
i=1

xki =
n∑
i=1

Yi, (20.1.4)

b0

n∑
i=1

xi + b1

n∑
i=1

x2
i + . . .+ bk

n∑
i=1

xk+1
i =

n∑
i=1

xiYi,

...

b0

n∑
i=1

xki + b1

n∑
i=1

xk+1
i + . . .+ bk

n∑
i=1

x2k
i =

n∑
i=1

xki Yi.

Polož́ıme-li

xij = xji , j = 1, . . . , n, j = 1, . . . , k, (20.1.5)

a porovnáme-li soustavy rovnic (19.1.3) a (20.1.4), vid́ıme, že se jedná o stejné
soustavy.

Lze tedy k určeńı odhad̊u b0, . . . , bk, jejich rozptyl̊u a odhad̊u těchto roz-
ptyl̊u a rovněž při konstrukci interval̊u spolehlivosti pro parametrické funkce
γ = c′β či pro testy hypotéz H : γ = γ0 použ́ıt postup̊u a výsledk̊u čl. 19,
kde se všude výrazy xij nahrad́ı výrazy xji , i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , k.

20.2 Ekvidistantńı hodnoty proměnné x.

Uvažujme př́ıpad, kdy hodnoty x1, . . . , xn jsou takové, že plat́ı

n∑
i=1

xji = 0, j = 1, 3, . . . , 2k − 1. (20.2.1)

Odhady b1, . . . , bk se naleznou řešeńım soustavy rovnic (19.1.4), kde plat́ı

zij1zij2 =
n∑
i=1

xj1+j2
i − 1

n

( n∑
i=1

xj1i
)( n∑

i=1

xj2i
)

= hj1j2 , (20.2.2)

= 0, pro všechna j1 + j2 lichá,

=
n∑
i=1

xj1+j2
i pro j1 lichá nebo j2 lichá,
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pro všechna j1, j2 = 1, . . . , k, a dále

zijYi =
n∑
i=1

xjiYi −
1

n

( n∑
i=1

xji
)( n∑

i=1

Yi
)

= hjy, (20.2.3)

=
n∑
i=1

xjiYi pro j lichá,

pro všechna j = 1, . . . , k. Pro jiné kombinace j1, j2 neńı zjednodušeńı možné.
Soustava (19.1.4) se rozpadne na dvě podsoustavy, z nichž prvńı obsahuje

odhady bj jen pro lichá j a druhá obsahuje bj jen pro sudá j. Řešeńım těchto
podsoustav nalezneme b2, b4 . . . a b1, b3 . . . .

Z (19.1.9) vyplývá, že pro odhad b0 plat́ı

b0 =
1

n

( n∑
i=1

Yi − b2

n∑
i=1

x2
i − b4

n∑
i=1

x4
i − . . .− bq

n∑
i=1

xqi
)
, (20.2.4)

kde q = k pro k sudé a q = k − 1 pro k liché.
Tohoto postupu lze využ́ıt zejména v př́ıpadě regresńı funkce

η = γ0 + γ1t+ . . .+ γkt
k, (20.2.5)

jestliže hodnoty t1, t2, . . . , tn vysvětluj́ıćı proměnné t jsou takové, že

ti − ti−1 = ∆, i = 2, . . . , n,

kde Delta je dané kladné č́ıslo. Položme

xi =
1

∆

(
ti −

1

n

n∑
i=1

ti

)
=
ti − t1

∆
− n− 1

2
, i = 1, . . . , n; (20.2.6)

pak pro tato xi plat́ı vztahy (20.2.1).
Dosad́ıme-li t = ∆x+ t v (20.2.5), je

η = γ0 + γ1(∆x+ t)2 + γ2(∆x+ t)2 + . . .+ γk(∆x+ t)k = (20.2.7)

= β0 + β1x+ β2x
2 + . . .+ βkx

k.

Zjednodušeným výpočtem popsaným v tomto odstavci pak nalezneme od-
hady b0, . . . , bk a protože parametry γ0, . . . , γk se daj́ı vyjádřit jako lineárńı
funkce parametr̊u β0, βk, urč́ı se nejlepš́ı nestranné odhady g0, . . . , gk para-
metr̊u γ0, . . . , γk podle postupu odst. 19.2.
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20.3 Př́ıklad.

Demonstrujme postup odst. 20.2 na př́ıpadě k = 3 a n = 5 hodnotách
proměnné t : 2, 5, 8, 11, 14. Je tedy ∆ = 3, t = 8, xi = −2, −1, 0, 1, 2 a

η = γ0 + γ1(3x+ 8) + γ2(3x+ 8)2 + γ3(3x+ 8)3 = β0 + β1x+ β2x
2 + β3x

3.

Protože pro tato xi plat́ı vztahy (20.3.1), rozpadne se soustava (19.1.4)
na dvě podsoustavy

b1h11 + b3h13 = h1y,

b1h13 + b3h33 = h3y

a
b2h22 = h2y,

z nichž obdrž́ıme

b1 =
h33h1y − h13h3y

h11h33 − h2
13

=

(∑n
i=1 x

6
i

)(∑n
i=1 xiYi

)
−
(∑n

i=1 x
4
i

)(∑n
i=1 x

3
iYi
)(∑n

i=1 x
2
i

)(∑n
i=1 x

6
i

)
−
(∑n

i=1 x
4
i

)2 ,

(20.3.1)

b3 =
h11h3y − h13h1y

h11h33 − h2
13

=

(∑n
i=1 x

2
i

)(∑n
i=1 x

3
iYi
)
−
(∑n

i=1 x
4
i

)(∑n
i=1 xiYi

)(∑n
i=1 x

2
i

)(∑n
i=1 x

6
i

)
−
(∑n

i=1 x
4
i

)2 ,

(20.3.2)

b2 =
h2y

h22

=
n
∑n

i=1 x
2
iYi −

(∑n
i=1 x

2
i

)(∑n
i=1 Yi

)
n
∑n

i=1 x
4
i −

(∑n
i=1 x

2
i

)2 . (20.3.3)

Dále

b0 =
1

n

( n∑
i=1

Yi − b2

n∑
i=1

x2
i

)
. (20.3.4)

V našem př́ıpadě je
∑5

i=1 x
2
i = 10,

∑5
i=1 x

4
i = 34,

∑5
i=1 x

6
i = 130 a po

dosazeńı do výraz̊u (20.3.1) až (20.3.4) dostáváme

b1 =
1

12
(Y1 − 8Y2 + 8Y4 − Y5), (20.3.5)

b2 =
1

14
(2Y1 − Y2 − 2Y3 − Y4 + 2Y5),

b3 =
1

12
(−Y1 + 2Y2 − 2Y4 + Y5),

b0 =
1

5

5∑
i=1

Yi − 2b2 =
1

35
(−3Y1 + 12Y2 + 17Y3 + 12Y4 − 3Y5).
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Dosazeńım experimentálńıch hodnot Y1, . . . , Y5 dostaneme hodnoty od-
had̊u b0, b1, b2, b3.

Protože

γ3 =
1

27
β3, γ2 =

1

29
(β2 − 8β3), γ1 =

1

9
(3β1 − 16β2 + 64β3), (20.3.6)

γ0 =
1

27
(27β0 − 72β1 + 192β2 − 512β3),

jsou nejlepš́ımi nestrannými lineárńımi odhady parametr̊u γ0, . . . , γ3 sta-
tistiky g0, . . . , g3, které dostaneme tak, že v (20.3.6) nahrad́ıme β0, . . . , β3

jejich odhady b0, . . . , b3 danými výrazy (20.3.5).

20.4 Úloha.

Uvažujte polynom η = β0 +β1x+ . . .+β4x
4 a hodnoty x1, . . . , xn takové, že je

splněna podmı́nka (20.2.1) pro j = 1, 3, 5, 7. Stanovte odhady b0, b1, . . . , b4. b1 je dáno výrazem (20.3.1) a b3 výrazem (20.3.2); b2 = h44h2y−h24h4y
h22h44−h224

,

b4 = h22h4y−h24h2y
h22h44−h224

, kde hj1j2 a hjy jsou výrazy (20.2.2) a (20.2.3),

b0 = 1
n

∑n
i=1 Yi − b2

∑n
i=1 x

2
i − b4

∑n
i=1 x

4
i


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Kapitola 21

Aplikace metody nejmenš́ıch
čtverc̊u na uspořádané výběry

21.1 Zobecněná metoda nejmenš́ıch čtverc̊u.

Dosud jsme uvažovali model (18.1.1) s pevnými proměnnými x0, x1, . . . xk,
v němž náhodné chyby e1, . . . , en maj́ı nulové středńı hodnoty, týž rozptyl
σ2 > 0, jsou nekorelované a matice (18.1.5) má hodnost k + 1.

Zobecněme nyńı tento model tak, že pozměńıme pouze předpoklady o ko-
variančńı matici vektoru e = (e1, . . . , en)′. Budeme předpokládat, že

cov(ei1, ei2) = E(ei1 , ei2) = wi1i2σ
2, i1, i2 = 1, . . . , n, (21.1.1)

kde σ2 > 0 je opět neznámý parametr a wi1i2 jsou známı́ č́ısla taková, že
symetrická matice

W =

w11, w12, . . . , w1n
...

...
. . .

...
wn1, wn2, . . . , wnn

 (21.1.2)

je pozitivně definitńı.
Pak vektor Y = (Y1, . . . , Yn)′, jehož prvky jsou veličiny (18.1.1), má

středńı hodnotu ηηη a kovariančńı matici σ2W.
Odhady b0, b1, . . . , bk parametr̊u β0, β1, . . . , βk zobecněnou metodou nejmenš́ıch

čtverc̊u jsou statistiky, které minimalizuj́ı kvadratickou formu

(Y −Xβββ)′W−1(Y −Xβββ), (21.1.3)

235
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kde W−1 je inverzńı matice k matici (21.1.2).
Lze ukázat (viz [1], str. 133 nebo [16], str. 426), že v tomto př́ıpadě se

daj́ı normálńı rovnice zapsat ve tvaru

X′W−1Xb = X′W−1Y, (21.1.4)

že pro vektor b = (b0, . . . , bk)
′ plat́ı

b = (X′W−1X)−1X′W−1Y (21.1.5)

a že kovariančńı matice vektoru b je rovna

ΣΣΣb = σ2(X′W−1X)−1. (21.1.6)

Odhady bj jsou opět nejlepš́ı nestranné lineárńı odhady parametr̊u βj, j =
0, 1, . . . , k.

21.2 Nejlepš́ı lineárńı nestranné odhady

z pořádkových statistik.

Uvažujme náhodnou veličinu Z, jej́ıž rozděleńı záviśı na dvou neznámých pa-
rametrech µ a σ. Přitom necht’ náhodná veličina U = (Z−µ)/σ má rozděleńı,
které nezáviśı na žádném parametru.

Např. má-li veličina Z normálńı rozděleńı N(µ, σ2), má veličina U = (Z−
µ)/σ rozděleńı N(0, 1). Obdobně, má-li veličina Z exponenciálńı rozděleńı
E(µ, σ), má (viz [24], odst. 20.1) veličina U = (Z − µ)/σ rozděleńı E(0, 1).
Rozděleńı N(0, 1), stejně jako rozděleńı E(0, 1), nezáviśı na žádném parame-
tru.

Uvažujme uspořádaný výběr (U(1), . . . , U(n))
′ z rozděleńı náhodné veličiny

U a označme
ai = E(U(i), i = 1, . . . , n, (21.2.1)

a
wi1i2 = cov(U(i1), U(i2)), i1, i2 = 1, . . . , n; (21.2.2)

pro výběry ze spojitých rozděleńı se středńı hodnotou E(U(i)) urč́ı podle
vztahu (4.3.7) a kovariance cov(U(i1), U(i2)) podle vztahu (4.5.6).

Pro uspořádaný výběr (Z(1), . . . , Z(n))
′ z rozděleńı náhodné veličiny Z =

µ+ σU pak plat́ı

E(Z(i)) = µ+ aiσ, i = 1, . . . , n, (21.2.3)
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a
cov(Z(i1), Zi2) = wi1i2σ

2, i1, i2 = 1, . . . , n. (21.2.4)

Označ́ıme-li Yi = Z(i), i = 1, . . . , n, můžeme (21.2.3) přepsat ve tvaru

Yi = µ+ aiσ + ei, i = 1, . . . , n; (21.2.5)

to je však regresńı model s dvěma regresńımi parametry β0 = µ, β1 = σ,
s matićı

X =

1 a1
...

...
1, an

 (21.2.6)

a s náhodnými chybami ei splňuj́ıćımi předpoklady odst. 21.1.
Označme µ∗ a σ∗ odhady parametr̊u µ a σ źıskané metodou nejmenš́ıch

čtverc̊u. Zaṕı̌seme-li matici (21.2.6) jako

X = (1, a),

kde
1 = (1, . . . , 1)′; a = (a1, . . . , an)′, (21.2.7)

vyplývá z (21.1.4) soustavy normálńıch rovnic(
1′

a′

)
W−1(1, a)

(
µ∗

σ∗

)
=

(
1′

a′

)
W−1Y,

tj. soustava

1′W−11µ∗ + 1′W−1aσ∗ = 1′W−1Y, (21.2.8)

a′W−11µ∗ + a′W−1aσ∗ = a′W−1Y.

Označ́ıme-li

ΓΓΓ =
W−1(1a′ − a1′)W−1

∆
, (21.2.9)

kde ∆ je determinant soustavy tj.

∆ = |X′W−1X| = (1′W−11)(a′W−1a)− (1′W−1a)2, (21.2.10)

dostáváme
µ∗ = −a′ΓYΓYΓY (21.2.11)

a
σ∗ = 1′ΓYΓYΓY . (21.2.12)
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21.3 Rozptyly a kovariance odhad̊u.

Prvky matice X′W−1X jsou koeficienty u µ∗ a σ∗ v rovnićıch (21.2.8). Odtud
a z (21.1.6) ihned vyplývá, že

var(µ∗) =
a′W−1a

∆
σ2, var(σ∗) =

1′W−11

∆
σ2, (21.3.1)

a

cov(µ∗, σ∗) = −1′W−1a

∆
σ2. (21.3.2)

21.4 Př́ıklad.

V př́ıpadě uspořádaného výběru U∗ = (U(1), . . . , U(n))
′ z exponenciálńıho

rozděleńı E(0, 1) jsou statistiky

Tj = 2(n− j + 1)(U(j) − U(j−1)), j = 1, . . . , n, U(0) = 0,

vzájemně nezávislé a všechny maj́ı rozděleńı χ2(2) (viz př́ıkl. 4.7.3). Protože
i-tá pořádková statistika U(i) se dá vyjádřit jako

U(i) =
i∑

j=1

(
U(j) − U(j−1)

)
=

1

2

i∑
j=1

1

n− j + 1
Tj,

plat́ı pro středńı hodnoty a rozptyly

ai = E(U(i)) =
i∑

j=1

1

n− j + 1
, i = 1, . . . , n, (21.4.1)

wii = var(U(i)) =
i∑

j=1

1

(n− j + 1)2
, i = 1, . . . , n. (21.4.2)

Pro 1 ≤ i1 < i2 ≤ n plat́ı

2 cov(U(i1), U(i2)) = var(U(i1)) + var(U(i2))− var(U(i2) − U(i1)).

Avšak

var(U(i2) − U(i1)) = var
(1

2

i2∑
j=i1+1

1

n− j + 1
Tj

)
=

i2∑
j=i1+1

1

(n− j + 1)2
,
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takže

2 cov(U(i1), U(i2)) =

i1∑
j=1

1

(n− j + 1)2
+

i2∑
j=1

1

(n− j + 1)2
−

i2∑
j=i1+1

1

(n− j + 1)2
.

Odtud a z (21.4.2) vyplývá, že

wi1i2 = cov(U(i1), U(i2)) = var(U(i1)) = wi1i1 , 1 ≤ i1 < i2 ≤ n. (21.4.3)

Matice (21.2.2) je tedy v př́ıpadě výběru z rozděleńı E(0, 1) rovna

W =


w11, w11, . . . , w11

w11, w22, . . . , w22
...

...
. . .

...
w11, w22, . . . , wnn

 (21.4.4)

Uvažujme př́ıpad n = 2. Pak

a1 =
1

2
, a2 =

3

2
, w11 =

1

4
, w22 =

5

4
.

Odtud

W−1 =

(
1
4
, 1

4
1
4
, 1

4

)−1

=

(
5, −1
−1, 1

)
, 1a′ − a1′ =

(
0, 1
−1, 0

)
.

Dále

1′W−11 = 4, a′W−1a = 2, 1′W−1a = 2, ∆ = 4,

a tedy

ΓΓΓ =

(
0, 1
−1, 0

)
.

Pak nejlepš́ı lineárńı nestranné odhady parametr̊u A a δ rozděleńı E(A, δ)
rpo n = 2 jsou rovny

A∗ = (−1

2
,−3

2
)

(
0, 1
−1, 0

)(
Z(1)

Z(2)

)
=

1

2
(3Z(1) − Z(2)),

δ∗ = (1, 1)

(
0, 1
−1, 0

)(
Z(1)

Z(2)

)
= Z(2) − Z(1);
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jejich rozptyly a kovariance

var(A∗) =
1

2
δ2, var(δ∗) = δ2, cov(A∗, δ∗) = −1

2
δ2.

Lze ukázat (viz [32] a též [16], str. 204), že pro n ≥ 2 jsou statistiky A∗

a δ∗ dány výrazy

A∗ =
n+ 1

n
Z(1) −

1

n(n− 1)

n∑
i=2

Z(i) = Z(1) −
1

n
δ∗, (21.4.5)

δ∗ = −Z(1) +
1

n− 2

n∑
i=2

Z(i) =
1

n− 1

n∑
i=2

(Z(i) − Z(1)) (21.4.6)

a jejich rozptyly

var(A∗) =
δ2

n(n− 1)
, var(δ∗) =

δ2

n− 1
. (21.4.7)

21.5 Zjednodušeńı pro symetrická rozděleńı.

V př́ıpadě, že veličina Z má symetrické rozděleńı podle bodu µ (tj. plat́ı-li
vztahy (4.3.5)), vyplývá ze vztah̊u (4.4.2) a (21.2.3), že

ai = −an−i+1, i = 1, . . . , n, (21.5.1)

a ze vztah̊u (4.5.7) a (21.2.4) vyplývá, že

wi1i2 = wn−i2+1,n−i1+1, i1, i2 = 1, . . . , n. (21.5.2)

Uvažujme čtvercovou symetrickou matici

J =


0, 0, . . . , 0, 1
0, 0, . . . , 1, 0
...

...
. . .

...
...

1, 0, . . . , 0, 0

 . (21.5.3)

Pak (21.5.1) lze zapsat ve tvaru

a = −Ja (21.5.4)
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a (21.5.2) ve tvaru W = JWJ neboli (protože J−1 = J)

W−1 = JW−1J. (21.5.5)

Nyńı

1′W−1a = 1′JW−1J(−Ja) = −(1′J)W−1(Ina) = −1′W−1a,

takže
1′W−1a = −1′W−1a = 0. (21.5.6)

Odtud a z (21.3.2) vyplývá, že v př́ıpadě výběru ze symetrického rozděleńı
jsou odhady µ∗ a σ∗ nekorelované.

Použijeme-li vztahu (21.5.6) v soustavě normálńıch rovnic (21.2.8), do-
stáváme

µ∗ =
1′W−1Y

1′W−11
, σ∗ =

a′W−1Y

a′W−1a
, (21.5.7)

a protože v (21.2.10) je druhý člen nulový, vyplývá z (21.3.1), že

var(µ∗) =
σ2

1′W−11
, var(σ∗) =

σ2

a′W−1a
. (21.5.8)

21.6 Př́ıklad.

V př́ıpadě výběru rozsahu n = 4 z rozděleńı N(µ, σ2) nalezneme v [32] hod-
noty

a4 = −a1 = 1, 029 375 373; a3 = −a2 = 0, 297 011 382;

w11 = w44 = 0, 491 715 237; w12 = w21 = w34 = w43 = 0, 245 592 693;

w13 = w31 = w24 = w42 = 0, 158 008 070; w14 = w41 = 0, 104 684 000;

w22 = w33 = 0, 360 455 343; w23 = w32 = 0, 235 943 894.

Dosazeńım do (21.5.7) a (21.5.8) dostaneme

µ∗ = 0, 25 (Z(1) + Z(2) + Z(3) + Z(4) = Z,

σ∗ = 0, 453 9 (Z(4) − Z(1)) + 0, 110 2 (Z(3) − Z(2)),

var(µ∗) = 0, 250σ2, var(σ∗) = 0, 180σ2.

V [30] jsou tabelovány odhady µ∗ a σ∗ a jejich rozptyly pro n = 2 (1) 10
v př́ıpadě výběr̊u z normálńıho rozděleńı.
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21.7 Cenzorované výběry.

Zat́ım jsme uvažovali př́ıpad úplných uspořádaných výběr̊u (Z(1), . . . , Z(n))
′,

tj. situaci, kdy známe všechna pozorováńı ve výběru. Často se však setkáváme
s tzv. cenzorovanými výběry, kdy známe jen r < n pozorováńı, např. pri
testech životnosti jen r nejmenš́ıch pozorováńı, jindy zase r < n největš́ıch
pozorováńı (v těchto dvou př́ıpadech hovoř́ıme o jednostranně cenzorovaných
výběrech) nebo r prostředńıch pozorováńı (neznáme s1 nejmenš́ıch a s2 nej-
větš́ıch pozorováńı, r = n−(s1+s2); v tomto př́ıpadě hovoř́ıme o oboustranně
cenzorovaných výběrech).

Uvažujme obecný př́ıpad, kdy máme r pořádkových statistik Z(i1), Z(i2),
. . . , Zir , 1 ≤ i1 < i2 < . . . < ir ≤ n, 2 ≤ r < n, ve výběru z rozděleńı
náhodné veličiny Z uvažované v odst. 21.2. Známe hodnoty (21.2.1) a (21.2.2)
pro tato i1, . . . , ir. Pak můžeme označit

Yk = Z(ik), ak = aik, wk1k2 = wik1 ik2 , k, k1, k2 = 1, . . . , r, (21.7.1)

a př́ımo použ́ıt výsledk̊u odst. 21.2.

V př́ıpadě, že veličina Z má symetrické rozděleńı podle bodu µ a že

ik = n− ir−k+1 + 1, k = 1, . . . , r (21.7.2)

(tj. že i1 = n− ir + 1, i2 = n− ir−1 + 1, . . .), se použije výsledk̊u odst. 21.5.

V [30] jsou tabelovány odhady µ∗, σ∗ a jejich rozptyly pro cenzorované
výběry rozsahu n = 2(1)10 z rozděleńı N(µ, σ2).

21.8 Př́ıklad.

Uvažujme výběr rozsahu n = 4 z rozděleńı N(µ, σ2), v němž známe jen r = 3
největš́ı pozorováńı. Hodnoty ak a wk1k2 , k, k1, k2 = 1, 2, 3, jsou uvedeny v
př́ıkl. 21.6. Dosazeńım do výraz̊u odst. 21.2 dostaneme

µ∗ = 0, 116Z(2) + 0, 241Z(3) + 0, 643Z(4),

σ∗ = −0, 697Z(2) − 0, 127Z(3) + 0, 824Z(4),

var(µ∗) = 0, 287σ2, var(σ∗) = 0, 302σ2.
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21.9 Úloha.

V př́ıkladě 21.8 uvažujte s1 = 1, s2 = 1 (tj. máte jen pozorováńı Z(2) a Z(3).
Nalezněte µ∗, σ∗ a jejich rozptyly. (Využijte výsledk̊u odst. 21.5.)[

µ∗ = 0, 5 (Z(2) + Z(3)), var(µ∗) = 0, 298σ2,
σ∗1, 6834 (Z(3) − Z(2)), var(σ∗) = 0, 706σ2.

]
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[14] Hájek, J., Šidák, Z.: Theory of Rank Tests. Praha, Academia 1967.

[15] Hald, A.: Statistical Theory with ENgineering Applications. New York,
J. Wiley 1952.
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hladina významnosti, 117
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kritický obor, 115
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normality, 174, 190
Wilcoxon̊uv dvouvýběrový, 145
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znaménkový, 140
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koeficient šikmosti, 13
koeficient špičatosti, 13
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