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Uvod

Hlavnim tkolem matematické statistiky je rozbor dat vykazujicich nahod-
néd kolisdni, at uz jde o data ziskana pokusem peclivé piipravenym a pro-
vedenym pod stdlou kontrolou experimentalnich podminek v laboratori, ¢i
o data ziskana sledovanim vyrobku urcitého druhu v provozu. Takovymi
nahodnymi fluktuacemi se vyznacuji vysledky vétsiny experimentu jak la-
boratornich, tak provoznich, uskutecnovanych pii fyzikdlnim, chemickém i
technickém vyzkumu. Velmi ¢asto je povaha celého experimentu takova, ze
experimentalni data jsou ve své podstaté realizacemi nahodnych veli¢in.

Tak naptiklad pii radiometrickém zjistovani tzv. objemové hmotnosti sta-
vebnich materidlu (nebo zemin) se urc¢uje objemova hmotnost podle ¢asti
zareni emitovaného radioizotopem, kterd pronikne méfenym materidlem.
Mnozstvi impulsu vyslanych zaficem béhem ¢asového intervalu dané délky je
— jak je dobfe znamo — nahodné velicina, takze i poc¢ty impulsu registrované
detektorem po pruchodu mérenou hmotou jsou nahodné.

Podobné doba zivota ¢i doba do poruchy strojirenského vyrobku je nahod-
na veli¢ina; ve velké sérii vyrobku téhoz druhu vyrobenych stejnym postu-
pem za stejnych podminek budou vyrobky s ruznymi hodnotami doby zivota.
Doby do opotiebeni nebo do poruchy zmérené na omezeném poctu vzorku
v provozu jsou tedy ve své podstaté pozorovanymi hodnotami ndhodné velici-
ny. Zkousky zivotnosti se samoziejmé nekonaji proto, aby se ziskaly udaje
pro deset ¢i dvacet zkouSenych vzorku, nybrz proto, aby se ziskaly informace
o vlastnostech celé série vyrobku nebo o daném druhu vyrobku, o vhodnosti
pouzitého technologického postupu ve srovnani s jinym apod. Pii takovémto
rozsiteni platnosti vysledku pokusu pravé vznika problém matematicko-sta-
tistického rozboru dat: Jakykoliv ukazatel, napt. prumeér, vypocitany z dané
skupiny vysledku, je sdm zatizen nahodnou chybou; kdyby se pokus opako-
val s jinou skupinou vzorku, dostaly by se jiné vysledky tedy i jina hodnota
pocitaného ukazatele. Cilem matematicko-statistického rozboru je vyuziti
poctu pravdépodobnosti k ohodnoceni presnosti a spolehlivosti ziskanych
vysledku, napt. ke stanoveni hranic, které chyba vysledku s vysokou pravde-
podobnosti neprekroci, k vypoctu rizika, ze chyba bude vétsi nez urcita
pripustnd mez, k vypoctu rizika, ze rozhodnuti uc¢inéné na zakladé vysledku
podobného experimentu bude chybné, atd. Pravé tak patii k tloham ma-
tematické statistiky pouziti poc¢tu pravdépodobnosti ke stanoveni rozsahu
pokusu, tj. poc¢tu pozorovani potfebného k tomu, aby shora zminéna rizika
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chyb byla udrzena na pfijatelné trovni.

V nasledujicich kapitolach jsou vylozeny zakladni postupy, kterych se
uziva pri matematicko-statistické analyze experimentalnich dat k dosazeni
naznacenych cilu. V predchazejicich tadcich se nejednou vyskytla slova jako
,pozoruji se nahodné velic¢iny“, , stanoveni rizika chybnych zavéru“ apod.
7 toho plyne, Ze nepostradatelnym nastrojem matematicko-statistického roz-
boru experimentalnich dat je pocet pravdépodobnosti a k pochopeni podstaty
statistickych metod je nezbytnd znalost zakladu poctu pravdépodobnosti
ptiblizné v rozsahu prace ,,Pocet pravdépodobnosti® [24] V dalsim textu se
rady vysledku a pojmu z poctu pravdépodobnosti pouziva uz bez podrobného
vysvétlovani.
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Nahodny vybér






Kapitola 1

Statisticky model experimentu
a ndhodny vybér

1.1 Uvod.

Zkusenost ukazuje, ze vysledky experimentu ¢i méreni urcitého druhu pii
mnohonasobném opakovani pokusu vykazuji zvlastni pravidelnost, ktera se
projevuje v relativnim zastoupeni riznych moznych vysledki. Casto lze tuto
pravidelnost vyjadfit matematickou formuli, vyrovnat (nebo aproximovat)
¢etnosti ruznych vysledku nékterym ze zndmych rozdéleni pravdépodobnosti.
Tuto skutecnost osvétli nejlépe numerické priklady.

1.2 Piiklady

1.2.1 Pocty mikroorganismi v zorném poli mikroskopu.

Béznym typem experimentu v biochemické laboratofi je poc¢itani mikroorga-

nismu v jednotlivych polickach ¢tvercové sité, kterou je rozdéleno zorné pole

mikroskopu. Tabulka 1.1 obsahuje vysledky zjisténé na n = 118 takovych

polich (data podle [29]). V tabulce znaci

Tooeeeeeaenn, pocet mikroorganismu,

Ng eeeerrnnn pocet policek, ve kterych bylo nalezeno pravé x mikroorganismu
(tzv. absolutni ¢etnost hodnoty z),

fo = 2= .. tzv. relativni ¢etnost hodnoty x,

D veeeennns hodnotu vyrazu (2,96)* exp(—2,96)/z! proxz =0,1,...,5 a

3
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> ro6(2,96) exp(—2,96)/t!  pro x > 6.

0 5 0,0424 0,0518
1 19 0,1610 0,1534
2 26 0,2203 0,2270
3 26 0,2203 0,2240
4 21 0,1780 0,1657
5 13 0,1102 0,0981
> 6 8 0,0678 0,0800

118 1,0000 1,0000

Tab. 1.1: Vysledky pocitani mikroorganismu na n = 118 polickach

Je vidét, ze pozorované relativni ¢etnosti f, souhlasi dobie s hodnotami
Pz, ve kterych pozndvame (viz [24], odst. 15.1) pravdépodobnosti hodnot
x = 0.1.... v Poissonové rozdéleni s parametrem A = 2,96. V [29] je uvedeno
jesté nekolik podobnych tabulek pro jiné druhy mikroorganismu a ve vsech
pripadech je shoda pozorovanych relativnich ¢etnosti f, s pravdépodobnostmi
Poissonova rozdéleni pti vhodné zvoleném A\ velmi dobra. To napovida, ze
poc¢ty mikroorganismu na jednotlivych polich ¢tvercové sité se chovaji jako
nahodné veliciny s Poissonovym rozdélenim; rozsahlé experimenty s daty
tohoto druhu takovou hypotézu podporuji (nadto existuje pro ni i teoretické
zduvodnéni).

1.2.2 Doba do poruchy navigacnich pristroji.

V tab. 1.2 jsou uvedeny vysledky sledovani provozu n = 125 navigacnich
piistroju. Zjistovana byla doba bezporuchového provozu. Mozné vysledky
v hodinéch (nezépornd ¢isla) byly rozdéleny do intervalu délky h = 50 hodin;
t; = 50¢ je horni hranice i-tého intervalu, n; znaci pocet pristroju, které
pracovaly bez poruchy po dobu delsi nez 50(: — 1) hodin, ale ne delsi nez
507 hodin. Ve ¢tvrtém sloupci jsou uvedeny pocty pristroju, které pracovaly
bez poruchy po dobu delsi nez t;, ve sloupci patém podily R;/n a v Sestém
hodnoty funkce
P(t;) = exp(—t;/186, 82).
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Poradové Horni Cestnost Cetnost
¢islo hranice intervalu  vysledku
intervalu intervalu vétsich t;
1 50 32 93 0,744 0,765
2 100 25 68 0,544 0,586
3 150 16 52 0,416 0,448
4 200 6 46 0,368 0,343
5 250 10 36 0,288 0,262
6 300 8 28 0,224 0,201
7 350 7 21 0,168 0,154
8 400 7 14 0,112 0,118
9 450 3 11 0,088 0,090
10 500 2 9 0,072 0,069
11 1000 9 0 0 0,005

Tab. 1.2: Doby bezporuchového provozu n = 125 navigacnich ptistroju.

Srovnanim poslednich dvou sloupcu zjistime, Ze relativni ¢etnosti ptistro-
ju pracujicich bez poruchy po dobu delsi nez t; = 50, 100,... jsou vcelku
dobfe aproximovany hodnotami funkce P(t;). Ale P(t;) neni nic jiného nez
pravdépodobnost, ze ndhodn4 veli¢ina s exponencialnim rozdélenim Exp(0, )
(viz [24], ¢l. 20) prekroci t;. To ukazuje, Ze na dobu bezporuchového chodu
zafizeni daného druhu lze pohlizet jako na ndhodnou velicinu X s expo-
nencialnim rozdélenim s parametrem 6 = 186,82. Stejny tkaz byl pozo-
rovan mnohokrat pifi méfeni dob Zivota ruznych vyrobku, zvlast u elek-
tronickych zafizeni: Relativni Cetnosti dob zivota delSich nez t priléhaly
dobfe k funkei typu P(t) = exp(—t/d) s ruznymi hodnotami ¢ zdvislymi
na slozitosti zafizeni, provoznich podminkédch atd. U jinych druhu vyrobku
zase lépe vyhovovala jind funkce, napt. P(t) = exp ( — (¢/6)°).

1.3 Statisticky model

Uvedené priklady naznacuji, ze vysledky urcitych druhu experimentu se cho-
vaji jako ndhodné veli¢iny se zcela urcitymi typy rozdéleni pravdépodobnosti.
Rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny, kterou v pokusu pozorujeme,
se nazyvaji casto statisticky model prislusného experimentu. Rozhodnuti,
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z jakého modelu budeme pii zpracovani vysledku vychazet, tj. jaké rozdéleni
budeme u pozorovanych nahodnych veli¢in uvazovat, je prvnim krokem pri
rozboru pozorovani. Nékdy lze urcit model na zakladé fyzikalnich a po-
dobnych tvah o znalosti a podstaté pokusu. Castéji viak je nutno opirat

vvvvv

1.4 Nahodny vybér

Opakujeme-li n-krét nezdvisle na sobé pokus (méfeni, pozorovani), jehoz
vysledek je nahodnad veli¢ina X s distribuéni funkei F'(z), pozorujeme vlastné
ndhodny vektor X = (Xi,...,X,), jehoz slozky jsou vzajemné nezavislé
ndhodné veliciny s touz distribu¢ni funkei F'(z). Pro takovyto vektor vzajemné
nezdvislych ndhodnych veli¢in se stejnym F'(x) (¢ili vektor vzajemné nezavis-
Iych pozorovéni se stejnym rozdélenim) se vzilo pojmenovani nahodny vybér
z rozdéleni F(z) (ve starsi literatute se Casto setkdvame také s terminem
,vybér ze zékladniho souboru s rozdélenim F(x)”) Nahodny vybeér tedy
dostaneme opakovanim meéfeni (¢i pozorovani) stejného druhu za stejnych
podminek nezavisle na sobé, tj. tak, aby vysledek zadného méteni neovliviio-
val vysledek kteréhokoliv z ostatnich. Pocet opakovani n se nazyva rozsah
nahodného vybéru.

1.5 Piiklady

1.5.1

Skupina n opakovani chemické analyzy urcitého materialu nezavisle na sobé,
stejnou technikou a za nezménénych podminek je nahodny vybér; nejcastéji
budeme s takovou skupinou zachazet jako s nahodnym vybérem z norméalniho
rozdéleni.

1.5.2

Pozorovani hustoty provozu (vyjadiené napi. poc¢tem projizdéjicich vozidel
za hodinu) na jednom misté ve stejnou dobu (napft. v ranni dopravni $picce)
konané m pracovnich dnu stejného roéniho obdobi poskytne ndhodny vybér
rozsahu n; zpravidla lze predpokladat, ze jde o nahodny vybér z Poissonova
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rozdéleni. Vsimnéme si zde vSech vyjmenovanych podminek: jedno ro¢ni ob-
dobi, stejnd denni doba, pracovni dny; spojit napf. pozorovani z ruznych
ro¢nich obdobi by znamenalo porusit podminku stalosti podminek a zpusobilo
by, Ze pozorovani by neméla stejné rozdéleni pravdépodobnosti, nebot cha-
rakter provozu byva v zimé jiny nez v 1été. Méli bychom pak co délat s né-
kolika ndhodnymi vybéry z rozdéleni s ruznymi hodnotami parametru.

1.5.3

Pozorovani stupné opotiebeni n vyrobku po predepsané dobé pouzivani bude
tvorit ndhodny vybér rozsahu n z rozdéleni, jehoz tvar bude zavisly na druhu
vyrobku.

1.6 Nahodny vybér z vicerozmérného
rozdéleni

Néhodny vybér z vicerozmérného rozdéleni. PTi mnohych pokusech je vysle-
dek jedné realizace dan dvojici, trojici, obecné vektorem p ¢isel. To zna-
mena, ze pii kazdém opakovani pozorujeme p-rozmémy nahodny vektor.
Pak mluvime o ndhodném vybéru z dvourozmérného, tifrozmérného atd.
rozdéleni.

1.7 Piiklady

1.7.1

Pii chemické analyze muze byt vysledkem stanoveni obsahu p ruznych prvku
ve vzorku. Analyza n vzorku téze latky pak da ndhodny vybér rozsahu n
z p-rozmémého rozdéleni (napf. z p-rozmémého normalniho rozdéleni).

1.7.2

Pti sledovani provozu na urcitém useku silnice muze byt pozorovana veli¢ina
X — hustota provozu vyjadiend poctem vozidel za hodinu — a Y — prumérnd
rychlost vozidel. Sledovanim po dobu 11 dnu dostaneme nahodny vybér roz-
sahu n z dvourozmérného rozdéleni. Uvédomme si, ze dvojice (X1,Y7),.. .,
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(Xn, Yy) jsou vzdjemné nezdvislé, avsak jednotlivé souradnice uvniti dvojice
mohou mit mezi sebou zménou zavislost; s rostouci hustotou provozu bude
klesat rychlost.

1.8 Nezavislé vybéry z nékolika rozdéleni

vvvvvv

napft. s experimenty uréenymi ke srovnani nékolika méticich technik, nékolika
druhu materialu, nékolika technologii apod. Napt. méreni pevnosti n; vzorku
materidlu A, ny vzorku materidlu B a n3 vzorku materidlu C predstavuji tii
nahodné vybéry ze tii rozdéleni. Ptislusna tii rozdéleni mohou mit stejny
tvar, napi. vSechna tifi mohou byt rozdéleni gama, ale mohou se lisit ve
svych parametrech. Ukolem statistického rozboru v takovych piipadech je
nejcastéji prave zjisténi, zda vysledky opravnuji napt. k zavéru, ze material
A ma vyssi pevnost nez B apod.

1.9 Poznamka

Jakmile je pokus hotov, stava se ndhodny vybér vektorem danych ¢isel; misto
nahodnych veli¢in mame co délat uz jen s urcitou realizaci nahodného vek-
toru X. Podstata statistického rozboru spoc¢ivd v tom, ze pii vyvozovani
jakychkoliv zavéru z této realizace mame stale na paméti prislusny model,
pocitdme s ndhodnym kolisanim pozorovanych veli¢in a na zakladé zvoleného
modelu odhadujeme hranice a rizika chyb vSech vypovédi s danou realizaci
provedenych.



Kapitola 2

Statistiky a jejich rozdéleni

2.1 Statistiky

7 dat ziskanych pokusem nebo pozorovanim, tj. z nadhodnych vybéru, se
vypocitavaji hodnoty ruznych ukazatelu; do zprav o vysledcich se uvadi
prumérnd hodnota vysledku (aritmeticky prumér napozorovanych hodnot),
maximalni a minimalni napozorovana hodnota apod. Vypocet téchto ukaza-
telil ma nékolikery vyznam. Predné pomoci podobnych ukazatelu lze namére-
né ¢i napozorované hodnoty shrnout struéné a prehledné. Za druhé, vhodné
vybrané ukazatele umoznuji urcité zavéry o rozdéleni pravdépodobnosti na-
hodnych velic¢in, které se pozoruji, umoznuji isudky o charakteristikach téch-
to rozdéleni (viz [24], ¢l. 10). A nékteré z téchto charakteristik rozdéleni
byvaji ¢asto konecnym cilem pokusu.

Napt. pii n opakovanych stanovenich koncentrace néjaké latky v roz-
toku jde konec koncu o stanoveni koncentrace této latky v celé davce; opa-
kovani m&a za ucel jen zmenseni chyby vysledku a vylouceni ptipadnych
hrubych omyla. V disledku pusobeni ndhodnych chyb jsou jednotlivé stano-
veni ndhodnymi veli¢inami, n opakovéani (X7, ..., X,,)" predstavuje ndhodny
vybér z néjakého rozdéleni pravdépodobnosti (nejéastéji normalniho). Jestlize
metoda stanoveni je takova, ze stiedni hodnota velicin X; je rovna skutecné
hodnoté koncentrace (v takovém piipadé se tikd, ze metoda neni zatizena
systematickou chybou), pak vlastné jde o ulohu zjisténi stfedni hodnoty
urcitého rozdéleni pravdépodobnosti, tj. jedné ze zakladnich charakteristik
nahodné veliciny (rozdéleni pravdépodobnosti). V ¢asti I uvidime, ze pii X;
s normalnim rozdélenim je aritmeticky primér X = (X;+---+X,,)/n velicin

9
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X; nejlepsim fesenim této tlohy.

V élanku 10 préce [24] je zavedena Ffada charakteristik rozdéleni pravde-
podobnosti — charakteristiky polohy, variability, Sikmosti aj. VSechny maji
svoje protéjsky v ukazatelich vypocitanych z ndhodného vybéru.

Kazdy statisticky ukazatel je funkce velicin Xi,...,X,,. Abychom ho
odlisili od jemu odpovidajici charakteristiky rozdéleni pravdépodobnosti ve-
licin X;, fikdme mu statistika (je to vlastné vybérova charakteristika). Sta-
tistikou je kazda funkce (métitelnd, obecné vicerozmérnd) velicin Xy, ..., X,
k jejimuz urceni neni tfeba znalosti spravnych hodnot parametru prislusného
rozdéleni. Tak napi. soucet vSech pozorovani, minimalni pozorovani, ma-
ximalni pozorovani, rozdil mezi maximalnim a minimalnim pozorovanim,
soucet ctvercti odchylek od daného ¢isla jsou statistiky.

2.2 Nejcastéji pouzivané statistiky

Uvedeme nejbéznéjsi statistiky, které jsou takika nevyhnutelnou soucasti
kazdého referatu o jakémkoliv provedeném pokusu ¢i statistickém sledovani
a které maji své primé protéjsky v charakteristikach ndhodnych veli¢in:

2.2.1
Vibérovy prumeér

— 1
X=-YX, (2.2.1)
n“

tj. soucet pozorovani, déleny rozsahem vybéru.

S rostoucim rozsahem vybéru n konverguje X podle pravdépodobnosti ke
stfedni hodnoté p rozdéleni, z kterého vybeér pochazi (viz [24], odst. 25.6), a
je tedy empirickym protéjskem stredni hodnoty.

Ma-li rozdéleni, z néhoz vybér pochézi, stiedni hodnotu p a konecény
rozptyl o2, m4 statistika (2.2.1) stiednf hodnotu a rozptyl

2

E(X)=p, var(X)= % (2.2.2)
nebot
— 1 n n o n no?
E(X)IEZE(XZ)IW, Var(X)I_szar(Xl>:F

i=1 =1
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2.2.2
Vyberovy rozptyl

2 1 2 Mo X = (i Xi)?
S _n_lg(xl X)? = ) , n>2. (223)
Tato statistika vyjadiuje miru variability experimentalnich vysledku a je
proté&jskem rozptylu var(X;) = 02, ke kterému konverguje podle pravdépodob-
nosti pii rostoucim n.
Ma-li rozdéleni, z néhoZ vybér pochdzi, rozptyl o2, je stfedni hodnota
statistiky (2.2.3) rovna
E(S?) = o2, (2.2.4)

nebot

(n—1)E(S%) = E(Z X2 —nX') =Y E(X?) - nE(X)* =

=1

3

=2 (Var(Xi) n E2(XZ-)> - n(var(y) n E?(Y)) -
=no® +nu® — n%z —np® = (n—1)0”

Kdybychom ve jmenovateli statistiky (2.2.3) uvazovali n misto n — 1,
nerovnala by se stfedni hodnota takovéto statistiky o2, ale (n — 1)0?/n.
Rozptyl statistiky (2.2.3) je roven (viz napf. [16], str. 153)

-3
var(S?) = % - ha‘l, n >3, (2.2.5)

kde p4 je ¢tvrty centralni moment rozdéleni, z néhoz vybér pochézi.

2.2.3

Vyberovd smeérodatnd odchylka S je druha odmocnina z vybérového rozptylu

n 1/2
1 5\2
S = (n — > (X - X) ) . (2.2.6)
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Statistika S je analogii smérodatné odchylky ndhodné veliciny X;. Protoze
var(S) = E(S?) — E*(S) = o* — E*(S) > 0,
plati pro vybér z libovolného rozdéleni

E(S)<o. (2.2.7)
Mimoto se casto pouziva statistik:
2.2.4
Vyberovy r-ty obecny moment

1o,
M;znZX, r=1,2,...; (2.2.8)
i=1

specidlné M/ = X.

Jestlize existuje u!. = F(XT), konverguje M) pfi rostoucim n podle prav-
dépodobnosti k ..

Stredni hodnota a rozptyl statistiky (2.2.8) jsou rovny

1
BOM) = . var(M]) = = (kb = (1)?)) (2:29)
n
nebot .
var(M) Zvar (X]) = Z (E(XZ?T — (,u;)2>
=1
2.2.5
Vybeérovy r-ty centralni moment
I —
M, = — X;— X)), =2,3,...; 2.2.10
LS Xy (2210)

i=1
tj. aritmeticky prumeér r-tych mocnin odchylek pozorovani ve vybéru od
vybérového prumeéru.

Specidlng, My = (n — 1)S?/n, takze vybérovy rozptyl S? se neshoduje
s druhym vybérovym centralnim momentem M,. Duvodem pro tuto nedusled-
nost v terminologii je pravé vztah (2.2.4); druhy vybérovy centralni mo-
ment mé stfedn{ hodnotu (n — 1)0?/n, takZe soustavné podceiiuje rozptyl o>
rozdéleni pozorované veliciny.
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2.2.6
Vigbérovy koeficient Sikmosti a Spicatosti

Ms M,

Ay= =2 A, =1
M M3

~3. (2.2.11)

V dalsich kapitolach se setkame jesté s jinymi statistikami, které budou mit
vyznam pro vybéry ze specialnich rozdéleni nebo pro feseni zvlastnich tloh.

2.3 Priklad.

Pii zkouskéach inavy kovi bylo u osmi zkousek pti napéti 560 MPa dosazeno
nésledujicich hodnot po¢tu kmiti do lomu (v tisicich; data viz [7]):

3322, 14713, 763, 46296, 2845, 9411, 1532, 24023.

Vypoctéme hodnoty vybérového pruméru, vybérového rozptylu a vybérové
smérodatné odchylky pro tyto idaje a pro jejich logaritmy:.
Pro puvodni hodnoty dostdvame

102905.103
T = T:12863,125.103;
» 83047522337 —102905% 13790739671
sk = = 10 _T.m =

= 246263208,410714.10°;
sy = 15692,776.10°.

T i sx jsou ve stejnych rozmérech jako puvodni tidaje (v nasem piipadé pocty
kmitu do lomu).
Pro logaritmy y; = lnx;, +=1,...,8, je

_ 124, 8;0970 — 15.600:
1 224527 — 124 211
2 = 8.1963, 5 756 ,870970 _ 3,(;?%7068 — 2.018519:

sy = 1,421
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2.4 Rozdéleni statistik.

Jak jsme jiz uvedli v odst. 2.1, kazdy vybérovy ukazatel, tj. kazda statis-
tika, slouzi pfi matematicko-statistickém rozboru dat k ziskani informace
o hodnoté odpovidajici charakteristiky rozdéleni pravdépodobnosti pozoro-
vanych ndhodnych veli¢in ¢ili. jak se fika, k odhadu odpovidajici charakteris-
tiky rozdéleni pravdépodobnosti pozorovanych nahodnych velic¢in. Proto je
dulezité moci urcit, s jakymi pravdépodobnostmi se vyskytuji ruzné odchylky
statistik od jim odpovidajicich charakteristik pozorovanych nahodnych veli¢in
(nekdy se téz tikd od odpovidajicich charakteristik tzv. zakladniho souboru).

Miizeme napf. vznést otazku, s jakou pravdépodobnosti se X odchyli od
E(X;) = p nejvyse s danou hodnotu A, s jakou pravdépodobnosti bude
relativni odchylka statistiky S? od skuteéné hodnoty % = var(X;) mensi nez
dané kladné ¢islo 9, tj. jaka je pravdépodobnost

2 2
P<|SU—QU|<5>.

Podobné se muzeme ptat, pro jakou hodnotu je A je
P(|X - E(X;)| < A) =0,99

nebo pii kolika pozorovanich (tj. pfi jakém rozsahu vybéru n) je zaruc¢eno
napr.
P(0,90% < S <1,10%) > 0,95

apod.

Kazda statistika je totiz funkci nadhodného vybéru, tj. funkci nahodnych
velicin X, ..., X,,. Nabyva tedy od jednoho nahodného vybéru k druhému
ruznych hodnot, je sama nahodnou veli¢inou, které prislusi urcité rozdéleni
pravdépodobnosti, zavis1é na rozsahu vybéru a na rozdéleni veli¢in X;, ..., X,,.
Toto rozdéleni pravdépodobnosti, které je zakladem pro feSeni naznacenych
otazek, se nazyva rozdeéleni prislusné statistiky. Mluvime tedy napi. o rozdé-
leni vybérového priméru X o rozdéleni vybérového rozptylu S?, o rozdéleni
statistiky M, atd.

Odvozeni rozdéleni ruznych statistik pro vybéry z rozdéleni vyskytujicich
se ¢asto v aplikacich je tedy jednim z prvnich tkolu matematické statistiky.
Uziva se pti ném predevsim matematickych prostiedku uvedenych v [24],
zejména teorie charakteristickych funkci (odst. 10.6) a transformaci ndhod-
nych velicin (¢l. 13).
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2.5 Rozdéleni statistik X a > | X;.

V nékterych jednoduchych ptikladech lze stanovit rozdéleni statistik piimo
na zdkladeé vysledku uvedenych v [24] To se tyka predevsim rozdéleni statistik

XaY! Xi=nX:

2.5.1

V ndhodném vybéru z normalniho rozdéleni N(u, o) mé statistika X rozde-
lenf N(u, 0%/n) a statistika > | X; ma rozdéleni N(npu, no?) (viz [24], odst.
18.6).

V ndhodném vybéru z libovolného rozdéleni, majictho stfedni hodnotu a
koneény rozptyl o2, lze pro dostateéné velké rozsahy vybért n aproximovat
rozdéleni statistik X a > | X; uvedenymi normalnimi rozdélenfmi (viz [24],
odst. 26.3).

2.5.2

V ndhodném vybéru z alternativniho rozdéleni A(m) ma statistika Y | X;
binomické rozdéleni Bi(n, ) (viz [24], odst. 14.5).

Pro dostatecné velkd n lze rozdélen statistiky >, X, aproximovat roz-
délenim N(nm, nmw(1—m)) (viz [24], odst. 26.7) a rozdélen statistiky X apro-
ximovat rozdélenim N(7, 7(1 — 7)/n).

Piipomenme, Ze statistika > | X, znaci absolutni a X relativni ¢etnost
uspéchu (zdarilych pokusi) v n nezavislych opakovanich téhoz pokusu.

2.5.3

V ndhodném vybéru z Poissonova rozdéleni Po(A\) mé statistika > | X;
rozdéleni Po(n\) (viz [24], odst. 15.4).

Pro dostatecné velkd n lze rozdélenf statistiky > | X; aproximovat roz-
délenim N(nA, n) (viz [24], odst. 26. 7) a rozdélent statistiky X aproximovat
rozdélenim N(\, \/n)

2.54

V ndhodném vybéru z rozdéleni I'(m, o) (tj. z rozdéleni gama) m4 statistika
>, X rozdéleni I'(nm, o) a statistika X md rozdéleni I'(nm, o/n) (viz
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[24],0dst. 22:31)
Pro dostatecné velka n lze aproximovat rozdélent statistiky > X roz-
délenim N(nm, no?) a rozdélen{ statistiky X rozdélenim N(m, o?/n).

2.6 Piiklady.

2.6.1

Necht X = (Xi,...,X,)" je ndhodny vybér z rozdéleni Po()). Podle 2.5.3
m4 statistika 7' = > | X; rozdéleni Po(nA). Odtud statistika X = T'/n m4
rozdéleni

- n)"™ 1 2
P(X =w)=P(T =nw) = ((ni})' exp(—nA), w =0, e
Rozdéleni X Rozdéleni X
x P(X =x) w P(X = w)
0 0,3679 0 0,006 7
1 0,3679 0,2 0,033 7
2 0,1839 0,4 0,084 2
3 0,061 3 0,6 0,1404
4 0,0153 0,8 0,1755
5 0,0031 1,0 0,1755
6 0,000 5 1,2 0,146 2
70,0001 14 0,1044
1,6 0,065 3
1,8 0,036 3
2,0 0,0181
2,2 0,008 2
24 0,0034
2,6 0,001 3
2,8 0,000 5
3,0 0,000 2

Tab. 2.1: Rozdéleni pravdépodobnosti veliciny X s Poissonovym rozdélenim
s parametrem A = 1 a rozdéleni statistiky X ve vybéru rozsahu n =5 z to-
hoto rozdéleni.
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Pro piipad A = 1, n = 5 je rozdéleni pozorované veli¢iny X (tj. rozdéleni
Po(1)) a rozdélenf statistiky X tabelovano v tab. 2.1 (potiebné hodnoty byly
vypoéteny z tabulek [23]). Z tabulky 2.1 je vidét, ze zatimco pro veli¢inu X
pravdépodobnost hodnot rovnych 2 nebo vétsich je 0,1839 + 0,0613 4 ... =
0,2642 a pravdépodobnost hodnoty 0 je rovna 0,3679, tj. pravdépodobnost
ndhodného jevu | X —A| > 1 je rovna 0,3679 + 0,2642 = 0,6321, pravdépodob-
nost jevu |X — A| > 1 je jen 0,0067 4+ 0,0181 + 0,0082 + 0,0034 + ...=
0,0386. Podobné pravdépodobnost jevu |X — A| < 0,5 = 0,742, zatimco
P(]X — )| < 0,5) = 0,3679. Rozdéleni statistiky X ukazuje, jaky je stupen
koncentrace statistiky X kolem skuteéné hodnoty \.

2.6.2

Necht X = (X7, ..., X,)" je ndhodny vybér z rozdéleni s hustotou pravdépo-
dobnosti
f(x) = == exp (—%) , x>0.
To je hustota rozdéleni gama (viz [24], odst. 22.1) s m = 3. Podle 2.5.4
ma vybérovy prumér X hustotu
( ) n3nx3n—1 ( nx
)= ———exp|——
I = B —1yee P
Na obr. 2.1 je graficky zndzornéna hustota pravdépodobnosti veliciny X
(tj. rozdéleni T'(3, 4)) a hustota pravdépodobnosti statistiky X pro piipad
)=2an=>.

)7 x> 0.

2.6.3

Predpokladejme, ze pravdépodobnost prorazeni izolatoru urcitého druhu je
pri daném napéti rovna . Za ticelem zjisténi této pravdépodobnosti se provadi
n nezavislych zkousek. Zavedeme-li nahodné veliciny X;, kde
X; =1, kdyz pri i-té zkousce dojde k prurazu,
=0, kdyz pti i-té zkousce nedojde k prurazu,
pak X = (X1,...,X,,) je za uvedenych podminek ndhodny vybér z alterna-
tivnfho rozdéleni A(7). Statistika

T = Z X; (celkovy pocet prurazi v n nezavislych zkouskach)
i=1
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0,3

o
[=)

Obr. 2.1: Hustota pravdépodobnosti f(z) rozdéleni I'(3,2) a hustota
pravdépodobnosti g(x) statistiky X ve vybéru rozsahu n = 5 z tohoto
rozdéleni.

ma podle 2.5.2 rozdéleni Bi(n, ) a statistika

- T .
X =— (relativni ¢etnost prurazi)
n

m4é rozdéleni

2.7 Ijlohy

2.7.1

Necht X;, X5, X3, X, jsou nezdvisla stanoveni koncentrace urcitého prvku
v roztoku. Predpoklada se, ze smérodatna odchylka vysledku analytické me-
tody je o = 0,2% vysledku. Navrhnéte statisticky popis (model) tohoto expe-
rimentu, najdéte rozdéleni pravdépodobnosti vysledku a vypocitejte pravde-
podobnost, ze chyba vysledku bude mensi nez 0,15%.
X = (Xy,...,Xy) je ndhodny vybér rozsahu n = 4 z rozdéleni
N(u; 0,04), kde p je spravnd hodnota. Koneény vysledek je
statistika X = 1 Z?zlifimajici rozdéleni N(u; 0,01).
Pravdépodobnost P(|X — p| < 0,15) = 0, 8664.
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2.7.2

Necht X1, ... Xy jsou vysledky laboratornich zkousek doby Zivota vyrobku,
o kterém je znamo, ze jeho doba zivota m& exponencialni rozdéleni

1 z
r)=—exp|—=), x>0.
fa)=5ep (=5)

Ucelem zkousek je zjistit stfedni dobu zivota; za konecny vysledek se
povazuje aritmeticky primér naméfenych hodnot. Uved'te statistickou formu-
laci dlohy a vypoctéte pravdépodobnost, ze cela zkouska da vysledek aspon
0 20% veétsi, nez je skutecnd stfedni hodnota doby Zivota.

X = (Xy,...,Xg)" je ndhodny vybér z rozdéleni E(0; 0),
tj. z rozdéleni I'(1; 6). Statistika X = 55 2 X, mé
podle 2.5.4 rozdéleni I'(20; §/20).

~N o0 [e’e) 19
Odtud P(X > 1,26) = [ f(w)dw = [, e’z dt = 0,18.
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Kapitola 3

Rozdéleni statistik pri vybérech
7z normalniho rozdéleni

3.1 Uvod.

3.2 Rozdéleni statistik X a S2.

Méjme nahodny vybéer X = (X1,...,X,)’, n > 2 z rozdéleni N(u, o). Hle-
dejme rozdéleni statistik X a S?. Za tim ucelem uvazujme ndhodné veliciny

1 n
H:%;X%

Yj:;(ixi—(j—nxj), i=2,....n., (3.2.1)
VG =1) \i=

Ozna¢ime-1i Y = (V1,...,Y,), je Y = AX| kde A je matice

<

1 1 1 L 1
\/157 \_/7177 ﬁ? ’ \/ﬁ’ \/ﬁ
el 7 0, 0 0
1 L =2 0 0
A = NG V6’ NG 9 )
1 1 1 . 1 —(7;—1)
VInn-1]"  {/Inn=1)]"  /[n(n-1)]’ TV Int-1)] /In(n-1)]
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Protoze A je ortogonalni matice, plati (viz [24], piikl. 24.8 a tloha 24.9.4)
Do Y7 =230 X7 aveliciny (3.2. 1) jsou vzdjemné nezdvislé, Y ma rozdéle-
ni N(u\/ﬁ 0?) aYs,,Y, maji rozdélent N(O 0?). Odtud vyplyv4, Ze statistiky
X =Vi/Vna X,V =5 Y} —nX =L, X2—nX =30, (X -
X)? = (n — 1)S? jsou nezavislé. Tudiz i statistiky X a S? jsou nezavislé,
X mé rozdéleni N(u, 02/n) a velicina (n — 1)52/0? m4 rozdéleni x*(n — 1)7

nebot

(n— 1) 2

= Z Y, Z
kde veli¢iny Us, . . ., U, jsou vzajemné nezavislé a kazd4 m4 rozdéleni N(0, 1).
Tudiz veliciny UZ, ..., U2 jsou vzdjemné nezavislé, kazdd ma rozdéleni y?(1)

a jejich soucet mé (viz [24], ¢l 22) rozdéleni x?(n — 1).
Stfedni hodnota

E(M>:2’”F(H_—+T> r>—";1. (3.2.3)

o2

Tento vztah vyplyva ze vztahu (22.2.3) préce [24], nebot rozdéleni x?(n—
1) je specialni piipad rozdéleni I'(m, ) pro m = (n —1)/2 a § = 2 (viz [24],
odst. 22.5).

Z (3.2.3) pak dostavame pro stfedni hodnotu a rozptyl statistiky (2.2.6)

1(s) = ( 2 )é F@ S (3.2.4)

2 T*(% a1 —1
var(S) = (1 - %) o? = %02.

Ch—1

V [23] jsou tabelovany hodnoty ¢, 1 a ¢2_; pron — 1 =1(1)100.

3.3 Rozdéleni ¢t (Studentovo)

Uvazujme dvé nezavislé ndhodné veliciny U a y?, pficemz U ma rozdélen{
N(0,1) a x* m4a rozdélen{ x?(v). Hledejme rozdéleni veliciny

U

Vv

T = (3.3.1)
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Sdruzend hustota pravdépodobnosti f(u, ) velicin U a x? je rovna

1 2 1
f(u,x):\/%e 22V/2F(y/2)m

Pouzijeme-li postupu odst. 13.8 v [24], je sdruzend hustota pravdépodobnosti

W2 1e=3 —co<u<oo, x>0.

velicin T'=U/+/ X 3 Z = x? ddna vyrazem

v

1 z t2 z
_ w2)-1,-3(1+2) [2
g(t, z) 2(V+1)/2F(V/2)ﬁz e 2 \/:, oo <t<oo, z>0.

Odtud hustota pravdépodobnosti

alt) = /O " gt 2)d

veli¢iny (3.3.1) je rovna

t2 _ v+l

9,(t) = Lt (1 - ;) P —o<t<oo (3.3.2)

B(3: 5)Vv

Rozdéleni zavisi na jediném parametru v, ktery je roven poctu stupnu
volnosti rozdélen veliciny x? ve jmenovateli veliciny (3.3.1). Rozdélen{ s hus-
totou pravdépodobnosti (3.3.2) se nazyva rozdéleni t (nebo Studentovo rozde-
leni) o v stupnich volnosti. Toto rozdéleni oznac¢ime symbolem t(v).

Hustota pravdépodobnosti g,(t) je symetrickd podle bodu t = 0 a jeji
tvar zavisi na parametru v (viz obr. 3.1). Jelikoz

je

lim g,(t) = —=e 2, —o0o<t< o0,
V—00 () (27-(-)

tzn. ze pro rostouci v konverguje g, (t) k hustoté pravdépodobnosti rozdéleni
N(0, 1).
Pro distribuéni funkci G, (t) v dusledku symetrie g, (t) plati

G,(t)=1—-G,(-t), —oo<t<o0. (3.3.3)
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Obr. 3.1: Hustota pravdépodobnosti rozdéleni t(v).

100P% kvantily t,(v) rozdéleni t(v), tj. hodnoty, pro néz plati

G,(tp(v))=P, 0<P<l, wv=12,..., (3.3.4)
jsou tabelovany, napt. v [23] pro v = 1(1) 150 (5) 250 (10) 300 (20) 500 (50) 1000
aP=0,9; 0,95 0,975; 0,99; 0,995; 0,9975; 0,999; 0,9995.

Vzhledem k symetrii rozdéleni t(v) podle bodu ¢ = 0 plati

tp(v) = —t1_pv), 0<P<1, wv=12 ... (3.3.5)

Vratme se nyni ke statistikdm X a S? ve vybéru z rozdéleni N(v, o?).
Z odstavce 3.2 vyplyvd, ze velicina U = (X — v)y/n/o mé rozdéleni N(0, 1),
veli¢ina (n — 1)S?/0? méa rozdéleni x*(n — 1) a ze tyto dvé veliciny jsou
nezavislé. Tudiz veli¢ina

e N STy

(n—1)S52 S
o2(n—1)

(3.3.6)

ma rozdéleni t(n — 1).
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3.4 Rozdéleni F

Méjme dvé nezdvislé ndhodné veliciny x? a x3, pficemz x7 md rozdéleni
1 2) 1
X2(v1) a x3 méa rozdéleni x?(v). Stanovme rozdéleni veliciny

2
F= X;/”l. (3.4.1)
X3/ V2

Uvazujme nejprve ndhodnou velicinu Y = x%/x3. Tato veli¢ina m4 (viz
[24], vztah (13.7.4)) hustotu pravdépodobnosti

o
55 %)

27 2

vi1tvg

y%”1‘1(1+y)_ =, y>0.

9(y) = /000 xfo, (xy) fo,(z)de =

Veli¢ina F' = 15Y /1y mé pak hustotu pravdépodobnosti

1 141 V?l Y1 q 121 _ulguz
hoyo(2) = ———=(—) 22 (14+ —x ., x>0,342)
1,2 )

B(%,%) \vs 2
= 0, x <0.

Rozdéleni zavisi na dvou parametrech vy a vy (poCty stupnu volnosti) a
nazyva se rozdeleni F' o vy a vy stupnich volnosti. Toto rozdéleni oznacime
F(v1,v2). Rozdéleni je asymetrické (viz obr. 3.4) a jeho modus & = (v, —
2)/(vi(v2 +2)) pro vy > 2.

Uvazujme velicina (3.4.1). Pak velicinu F'~! lze vyjddrit ve tvaru

_ X%/V2
X%/Vl

F—l

a tato veli¢ina ma rozdéleni F(vy, v1). Plati tedy:
Md-li ndhodnd velicina F rozdéleni F(vy,vs), md velicina F~ rozdéleni
F(vy, 1), tJ. opét rozdéleni F, ale s opacnym potadim poctu stuprii volnosti.

100P% kvantily Fp(vy, 15) rozdéleni F(vq, 1), tj. hodnoty, pro které plati

P(F S FP(Vl,V2)> = HVl,VQ (FP(V17V2)) = P,
0<P<l, v, vy =12..., (343)

jsou tabelovany, napf. v [23] pro v; = 1(1)30(5) 50 (10) 100, 120, 150, 180,
200 (100) 1000, 0o, w = 1(1)30(2)50 (5) 100 (20) 200 (100) 500, 1000, co a



26 KAPITOLA 3. ROZDELENI STATISTIK ...

Obr. 3.2: Hustota pravdépodobnosti rozdéleni F' (v, vs).

P =0,9; 0,95; 0,975; 0,99; 0,995; 0,9975; 0,999; 0,9995. V (3.4.3) znaci
H,, ,,(x) distribuéni funkei veli¢iny (3.4.1).
Pro kazda vy, vy, = 1,2, ... plati

1

_— O0<P<1, 3.44
FlfP(VQJ/l) ( )

FP(VlaVZ) =

nebot

1—-P= P(F Z FP(Vl,VQ)) =
= P(F”1 < 1/Fp(1/1,y2)) = P(F’1 < Fl,p(ug,yl)).

Posledn{ vztah vyplyvd z toho, Ze velicina F~! m4 rozdélen{ F (v, vy).

3.5 Dva nezavislé vybeéry.

Méjme néhodny vybér X = (Xi,...,X,,)" z rozdéleni N(uy,0?) a ndhodny
vyber Y = (Y1,...,Y,,) z rozdéleni N(us,02). Necht vybéry X a Y jsou
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nezavislé. Oznacme

_ 1 & 1 2l _
X = =) X, S§= X, — X)? 3.5.1
vy - 2 iy sz ! i(y Y)?

- TLQ — 79 2 n2 . 1 — 2 9

vybérové prumeéry a vybérové rozptyly téchto dvou vybeéri (S7 md vyznam
pro ny > 2 a S% pro n > 2).

7 odstavce 3.2 a z nezavislosti ndhodnych vybéru vyplyva, ze statis-
tiky X, S?, Y a S2 jsou vzdjemné nezavislé, statistika X mé rozdéleni
N(p1,07/n1), statistika Y mé rozdéleni N(u2, 03 /ns), veli¢ina (ny —1)5% /07
m4 rozdéleni x*(n; — 1) a velicina (ny — 1)S3 /05 mé rozdéleni x?(ny — 1).
V dusledku toho ma velic¢ina

(X =Y) = (11— pa)

U= 3.5.2
Vo2 /ny + o2 /ny (3:52)
rozdéleni N(0, 1).
Je-li 02 = 02 = 0, mé4 velicina
(ni — 1St (np —1)S3 RS ~2 77\ 2
o2 * o? :F[Z(Xi_)o +Z(Y2_Y)]:
i=1 -1

— 252

_ it =D g5

g

rozdéleni x?(ny+mny—2), nebot jsou-li x? a x3 dvé nezavislé ndhodné veli¢iny,
piicemz veli¢ina x? ma rozdéleni x?(v), tj. rozdéleni T'(v/2, 2), a velicina
X5 mé rozdéleni x?(1s), tj. rozdéleni T'(15/2, 2), m4 jejich soucet rozdéleni
I ((1+12)/2,2), tj. rozdélenf x*(v1 +vs) - viz [24], odst. 22.3 a 22.5; v naSem
piipadé je vy =ny — 1 a vy =ng — 1.

Protoze veliciny (3.5.2) a (3.5.3) jsou nezdvislé, ma v pripadé o = o3 =
o? veli¢ina

T — U :X_Y_(Ul_NZ) (3.5.4)

/52 Sv/1/ny 4+ 1/ny

rozdéleni t(n; + ny — 2).
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Dale veli¢ina 5 o o
_ Sifoi _ Sioy

= = 3.5.5
Si/o  Siol 559
mé rozdéleni F(n; — 1,ny — 1).
3.6 Piklady.
3.6.1
Stanovme rozdéleni nahodné veliciny
1/1F
Y = —— 3.6.1
Vo + I/lF’ ( )

mé-li velicina F rozdéleni F(vy, 1).

Z (3.4.2) a ze vztahu (13.2.1) a (23.1.1) prace [24] vyplyvd, Ze veli¢ina
(3.6.1) ma rozdéleni Be(v/2,15/2).

Lze tedy distribuéni funkci H,, ,,(z) rozdéleni F(uvy, v») vyjadiit pomoci
netplné funkce beta (viz [24], odst. 23.2)

1% 14
Hw,uz (13) = la (51; 52)7 (362)

kde .
a=— ) (3.6.3)
Vg + 117
3.6.2
Meéjme ndhodny vybér Y = (Yi,...,Y,) zlogaritmicko-normélniho rozdélent

LN(u, 0%) (viz [24], odst. 19.1). Oznacime-li
X, =InY;,, i=1,...,n,

predstavuje X = (X1,...,X,) = (InYi,...,InY,) ndhodny vybér z rozdéleni
N(p, o).
Tudiz statistiky

_ 1<
X = - InY; 3.64
HX; n (3.6.4)

n n

? ! X)? 1 2 - 2
§ = —= > (ImYi-X) zm(nZ(lnm —(;myi))

i=1 =1
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jsou nezdvislé, X ma rozdéleni N(u, o /n) a velicina (n—1)S?/0? ma rozdélent
2
X*(n—1).

3.7 Statistiky ve vybérech z dvourozmeérného
normalniho rozdéleni.

V préaci [24], odst. 24.5, jsme uvazovali dvourozmérné normalni rozdéleni,
které zavisf na péti parametrech uy, pe, 02, o3, p.

Ndhodnym vybérem rozsahu n  z tohoto rozdéleni rozumime n dvou-
rozmérnych ndhodnych veli¢iny (X;,Y;), i = 1,...,n; pficemz tyto dvou-
rozmérné nahodné veli¢iny jsou vzdjemné nezavislé a kazdd ma totéz dvou-
rozmérné normalni rozdéleni.

Oznac¢me

Veliciny Dy, ..., D, jsou vzajemné nezavislé, vSsechny maji normalni roz-

déleni N(A, 0%), kde
A:E(Dl):,ul—,u% O'QD:O'%—FO'S—QpO'lO'Q, 221,,’” (372)

Uvazujme statistiky

D =) D=X-Y, (3.7.3)
=1
1 i _ 1 n n ,

Sp = n_lg(Di—DP:m(n;Df—(;Di)>, n>2.

Protoze D = (Dy,...,D,)" tvoif nahodny vybér z rozdéleni N(A, 03,),
vyplyvd z odst. 3.2, ze statistiky D a S% jsou nezdvislé, D mé rozdélent
N(A, 0% /n) a velicina (n — 1)S% m4 rozdéleni x?(n — 1). Tudiz veli¢ina

DA

T
Sp

N (3.7.4)

ma rozdéleni t(n — 1).
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Déle uvazujme statistiku

- Z?:l(Xi - 7)<Yz - 7) — (3'7.5)

V(S -02) (S - v)
ny i XY= 0, X)), Ya) ’
\/(” > i X = (2 Xi)2) (n Do Y= (2 YDZ)

Tato statistika se nazyva vybérovy koeficient korelace. Jeji hustota pravde-
podobnosti zavisi jen na parametru p a ma tvar (viz [6], str. 398).

(1—r3)", (3.7.6)

g(r) = F(nfl)r n—2 N

V piipadé p = 0 se g(r) zjednodusi na tvar
o) = — 1 a2t o< (3.7.7)
B(3,%7%) ’ ’
= 0, Ir| > 1.

N |+

Pouzijeme-li vztahu (13.2.1) préce [24], zjistime, zZe statistika

mé v piipadé p = 0 hustotu pravdépodobnosti

h(t) ! (1+ t ) <t<
= —00 &8
n — 2 Y )
tj. — vzhledem k (3.3.2) — m4 statistika (3.7.8) v piipadé p = 0 rozdéleni
t(n — 2).
Pro ptipad obecného p, —1 < p < 1, se ¢asto pouziva transformace
1 1+

Z =—In ,
2 1-—r

(3.7.9)
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navrzena R. A. Fisherem. Jiz pro mald n (feknéme n > 10, neni-li |p| ptilis
blizké 1) m4 veli¢ina Z pfiblizné normalni rozdéleni se stfedni hodnotou

L. 14p P P
E(Z) = -1 = P 7.1
) == = T amo (8.7.10)
a rozptylem
1
7) = 711
var(Z) -t (3.7.11)
takze ndhodna velicina
1 p
—n—-3):(Z2-¢—-—L— 7.12
e I

mé& pro takovato n priblizné rozdéleni N(0, 1).
Uvazujme jesté dvourozmérné veliciny (D;, B;)', i = 1,...,n, kde D; jsou
veli¢iny (3.7.1) a B; jsou dény vztahy

Dvourozmérné veliciny (Dy, B1)',...,(D,, B,)" jsou vzajemné nezavislé,
kazdd mé dvourozmérné normalni rozdéleni (viz [24], odst. 24.5) se stfednimi
hodnotami E(D;) a E(B;), rozptyly var(D;) a var(B;) a koeficientem korelace
p(D;,B;), i=1,...,n.

Pritom E(D;) a var(D;) jsou dany vyrazy (3.7.2) a

E(B;) =y + pia, var(B;) = 07 + 03 +2p0109, i=1,....n. (3.7.14)
Dale kovariance

cov(D;, B;) = E((X; = Y)(Xi +Yi)) — (11 — p2) (g1 + pio) =
= B(X}) - B(Y?) — (0 —p3) =0t =03, i=1....m,

takze

2 _ 2
p(DzaBl) = 91 72 1=1,...

V(o7 +03)? — 420703 ’

.n. (3.7.15)

Je-li 0 = 02 = 02, je p(D;, B;) = 0,1 = 1,...,n, takze v tomto piipadé

jsou (viz [24], odst. 24.3) veliciny D; a B; nezavislé, D; ma rozdéleni N(,u1 —
po, 202 (1 — p)) a B; ma rozdéleni N(ul + g, 20%(1 + p)), i=1,...,n.



32 KAPITOLA 3. ROZDELENI STATISTIK ...

3.8 Ulohy.

3.8.1

Stanovte stfedni hodnoty a rozptyly veli¢in (3.3.1) a (3.4.1).
E(T)=0prov >2, var(T) = ;%5 pro v > 3,

E(F) = ,,21/32 pro v, > 3, var(F) = % pro vs > 5.

3.8.2

Ukazte, ze ¢tverec ndhodné veli¢iny (3.3.1) ma rozdéleni F(1,v). Vyjadiete
100P% kvantil rozdéleni F(1,r) pomoci kvantilu rozdéleni t(v).

[Fp(l,v) = thipp®), 0,56<P<1, v=12... ]

3.8.3
Cemu je roven median rozdélenf ¢(v) a rozdéleni F(v,v)?

to}g,(V) :O, V= 1,2,,

Fos(v,v)=1, v=1,2,... (vyplyvd z (3.4.4).
3.8.4

Vyjadiete 100P% kvantil statistiky (3.7.5) v piipadé p = 0 pomoci kvantilu
rozdéleni .

— tP_ g —
P (t%+n—2)%’ tP tP(n 2)7 0<P<l.



Kapitola 4
Usporadany vybér

4.1 Poradkové statistiky.

Méjme ndhodny vybér X = (Xy,...,X,)" z daného rozdéleni. Necht X () <
X < ... < X je tyz ndhodny vybeér usporadany vzestupné podle ve-
likosti. Pak X(;y se nazyvé i-td poradkovd statistika, i = 1,...,n. Vektor
X* = (Xqy, ..., X@n) se nazyva usporddany vibér z daného rozdélent.

Statistiky X(;) hraji napf. zdsadni roli v testech zivotnosti, jestlize test se
provadi tak, ze se zacne v témze okamziku zkouSet zivotnost n vyrobku, ale
zkouska se skonéi po doziti prvnich r vyrobku, 1 < r < n. Vysledky téchto
zkousek jsou hodnoty statistik X(i),..., X(.

Jindy nés zajima statistika X (1) (nejmensi pozorovani), napi. pii studiu
pevnosti nebo inavy materidlu, ¢i statistika X,y (nejvétsi pozorovani), napi.
pri sledovani maximalni hladiny nadrze ¢i pii analyze vlivu maximalni tihy
snéhu na stavebni konstrukce nebo pfti studiu hrubych chyb n opakovanych
méfeni (zda X, ¢i X(q) nejsou tzv. odlehld pozorovani).

Nekteré funkce statistik X(;), napi. vybérovy medidn ¢i vybérové rozpéti
(viz dale), mohou slouzit jako charakteristiky polohy ¢i variability ndhodného
vybéru a pomoci nich usuzujeme na odpovidajici charakteristiky rozdéleni,
z néhoz nas vybér pochézi.

Nejprve nalezneme rozdéleni statistik X1y a X(,) a poté rozdéleni sta-
tistiky X(;) pro obecné 7, 1 < ¢ < n. Pak budeme uvaZzovat vicerozmeérné
statistiky (Xgy, ..., X@,), 1< <ia<...<ip<n, 2<k<n.

33
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4.2 Rozdéleni statistik X(;) a X,.

Meéjme nahodny vybér X = (Xi,...,X,)" z rozdéleni, které ma distribuéni
funkci F(x).
Uvazujme statistiku X(,,) a oznac¢me F,)(x) distribuéni funkei této sta-
tistiky. Ziejmé
Fuy(z) = P(Xgy <2)=P(X; <aji=1,....n)=[[P(X; <z), (42.1)

takze
Fouy(z) = (F(z))", —oo<z< .

Je-li rozdéleni, z néhoz vybér pochéazi, rozdéleni spojitého typu s dis-
tribuéni funkei F(z) a hustotou pravdépodobnosti f(z) = dF(x)/dz, ma
statistika X(,) hustotu pravdépodobnosti

. dF (n) (ZL’)

fny () = de nf(x) (F(x))nil, —00 < 1 < 00. (4.2.2)

Obdobné oznacme Fy)(x) distribucni funkci statistiky X (. Jelikoz

1—-Fa(z)=PXqy>z)=P(X;>z,i=1,...,n) = HP(Xi > ),
=1
je
Fay(w) =1-(1-F(2))", —oco<z<oo. (4.2.3)

Pro vybér ze spojitého rozdéleni ma statistika X ;) hustotu

foy(@) =nf(@)(1 - F@))"", —oco <z < oc. (4.2.4)

4.3 Rozdéleni statistiky X;.

Dosud jsme uvazovali statistiky Xy pro ¢« = 1 a ¢« = n. Pro libovolné
1 < i < n je distribuéni funkce F;)(x) statistiky Xy v bodé z rovna
pravdépodobnosti, ze aspon i z n nadhodnych velicin Xy,..., X, nabude
hodnoty mensi nebo rovné z. Tato pravdépodobnost je vSak rovna souctu
pravdépodobnosti, ze pravé t z n velicin X, ..., X,, nabude hodnoty mensi
nebo rovné x a n —t jich nabude hodnoty vétsi nez x, prot =14, 1+ 1,...,n.
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Je tedy

Fiy(z) = Z (7;) (F(:c))t(l — F(x))n_t, —00 < & < 00. (4.3.1)
t=i

Je ihned vidét, ze (4.2.1) a (4.2.3) jsou specidlni piipady (4.3.1) proi =n
ai=1.

V piipadé vybéru ze spojitého rozdéleni m4 statistika X(; hustotu

foa) = 2 S (7 ) (P @) (1 - Fl) -

o \t—1
- Z( @) - Fey
. Z
o) = a1 ) (F@) H@) (- P = 132)
- S FE) @ - Fo) T, e < <o

Pro vybéry ze spojitych rozdéleni lze tedy distribucni funkei Fi;)(z) sta-
tistiky X(;) vyjadrit pomoci netiplné funkce beta (viz [24], odst. 23.2)

F; = y(z)de = 1 =)t =

= Ipw(i,n—i+1), 1<i<n, —oo<z<oo,  (433)

pripadné pomoci distribu¢ni funkce rozdéleni F (viz vztahy (3.6.2) a
(3.6.3))

— 1+ F
F(i)(x):Hi—l,n—i—l—l( (n—i+1)F() ), 1<i<n

(i —1)(1 - F(z))

(4.3.4)

Je-li spojité rozdéleni symetrické podle bodu g, tj. plati-li vztahy (viz
[24], odst. 10.13)

fle)=fQu—=2z), Fla)=1-FQ2u-—=z), -—-oco<zx<oo, (4.3.5)
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pak plati
Jo—iv(@) = fy(2u —x), —oo <z < oo0. (4.3.6)

pro vSechny ¢ = 1,...,n; o tom se ihned piesvédcime, dosadime-li do vyrazu
(4.3.2) pro n —i+ 1 vyrazy (4.3.5).

Pro vybéry ze spojitého rozdéleni jsou stredni hodnota a rozptyl statistiky
X(;) dany vyrazy

E(X(i) = /_OO :cf(z-)(x) dz (4.3.7)

o0 9 o
V&I‘(X(i) = / (33‘ — E(X(Z'))) f(i) (Z‘) dx = / :L‘Qf(i) (1‘) dx — EQ(X@)).
(4.3.8)
Vétsinou stiedni hodnoty a rozptyly nelze jednoduse vyjadrit a museji se
tabelovat.

4.4 Piiklady.

4.4.1

Stanovme hustotu pravdépodobnosti f(;)(x) pro piipad vybéru z exponencidlniho
rozdéleni E(A, §). Dosazenim do (4.3.2) dostavdame

n' 1 x—A i—1 1 .
; — “(1=—e 5 > —g(n—z—i-l)(z—l)’ > A,
Jo @) (i—l)!(n—i)!é( ¢ ¢ v

= 0, z < A. (4.4.1)

Pro i = 1 zjistime, ze statistika X(;) ma rozdéleni E(A, §/n).

4.4.2
Pro vybér ze spojitého rozdéleni symetrického podle bodu p vyplyva z (4.3.6)

E(Xp-iy1) = / T fn—it1)(r) do = / x fiy(2n — x) do =

—00 — 00

-/ " - ) fo () dy,

—00
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takze
E(X(n_i+1)) = 2u—E(X(i)), 1= 1,...,n. (4.4.2)
Odtud vyplyva, ze
Xy + Xnei .
E< “+2( “’):u, i=1,....n. (4.4.3)

Pripomenme, ze pro symetrické rozdéleni jsou stiedni hodnota i medidn
tohoto rozdéleni rovny pu.
Déle rozptyl
2

Var<X(nfi+1) = / (33 - E(X(nfiJrl))) f(nfi+1)(3?) do =

[e.e]

- /_OO (v = 2+ E(X@)) fo(2u — 2)de =

o 2
= [ - BXw) oW
takze
var(Xg,—ip1y) = var(Xy)), i=1,...,n. (4.4.4)
4.4.3

Vyberovy median je statistika
X = X((n+1)/2), n hChé, (4.4.5)

1 ,
= 53Xz + X@s2y, 1 sude.

7 (4.3.2) vyplyva, ze pro n liché ma X hustotu pravdépodobnosti
n! (n+1)/2 (n+1)/2
fininyo)(@) = ————(F(z)) flz)(1 = F(2)) ,

—oo <z <oo (4.4.6)
7 prikladu 4.4.2 vyplyva, ze pro symetrické rozdéleni je
E(X)=pu (4.4.7)

pro n liché i pro n sudé.
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4.4.4

Oznacme (,) p100P% kvantil statistiky X, (viz [24], odst. 10.8). V piipadé
ndhodného vybéru ze spojitého rozdéleni vyplyva z definice kvantilu [viz [24],
vztah (10.8.2)] a z (4.2.1), ze

P = F(n)(x(n),P) = (F(x(n)ﬁP))n’

takze
rmpr=Xg, Q=+VP, 0<P<l, (4.4.8)

tj. 100P% kvantil statistiky X,y je roven 100 {/P% kvantilu rozdéleni, z néhoz
nahodny vybér pochazi.

Obdobné, oznacime-li (1) p 100P% kvantil statistiky X1y, vyplyvé z rov-
nice (4.2.3), ze

rayp =9, @Q=1-4%/(1-P), 0<P<L (4.4.9)

Napf. pro vybér rozsahu n = 5 z rozdéleni N(10,4) je 90% kvantil statis-
tiky X(5) roven

Ll’,‘(5);0’9 = :U —I— 0U07979 = 10 —|— 2 . 2, 033 52:14, 067,
nebot /0,9 = 0, 979.

4.4.5

Oznacme x(;y p 100P% kvantil statistiky X(;),1 <@ < n. V piipadé vybéru
ze spojitého rozdéleni vyplyvé z definice kvantilu a z (4.3.3), ze

1 F(z@y,p) . By
P = Fu(ze,r) = B n—i+1)/0 N — )" dE =

1 Wp .
= N1 — )i dt
B(i,n—i+1)/0 ( ) ’

kde w, znaci 100P% kvantil rozdéleni Be(i,n —i+1). TudiZ ;) p se nalezne
ze vztahu

Flxgpp=wp, 1<i<n, 0<P<L (4.4.10)
Napiiklad pro vybéry z rozdéleni N(u, o?) je

Flzg.p = @(M) — wp,

g
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takze
Tep = p+oug, Q= wp. (4.4.11)
Z (3.4.3), (3.6.2) a (3.6.3) vyplyva, ze

B iFp(2i,2(n—i+1))
Cn—i+1+iFp(2i,2(n—i+1))

wp 1<i<n, 0<P<1. (44.12)

Ozna¢ime-li wp = wp(i,n —i+ 1), vyplyva z (4.4.12) a (3.4.4), ze
wi_p(i,n—i+1)=1—wpn—i+1,4), 1<i<n, 0<P <1 (4.4.13)

Napf. pro vybér rozsahu n = 5 z rozdéleni N(10, 4) je 1% kvantil statistiky
X(2) roven

$(2);0701 =10+ 2U07033 =10 — 2u0,967 =10—-2- 1, 838424 = 67 323,

nebot

Q= w0701(2,4) =1- w0799(4, 2) =
A FRg(84) 2
24+ 4 Fygo(8,4) 24+4-14,799

=0,033.

4.5 Rozdéleni vicerozmérnych poradkovych
statistik.

Uvazujme nyni dvourozmérnou statistiku (X,), Xa,))', 1 < iy < i < n.
Sdruzend distribucni funkce F, i,)(2,y) = P(Xqu,) < o, X, < y) statistik
X(i;) a X(;,) je rovna pravdépodobnosti, Ze aspoii i; z n nahodnych velicin
Xq,...,X, nabude hodnoty mensi nebo rovné x a zaroven aspon i, z téchto
n nahodnych veli¢in nabude hodnoty mensi nebo rovné y. Pro z < y je tato
pravdépodobnost rovna souc¢tu pravdépodobnosti, ze pravé t; velicin nabude
hodnoty z intervalu (—oo, ), pravé t, velicin nabude hodnoty z intervalu
(r,y) a pravé n — t; — to veli¢in nabude hodnoty z intervalu (y, o), pro
th=11,...,n, to="T,...,n—ty, kde T'= max(0, is — t1).
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Tudiz

F(il,ig) (1’7 y) -

n n—ty

=22 i il!tl 1)l (F@)" (Fly) = F(2))* (1= F(y))" """,

t1=1i1 to=T

—oo<zr<y<oo (45.1)

Jednotlivé ¢leny souctu (4.5.1) jsou pravdépodobnosti multinomického rozdéleni
(viz [24], odst. 17.1) pro k = 3.
Pro x > y je

Fliyiny(2,y) = P(X(iy) <) = Fliy)(y). (4.5.2)

V pripadé vybéru ze spojitého rozdéleni je sdruzend hustota pravdépodobnosti
aQF(il,i2)<x? y)
f(ihiz))(%y) = 890—8y =
- - (F@)"™ F@)(Fly) - Fl)™ '
fy)(1=Fy)"™™, -—-co<z<y<oo, (4.5.3)

=0, jinak,

pro vsechna 1 < 11 < ip < n.

Prvni z vyrazu (4.5.3) dostaneme vypoctem parcidlnich derivaci vyrazu
(4.5.1) a tpravou vzniklych souct.

Je-li spojité rozdéleni symetrické podle bodu p, vyplyva z (4.5.3) a (4.3.5),

ze

f(n712+1,n7’i1+1)(1‘7y) = f(11,22)(2:u - Y 2” - CU)7 —00<T <Y <o, (454)

pro vsechna 1 <11 < ip < n.
Uvazujeme statistiku

n

Y =) aXy+b, (4.5.5)
i=1
kde aq,...,a,,b jsou znama redlna cisla. Pro stanoveni stfedni hodnoty a

rozptylu statistiky Y je zapotiebi znat stfedni hodnoty a rozptyly statistik
X(1),---,X(m a jejich kovariance.
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V pripadé vybéru ze spojitého rozdéleni je kovariance
cov(X i), X(ia)) = / / (2= E(X(i1)) (v = E(X(iz)) firin) (2, y) dady =

00 infty
— [ i dedy - B B(X), s =1,
(4.5.6)

Je-li spojité rozdéleni symetrické, pak z (4.4.2) a (4.5.4) vyplyva, ze
COV(X(n_i2+1), X(n—i1+1)) = COV(X(Z'l),X(Z'2)), 1 S le < ig S n. (457)

Statistiky X, 1 <i <na (X4), Xa)), 1 < i < iy < n, jsou specidlni
piipady k-rozmérné statistiky (Xg,),...,Xu)), 1< < ... <ip <n,1 <
k < n. V pripadé vybéru ze spojitého rozdéleni hustota pravdépodobnosti
(viz [8], str. 9)

n! -
— (17 — Dl(ig — iy — D)V (G — ip—1 — 1) (n — ig)! (F(ﬂfl)) flzq)x
(F<$2) - F(xl))iQ_lf(xg) e (F(mk) — F(xk_l))ik—ik—l—lx

flay) (1 - F(xk))n_ik, —00 < < Ty < ... < 1w <00, (4.5.8)

=0, jinak.

4.6 Rozdéleni vybérového rozpéti.

Z (4.5.3) pro i; = 1 a i3 = n dostavame hustotu pravdépodobnosti statistiky
(X(l)vx(n))/

fam(@y) = n(n—1)f(2)(Fly) — Fx)" " fly), —oo<z<y < oo,
= 0, jinak. (4.6.1)

Statistika R = X(,)_x,, nazyvand vybérové rozpéti, ma distribucni funkci

0 r+z
= 0, z < 0.
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Vétsinou distribu¢ni funkei G(z) nelze jednoduse vyjadiit a je nutné ji
tabelovat. Hustota pravdépodobnosti g(z) statistiky R je rovna

g(z) = / fam (@, x + 2)d,

g(z) = n(n—l)/oo (F(x+z)—F(:E))ndf(m)f(m—l—z)da:, z >0,

o0

— 0, 2<0. (4.6.2)

Stredni hodnotu a rozptyl statistiky R muzeme uréit ze vztahu

E(R) :/ 2g(z)dz, var(R) :/ 2*g(z)dz — E*(R),
0 0
kde g(z) je vyraz (4.6.2), nebo ze vztahu
E(R) = E(Xu — E(Xq)), (4.6.3)

V&I‘(R) = Val"(X(l)) + V&T(X(n)) - 2COV(X(1), X(n)).

Pro symetrické rozdéleni je
E(R) =2p—2E(X(1)) = 2E(X @) — 24, (4.6.4)

var(R) = 2var(X (1)) — 2cov(X 1y, X(n)) = 2var(X(,)) — 2cov(X(1), Xn))-

4.7 Piiklady.

4.7.1

Méjme ndhodny vybér X = (Xi,...,X,,)" z rozdélenf N(u, 02). Pak i-tou
potradkovou statistiku X(;) muzeme vyjadfit ve tvaru

X(i):,u+aU(i), 1=1,...,n,

kde U; je i-ta poradkova statistika ve vybéru U = (Uy,...,U,)" z rozdéleni
N(0, 1).
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Pro stanoveni stfedni hodnoty a rozptylu veli¢iny

Y = iaiXX(i) +b= O'ZCLZU(Z) +,U/iai +b
=1 i=n i=1

je zapotrebi zndt stfedni hodnoty a rozptyly velicin Uy, ..., U, a jejich ko-
variance. V [32] jsou tabelovany stiedni hodnoty E(U;)) a rozptyly var(Uy;))
pron=2(1)20, i=1,2,...,n/2sudéai=1,2,...,(n—1)/2 pro n liché;
pro ostatni i se pouzije vztahu

E(U(Z')) = _E<U(n—i+1)); V&I‘(U(Z-)) = V&I‘(U(n_i_i_l))

vyplyvajicich z (4.4.2) a (4.4.4). V [30] jsou tabelovany hodnoty E(U;)) pro
n = 2(1)50.

Déle jsou v [32] tabelovany hodnoty cov(Uy;,), U,)) pron = 2 (1) 20, 4 =
1,2,...,n/2 pro n sudé, iy = 1,2,...,(n — 1)/2 pro n liché, a pro i, =
i1+ 1,...,n —i; + 1. Pro ostatni i; a iy se pouzije vztahu (4.5.7).

Uvazujme napf. vybérovy median

~ 1 1

X =5Xa + Xp) = p+ 5Ug + Up)
ve vybéru rozsahu n = 8 z rozdéleni N(u, 0?). Z tabulek v [32] zjistime, ze
rozptyl

1
var(X) = 2 (2var(Ug) + 2c0v(Ua), Ups))) = 5(0, 1872 +0,1492) = 0, 1682.

A~ =

4.7.2

V piipadé vybéru z rozdéleni N(0, 1) ma statistika W = U,y — Uqy hustotu
pravdépodobnosti

-1 © e w2 (utw)2
stw) = MO [T (@t w) - o) e w0,

2 oo
= 0, w <0, (4.7.1)

kde ®(u) je distribuéni funkce rozdéleni N(0, 1) (viz [24], odst. 18.2).
Préce [18] obsahuje hodnoty distribu¢ni funkce P(W < w) pro n =
2(1)20 a w = 0,05(0,05)7,25. V [23] jsou tabelovany hodnoty E(W) a
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var(W) pro n =2 (1) 20 a 100P% kvantily wp statistiky W pro n =2 (1) 20
a hodnoty P v rozmezi 0,000 1 az 0,999 9.

Je-li R = X,y — X (1) vybérové rozpéti ve vyberu z rozdéleni N(u, o?), je
R = ow, kde W m4 hustotu pravdépodobnosti (4.7.1). Pak

E(R)=cE(W), var(R)=o*var(W), Rp=cwp,

kde Rp znaci 100P% kvantil statistiky R.
Tak napf. pro vybér rozsahu n = 8 z rozdéleni N(p,4) s libovolnym p je

E(R) =2-2,847201 = 5,694402, var(R) =4-0,672124 = 2, 688496

Ry g5 =2-4,286309 = 8,572618.

4.7.3

Méjme ndhodny vybér X = (Xi,...,X,) z rozdéleni E(A, §) (viz [24],
odst. 20.1). V piikladé 4.4 jsme nalezli hustotu pravdépodobnosti statistiky
X, 1 <4 <n. Stanovme nyni hustotu pravdépodobnosti statistiky

Vzhledem k (4.5.3) je
Ji1i(@,y) =
! i—2 _
= n l (1 — ef%) e I;A ef(nfiJr)%

A<zr<y< oo,

Y

=0, jinak.
Hustota pravdépodobnosti h;(z) statistiky Z; je pak rovna

hi(z) = / Ji-1(x, 2+ z)dx, 2 > 0.
A

, . . _xz—A
Po dosazeni a substituci t = e~ 5 dostaneme

—1 1 ; z
hi(z) = %e(””l)é, z >0, (4.7.2)
= 0, z <0,
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pro i = 2,...,n; polozime-li X = A, plati (4.7.2) i pro ¢ = 1 (viz piikl.
1.4.1).
Uvazujme jesté ndhodné veliciny

2

7 (4.7.2) vyplyva, ze pro kazdé i = 1,...,n méa Y; hustotu

gily) = ze 2, y>0,
; y < 0;

| —

ol

SN

to je vSak hustota pravdépodobnosti rozdéleni x?(2).

4.7.4

Ukazme, ze ndhodné veliciny (4.7.3) jsou vzdjemné nezavislé. Z (4.5.8) vyplyva,
ze sdruzend hustota pravdépodobnosti usporadaného vybéru X* = (X, ...,
X)) je rovna

fanm(@, . xn) = nlf(z)f(ze)... flzn), —oco<z<...<mx, <00,
= 0, jinak. (4.7.4)

V pripadé vybéru z rozdéleni E(A, J) je

n' _1 n _A
fioom(@,. o zn) = —e7s = @A) o< <L <, < 00,

77777

= 0, jinak.

Protoze plati

%Z(QJZ —A) =

— %(n(:ﬁl —A)+(n—1)(xe —x1)+...+2(xp1 — Tp_2) + (v, — xn71>) -

=—(y1+y2+...+Yyn)
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a protoze jakobian

) é
B o(,s ., 0
7 0, SnoT) a3y 0 _ 52
: : : Co 2l
6
0, 0, I

mé vektor Y = (Y7,...,Y,) sdruzenou hustotu pravdépodobnosti (viz [24],
vztah (13.8.4))

y%) = gz(y)7 Yi >Oa i:17"'7n7
i=1 =1
= 0, jinak.

DN | —

1 n n
9 ym) = Q—neXp<—
tj. veliciny (4.7.3) jsou vzdjemné nezavislé.

Odtud napi. vyplyva, Ze statistiky X;,) a X(,) — X(;,) jsou nezdvislé pro
vSechna 1 < iy < iy < n.

4.8 Ulohy.

4.8.1

Uvazujte ndhodny vybér X = (X3,...,X,,) z rozdéleni, které ma hustotu
pravdépodobnosti f(z) =1, 0 < z < 1, f(z) = 0, jinak. Stanovte hustoty
pravdépodobnosti, stfedni hodnoty a rozptyly statistik X;), 1 <i < n.

fo @) = g’ (L —2)", 0<az <1, ]

_ —i(n—i+1) .
E(Xqu) = var(X(;)) = G vt 1<i<n.

i
n+1’

4.8.2

Uvazujte 100P% kvantil statistiky X,y ve vybéru rozsahu n z rozdéleni
N(u, 0%) a 100(1 — P)% kvantil statistiky X () v témze vybéru. Jaky vztah
plati mezi témito dvéma kvantily?

[I(n)JD = 2,u — X(1),1-P; 0< P<1.
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4.8.3

Pomoci tabulek stfednich hodnot vybérového rozpéti W z rozdéleni N(0; 1)
(viz [23], tab 15 A) stanovte stfedni hodnotu £(X()) pro vybér rozsahu 10 z
rozdéleni N(30; 4) a stfedni hodnotu £(X12) pro vybér rozsahu 12 z rozdéleni
N(—10; 2,25).

26,922; —7,556.

4.8.4

Uvazujte usporadany vybér X* = (X, ..., X)) z rozdéleni E(A, 0). Jaké
rozdéleni ma statistika

2 q
= 5( > (X =X+ (n—9)(X ) _X(p))>7 0<p<q<n?
1=p+1

Cemu jsou rovny stfedni hodnoty a rozptyl veliciny V = 6T/27 (Vyuzijte
velic¢in (4.7.3)!)

[X2(2q —2p), E(V)=(q—p), var(V)=(q—p)*

4.8.5

Stanovte stfedni hodnotu statistiky U ve vybéru rozsahu 2 z rozdéleni
N(0, 1). (Vyuzijte vztahu (4.6.2) a (4.6.4)!)
)
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Kapitola 5

Podstata tlohy odhadu: bodové
a intervalové odhady

5.1 Priklad.

Obecnou tlohu odhadu parametru v rozdéleni pravdépodobnosti osvétli nej-
lépe jednoduchy priklad. V laboratofi se méri doba zivota n vyrobku nového
typu (napf. pocet sepnuti, ktery vydrzi novy druh kontaktu pro relé, nez
opaleni jejich povrchu dosdhne urcitého stupné, nebo pocet otacek, které
snese valivé lozisko, dokud nedojde k vydrolovani povrchu kulicek nebo vniti-
niho povrchu pouzdra, apod.). Cilem zkousek je zjistit, jaky podil vyrobkua
tohoto typu bude mit dobu zivota delsi nez dané ¢islo A (napt. 800 000 sepnuti

u kontaktu relé, 107 otdcek u loziska apod.). Ozna¢me Xj,..., X, méfené
doby zivota. Je tieba najit funkci n proménnych T'(zy,...,x,), kterd po
dosazeni namérenych hodnot velicin X7,..., X, bude ,,dobrym piiblizenim*

k hledanému podilu vyrobku s dobou zivota vétsi nez A.

Statisticka podstata uvedené tlohy je tato: Doba zivota vyrobku je nahod-
nd velicina X s distribuéni funkei F(z), i pti pfesném dodrzeni postupu a
stejnych provoznich podminkéch (ty jsou pii zkousce v laboratofi zaruceny)
budou doby zivota jednotlivych vzorku ruzné. Tvar distribuéni funkce F'(x)
z&visi na druhu vyrobku a na mechanismu, ktery vyvoldva opotiebeni (t¥eni,
tepelné namdhani atd.). V nasem piikladé lze ocekédvat, ze distribuéni funkce
F(z) bude mit tvar

F(z)=1- (5 aso,

o1
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tj. ze X méa Weibullovo rozdéleni. Distribu¢ni funkce F(z) zde zavisi na
¢islech 0 a ¢, tzv. parametrech rozdéleni. Tyto parametry jsou zase dany
zpusobem zpracovani (technologii), podminkami provozu atd. Z velkého po¢tu
vyrobku daného typu pii dané technologii podil téch, jejichz doba zivota
prekroc¢i dané kladné ¢islo A, bude priblizné roven

PX > A)=1— F(A) = (3)

To znamen4, ze hledana funkce je funkci dvou parametru § a ¢ zavislych na
konkrétnich podminkdch (materidl, technologie, zpusob uzivéni).

Meérené doby zivota Xi,..., X, tedy jsou v daném ptikladé ndhodnym
vybérem z rozdéleni s distribuéni funkci

F(z;6,¢) =1— e*(%)c, x> 0;

zépisem F'(x; 4, ¢) jsme vyjadrili skuteénost, ze distribu¢ni funkce F'(x) zavisi
na dvou parametrech ¢ a c. Hleda se statistika T'( X7, ..., X,,), kterd by , dobte
aproximovala“ skutecnou hodnotu

7(d,¢) = e_(%)c.

Jakozto statistika — tj. funkce ndhodného vybéru —je T' = T(Xq, ..., X,,)
nahodna veli¢ina, ktera ma také své rozdéleni pravdépodobnosti; bylo by
zéddouci zvolit funkei T'(X7, ..., X,) tak, aby s co nejveétsi pravdépodobnosti
nabyvala hodnot blizkych skuteéné hodnoté 7(d,c). Protoze uzndvame, ze
T =T(Xy,...,X,) je ndhodna veli¢cina a muze nabyvat s ruznymi pravdépo-
dobnostmi hodnot blizkych spravné hodnoté 7 = 7(d,¢), nazyvame 1T =
T(Xy,...,X,) odhadem parametrické funkce 7(4, c).

Pii dukladnéjsim rozboru méfrenych hodnot X, ..., X, se musime vénovat
jesté otazce ohodnoceni chyb, kterych se muzeme dopustit, kdyz nahradime
skutecnou hodnotu 7 = 7(d, ¢) hodnotou statistiky T'(Xj, ..., X,). Zpravidla
se tato otdzka tesi jednim ze dvou nasledujicich zpusobu:

— tudaj hodnoté statistiky T se doprovodi idajem hodnoty nékteré cha-
rakteristiky variability statistiky 7', napft. /var(T);

— jako odhad 7 se neuvede jedind hodnota T, nybrz dvojice hodnot,
feknéme Ty, T),, kde Ty a Ty, jsou statistiky zvolené tak, aby pravdépo-
dobnost, ze T; nabude hodnoty mensi nez spravna hodnota 7 a zaroven
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T}, nabude hodnoty vétsi nez spravna hodnota 7, byla alespon priblizné
rovna zvolenému ¢islu blizkému 1, tj. aby

P(Td<T<Th)i1—&.
kde 1 — « je zvolené ¢islo, napt. 0,95 nebo 0, 99.

Druhy z obou uvedenych postupt lze také vyjadrit takto: Ty a T}, jsou sta-
tistiky zvolené tak, aby interval s ndhodnymi krajnimi body (Ty, T},) pokryl
spravnou hodnotu 7 s pfedem danou pravdépodobnosti.

5.2 Obecna formulace tlohy odhadu.

Shrnutim tuvah z predchoziho odstavce dospéjeme k nésledujici formulaci
ilohy odhadu. Necht X = (z1,...,X,) je ndhodny vybér z rozdéleni s dis-
tribuéni funkei F(x;6,,...,0;) zavislou na k-rozmérném vektoru parametru
0 = (0,,...,0;). Skutecné hodnoty slozek 6; vektoru @ jsou neznamy, je jen
znamo, ze 0 je prvkem néjaké dané mnoziny €2, kterou nazyvame parame-
trickym prostorem. Necht na Q je déna redlna funkce 7(@). Redeni tlohy
odhadu funkce 7(8) spocivd v konstrukci funkce 7'(x) na mnoziné vsech
moznych x takové, ze rozdéleni statistiky 7' = T'(X) se vyznacuje co nejvyssim
stupném koncentrace okolo spravné hodnoty 7(@), a to pokud mozno pii vsech
hodnotéch 6. Takovou statistiku 7'(X) nazyvame bodovgm odhadem funkce
7(0).

Pozadavek co nejveétsiho soustfedéni rozdéleni statistiky 7'(X) kolem sku-
teéné hodnoty 7(0) se nejcastéji vyjadiuje pomoci stredni hodnoty E (T (X))
a rozptylu var(T(X)) odhadu T'(X).

5.2.1 Nestranny odhad.

Jestlize plati
E(T(X)) =7(f) pro viechna 6 €Q, (5.2.1)

nazyvame T(X) nestrannym (téZ nevychyjlenym) odhadem funkce 7(8).

5.2.2 Nejlepsi nestranny odhad.

Jestlize T'(X) je nestranny odhad funkce 7(6) a navic pii vsech 8 € 2 plati
pro jakykoliv jiny nestranny odhad 7*(X) funkce 7(8) nerovnost

var (T(X)) < var(T*(X)), (5.2.2)
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nazyva se T'(X) nejlepsi nestranny odhad funkce 7(8).

5.2.3 Vychyleni odhadu.

Rozdil
B(#) = E(T(X)) — 7(8) (5.2.3)

se nazyva vychyleni (nebo jednostrannost) odhadu T'(X).

Nejlepsi nestranny odhad je vétSinou prijatelnym feSenim tlohy odhadu.
Pro nékteré funkce 7(@) vsak vubec zadny nestranny odhad neexistuje —
priklady takovych situaci uvidime v ¢l. 6 — nebo je jeho konstrukce natolik
obtizna, ze se pro dany tcel nevyplati. V takovych ptipadech je tfeba posuzo-
vat odhady prichazejici pro danou funkci 7(@) v ivahu podle ruznych kritérii
sad hoc®, napt. volit ten, ktery ma pro hodnoty € nejcastéji se vyskytujici
prijatelné malé vychyleni a maly rozptyl apod. Nékdy se odhady posuzuji
také podle tzv. stiedni kvadratické chyby.

5.2.4 Stiedni kvadraticka chyba.

Stredni kvadratickou chybou odhadu T'(X) rozumime stfedni hodnotu ¢tverce
odchylky odhadu od skutecné hodnoty odhadované funkce

K(6) = E( (T(X) — T(o))z) — B(9) + var(T(X)), (5.2.4)

nebot

K(8) = B((T(X) - B(T(X)) + B(9))*) =

= Var(T(X)) + Bz(a) + 2B(0)E<T(X) - E(T(X)))

a stfedni hodnota v poslednim vyrazu je nulova.

Jindy volime odhad, ktery ma aspon pfiznivé asymptotické vlastnosti,
tj. ktery ma dobré vlastnosti pii velkych rozsazich vybéru n. Zcela logickym
pozadavkem, ktery by mél dobry odhad spliovat, je pozadavek, aby se blizil
skutecné hodnoté odhadované funkce tim tésnéji, ¢im vétsi je pocet pozo-
rovani. Tento pozadavek je formalizovan v nasledujici definici.
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5.2.5 Konzistentni odhad.
Odhad T'(X) funkce 7(0) se nazyva konzistentni, jestlize plati

lim P(IT(X) = 7(8)] < &) =1 (5.2.5)

pro libovolné ¢ > 0 a pro vSechna 6 € , tj. jestlize odhad s rostoucim
poctem pozorovani konverguje podle pravdépodobnosti (viz [24], odst. 25.2)
ke spravné hodnoté odhadované funkce 7(0).

Pro nékteré funkce 7(@) parametru (6 nelze pouzit nestranného odhadu
[nestranny odhad T'(X) tfeba vubec neexistuje nebo sice existuje, ale je piilis
narocny na numerické vypoéty]. Casto véak v takovych pifpadech lze najit
vychyleny odhad, jehoz vychyleni B(#) klesd pii rostoucim poctu pozorovani
n pomérné rychle k nule.

5.2.6 Asymptoticky nestranny odhad.
Odhad T'(X) je asymptoticky nestranny, jestlize

lim B(0) = lim (E(T(X)) - T<0)> — 0. (5.2.6)

n—o0 n—oo
Uvazujme odhad T'(X), ktery spliuje podminku (5.2.6) a ddle podminku
lim var(7(X)) = 0. (5.2.7)

n—oo

Vzhledem k platnosti (5.2.6) existuje pro kazdé e > 0 pfirozené ¢islo n.
takové, ze pro n > n. je —5 < B() < 5. Tudiz pro n > n. plati

P(—e < T(X)—7(8) < ) = P(—e—B(G < T(X)-E(T(X)) < 5—3(0)) >

3

> P< - % <T(X)-E(T(X)) < 5) >1— dvar (T'(X))

g2 ;
posledni vztah vyplyva z CebySevovy nerovnosti (viz [24], odst. 25.4). Je tedy
4 T(X
lim P(|T(X —7(0))] <e) > lim (1 — M) =1,

n—o0 n—o00 52

takze plati (5.2.5).
Jestlize tedy T'(X) je asymptoticky nestranny odhad parametrické funkce
7(0) a plati vztah (5.2.7), je T'(X) konzistentni odhad 7(8).
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5.3 Priklady.

5.3.1

Méjme nahodny vybér X = (Xi,...,X,)" z rozdéleni, které ma koneény
¢tvrty centrdlni moment py. Uvazujme odhady
1 < - 1 _
T: XZ‘—XQISQ T:— XZ—X2:M: 52
1 S - X =St B=1Y o -Xr=

n—1+% ,
i=1 =1

rozptylu o? tohoto rozdéleni.
Statistika T je nestranny odhad o2 a pro jeji rozptyl var(Ty) = var(S?)
plati vzhledem k (2.2.5)
lim var(77) = 0.
n—oo
Tudiz T} je konzistentni odhad o2.
Statistika T je asymptoticky nestranny odhad o
var(Ty) plati

2 a pro jeho rozptyl

lim var(73) = lim var(73) =0,

n—oo n—o0

takze i Th je konzistentni odhad o2.

5.3.2

Méjme nédhodny vybér X = (Xy,..., X,,)" z rozdéleni, které ma kone¢ny 2r-ty
moment jf,. Statistika

1 n
T==N"X"=M
je nestranny odhad p!. a pro jeji rozptyl plati vzhledem k (2.2.9)

lim var(7T) = 0.
n—oo
Je tedy M/ konzistentnim odhadem g .
Z Chincinovy véty (viz [24], odst. 25.6) vyplyva, ze M/ konverguje podle
pravdépodobnosti k gl (tj. M, je konzistentni odhad ), je-li u!. konecné,
bez ohledu na to, zda 5, je ¢i neni konecné.
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5.4 Ulohy.

5.4.1

V prikladé 5.3.1 naleznéte stiedni kvadratické chyby odhadu 77 a 715 pro
pifpad, Ze ndhodny vybér X pochdzi z rozdéleni N(u, 0?). Dédle uvazujte
odhad

Ty=c) (X;-X)
1=1

a stanovte ¢islo ¢ tak, aby stfedni kvadratickd chyba odhadu 73 byla mi-
nimalni.

[K1(0?) = var(S?) = 225, Ks(o?)

n— 0'4
3 Gl < Ki(0?), c= 1]

n2

5.4.2

V uspofddaném vybéru X* = (X, ..., X z rozdéleni N(u, 0?) uvazujte
odhad
T =cR = C(X(g) — X(l)).

Z tabulek [23] (tab. 15A) naleznéte ¢ tak, aby T byl nestranny odhad
smérodatné odchylky o, a urcete rozptyl tohoto odhadu.

[T =0,351222 R; var(T) =0,082911 02 ]

5.4.3

Necht X* = (X(1),..., X)) je usporadany vybér z rozdéleni, které ma hus-
totu pravdépodobnosti f(x) =1/0, 0 <z <6, f(z) =0 jinak, kde 6 > 0 je
neznamy parametr. Uvazujte statistiky

T’z:CzX(z)y Z:L,n

Stanovte cisla ¢; tak, aby T; byly nestranné odhady parametru 6. Které
T; méa pak nejmensi rozptyl? (Vyuzijte vysledku tlohy 4.8.1, kde se uvazuje
0=1.)

n N 2
[Ci = Tﬂv i=1,...,n; var(T,) = m]
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Kapitola 6

Metody konstrukce bodovych
odhadu

6.1 Exponencialni trida rozdéleni
pravdépodobnosti.

Nejlepsi nestranné odhady — pokud vubec pro danou parametrickou funkci
néjaky nestranny odhad existuje — lze nejlépe konstruovat, kdyz pozorované
velicina X ma rozdéleni pattici do urcité specialni t¥idy, totiz do tzv. expo-
nencialni tiidy rozdéleni.

Rikdme, ze velicina X ma rozdélent z exponencidlng tiidy (nebo rozdéleni
exponencidlniho typu), jestlize jeji hustota pravdépodobnosti f(z) (pfipadné
pravdépodobnostni funkce p(x) = P(X = x), jde-li o rozdéleni diskrétniho
typu) ma tvar

k
f(:0) = exp (- Q;(O)U(x) + RO) + V(x)) (6.1.1)
j=1
a spliiuje podminky
{z| f(x;0) > 0} nezdvisi na 6; (6.1.2)

parametricky prostor €2 obsahuje k-rozmérny interval, tj.
body 6, pro které f(z;6) je hustotou pravdépodobnosti (6.1.3)

(pravdépodobnostni funkef), nelezi v zadné nadplose

9(8) = 0.

29



60 KAPITOLA 6. METODY KONSTRUKCE BODOVYCH ODHADU

Vétsina rozdéleni uzitecnych pro aplikace patii do exponencidlni tiidy.

6.2 Priklady.

6.2.1

Poissonovo rozdéleni patif do exponencidlni ti{dy, nebot jeho pravdépodob-
nostni funkei (zde misto 6 oznacime parametr rozdéleni symbolem A, jak jsme
to ¢inili v [24])

plz;A\) =P X =2)=—e", x=0,1,...,

lze zapsat ve tvaru
p(z; ) =exp(zln A — A — Inz!),

tj. ve tvaru (6.1.1), kde k = 1, Q1(\) = A, Ui(x) = z; {z|p(z;\) > 0} =
{0,1,...}, tedy nezéavisi na A a Q = (0, 00), tedy Q obsahuje jednorozmérny
interval.

6.2.2

Logaritmicko-normaln{ rozdéleni patii do exponencidlni t¥idy, nebot jeho hus-

totu
1

flasp,0%) = e mrme® g s,
ox\ 2w
lze zapsat ve tvaru
2 1 2 M 1 1 2
f(z;pu,0%) = exp ( — ﬁ(lnx) +—Inz— 257 Elna —Inx — ln\/27r),
o o o

tj. ve tvaru (6.1.1) s
k=2, 0= (1, 0%, Qi) = —— — L U =22 U=
=2,0=(u,07), Qi(0) = 252’ Q2(0) = o 1= (Inz)®, Uy =1Inz,

RO = — ( +ma) InvV2rm, V(z) = —Inz.

Parametricky prostor Q = {(u, 0%)|—oo0 < p < 00, 02 > 0} je polorovina,
mnozina {z|f(z; u,o?) > 0} = (0, 00), tedy nezdvisi na (p, 0?).
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6.2.3

Rovnomeérné rozdéleni na intervalu (0, 6) nepatii do exponencialni tiidy, jeho
hustota totiz je
1
f(x;@)za, 0<z<b,
takze mnozina {x|f(x;0) > 0} zavisi na 6, a nespliuje tedy podminku (6.1.2).

6.2.4

Cauchyovo rozdéleni nepatii do exponencidlni t¥idy, nebot jeho hustota

f(z:0) = l(14— (x—9)2)_1 :exp(—lnw—ln (1+(m—0)2))

™

nema tvar (6.1.1).

6.3 Postacujici statistiky.

Je-li X = (Xj,...,X,) ndhodny vybér z rozdéleni exponencidlniho typu
(exponencidlni tiidy), pak sdruzend hustota ndhodného vektoru X je

F(w:0) = exp (Z Q;(0) Y- Uj(a) +nR(O) + ) V(a:i)> —  (6.3.)

= exp (DS Q(0)S;(x) +nRO) + V().

n

sj(x>:sj(xl,...,xn):ZUj(xi), j=1,...k, V(x):ZV(mi).

(6.3.2)

Statistiky S1(X), ..., Sk(X) dané vyrazy (6.3.2) predstavuji nejvétsi moz-

nou redukci vysledku pozorovani, nejicelnéjsi nahrazeni vsech n pozorovani

mensim poétem tdaji. Rikdme jim proto minimdlng postacujici statistiky.

Odhady s nejlepsimi vlastnostmi pro funkce 7(6) parametru rozdéleni expo-

nencidlni tiidy jsou vzdy funkcemi statistik (6.3.2). Plyne to z nésledujici
véty, kterou uvadime bez dikazu [27].
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6.4 Véta.

Necht X je ndhodny vijbér z rozdéleni exponencidlniho typu (6.1.1) a necht
7(0) je dand funkce parametru 0. Jestlize existuje nestranny odhad T*(X) pro
funkci 7(0), pak existuje funkce T(s1,...,sk)k proménnych takovd, Ze

T =T(5(X,...,S(X)) (6.4.1)
je také nestranny odhad T(0) a pritom
var(T') < var(T™). (6.4.2)

Funkce (6.4.1) je prdvé jedna.

Z uvedené véty plyne: Jestlize pro funkci 7(@) parametru @ rozdéleni ex-
ponencialni t¥idy existuji nestranné odhady, pak nejlepsi z nich je funkci
statistik typu (6.3.2) a ten je urce jednoznacné.

6.5 Nalezeni nejlepsiho nestranného odhadu.
Nalezeni funkce T' statistik S1(X),...,Sk(X) muze byt obtizné; nepodaii-
li se takovou funkci ,,uhodnout®, osvédcuje se casto tento postup: Najit
co nejjednodussi nestranny odhad funkce 7(@), feknéme Ty(X), vypocitat

stfedni hodnotu odhadu 75(X) podminénou danymi hodnotami statistik
S1(X = 51,...,5(X) = sy,

T(s) = E(TO(X 151(X) = 51, ..., Sp(X) = sk>,
kde s = (s1,..., k), tj.

T(s) = > To(e)P(X = x| $1(X) = 51, Su(X) = s (6.5.1)
v diskrétnim pripadé a

T(s) = /OO /OO To(x) f(x|S1(X) = s1,..., Sk(X) = sx) dzy ... dz,,

(6.5.2)
ve spojitém piipadé. Postup bude ilustrovan v nasledujicim odstavci na
prikladech.
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6.6 Priklady.

6.6.1

Budiz X = (Xj,...,X,)" ndhodny vybér z Poissonova rozdéleni s parame-
trem A. To je rozdéleni z jednoparametrické exponencidlni t¥idy (viz piikl.
6.2.1); statistika S(X) je rovna

i=1

Rozdéleni této statistiky S = S(X) je (viz [24], odst. 15.4) Poissonovo
s parametrem nA\, takze

P(S:S):(n/\) e s=0,1,....

Pro libovolné prirozené ¢islo k je

E(S(S—1)(S—2)...(S—k+1)) :f:s(s—1)...(s—k+1)<m)se—m:

— s!
= Z (272\3;!(3_”’\ = (n\)" Z (n:'\) e ™ = (nA)k.

—k
Odtud plyne, ze

nk(ZX><ZX—1)---<gXi—k+1) (6.6.1)

je nejlepsi nestranny odhad parametrické funkce 7, (\) = Ay.

6.6.2

Za stejnych podminek jako v ptikl. 6.6.1 stanovme nejlepsi nestranny odhad
parametrické funkce 7(\) = e=*. Zde lze pouzit postupu naznaceného v odst.
6.5; vyuzije se skutec¢nosti, ze

T(\) =e = P(X; =0),
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a polozi se

To(x) = 1 pro z; =0,
= 0 pro z; #0,

Pak je skutecneé

a pocita se

E(Ty(X)| S =) = P(X; = 0| ixl:s) -

e e (DA [(n — 1)\]?/s! 1\*
B e ™"M(nA)s/s! - (1 ) '

Nejlepsf nestranny odhad 7(\) = e~ tedy je

1\ 2 Xo
) o (6.6.2)

T(X) = (1- -

n
Predpokladejme napf., ze pii vyrobé tabulového skla pocet kazu (bublin)

v tabuli je ndhodnd veli¢ina s rozdélenim Po()\). Podrobnou prohlidkou n =
25 tabuli byly zjistény tyto pocty bublin v jednotlivych tabulich:

07 07 07 17 07 57 07 07 17 07 07 27 07 07 07 O’ 37 07 07 17 07 07 37 07 ]‘7

tj. 17 tabuli bez kazu, 4 tabule s jednim kazem, 1 tabule se dvéma, 2 tabule
se ttemi a 1 s péti kazy.

Statistika 7 = 3.2, X; zde nabyvé hodnoty 17 = 0- 17 4+ 1 -4 4 2 -
1+ 3-2+5-1. Statistika (6.6.1) pro k = 1, kterd je nejlepsi nestranny
odhad parametru (stfedniho poctu kazu v jedné tabuli) A, nabyva hodnoty
5= = 0,68 a statistika (6.6.2), kterd je nejlepsf nestranny odhad 7(A) = e~
(tj. nejlepsi nestranny odhad podilu tabuli ve vyrobé nemajicich zadny kaz),
nabyva hodnoty

(1- 2—15)” — 0,4996.
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6.6.3

Necht X = (X1,..., X,) je ndhodny vybér z alternativniho rozdélent
plr;m) =a"(1—m)'" 2=0,1

Toto rozdéleni mé tvar (6.1.1), polozi-lise k = 1, Q1(7) =In (£), R(r) =
In(l1 — ), V(x) =0, U(z) = x. Statistikou, na které lze zalozit nestranné
odhady vsech funkei 7(7) parametru 7, je tedy

S(X) = ix

Statistika S = S(X) m4 binomické rozdéleni Bi(n, ), takze

n
S

P(S=s)= ( )w3(1—7r)“—8, s=0,1,...,n.

Hledejme nejlepsi nestranné odhady funkci

n(r) =7 =FE(X;), mr)=nr(l- 71')1 = Var(— ZXO,

n

(1) Jak je zndmo ([24], odst. 14.4), E(S) = nr; tedy

1 n
C > X (6.6.3)
=1

Pl
je nejlepsi nestranny odhad 7 (7w) = 7.

(2) Ke konstrukei nejlepsiho nestranného odhadu funkce 75(7) pouzijeme
postupu z odst. 6.5. Souc¢in w(1 — m) je totiz roven pravdépodobnosti, ze
dvé nezavislé nahodné veliciny X;, X5 s alternativnim rozdélenim nabudou
hodnot X; =1, X5 = 0. Polozime tedy

To(x) = 1 prox; =1, ax3=0,

0  ve vSech ostatnich ptipadech,
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a vypocteme
E(TO(X)iXi - s> - P(TO(X) — 1] ix - s) _

:P<X1:1, X2:0|2Xi:s—1>:
=3

R e e S L
(M) (1 —m)n—s (") n(n—1)

Nejlepsim nestrannym odhadem funkce 75(m) = var( > 1, X;/n) tedy je

(Z?:l Xi) (n — D i Xi) .

n(n —1) ’

Tr(X) = (6.6.4)

SRS

nicméné v praxi se Casto pouziva mirné jednostranného, ale asymptoticky
nestranného odhadu

l Z?:l Xi (1 _ Z?:l Xi)
n

n n

(3) Funkce 73(7) = n™ je vlastné rovna pravdépodobnosti, ze n vzajemné

nezavislych ndhodnych veli¢in X4, ..., X, s alternativnim rozdélenim nabude
hodnoty 1.
Aplikaci postupu odst. 6.5 s Ty(x) =1 proz; =... =z, =1, To(x) =0

ve v8ech ostatnich ptipadech dostaneme jako nejlepsi nestranny odhad
Ty(s) = E(To(X)|S=s)
= P(Xi=..=X,=1]| iXi:s)zl, s=n, (6.6.5)
= 0, - S # n;

tzn. ze bychom odhadli 7" jako 0 pii > X; # n ajako 1 pii " | X; =
n. To by sice byl nestranny odhad s minimélnim rozptylem, avSak ziejmé
prakticky neptijatelny.

Mame zde piiklad situace, kdy nestranny odhad existuje, ale je absurdni,
a kdy je lépe upustit od pozadavku nestrannosti.
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(4) Pro funkci m4(7) = 7™ pii m > n nestranny odhad dokonce vibec
neexistuje. Kdyby totiz existoval, musela by - podle véty odst. 6.4 - existovat
funkce h(s) takovd, ze

Z h(s ( ) (1—m)"*=x" pro vsechna ;

to vSak neni mozné, protoze E(h(S )) je polynom stupné nejvyse n.

6.6.4

Necht X = (X, ..., X,) jendhodny vybér z normélniho rozdéleni s neznamou
stfedni hodnotou x4 a nezndmym rozptylem o2. Hustota tohoto rozdéleni je

1 (z—p)?
2
T, p,07) = e 2?2 =
fx;p,0%) o
2 pr o1 1
:eXp<—ﬁ+; —@—élna —5111(277'))

m4 tedy tvar (6.1.1) s Uy(z) = 22, Us(x) = z. Statistikou pro odhad vSech
funkci parametru 6 = (u, o2) tedy je dvojice

(S1,8,) = (Z 2 ZX)

Jelikoz

n n n

E(ZX) = np, E(fo - %(Zxﬁ) = o*(n— 1),

=1 =1 i=1

jsou mnejlepsi nestranné odhady funkcei i (p,0?) = p a m(p,0%) = o2, tj.
stfedni hodnoty a rozptylu, rovny

ZXXT2

Z =52 (6.6.6)

=1
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6.7 Metoda maximalni vérohodnosti.

V prikladech ptedchazejiciho odstavce jsme vidéli, ze pro nékteré funkce para-
metru neexistuji nestranné odhady, pro jiné existuji, ale jsou zcela absurdni,
a konecné, ze existuji rozdéleni, kterd nepatii do exponencialni tiidy, pro kte-
rou dovedeme nejlepsi nestranné odhady aspon nékdy sestrojit. V takovych
situacich dava casto dobré vysledky tzv. metoda mazimdini vérohodnosti.

Budiz X = (Xi,...,X,)" ndhodny vybér z rozdéleni diskrétniho typu
s pravdépodobnostni funkci p(x;6) nebo z rozdéleni spojitého typu s husto-
tou pravdépodobnosti f(z;0), kde @ = (04, ..., 0;)" je vektor nezndmych para-
metru. Predstavme si, ze byl pozorovan vybér X = x. Sdruzena pravdépodob-
nostni funkce (piip. hustota pravdépodobnosti) ndhodného vybéru X v bodé
X je

p(x:0) = [ [ p(=:,0), pifp. f(X;0) =[] f(x:.6),
i=1 i=1

nebot jednotlivd pozorovani v ndhodném vybéru jsou vzdjemné nezavislé
nahodné veli¢iny. Vezméme dva ruzné body 6 v parametrickém prostoru (2,
feknéme 6" a ”. Je-li p(x;6’) o mnoho mensi nez p(x;0") (piip. f(x;0') o mno-
ho mensi nez f(x;0"”)), znamend to, ze dany vysledek pozorovani X = x (tj.
dany vybér) ma pii @ = 6’ o mnoho mensi pravdépodobnost nez pii 8 = 6”
(prip. vysledky z okoli daného bodu x maji pii § = 6 mensi pravdépodobnost
nez pii @ = 0”), a jsme tedy naklonéni povazovat za spravnou hodnotu para-
metru @ spise 8” nez 6. V souladu s touto tivahou volime za odhad parametru
0 ten vektor 0 = (él, - ék)’ pii kterém nabyva sdruzend pravdépodobnostni
funkce p(x,0) [ptip. sdruzend hustota pravdépodobnosti f(x;8)] maximalni
hodnoty pro dany vybér X = x.

6.8 Funkce vérohodnosti.

Sdruzenou pravdépodobnostni funkei (ptip. sdruzenou hustotu pravdépodob-
nosti) ndhodného vybéru X, uvazovanou pii daném X = x jako funkei para-
metru @, nazyvame funkci vérohodnosti.

Funkei vérohodnosti znacime L(6); je tedy

n n

L) =[] f(xi:6), piip. L(O) =[] p(=::0). (6.8.1)

i=1 =1
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6.9 Maximalné vérohodny odhad.

Vektor statistik @ = (61(X, ..., 0x(X))’ definovany vyrazem

~

L) > L), 6cQ, (6.9.1)

nazyvame maximélné vérohodnym odhadem vektoru parametru 6.
Zpravidla je vyhodné misto vlastni funkce vérohodnosti L(6) maximalizo-
vat jeji logaritmus In L(@). Jestlize pravdépodobnostni funkce (piip. hustota
pravdépodobnosti) rozdéleni, ze kterého vybér pochazi, spliuje pii kazdém
x podminky pro vypocet bodu ] pomoci standardnich metod matematické
analyzy (mnozina {x|p(x;6) > 0 }, resp. {x| f(x;0) > 0} nezavisld na 0,
existence parcidlnich derivaci p(x;80), resp. f(x;0) podle vsech slozek vek-
toru @ pii kazdém x), stanovi se maximdalné vérohodné odhady parametra

0;, 7=1,...,k, feSenim soustavy rovnic
Oln L(0
nL( —0, j=1,... .k (6.9.2)
04,
0=0(x)

Rovnice (6.9.2) se nazyvaji vérohodnostni rovnice. Mé-li se odhadnout
funkce 7(@) vektoru parametru 8, bere se pii uziti metody maximalni véro-
hodnosti za jeji odhad

~ A~

#=1(by,....00). (6.9.3)

6.10 Piiklady.

6.10.1

Necht X = (X7, ..., X,) je ndhodny vybér z Rayleighova rozdéleni (viz [24],
odst. 22.6)

22

T
f(z, 0% = —e @2, x>0,
o

kde o2 je neznamy parametr. Funkce vérohodnosti je

n

- 1 3
L(O’2):O'72TLHJZZL'€XP<—F $z2>
g
=1

=1
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Vérohodnostni rovnice je

d In L(0?) 2n 1 9
o T gt T2t
a maximélné vérohodné odhady parametru o? a parametrické funkce o jsou

n

1 & . 1 3
=X a= (G )

6.10.2
Necht X = (X1,..., X,,)" je ndhodny vybér z rozdéleni gama s hustotou

xmfl

f(x,m,é) = 5mr(m)€ ) xr > 07

|8

kde m a ¢ jsou neznamé parametry. Vérohodnostni rovnice jsou

D Ti i

52 0

Zlnxl —nlnd—n d IHF( )
dm

Jednoduchou tpravou dostaneme

n n

Yo Inz; I (Zizlxi> I d lnF(m)‘

5= Zl-ll xi'

~

nm

Prvni rovnici je ovSem nutno feSit numericky; ptiklad ukazuje, Zze ma-
ximalné vérohodny odhad nema vzdy explicitni vyjadieni, nybrz ze je nékdy
dan soustavou rovnic, které vyzaduji numerické feseni.
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6.10.3

Necht X = (X, ..., X,,)" je ndhodny vybér negativniho binomického rozdélen{
(viz [24], odst. 14.8)

'm+x) ,, -
p(x;m,ﬁ):Ww (1-m)* x=0,1,...,

kde m > 0 a7 € (0,1) jsou nezndmé parametry.
Po upravach lze zapsat vérohodnostni rovnice ve tvaru

n

1 & 1
- ;:1 (m + x;) (m) + In —i—nm E x

=1

kde

7 prvni rovnice se vypocte postupnymi aproximacemi m a 7 je pak uz
jednoduchou funkei > 7" | z; a 7; rovnice pro urceni m je zde vsak jesté
o mnoho obtiznéji fesitelna nez rovnice pro m v piikl. 6.10.2.

6.11 Vlastnosti maximalné vérohodnych od-
hadu.

Maximalné vérohodné odhady maji dvé dulezité vlastnosti, pro které se jich
pouziva tak casto, prestoze jejich vypocet je numericky naroc¢ny. Prvni z téch-
to vlastnosti se tyka vybéru jakéhokoliv rozsahu n a zni:

6.11.1 Veéta

Jestlize rozdéleni pozorované veliciny X patri do exponencidlni tridy (6.1.1),pak
maximdlné vérohodné odhady 0,...,0, parametru 0y,...,0, jsou funkcemi
minimdlnich postacugicich statistik (6.3.2).
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Dukaz. Ma-li X hustotu (pravdépodobnostni funkei) tvaru (6.1.1), pak
sdruzend hustota ndhodného vybéru X = (X,...,X,) je typu (6.3.1), loga-
ritmus funkce vérohodnosti ma pak tvar

k
InLO) =Y Qi0)Si(x) + nR(O) + V(x), (6.11.1)
=1
vérohodnostni rovnice jsou
k
0Q,(0
> Si(x) @(6) =0, j=1,....k (6.11.2)
00; .
=1 0=6
a jejich feseni zavisi na x jen prostfednictvim hodnot S;(x),..., Sk(x) mi-

nimalnich postacujicich statistik.
Z véty odst. 6.4 a véty odst. 6.10.1 pak piimo plyne dulezity dusledek.

6.11.2

Jestlize pozorovand ndhodnd velicina X md rozdélent z exponencidlni tridy
(6.1.1) a jestlize pro néjako funkci T'(01,...,0r) mazimdiné vérohodnijch
odhadu parametru 04, . .., 0, plati

E[T(6,,...,6,)] =7(8) pro vsechna @ € Q, (6.11.3)

pak T(él, o ,ék) je nejlepsim nestranngm odhadem funkce 7(0) vektoru pa-
rametri 6.

Druhd vyznamna vlastnost maximéalné vérohodnych odhadu je asympto-
ticka, plati pro vybéry velkého rozsahu n; umozinuje urcit aspon asymptotické
rozdéleni maximalné vérohodnych odhadu v pripadech, kdy jejich ptesné
rozdéleni nelze urcit nebo kdy je toto presné rozdéleni prakticky neupotie-
bitelné pro svou velkou slozitost. K vysloveni prislusné véty definujme dva
dulezité pojmy.

6.11.3 Informace.

Necht rozdéleni veliciny X m4 hustotu (pravdépodobnostni funkei) f(x;6)
zavislou na parametru 6 nabyvajicim hodnot z néjakého intervalu 2 na
pifmce. Necht f(z;6) splituje podminky:

M = {z| f(x;0) > 0} nezdvisi na 6; (6.11.4)
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/ af(x’ 9> dr = / wf(x7 9) dr =0 pro vSechna 6 € Q,
M M

ol 06
6.11.5
Of(x;0) dln f(z;0) - | |
Z = Z —————f(x;0) =0 pro vsechna 0 € Q;
— 00 m ol
2
J(0) = /M [W} F(2:0) do (6.11.6)

resp.

dln f(x;0)]
J(0) = —_— ;0
0=3 |75 s,
je konecné kladné ¢islo pro kazdé 6 € ).

Pak funkci J(6) parametru € nazveme informaci (podrobnéji Fisherovou
mirou informace o parametru 6) piislusnou k f(x;8).

6.11.4 Informac¢ni matice.

Necht rozdéleni veliciny X mé hustotu pravdépodobnosti (pravdépodobnos-
tni funkei) f(x;0) zévislou na vektorovém parametru@ = (6, ..., ;)" nabyva-
jicfm hodnot z intervalu Q v k-rozmérném euklidovském prostoru. Necht
f(z;6) spliuje podminky:

M = {z| f(z;6 > 0}  nezédvisi na 6; (6.11.7)
Of(x;0) / Oln f(x:0)
GINT) g = | CEDET ¢ 9) de = 0 6.11.8
| 25 [ o) (6118)
pro vSechna @ € 2 a pro vSechna 7 =1,...,k, resp.

Of(x; 0 01 ;0
DRI Sl AL
Iv; J Iv; J

pro vSechna @ € §) a pro vSechna j = 1,..., k; matice

76) (/M 8lnaggf;0)8ln£j(x;0)f(x;0) dx)’

Ji,je=1,...,k, (6.11.9)

m4 kladny a konecny determinant pro vsechna @ € €.

Pak nazveme matici J(0) informacéni matici ptislusnou k f(x;0).

O maximélné vérohodnych odhadech parametri rozdéleni splnujicich podminky
odst. 6.11.3, piip. 6.11.4 pak plati nasledujici véta (dukaz viz [6, 20]).
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6.11.5 Véta.

Necht X = (X1, ..., X,,)" je ndhodnyj vibér z rozdéleni s hustotou (pravdépo-
dobnostni funkci) f(x;0) zdvislou na parametru 0 € Q C E' spliugici pod-
minky odst. 6.11.3. Necht skuteénd hodnota 0y parametru 6 je vnitinim bodem
Q a necht v okoli bodu 0y plati

_Afﬁgﬂ&@ﬂ%mﬂx:Aigigﬁq?@ﬁmx=ﬂﬁ,

962 0
(6.11.10)
resp.

_Za lné‘;(:c 0) Z{&lnfx 9} F(.0) = J(0).

M

Pak nahodna velicina R
n*2(6 — 6y), (6.11.11)
kde 0 je koen vérohodnostni rovnice, konverguje v distribuci (viz [24], odst.

26.2) k normdlnimu rozdéleni N(0, 1/.J(6y)).
Je-li 7(0) diferencovatelnd funkce na €2, pak ndhodnd velicina

n'2(7(0 — 7(6)) (6.11.12)

konverguje v distribuci k normdinimu rozdéleni N(0, (T/(HO))Q/J(HO)).

Prakticky to znamen4, ze pti velkych hodnotéch n lze aproximovat rozde-
lenf odhadu  parametru 6 rozdélenfm N(6, 1/(nJ())) a rozdéleni odhadu
7(0) pro funkci 7() parametru 6 rozdélenim N(7(8), (7'(9))*/(nJ(6))). Struc-
né tikame, ze maximalné vérohodny odhad 6 je asymptoticky nestranny
a jeho asymptotické rozdéleni je normdlni s rozptylem 1/ (nJ (9)) Protoze
zadny nestranny odhad parametru 6 nemuze mit (za podminek odst. 6.11.3)
rozptyl mensf nez 1/(nJ(6)) (viz [1, 27]), Fkd se, ze maximélné vérohodny
odhad je asymptoticky eficientni.

Pro maximalné vérohodné odhady vektorového parametru 6 plati ob-
dobnd véta, kterou také uvadime bez dukazu (viz [20]).

6.11.6 Veéta

Necht X = (Xi,...,X,)" je ndhodny vibér z rozdéleni f(x;0),0 € Q C EX,
spliugictho podminky odst. 6.11.4. Necht skutecnd hodnota parametru 6y =
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(Bo1, ... ,001)" je vnitrnim bodem Q a nmecht pro vsechna 0 z urcitého okoli
bodu 6y plati

9*In f(z;0) . [ Olnf(z;0)0In f(x:6) ,, B
u 005,00, f(%:0), de = /M 20, o0, f(x:0),dz =
= J5j8),  jij2=1,....k (6.11.13)

pricemz J(0) = (J;,5,(0)) je pozitivné definitni matice. Pak ndhodny vektor
(n2(01 — Oo1, ... .0 (0 — Oor))', (6.11.14)

kde 91, e ,ék jsou reSent veérohodnostnich rovnic, konverguje v distribuci ke
k-rozmeéernému normdalnimu rozdéleni s nulovou stredni hodnotou a s kova-
riancni matici (J(8o))™*, kde J(0) je informacni matice (6.11.9) prislusnd

k f(x;0).
Je-li 7(0) funkce parametru @ majici parcidlni derivace
or(0)
/ —
@) =",
pro vSechna j =1,...,k, pak ndhodnd velicina
n2(7(8) — 7(8,)), (6.11.15)

kde 8 = (0, ...6),)" konwerguje v distribuci k rozdélent

A zz 1,(80)77(6,)),

=1j2=1
kde J172(0) jsou prvky inverzni matice k matici J(8).

Obsah véty 6.11.6 lze shrnout jinymi slovy takto: Rozdéleni maximélné
vérohodnych odhadu 64, .. ., 0, parametru 64, . . ., 0, je pti velkych n priblizné
k-rozmeérné normélni rozdéleni se stfedni hodnotou § = (04, ..., 6x)" (tj. rov-
nou vektoru skuteénych hodnot parametri) a s kovarianén{ maticf = (J(9)) .

Rozdélenf odhadu 7(6) funkce 7(0) je pti velkych n ptiblizné

N((0. - Z Z 0)772(9)).

J1 1j2=1

Specialné pii 7(6) = 0, tj. pro j-tou soufadnici vektoru parametri, ma
maximalné vérohodny odhad 9 pii velkém n priblizné rozdéleni N(é’], ;J 93 (0))
j=1,.. .k
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6.12 Metoda momentu.

Metoda maximalni vérohodnosti vylozend v predchazejicim odstavci posky-
tuje odhady s velmi pfiznivymi vlastnostmi, je vSak casto velmi narocné nu-
mericky. Neni-li moznost uziti vykonnych pocitacu, je nékdy nutno uchylit
se k jednodussim metodam. I pii uziti metody maximalni vérohodnosti je
nékdy tieba jednodussich metod k ziskani vychoziho odhadu, se kterym
by bylo mozno zahdjit iteracni postup feseni rovnic vérohodnosti. Jedna
z nejbéznéjsich takovych metod je metoda momentu.

Necht X = (X1,..., X,,)" je ndhodny vybér z rozdéleni s hustotou pravde-
podobnosti (pravdépodobnostni funkei) f(x;0) zavislou na vektorovém pa-
rametru = (6y,...,0;)". Pii metodé momentu ziskdme odhady parametra
01,...,0k Teknéme 07, . .., 0; tak, ze porovnavame vybérové momenty My, . ..,
M (viz odst. 2.2) s odpovidajicimi momenty g, ..., u} rozdeéleni f(z;8).
Momenty p, ..., 4, jsou totiz funkcemi parametru 6,

p= B = [ () d
prip.

pwo="> o f(x:0).

Jestlize mu!. = p.(0) maji tu vlastnost, ze pii libovolnych hodnotéch
M, ..., M ma soustava rovnic

@) =M, r=1,...k,

jediné tesent (01%,...,0;)", kde 07 = 05 (Mj, ..., My) je funkce My, ..., My,
pak dava metoda momentu jednoznacné urcené odhady parametru. Rovnice
(6.12.1) byvaji ¢asto mnohem jednodussi nez rovnice vérohodnosti (6.9.2).

Kde je to vyhodné, lze porovnavat misto obecnych momentiu momenty
centralni; pak se samoziejmé porovnavaji centralni momenty vybéru s prislus-
nymi centralnimi momenty pozorované nahodné veli¢iny.

V dusledku Chinc¢inovy véty (viz [24], odst. 25.6 a piikl. 5.3.2 této prace)
jsou za dosti obecnych podminek odhady metodou momentu konzistentni.
Podle Chiné¢inovy véty plati totiz, ze M, konverguje podle pravdépodobnosti
k g2 jsou-li 0% spojitymi funkcemi My, ..., My, konverguje i 65 podle pravde-
podobnostik 6;, j=1,..., k. Jestlize rozdéleni f(z;6) mé konetné momenty
az do 2k-tého fadu véetné, maji podle centralni limitni véty (viz [24], odst.
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26.3) vybérové momenty M, ..., M, asymptoticky normalni rozdéleni se
stfednimi hodnotami p, . .., ., a jsou-li 65, . . ., 05 spojité funkce vybérovych
momentt, majici parcidlni derivace podle Mj, ..., M}, pak i rozdéleni odhadi
07, ...,0; bude asymptoticky normalni se stfednimi hodnotami 6, ..., 0y a
rozptyly, které lze urcit pomoci Taylorova rozvoje.

Zéavérem jeSté poznamenejme, ze u rozdéleni s vétsim poc¢tem parametru
muze byt pouziti metody momentu ponéku nespolehlivé, zvlasté pti mensich
rozsazich vybéru. Je to proto, ze pfi vétsim poctu parametru je nutno pouzivat
vybérovych momentu vyssich fadu (az do fddu rovného poctu odhadovanych
parametru) a momenty vyssich fadu jsou velmi citlivé i na malé zmény jed-
notlivych hodnot, takze napt. vétsi nepresnost jednoho ¢i dvou méreni muze
podstatné ovlivnit vysledek odhadu.

6.13 Priklady.

6.13.1

Necht X = (Xy,...,X,)" je ndhodny vybér z rozdéleni T'(m,d). Pro toto
rozdéleni je (viz [24], odst. 22.2)
/’Lll(mv 5) = m5, ,LLQ(mv 5) = m62'

Pro odhad parametru m a 0 metodou momentu mame jednoduchou sou-

stavu rovnic
X =md, My, =mé>

Odtud odhady metodou momentii jsou

M, X
Odhad metodou momentu je mnohem jednodussi nez maximalné vérohodné
odhady (viz piikl. 6.10.2).

X M.
=2 (6.13.1)

6.13.2

Necht X = (X1, ..., X,) jendhodny vybér z negativniho binomického rozdéleni
s parametry m a m. Pro toto rozdéleni plati (viz [24], odst. 14.8)

, m(l —m) m(1 —77)‘

Ml(maﬂ-) = M2 = 2
T T



78  KAPITOLA 6. METODY KONSTRUKCE BODOVYCH ODHADU

Porovnanim téchto momentu s odpovidajicimi vybérovymi momenty do-
staneme odhady pro m a 7

— —
L S (6.13.2)
My, — X M,

Odhady jsou opét nesrovnatelné jednodussi nez maximalné vérohodné od-
hady (piikl. 6.10.3). Zaroven vsak priklad ukazuje, ze metoda momentu nékdy
nevede k cili: ve jmenovateli odhadu m* je rozdil M, — X; ackoliv pro veli¢inu
s negativnim binomickym rozdélenim je vzdy ps > pf, ve vybéru (zvlasté pri
mensim rozsahu) se miize stét, ze My < X, a potom vyjde odhad m* zdporny,
a tedy nepfijatelny. S rostoucim rozsahem vybéru n pravdépodobnost takové
situace klesa.

6.14 Ulohy.

6.14.1

Necht X = (Xy,...,X,)" je ndhodny vybér z tzv. Fisherova logaritmic-
kého rozdélent; to je rozdéleni diskrétniho typu s pravdépodobnostni funkci
6" 1

f(:v@) xm, $:1,2,...,

kde € je neznamy parametr z intervalu (0, 1).

a) Zapiste f(z;0) v exponencidlnim tvaru (6.1.1) a najdéte postacujici
statistiku.

b) Ukazte, ze pro toto rozdéleni se odhad metodou momentu shodu s odha-
dem metodou maximalni vérohodnosti.

¢) Vypoctéte informaci pro toto rozdéleni a najdéte asymptotické rozdéleni
maximalné vérohodného odhadu pro parametr 6.

a) f(z;0) = exp (a: Inf —In(—In(1-46)) —In :L‘>; postacujici sta-
tistika je S(X) =>1" | X;.

b) Odhad metodou momentu se ziska fesenim rovnice (numerickym)

X = m. Rovnice vérohodnosti (6.9.3) je stejné.
c) J(0) = By ) L 7 ﬁ(l — ﬁ), 0 ma pii velkych n pribliz-

né ro zdelem N(Q7

nJ(6)
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6.14.2

Reste otézky a), b), ¢) z dlohy 6.14.1 pro pifpad nahodného vybéru z geo-
metrického rozdéleni s pravdépodobnostni funkci

fle;m)y=n(1—-m)", x=0,1,...,

kde 7 je nezndmy parametr z intervalu (0,1).

[ a) f(z;7) =dp(zIn(l — 7) + In7); postacujici statistika je ]
S(x) =31 Xi. )

b) Odhad metodou momentt je 7* =n( Y1 X; +n)
maximalné vérohodny odhad 7 je stejny.

oo (=12 172 1

o) J(m) = 332, (7=5) (e = 55)" flwim) = 0,

var(X) = —+—. Odhad # m4 pii velkych n pfiblizné

m2(1—m) "
rozdélenf N (7, 7%(1 — 7)/n).

6.14.3

Necht X = (X1,...,X,,)" je ndhodny vybér z rozdéleni N(u, o) se znamym
parametrem p. Stanovte nejlepsi nestranny a maximélné vérohodny odhad
parametru o2, jejich rozdélen{ a jejich rozptyly.

Oboji je statistika > | @, kterd m4 rozdéleni T'(n /2,202 /n)

a rozptyl 204 /n.
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Kapitola 7

Odhady parametrickych funkci
nékterych dulezitych rozdéleni

7.1 Normalni rozdéleni.

Necht X = (Xi,...,X,,)" je ndhodny vybér z rozdéleni N(u, 0?). V prikladé
6.6.4 jsme ukdzali, ze S1(X) = > | X; a S5(X) =" | X7 jsou postacujici
statistiky pro rozdéleni N(u, 02), takZe nejlepsi odhady parametri p a o2 i
vsech funkei téchto parametru najdeme jako funkce uvedenych statistik.

Vybérovy primér X je nejlepsim nestrannym odhadem stiedni hodnoty 4
a vybérovy rozptyl S? je nejlepsim nestrannym odhadem rozptylu o2. Tim je
vysvétleno casté pouzivani pruméri X a statistiky S? pii zpracovani souborti
opakovanych meéreni za stejnych podminek a vibec pii zpracovani vysledku
laboratornich pokusu stejné presnosti.

Stredni hodnota statistiky S je rovna (viz odst. 3.2) o/c,_1, tzn. Ze nej-

lep$im nestrannym odhadem smérodatné odchylky o je statistika

1
n—1\2I(z1
S =c, 1S = < ) ( Z )S. (7.1.1)
2 r'(3)
Castéji se vak pouzivd mirné jednostranného odhadu S, ktery je pod-
statné jednodussi a jehoz jednostrannost B(o) = E(S — o) nemd prakticky
vyznam, pokud neni rozsah vybéru n ptilis maly.

Nejlepsim nestrannym odhadem 100P% kvantilu xp = p+ oup rozdéleni
N(u,0?) je statistika

X + upcn 1S (7.1.2)

81
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kde u, je 100P% kvantil rozdéleni N (0, 1); castéji se vSak pouzije odhadu jen
priblizné nestranného

X + u,S. (7.1.3)
Statistika (7.1.2) ma rozptyl

1
ﬁ+u%(ci_1—1)>02. (7.1.4)

var(X +uyc,15) = var(X)+upc:_ var(S) = (
V [12], str. 89, jsou uvedeny hodnoty 50 analyz pro stanoveni koncentrace
sodného louhu. Z téchto hodnot se vypocte

T =42,27; s*=2,192.

To jsou hodnoty nejlepsich nestrannych odhadu stfedni hodnoty p a roz-
ptylu o? koncentrace. Stanovme jesté hodnotu nejlepsiho nestranného od-
hadu 90% kvantilu 9. Dosazenim do (7.1.2) dostavame T + uggcags =
42,27 + 1,281 552 - 1,005115 - 1,48 = 44, 177.

Nejlepsim nestrannym odhadem rozptylu (7.1.4) je statistika, kterou do-
staneme tak, Ze v (7.1.4) 02 nahradime jeho nejlepsim nestrannym odhadem
S2. V nasem piikladé nabyva hodnoty

1 1
(5 T udg(c—1))s* = (% +1,28155220,010256) - 2,192 = 0,081,

7.2 Logaritmicko-normalni rozdéleni.

Necht X = (X1, ..., X,) je ndhodny vybér z logaritmicko-normalniho rozde-
len{ LN(u, 0?) (viz [24], odst. 19.1). Hustota tohoto rozdéleni ma tvar (6.1.1)
(viz piikl. 6.2.2) a dvojice Y i In X;, > (In X;)? je tedy postacujici sta-
tistikou pro parametry p a o2. Jelikoz Y = (V3,...,Y,) = (In Xy,...,In X,,)’
je ndhodny vybeér z N(u, 0?), je ihned vidét (s uzitim vysledku odst. 7.1), Ze

_ 1< 1 n _
Y==) lnX;, S2= InX; —Y)? 7.2.1
QX SF =g ) (X Y) (72.1)

n —
i=1

jsou nejlepsi nestranné odhady parametrii o a o2, Rozdélen{ téchto odhadu

jso stejnd jako rozdéleni nejlepsich nestrannych odhadu pro parametry roz-

deéleni N(u,0?), tj. Y mé rozdéleni N(u,0%/n) a (n —1)S%/0? ma rozdélend
2

X°(n—1).
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Jestlize pro dany ucel neni tfeba pouzivat nejlepsich nestrannych od-
hadu (staci mensi presnost) nebo nechceme pocitat logaritmy vsech vysledki,
lze pouzit jednodussich odhadu zalozenych na metodé momentu. Velicina X
s rozdélenim LN(u, 0%) m4 prvni dva momenty rovny (viz [24], odst. 19.3)

p= B(X) =% iy = B(X?) = 27

Odtud rovnice pro odhad metodou momentu jsou

2%

W+ 7 _ InX, 2u*+20% =1InM,
a jejich teseni
2% / B Mé
o =InM;,—-2InX =In —;, (7.2.2)
X
. X
uw=1In
M

U logaritmicko-normalniho rozdéleni je casto tfeba odhadovat funkce pa-

rametri p a o2 tvaru
2
(i, 0?) = e+t (7.2.3)

kde a a b jsou dana ¢fsla; toho tvaru jsou napi. momenty rozdéleni LN (u, o2),
medidn a modus tohoto rozdéleni (podrobnéji o vyznamu takovych funkei viz
[24], ¢l. 19). Nejlepsim nestrannym odhadem funkce (7.2.3) je

T(Y,S2) = eaygp(<b - g) S%) , (7.2.4)

kde
(n—1)

g0(“):H;H(n—1)(n+1)...(n+2/<;—3)' (7.2.5)

Specialné nejlepsim nestrannym odhadem funkce
r(1,0%) = B(X) = %

je statistika

v (n—1
eygp( o S}%) (7.2.6)
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nejlepsim nestrannym odhadem funkce
(1, 0%) = var(X) = 2120 2yuto?

je statistika

v 2(n—1) n—2
2y 2 2
_— — 2.
a nejlepsim nestrannym odhadem funkce
T(p,0%) = e,

tj. medidnu rozdéleni, je statistika
Y L
e (- =—=5%). (7.2.8)

Predpokladejme, ze idaje piikl. 2.3 predstavuji nahodny vybér z rozdéleni
LN(u, 0?). Porovnejme hodnoty odhadu (7.2.1) a (7.2.2) parametru p a o2

102 9052 - 10
7 = 15,609; u*=In - = 15,953;
(8-3 047 522 337)>
8- 3047522337

1029052

sy = 2,019; o* =In =, 834.

Je videt, ze (v dusledku malého poctu pozorovani a velké variability
tidaji) se odhady parametru o2 od sebe dosti lisf.

Stanovme jesté hodnotu nejlepsiho nestranného odhadu stiedni hodnoty
E(X) rozdéleni. Z (7.2.6) dostdavame

15 600 (113, 037068
e b

= 13526,64 - 10>,
8.16 ) ’

7.3 Exponencialni rozdéleni.

Necht X = (X1,..., X,,)" je ndhodny vybér z exponencialniho rozdéleni (viz
[24], odst. 20.1) s hustotou

e 5, x>0. (7.3.1)

S

f(x;6) =
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Toto rozdéleni je jednoparametrické tvaru (6.1.1), minimalni postacujici
statistikou je soucet vSech pozorovani

S(X) = Xn: X, (7.3.2)

Statistika S mé rozdéleni I'(n, 0) (viz [24], prikl. 22.4.2); tudiz

Cin+r)

= i

", r>-—n. (7.3.3)

Odtud nejlepsim nestrannym odhadem funkce 7,.(§) = 0" je

T, = %(ix) k> —n. (7.3.4)

Specialné pro r = 1 dostavame jako nejlepsi nestranny odhad parametru
d (tj. stiedni hodnoty rozdéleni) prumeér vsech pozorovéni,

1< -
= ;X =X, (7.3.5)

a pro velicinu 7_; = 1/§ = A (tj. intenzitu poruch, je-li X doba do poruchy
néjakého vyrobku)
n—1 n—1

T 1= =3 = —. 7.3.6
1 > i1 Xi nX ( :
Rozptyl téchto odhadu je
52 1
var(T}) = e var(T_1) = (7.3.7)

(n—2)62"

Odhady téchto rozptylu nebo prislusnych smérodatnych odchylek snadno
stanovime uzitim (7.3.4); napf. nejlepsi nestranny odhad funkce /var(7-,) =

(&/ﬁ) - je
1 n—1
V=230, X
nejlepsi nestranny odhad funkce var(T}) = §?/n je

( Z?:l Xi)2

n?(n+1)
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atd.

Pti aplikacich v otazkach spolehlivosti se casto zada odhad tzv. funkce
spolehlivosti (téz tzv. funkce preziti) R(t), tj. pravdépodobnosti, Ze zafizeni
bude pracovat bez poruch po dobu aspon rovnou t. Ma-li doba bezporu-
chového chodu rozdéleni E(0,0), je

Rt)=P(X>t)=e5, t>0. (7.3.8)

Nejlepsim nestrannym odhadem této funkce je

t n—1 "
T = (1 - n—) pro X, > ¢, (7.3.9)
Zi:l Xi ;
= 0 pro ZXi <t
i=1

ziska se postupem popsanym v odst. 6.5, vyjde-li se od jednoduchého odhadu

To(X) = 1 pro X; >t
= 0 pro X; <t,

a stanovi se podminéna pravdépodobnost
P(X; > t‘ 3 Xi=s) = T(s):
i=1

odhad (7.3.9) je T =T (>, X;).

Pti vybérech vétsiho rozsahu n lze nahradit nejlepsi nestranné odhady
vSech funkci parametru § maximalné vérohodnymi odhady. Maximalné véro-
hodny odhad parametru ¢ se shoduje s nejlepsim nestrannym odhadem, t;j.
5 = X, a maximélné vérohodny odhad jakékoliv funkce 7(d) parametru &
je 7 = 7(X); tedy napi. maximélné vérohodny odhad intenzity poruch je
A = 1/X a maximalné vérohodny odhad funkce spolehlivosti R(t) je R(t) =
e /X,

P1i sledovani doby do poruchy (v hodinédch) urcitého zafizeni se ziskalo
nasledujicich osm udaju: 48, 16, 75, 29, 96, 67, 89, 22. Predpokladejme, ze
se jedna o ndhodny vybeér z rozdéleni E(0, §). Stanovme nejlepsi nestranny a
maximalné vérohodny odhad funkce R(t) pro ¢ = 100.
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Protoze Y ., x; = 442, dostdvame ze (7.3.9)

100\’
T=[1—=—2) =0 166.
( 442> 0,166

Daéle R .
R(100) = e™ 122 = 0, 164.

7.4 Weibullovo rozdéleni.

Necht X = (X3,...,X,)" je ndhodny vybér z Weibullova rozdéleni (viz [24],
odst. 2.11) s hustotou

flz;e,0) = %e_(x/d)c, x>0, (7.4.1)
kde ¢ a § jsou nezndmé kladné parametry. Hustota (7.4.1) zjevné nemd tvar
(6.1.1), nepatii tedy do exponencialni tiidy hustot a odhady parametru c a ¢
i odhady jejich funkci je nutno zalozit na metodé momenttu (odst. 6.12) nebo
na metodé maximdlni vérohodnosti (odst. 6.7), piip. na grafickych metodach
(odst. 13.9) ¢ na uspofadaném vybéru (odst. 21.2) nebo na kombinaci téchto
metod.

Metoda momentu vede k pomérné jednoduchému feseni: Stfedni hodnota
a rozptyl rozdéleni (7.4.1) jsou

p/1:1—‘<1—|—%>5, fo = (F<1+§>—F2<1+%>)52 (7.4.2)
(viz [24], odst. 21.3). Z rovnic
ph =X, o= M (7.4.3)
vylou¢ime ¢ a dostaneme pro ¢* rovnici

M, T(1+2)

= = —F2(1 T —1, (7.4.4)

kterou je tieba fesit numericky. Hodnoty pravé strany jako funkce odhadu c*
uvadi tab. 7.1
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Odhad parametru ¢ pak je

. X
5 = oy i (7.4.5)

Rovnice pro vypocet maximalné vérohodnych odhadu (podle odst. 6.9)
po upravach vedou k jedné rovnici pro ¢, kterou je tieba fesit numericky,

{Z?:l z$n z; S Iln xl] -

Z?:l xf n

a po vypoctu ¢ je odhad parametru ¢ roven

6= (% zn: x) %. (7.4.7)

=1

— ¢ (7.4.6)

Jako prvni aproximace pro ¢ lze pouzit pfiblizného feSeni (7.4.4) nebo
hodnoty ziskané grafickou analyzou podle odst. 13.9. Maximélné vérohodny
odhad pravdépodobnosti

Rt)=P(X >t)=e " t>0, (7.4.8)

je roven

R(t)=exp  — L) 7.4.9
) =ew ( S X (74

Bez uziti poc¢itace s moznosti programovani je vypocet maximalné véro-
hodnych odhadu velice pracny (po kazdé aproximaci k ¢ je nutno vypocitat
S b, Yo aflnay), zato maji maximalné vérohodné odhady ohromnou
vyhodu, ze veli¢iny (é/ c), (5 / 5)6 maji rozdéleni nezavislé na skutecnych hod-
notdch parametru a pro ruzné hodnoty n jsou znamy a tabelovény [35] kvan-
tily téchto rozdéleni, takze 1ze posoudit i pti malych hodnotéch n presnost od-
hadt. Pri uziti odhadi metodou momentu je znamo je asymptotické rozdéleni.

Pti zkouskach zivotnosti urcitého elektronického prvku byly zjistény na-
sledujici doby zivota (ve dnech): 4, 13, 26, 36, 51, 75, 100, 111, 162, 174 (viz
[4]). Z udaju vypocteme

752 10 - 89 224 — 7522

X=—"=752 M,= — 3267, 36.
10 o 2 100 ’
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Podil ]\/[2/72 = 0,57778 a interpolaci v tab. 7.1 nalezneme c¢* = 1, 33;
odtud ¢* = 75,2/T'(1 4+ 1/1,33) = 81, 78.
Pouzijeme-li této hodnoty ¢* jako prvni aproximace v rovnici (7.4.6), do-

staneme feseni ¢ = 1,19 a dosazenim této hodnoty do (7.4.7) dostavame
5 =195

7.5 Ulohy.

7.5.1

Hodnoty 50 analyz uvazované v odst. 7.1 byly v potadi, jak byly ziskany,
rozdéleny postupné do 10 skupin po 5 hodnotach a z kazdé skupiny byla
vypoctena hodnota rozpéti R. Dostali jsme nésledujici hodnoty R : 3,8; 3, 5;
3,8;3,9; 3,9; 2,2; 0,6; 3,5; 6,2; 4,4.

Naleznéte nestranny odhad smérodatné odchylky o koncentrace zalozeny
na prumérném rozpéti a porovnejte tento odhad s nejlepSim nestrannym
odhadem o. (Vyuzijte piikl. 4.7.2 a tabulek [23].)

[asR =1,539;  c49S = 1,488].

7.5.2

Pro udaje ptikladu z odst. 7.3 naleznéte hodnotu nejlepsiho nestranného a
maximalné vérohodného odhadu intenzity poruch A = 1/4. Déle naleznéte
nejlepsi nestranné odhady rozptylu téchto dvou odhadu.

T_1=0,016; —21— =36-10"5;

. ( 2 Xi)

A =0,018; n? > = 471075,
(-1 (21, Xi)
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2
¢ TO+1Y r(e2)
‘ r(1+2)
04 332335 0,864 97
05 200000 5,000 00
06  1,50458 3,000 79
07 126582 2,138 68
08  1,13300 1,588 89
09 105218 1,23883
1,0 1,00000 1,000 00
11 096491 0,828 49
12 094066 0,700 40
13 092358 0,601 74
14 091142 0,52382
15 090274 0,461 00
16 089657 0,409 48
17 089224 0,366 61
18 088929 0,330 48
19 088736 0,20970
20 088623 0,273 24
21 088569 0,25029
22 088562 0,230 24
23 088592 0,21260
24 088648 0,196 99
25 088726 0,18310
26 088821 0,170 69
27 088928 0,159 54
28 080045 0,14948
29 089169 0,14037
30 089298 0,13209

Tab. 7.1: Hodnoty pro urceni parametru Weibullova rozdéleni metodou mo-
mentu.



Kapitola 8

Intervalové odhady

8.1 Intervaly spolehlivosti.

V odstavci 5.1 jsme zduraznili, Ze odhad parametru (nebo funkce parametru)
je funkce realizaci nahodnych velicin, tedy sam je realizaci ndhodné veli¢iny
a prakticky vzdy se bude lisit vice ¢i méné od skutecné hodnoty odhado-
vaného parametru. Proto se ¢asto vysledky experimentu shrnuji pomoci dvo-
jic statistik, feknéme Ty a Ty, Ty = T4(X), T}, = Th(X), sestrojenych tak, aby
bylo mozno s rozumnym stupném duveéry ¢i s rozumnou zarukou oc¢ekdvat, ze
skuteéna hodnota parametru lezi v intervalu (7, T,). Nejcastéji se pozadavek
,rozumné zaruky, ze skutecna hodnota parametru (funkce parametru) bude
pokryta intervalem Ty, T;,)“ formuluje takto: Zvoli se ¢islo 1 — « blizké 1,
napi. 1 —a = 0,95 nebo 0,99 a zada se, aby pri jakékoliv skutecné hodnoté
parametru platilo

P(T, < 7(9)) < % P(Ty > 7(0) < =, (8.1.1)

| Q

tj. aby pro vSechna 6 € 2 platilo
PTy<7(0)<Th) >1—q. (8.1.2)

Dvojice statistik (T, T},) spliujici (8.1.2) se nazyva interval spolehlivosti
(také konfidencéni interval) pro funkci 7(6) parametru 0. Cislo 1 — a, tj.
infgeq P(Ty < 7(0) < T},), se nazyva koeficient spolehlivosti (také konfidencni
koeficient).

Nékdy se mluvi napt. o devadesatipétiprocentnim konfidenénim inter-
valu (je-li 1 — a = 0,95) ¢i devadesatidevitiprocentnim konfidenénim in-
tervalu (je-li 1 — a = 0,99). Riziko, ze skuteéna hodnota funkce 7(6) bude

91
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precenéna, tj. pravdépodobnost, ze dolni hranice intervalu spolehlivosti Ty
padne nad sprdvnou hodnotu 7(), je pfi splnéni podminek (8.1.1) rovno
a/2 a stejnou hodnotu mé i riziko podcenéni skutecné hodnoty 7(0), tj.
pravdépodobnost, Ze bude ziskdan ndhodny vybeér X, pro ktery T;,(X) < 7(0).
Z dlouhé tady vybéru piiblizné 100(1 — «)% bude takovych, Ze interval
(T4, Ty) pokryje skutecnou hodnotu funkce 7(#). To znamend, ze napf. pii
soustavném pouzivani metody s 1 — a = 0,99 jen asi v jednom ptipadé ze
sta dostaneme interval, ktery neobsahuje spravnou hodnotu parametru.

Dolni hranice intervalu spolehlivosti se ¢asto nazyva dolni konfidencni
mez a horni hranice horni konfidencéni mez Casto se dolni konfidenéni mez
oznacuje stejnym pismenem jako odhadovany parametr a pfipojuje se pruh
pod symbolem a horni konfidenéni mez stejnym pismenem s pruhem nad
symbolem, tedy napt. pro parametr y v N(u, 02) se pise u, 1.

Nekdy se stévd, ze dilezity je jen horni odhad pifslusného parametru, tj.
ze se hleda jen nejvyssi hodnota parametru, se kterou je tfeba pii danych
vysledcich experimentu pocitat, nebo naopak jen dolni odhad, tj. nejmensi
hodnota, kterou lze s rozumnym stupném duveéry ocekavat. Pak se pouziva
jen horni, piip. dolni konfiden¢ni meze a pozadavek (8.1.2) se nahrazuje
pozadavkem

P(Ty<7(0) >1—a resp. P(T, >7(0) >1-a. (8.1.3)
Lze také tici, ze v takovych pripadech pouzivame intervali tvaru

(inf 7(0), Ty), resp. (Ty, sup7(h)),
e 0eQ)

takze uzijeme jen jedné z rovnic (8.1.1) a ¢islo /2 nahradime ¢islem «.

8.2 Obecny postup pri kosntrukci intervalu
spolehlivosti v pripadé jednoho neznamého
parametru.

Pro vyklad obecného postupu pti konstrukei intervalu spolehlivosti uvazujme
nejprve jednoduchy piipad, kdy rozdéleni zavisi na jediném nezndmém para-
metru 6. Necht tedy X = (X1,...,X,,)" je ndhodny vybér z rozdéleni s hus-
totou (piip. pravdépodobnostni funkei) f(x;6) zavislou na jediném realném
parametru 6. Budiz T' = T'(X) né¢jaka statistika, na které lze zalozit odhad
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parametru . Predpokladejme, ze existuje funkce h(t,6) dvou proménnych
spliujici tyto podminky:

Rozdéleni ndhodné veliciny h(7T',0) je nezavislé na 6, (8.2.1)

h(t, ) je pti kazdém pevném ¢ klesajici funkei 6 (8.2.2)

a pii kazdém pevné 0 neklesajicifunkci t.
Pro zvolené ¢islo a z intervalu 0 < a < 1 oznacme
hy = sup {h|P(h(T, 0) < h) < %} (8.2.3)
hy = iﬁ{hu%MTﬁ)>h)g%}. (8.2.4)

Z podminky (8.2.1) plyne, 7e ¢isla hy, hy nezdvisi na hodnoté §. Déle
definujme pro libovolné t funkce 0(¢) a 6(t) rovnicemi

h(t,0(t)) = he, (8.2.5)
h(t,0

() = h.

Z podminky (8.2.2) plyne, ze tyto funkce jsou jednoznacéné urceny. Z de-

finice ¢isel hy, he a z definice funkci 0(T'),0(T) plati

PO(T)>0) < % pro libovolné 0, (8.2.7)
P(O(T) <) < % pro libovolné 0, (8.2.8)

¢ili ze pro vsechna 6 plati
PO(T) <0 <6(T) >1-a. (8.2.9)

To znamend, ze ((T), 0(T) ) je 100(1—a)-procentn{ interval spolehlivosti
pro parametr 6.

Diukaz platnosti vztahu (8.2.7) a (8.2.8) je jednoduchy: Z podminky (8.2.2)
plyne, ze pro libovolné dané 6 plati

0(t) <0 < ht,0) < h,
0(t) >0 < h(t,0) > hy.
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Odtud

P(0(T)
P(0(T)

) = P(h(T,0) > hy);

IV IA

pravdépodobnosti na pravé strané jsou nejvyse rovny «/2 podle definice ¢isel
hi, hs.

Jestlize ndhodna velicina h (T, §) mé pti kazdém 6 rozdéleni spojitého typu
s ryze rostouci distribuéni funkei, pak ve vztazich (8.2.7) az (8.2.9) plati zna-
meni rovnosti a pravdépodobnost, ze konfidenéni interval (6(T), 6(T)) po-
kryje skutecnou hodnotu neznamého parametru, je pravé rovna zvolenému
koeficientu 1 — a. M&-li hodnotu neznamého parametru, je pravé rovna
zvolenému koeficientu 1 — a. Ma-li h(T,0) rozdéleni diskrétniho typu, pak
skutecna hodnota pravdépodobnosti pokryti nezndmého parametru interva-
lem (O(T), 6(T)) je zavisla na skuteéné hodnoté parametru, je vsak vzdy
vétsi nebo rovna zvolenému koeficientu spolehlivosti.

Uziti uvedeného postupu je ilustrovano v prikl. 8.4.1.

Za funkci h(t,0) je nékdy vyhodné volit funkci

F(t;0) = P(T < 1), (8.2.10)

ktera automaticky spliuje podminku, ze je pti kazdém 6 neklesajici funkci
t. Konstrukce intervalu spolehlivost s uzitim této funkce je ilustrovana ptikl.
8.4.3 a 8.4.4.

8.3 Neékolik neznamych parametri.

Jestlize rozdéleni zavisi na vektorovém parametru = (01, ...,0;) a zada se
interval spolehlivosti pro nékterou slozku tohoto vektoru nebo interval spoleh-
livosti pro nékterou funkei vektoru 8, feknéme 7(8), byva ¢asto nemozné najit
funkei zavislou jen na odhadované slozce vektoru @ (resp. odhadované funkci
7(0)) a na jedné redlné statistice T'(X). Néekdy se v takovych situacich podaii
najit ndhodnou velic¢inu h(T, 7; 51(X), ..., S.(X)) jako funkci bodového od-
hadu T pro 7(0), dalsich statistik 5(X),...,S5,(X) a odhadované funkce
7(0) tak, aby jeji rozdéleni nezdviselo na ,prebytecnych* slozkach parametru
0 = (64,...,0;)". Piikladem takové funkce je (8.4.9).

Jindy je mozné najit statistiky S1(X),...,Sk-1(X) a funkci h(7(X), 7)
tak, ze asponn podminéné rozdéleni ndhodné veliciny h(7'(X,7) pii danych
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hodnotach statistik Si,...,Sy_1 nezavisi na vektoru parametri. Obecnou
teorii zde nelze vykladat, je obsazena napt. v [22].

Neékdy byva uzitecné konstruovat simultanni (sdruzené) intervaly spoleh-
livosti pro nékolik parametru (nebo funkeci parametri) souc¢asné, popf. i ob-
lasti jiného tvaru nez k-rozmérny interval, tzn. sestrojit funkce 7, (x), . . .,74(x)
aTi(x),...,Tr(x) tak, aby

P(z.(X)<7—j(01,...,0k)<?j(X), jzl,...,k)Zl—a (8.3.1)

J

nebo obecnéji ndhodné oblasti M (x) v k-rozmérném prostoru tak, aby
P(M(X) 5 (11(6),. .. ,Tk(a))) >1-a. (8.3.2)

Ptislusnou teorii 1ze najit v [1].

8.4 Piiklady.

Jako priklady uziti obecnych postupt z odst. 8.2 a 8.3 uvedeme intervaly
spolehlivosti pro parametry a nékteré funkce parametru rozdéleni, jejichz
bodovymi odhady jsme se zabyvali v ¢l. 7.

8.4.1 Exponencialni rozdéleni.

Necht X = (Xy,...,X,)" je ndhodny vybér z exponencidlniho rozdéleni
E(0, §). To je rozdéleni s jedinym parametrem 0, pro ktery mame jedno-
rozmérnou minim4ln{ postacujici statistiku 7' = >"7" | X;. Lze tedy postupo-
vat podle odst. 8.2 Nahodna velicina

n

2T 2
WT,0) = — == > X (8.4.1)
=1

m4 rozdéleni x?(2n), jak se lze snadno presvédcit uzitim vysledku pifkl. 22.4.2
z [24] a jednoduchou transformaci. Funkce (8.4.1) zfejmé spliuje podminky
(8.2.1) a (8.2.2); pro libovolné § plati

2 n
P(X§/2(2n) < SZX’ < Xia/z(Qn)) =1-a.

=1
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Rovnice (8.2.5) a (8.2.6) prejdou v

= 25(2n), (342

Sl

2t
E = X%—a/2 (277,),

a interval spolehlivosti pro ¢ je tedy

< 2 Z?:l X 2 Z?:l X, )

’ Xi/Q

(8.4.3)
X%—Q/Q

Pravdépodobnost R(t) = P(X > t), kde t je dané kladné ¢islo, je déna
vyrazem (7.3.8) a je rostouci funkci parametru 6. Plati tedy

);

odtud plyne, ze konfidenc¢ni interval pro tzv. funkeci spolehlivosti pii expo-
nencialnim rozdéleni doby zivota je

Uvazujme tudaje odst. 7.3 a stanovme 95% konfidené¢ni interval pro R(50).
Z tabulek [24] nalezneme x§ o5(16) = 26,296. Pak

SdlBa

t t
exp(—5)<exp(—3)<exp(—

50 - 26,296

=1,487; e M7 =0,22
SRVD) JA8T; e 0, 226,

takze dostavame jednostranny konfidenéni interval (0,226; 1) pro R(50).

8.4.2 Normalni rozdéleni.

Necht X = (Xi,...,X,)" je ndhodny vybér z rozdéleni N(u, 0?). To je
rozdéleni s dvourozmérnym parametrem; minimalni postacujici statistika je
dvourozmérna, pro libovolnou funkci dvojice (u, 02) nelze uzit jednoduchého
postupu z odst. 8.2. Je to vSak mozné pro 7(u, 02) = o2, tj. pro odhad
rozptylu normélniho rozdéleni. Podle odst. 3.2 m& ndhodn4 veli¢ina

(n—-1)s* YL, (Xi— X)?

2

h(S? o) =

(8.4.5)

o o2
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rozdélen{ x?(n — 1). Rovnice (8.2.5) a (8.2.6) prejdou v

(n—1)s?
o2

n—1)s?
- X%—Q/Q(n - 1)7 % = Xi/2<n - ].), (846)

odkud interval spolehlivosti pro o2 je

( (n-DS ~ (n-1)5" > (8.4.7)

X%—a/z(n - 1) Xi/g(n -1)

Interval spolehlivosti pro smérodatnou odchylku o je

( Svn—1 Svn—1 )
VXt =1 X (n—1)
K sestrojeni intervalu spolehlivosti pro stiedni hodnotu u je tteba pouzit

funkce bodového odhadu X parametru u a druhé statistiky S2; podle (3.3.7)
ma funkce

(8.4.8)

X —yp
Vi (8.4.9)

rozdélen t(n—1), tedy nezavisi na (u, 0?) a pti kazdém (X, S?) je h(X, u; S?)
klesajici funkce p. Rovnice (8.2.5) a (8.2.6) prejdou v

WX, p; 5%) =

T— T—7
Vi = tiapn = 1), V= tap(n = 1) = —tiap(n - 1),
(8.4.10)
odkud interval spolehlivosti pro u je
X —t (n—1)i X +t (n—l)i (8.4.11)
1—04/2 \/ﬁ; 1—a/2 \/ﬁ . A

Stanovme 95% intervaly spolehlivosti y < p < i a 0 < @, mame-li data
z odst. 7.1. Z tabulek [23] nalezneme tg,975(49) = 2,0096; x{ 5(49) = 33, 930.
Odtud

2 V2,192 2 V2,192
= 42,27— 009672, 19 =41,849; T = 42,27— 00962, = 42, 691;
= V50 V50

192,102
T =202 g,
o 33.930
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8.4.3 Alternativni rozdéleni.

Necht X = (Xi,...,X,) je ndhodny vybér z rozdéleni A(r) (viz [24], odst.
14.2). Statistika 7" = " | X; md binomické rozdéleni Bi(n, m) (viz [24],
odst.14.5). Funkce

h(t,7) = i (”) (1 — )", (8.4.12)

1=0 J

tj. distribuéni funkce statistiky 7" v bodeé ¢, splnuje podminky (8.2.1) a (8.2.2);
podle piikl. 23.3 v [24] je totiz

1

h(t,7) =1—-I1,(t+1,n—t) = Bl i1

) /ﬂl u'(1—u)"""tdu, (8.4.13)

coz je pii kazdém t € (0,n) klesajici funkce 7; naopak z (8.4.12) je videét,
ze h(t,m) je pii kazdém 7 € (0, 1) neklesajici funkce ¢. Hranice m(t), 7(t)

konfiden¢niho intervalu konstruované podle odst. 8.2 s uzitim funkce h(¢, )
definované v (8.4.12) jsou tedy dény rovnicemi

=0 im0 \J

vvvvvv

distribuc¢ni funkef rozdéleni beta podle (8.4.13) a ddle s uzitim vztahu (3.6.2)
distribu¢ni funkci rozdéleni beta vyjadiit pomoci distribuéni funkce rozdéleni
F. Rovnice (8.4.14) ptejdou na rovnice

1—P<F(2(t—|—1),2(n—t))<M> - % (8.4.15)

S+ 0)(1-7)
1—P(F(2t,2(n—t+1)) g%) = 1—%.

Odtud plyne vyjddieni 7(t) a 7(t) pomoci kvantilu rozdéleni F'. Z rovnice
(8.4.15) mame

(n—t)T
(t+1)(1—7)
(n—t+ 1)

t(1—m)

Fiap(2(t+1),2(n — 1)),

= F,p(2t,2(n —t+1))
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a odtud

_ (t+ D Fap2(t+1),2(n — 1)) _ _

() = n—t+t+1)F_ap(2t+1),2(n—1)) b=,
wn) = 1 (8.4.16)
w(0) = 0, (8.4.17)
m(t) = : =™

(n—t+1)Fi_ap(2(n—t+1),2t)’

Hodnoty m(t) z (8.4.17) jsou tabelovany v [23] pro fadu kombinaci, ¢t,n—t
a /2. Hodnoty 7(t) nenf tfeba tabelovat, nebot srovndnim (8.4.16) a (8.4.17)
snadno zjistime, ze

takze horni hranice intervalu spolehlivosti se dostane snadno zaménou t za
n —t.

Pti vysokych hodnotach n a podilu ¢/n nepiilis blizkém 0 nebo 1 (tak,
aby bylo ptiblizné n(t/n)(1 —t/n) > 9) se aproximuje rozdéleni statistiky 7'
normélnim rozdélenim (viz [24], odst. 26.7) a rovnice (8.4.14) piejdou v

Y il WY (e Rl I (8.4.18)
nm(l — ) 2 nu(l —m) 2

Jejich piiblizné feseni (po zanedbani clent tvaru £, kde c je konstanta je

p(1—p)

() =Pt wap\| = (8.4.19)
. p(l —p)
l)=p—uU-qa E—
E( ) P —Ui—qa/2 n
kde p = t/n.
Uvazujme priklad, kdy z n = 30 nezavisle zkouSenych izolatoru jich

bylo t = 4 prorazenych. Stanovme 90% interval spolehlivosti pro rozdil 7
prorazenych izolatoru tohoto typu.

Z tabulek [23] prot =4, n—t = 26 a a/2 = 0,05 nalezneme 7(4) = 0,047
am(4) =1—m(26) = 0,280. Pouzitim aproximativnich vztahu (8.4.19) pro
p= % a ug g5 = 1,644 854 dostavame 7(4) = 0,031 a 7(4) = 0, 235.
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8.4.4 Poissonovo rozdéleni.

Necht X = (X7,...,X,) je ndhodny vybér z rozdéleni Po()). Statistika
T =37, X; md rozdéleni Po(n\). Zvolime-li za h(t, \) funkei

t

h(t, ) = Z (”ﬁ)je—m, (8.4.20)

ziskame pro interval spolehlivosti pro A rovnice

t 1

n\)! 5«
yo W

J
5 (n%) e—ng -1

t—
1
j=0 J: j=0 J:

(8.4.21)

SE

Nejvyhodnéjsi postup teseni rovnic (8.4.21) je zalozen na vztahu

t — .
(A _ 5 0 =% 2(t+1)-1 ; B
= | = P(x*(2(t+1)) > 20}), (84.22)

= 7

viz [24], piikl. 22.4. Aplikaci tohoto vztahu na levé strany rovnic (8.4.21)
dostaneme rovnice

P(X2(2(t +1) > 2nX) - % POA2t) > 2m)) =1— 2. (8.4.23)

2
Odtud .
Xt) = 5xiap+D), =01 (8.4.24)
a
1 2
AW) = 5-x2 (20, t=1,2,..., (8.4.25)
A0) = 0.

Kvantily rozdélen{ x? najdeme v [23]. Pii vyssich hodnotach ¢ takovych, ze
X2, /2(2(t+1)) nenf uz v tabulkdch obsazeno, pouzije se aproximace rozdélen{
x* normalnim rozdélenim (viz [24], iloha 26.8.2); pak bude piiblizné

A(t) L (t+1+uapVi+1), At)= %(t —U_apVE).  (8.4.26)

n
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Uvazujme udaje prikl. 6.6.2. Konfidenc¢ni interval s koeficientem spolehli-
vosti 1 — a = 0,95 pro sttedni hodnotu poctu kazu v jedné tabuli ma krajni
body

1 19, 806
A(”) = 50X0025(34) 50 = 0, 396;

— 1 54,437
)‘(17) = %X0,975(36): 50

=1, 089.
Krajni body pfiblizného intervalu spolehlivosti jsou podle (8.4.26)

1 - 1
A(l7y£53(17——lw96\/f7)5:0,357; A(17}555(18—%1796\/I§)£:1,053

8.4.5 Dvé normalni rozdéleni.

Necht X = (Xi,...,X,)" je ndhodny vybér z rozdéleni N(uy, 03) a Y =
(Y1,...,Y,) ndhodny vybér z rozdéleni N(us, 03). Necht vybéry X a Y jsou
nezavislé.

Predpoklddejme nejprve, Ze 0? = 02 = 02 a uvazujme parametrickou
funkci 7 = 7(p1, 12, 0%) = p1 — po = A. Podle odst. 3.5 ma ndhodn4 veli¢ina

h(X,Y,A,S8?) = (8.4.27)

kde S* je dano vyrazem (3.5.3), rozdéleni t(ny 4 ng — 2), tedy nezévislé na
(p1, pi2, 0%), a pii kazdém (X,Y,5?%) je (8.4.27) klesajici funkei A. Rovnice
(8.2.5) a (8.2.6) piejdou v

X-Y-A X-Y -

l>|

- == ti—a/2(n1 +ng — 2), ﬁ = —ti_a2(n1 + 12— 2),
(8.4.28)
odkud dostavame interval spolehlivosti pro A = pq — s
- 1 1
X =Y —ti_qp(ni +ny—2)s/— + —,
nq %)

- — 1 1
X =Y +ti_qp(n +ne—2)s4/— + —) . (8.4.29)
nq N9
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V praci [12], str. 108, jsou uvedeny vysledky obsahu aktivniho chloru
(v g/1) v bélicim roztoku ze dvou nadrzi. Z nich se vypocte:

[ nadrz: n; = 25; 7 =34,48; s3=1,7482;

II. nddrz: ny = 10; 7 =35,59; s3=1,7121.
Predpokladejme, ze se jednéd o nezavislé vybéry ze dvou normalnich roz-
déleni, a stanovme 95% interval spolehlivosti pro rozdil obsahu chloru v obou

nadrzich.
Z tabulek [23] nalezneme ¢ 975(33) = 2,034 5. Dale

,  24-1,748249-1,7121

=1,7384
S 33 ) Y
takze pro urceni (8.4.29) dostavame
1
mm5m%41+w2;um7
’ ’ 25 10/) 7

a odtud interval spolehlivosti pro p; — uo je (—2,114; —0,106).
Stanovme jesté interval spolehlivosti pro parametrickou funkci

2
01

T(Hbﬂ% 0%7 Ug) = 9
93

Uvazujme nahodnou veli¢inu

S202  S?1
h(S?,52 0% 03) =22 =L 8.4.30
( 1> 270-1a0-2) 5«220% 5227_7 ( )

tj. velicinu (3.5.5), kterd ma rozdéleni F(n; — 1, ng — 1). Z rovnic

S21

S21
S27F

?; = Fa/2<n1 - 17”2 - 1)7 (8431)
2 L

= Fl—a/Q(nl —1,ng — 1):

vyplyva interval spolehlivosti

( 512/522 S%/SZQ ) (8.4.32)
Flfa/Q(nl —1,ng — 1)7 Fa/2(n1 —1,ng — 1)7

2/ 2
pro o3 /03.
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8.4.6 Dvourozmérné normalni rozdéleni.

Necht (X1,Y1), ..., (X,,Y,) jendhodny vybér z dvourozmérného normélnfho
rozdéleni s parametry
X, Y
= B(X), o= B(Y), o =var(X), of=var(y), p= LY
0102
Uvazujme veliciny D; = X; — Y;,7 = 1,...,n. Podle odst. 3.7 muzeme

povazovat D = (Dy,..., D,) za ndhodny vybér z rozdéleni N(A, 0%), kde
A=y — sy a0t =02+ 03 — 2p0105.

Zcela analogickym postupem jako v ptikl. 8.4.2 zjistime, Ze interval spo-
lehlivosti pro A je

(ﬁ — tl_a/g(’n — 1)5—\/%, Q + tl_a/g(n — 1)%,) (8433)

kde D a S% jsou statistiky (3.7.3).

i T Yi d; bi
1 24,14 24,26 -0,12 48,40
2 36,99 37,31 -0,32 74,30
3 29,10 28,95 0,15 58,05
4 31,21 31,66 -0,45 62,87
5 48,82 49,33 -0,51 98,15
6 48,43 48,90 -0,47 97,33
7 38,11 38,37 -0,26 76,48
8 37,62 38,11 -0,49 75,73
9 57,21 57,44 -0,23 114,65
10 41,43 42,01 0,58 83,44
11 38,94 39,28 -0,34 78,22
12 45,77 46,15 -0,38 91,92
Tab. 8.1: Hodnoty obsahu zZeleza.
Tabulka 8.1 udava hodnoty obsahu zeleza u n = 12 vzorku zelezné

ruda. Zde x; jsou vysledky standardni analytické metody a y; vysledky noveé
zavadéné analytické metody. Z téchto hodnot vypocteme

- -4 .
d=—5 =-0,333 s} =

12-1,7798 — (—4)?
132

=0,0406
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a z tabulek [23] nalezneme ¢ g75(11) = 2,201. Je tedy sD/\/E = 0,058, takze
(—0,461; —0,205) je 95% interval spolehlivosti pro A = g — ps.

Ke konstrukei intervalu spolehlivosti pro koeficient korelace p lze vyuzit
statistiky
IL+r
1—7

1
Z =—-In
2

kde r je vybérovy koeficient korelace (3.7.5). Podle odst. 3.7 m& veli¢ina

W7, p) = (n—s)%(z—%lniz _ Q(Rp_ 1)) (8.4.34)

pro piimétend n (viz odst. 3.7) ptiblizné rozdéleni N(0, 1). Pfitom pro kazdé
r, a tedy i kazdé Z, je h(Z, p) klesajici funkei p. Rovnice (8.2.5) a (8.2.6)
prejdou v

h(Z, /_)) = ul_a/g, h(Z, ﬁ) = —Ul_a/g. (8435)

Rovnice je zapotiebi fesit numericky; pro prvni aproximaci muzeme za-
nedbat v (8.4.34) vyraz p/(2(n — 1)).

Byla zjistovana zralost viskézy X a taznost Y umélého vldkna. Z n = 46
meéfeni byl vypocten vybérovy koeficient korelace r = 0, 638. Stanovme 95%
interval spolehlivosti pro p. Protoze Z = 0,754 794, budeme fesit rovnice

s 1. 147 7
43 (0,754794 B R —) — _1,959964,
i 2 ' T=5 90
1 1+
433 (o, 754794 — ~In — £ _ ﬁ) — 1,959 964.
2 1—;_) 90

Jejich tesenim nalezneme interval spolehlivosti (0,423; 0, 780) pro p.

8.5 Ijlohy.

8.5.1

Uvazujte udaje odst. 7.3 a naleznéte 95% interval spolehlivosti pro parame-

trickou funkeci \ = %.
[(0,008; 0,033)]
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8.5.2

Uvazujte udaje piikl. 6.6.2 a naleznéte 95% interval spolehlivosti pro para-

metrickou funkci 7(\) = e~

[(0,337;0,673)]
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Kapitola 9

Uvodni poznamky

9.1 Podstata statistického rozhodovani.

Statisticky rozhodovaci problém vznika, kdyz je treba zvolit jedno rozhod-
nuti z urcité tiidy rozhodnuti v dané situaci moznych a relativni vyhodnost
jednotlivych moznych rozhodnuti zavisi na hodnotach jednoho nebo nékolika
neznamych parametru, o kterych lze ziskat jen informace zatizené nahodnymi
chybami; 1ze jen pozorovat nahodné velic¢iny, jejichz rozdéleni zavisi na ne-
znamych parametrech. Volba rozhodnuti na zédkladé pozorovani nahodnych
veli¢in je prirozené spojena s rizikem, ze zvolené rozhodnuti nebude v dané
situaci nejlepsi a v dusledku nespravného rozhodnuti vznikne ztrata. Ukolem
teorie statistického rozhodovani je vypracovat pravidla pro volbu rozhodnuti
v podminkach nejistoty tak, aby stfedni hodnota ztrat byla co nejmensi.

9.2 Priklady.

9.2.1 Statisticka prejimaci kontrola.

Predpokladejme, ze zdvod prebira od subdodavatele dodavky po N = 4000
kusech polotovaru. V kazdé dodavce je urcité procento 1007% nevyhovujicich
kusi, ¢islo m koliséd od dodavky k dodavce. Pokud je m mensi nez urcité cislo
70, je vyhodnéjsi doddavku prevzit, nebot potize s tifdénim by byly vétsi nez
potize se zpracovanim dodavky; jakmile m prekro¢i 7y, je vyhodnéjsi celou
dodavku tridit. Z kazdé dodavky se tedy vybere n (napf. 200) kusu a podle
poctu vadnych se rozhodne, zda se dodavky pouzije bez dalsich opatieni ¢i
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zda se pred pouzitim podrobi stoprocentni kontrole.

To je statisticky rozhodovaci problém: Ttida moznych rozhodnuti obsa-
huje dva prvky ,pfijmout dodavku“ a ,pretfidit dodavku®“. Parametr, na
kterém zavisi volba rozhodnuti, je 7 = podil vadnych kusu v dodévce. Je
neznam, avSak pozoruje se ndhodnd velicina X =pocet vadnych kusu ve
vybéru, kterd ma hypergeometrické rozdéleni

p(x=x>=$(]\f) (Nn__?)v — o
= max(0, Nm — N +n),..., min(Nr,n).

Rozhodovaci pravidlo (rozhodovaci funkce) pfifazuje kazdé z moznych
hodnot nahodné veliciny X jedno ze dvou rozhodnuti ,pfijmout dodavku*
nebo pretiidit dodavku. Kazdé z obou uvedenych rozhodnuti mé svoje dusled-
ky: Prijme-li se dodavka obsahujici M = Nz vadnych kusu bez tridéni,
vzniknou naklady aN7, kde a je Skoda zpusobena vadnym kusem ve vyrobé
(napf. cena opravy hotového vyrobku, ktery v dusledku zamontovani vadné
soucastky nefunguje), a tiidi-li se doddvka, vzniknou naklady rovné cené
tiideni.

9.2.2 Volba optimalni varianty technologického pro-
cesu.

Predstavme si, ze se provoznim pokusem srovnavaji tfi ruzné varianty tech-
nologického procesu v chemickém prumyslu. Predpokladejme, ze rozhodujici
znak jakosti vyrobku je ndhodna veli¢ina, kterd ma pii i-té varianté rozdéleni
N(pi, 02), i = 1,2,3, a ze na nejvhodnéjs{ se povazuje varianta s nejvyssi
hodnotou p;. V pokusu se ptipravi n varek kazdou ze zkousSenych variant
a ziskaji se tii ndhodné vektory (Xji,..., Xin)', tj. vysledky naméfené u n
varek pripravenych i-tou technologii, i = 1,2, 3. Na zdkladé vysledku se ma
rozhodnout, kterd ze tii srovnavanych technologii je podle uvedeného kritéria
nejlepsi a ma byt zavedena ve velkém.

Jde o statisticky rozhodovaci problém se tfemi moznymi rozhodnutimi
typu ,,doporuéit i-tou variantu®“, ¢ = 1,2,3. Ozna¢me s ¢islo varianty do-
porucené na zakladé vysledku pokusu; je-li napt. doporucena varianta druha,
je s = 2. V dusledku rozhodnuti vznikne skoda imérna rozdilu mezi pg a
maxi <;<3 [i, tedy skoda

ag%Wrwﬁ
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je-li zvolena podle vysledku experimentu préava varianta s maximéalni hod-
notou p;, je Skoda nulova. Je-li zvolena jind varianta, vznikne urcita ztrata,
zpravidla asi tim vétsi, ¢im vétsi bude rozdil mezi max u; a vybranym p,.

9.3 Rozhodovaci funkce.

Jak je vidét z prikladu odst. 9.2, zakladni prvky tlohy statistického rozho-
dovéni jsou:

1. mnozina moznych rozhodnuti, feknéme D, tzv. prostor rozhodnutt,

2. mnozina moznych vysledku pfislusného nahodného experimentu, tzv.
vybérovy prostor. ktery oznacime X;

3. mnozina moznych hodnot parametri rozdéleni pravdépodobnosti vy-
sledku daného experimentu, tzv. parametricky prostor, ktery oznac¢ime
Q a jeho prvky 0;

4. funkce W(d,0) na D x Q udéavajici ztratu, kterd vznikne, pfijme-li
se rozhodnuti d, kdyz spravna hodnota parametru je 6, tzv. ztrdtovd
funkce.

V prikladé 9.2.1 je prostor rozhodnuti D = {d;,dy}, kde d; znaci roz-
hodnuti ,pfijmout dodavku“ a ds rozhodnuti ,, dodavku pretiidit®, vybérovy
prostor X = {max(0, Nm — N +n),max(0, Nt —N+n)+1,... min(Nw,n)},
parametricky prostor € je interval (0, 1). Ztrdtovou funkci lze zvolit ruzné,
ale nejptirozenéjsi volba v popsané situaci by byla napf.

W(dy,7) = aNm, (9.3.1)
W(dg,’ﬂ') = C,

kde a znaéi skodu zpusobenou vadnym kusem a C' naklad na tiidéni dodavky.
Jina prijatelnd volba ztratové funkce pro dany piiklad je

W(dy, ) 0, w<my, (9.3.2)
= 1, 7 >mg,
W(dy,m) = 1, 7 < m,
0, m>m.
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P1i uziti ztréatové funkce (9.3.2) nevyjadiujeme absolutni velikosti ztréty,
nybrz jen skutecnost, ze pti m < my je rozhodnuti d; spravné a d, nikoliv,
zatimco pii m > 7y je spravné rozhodnuti ds.

Rozhodnuti d se vybira na zdkladé vysledku nahodného experimentu.
Pravidlo, které prirazuje kazdému z moznych vysledku experimentu urcité
rozhodnuti, tj. funkei d(z) zobrazujici X do D, je tzv. rozhodovaci funkce.
V prikladé 9.2.1 nejprirozenéjsi rozhodovaci funkei je

dlz) = di, z<c,
- d27 515207

tj. prijmout dodavku, kdyz pocet vadnych kusu X ve vybéru je mensi nez
dané ¢islo ¢, a zamitnout ji, kdyz X > c.

Jelikoz rozhodnuti je pak funkei vysledku ndhodného experimentu, je i
ztrata utrpénd v dusledku rozhodnuti nahodou velic¢inou; jeji stfedni hodnota

R(O) = E(W(d(X), 0)) (9.3.3)

je tzv. rizikovd funkce. Rizikova funkce je zakladem pro srovnavani ruznych
rozhodovacich pravidel. Velmi zhruba feceno, cilem teorie rozhodovacich funk-
ci je konstrukce rozhodovacich pravidel s ,priznivym prubéhem® rizikové
funkce.

Obecna teorie rozhodovacich funkci je predmétem mnoha specidlnich po-
jednéani (napft. [3, 36]). Zde se omezime jen na zvlastni piipad, totiz na dlohy
s dvéma rozhodnutimi a s jednoduchou ztratovou funkci obdobného typu
jako (9.3.2). Rozhodovaci funkce pro tlohy tohoto druhu jsou ve statistice
znamy jako testy statistickych hypotéz.



Kapitola 10

Testovani statistickych hypotéz

10.1 Uloha testovani statistické hypotézy.

Jestlize v obecném statistickém rozhodovacim problému z ¢l. 9 mnozina
moznych rozhodnuti ma jen dva prvky, D = {d;,ds} a parametricky prostor
Q) prislusného experimentu je rozdélen na dveé ¢asti, feknéme w a w = ) — w,
kde pii 0 € w je vyhodnéjsi rozhodnuti d; nez dy a pii 0 € @ je vyhodnéjsi roz-
hodnuti ds nez d;, nazyvame rozhodovaci problém wlohou ovéreni (¢i testu)
statistické hypotézy. Tvrzeni 0 € w“ oznacéime jako hypotézu H a opacné
tvrzeni .0 € Q — w® jako alternativni hypotézu A. Jestlize je hypotéza H
spravna, tj. jestlize ve skutec¢nosti je 8 prvkem w, pak je na misté rozhodnuti
dy; volbu rozhodnuti d; oznacujeme tedy jako pftijeti hypotézy H a volbu
rozhodnuti dy jako zamitnuti H (¢ili pfijeti alternativni hypotézy A).

Pravidlo, podle kterého se na zédkladé vysledku ndhodného experimentu
rozhoduje, zda danou hypotézu prijmout ¢i zamitnout, se nazyva test hy-
potézy H.

10.2 Piiklady.

10.2.1 Prejimaci kontrola dodavek vyrobki
(pokracovani piikl. 9.2.1).

V prikladé 9.2.1 jde v podstaté o test hypotézy H : m < 7y (podil vadnych
vyrobku v doddvce nepiekracuje dané ¢islo my) proti alternativni hypotéze
A . m > m. Zamitnuti hypotézy H mé za nasledek stoprocentni kontrolu
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(tfidéni) celé dodavky. Parametricky prostor €2 (kterym je interval (0,1)) je
rozdélen na ¢asti w = (0,m) a w = Q —w = (m, 1). Test hypotézy H je:
zamitnout H : m < mp, kdyz x > ¢, kde = je pocet vadnych vyrobku ve
vybéru a ¢ dané ¢islo (o jeho volbé bude te¢ pozdéji).

10.2.2 Zkouska t€innosti nového zptisobu ochrany proti
korozi.

Predstavme si nasledujici situaci: Chemik navrhl novy zpusob povrchové
upravy materialu od kterého ocekava lepsi ochranu proti korozi. K ovéfeni,
zda novy zpusob skutecné poskytuje lepsi ochranu proti korozi, provedl po-
kus: Pripravil béznym standardnim zpusobem n; vzorku materidlu a novée
navrzenym zpusobem ny vzorkiu a obé skupiny vystavil ic¢inkiim agresivniho
prostiedi. Po ur¢ité dobé zméii na vsech vzorcich uéinky koroze (napt. pro-
cento povrchu zasazené korozi). Podle vysledku pokusu rozhodne, zda noveé
navrzeny zpusob doporuci ¢ nikoliv. Ze zkusSenosti s podobnymi pokusy vi,
ze zvolena mira poskozeni ma normaélni rozdéleni.

Matematicko-statisticky popis daného problému zni: Pozoruji se dva neza-
vislé ndhodné vybéry X = (X1,...,X,1) a’Y = (Y1,...,Y,); X je vybér
7z rozdéleni N(py, 0%) a Y je vybér z rozdéleni N(uso, 03). Pritom X; je
procento povrchu zachvaceného korozi u i-tého standardniho vzorku a Y;
procento povrchu zachvaceného korozi u i-tého vzorku pripraveného novym
zpusobem. Vybérovy prostor X tedy je (ny 4+ ng)-rozmérny euklidovsky pro-
stor. Parametricky prostor §2 je ¢ast 4-rozmérného euklidovského prostoru,

Q= {6 = (H17M270370§) ‘ Uf > 07 O—g > O}

Rozhodnuti ,,doporucit novy zpusob“ je na misté, kdyz ps < 1, rozhod-
nuti ,nezavadét novy zpusob* je spravné, kdyz p; < po. Tim je dan rozklad
2 na dveé disjunktni ¢asti

w = {(M17M27U%70§) | 1 S [1’270-% > 070-3 > 0}7
W= {(Mla;u?aa-%vo-g) ‘ M1 > M?ao-% > 0703 > O}a

Jde o test hypotézy H : 0 € w, tj. u1 < o, proti alternativni hypotéze
A: 0 €w, tj. > ps. Postup pti provedeni testu je popsan v odst. 11.10.
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10.3 Konstrukce testu statistickych hypotéz.

Protoze v tloze testovani statistické hypotézy jsou mozna jen dvé rozhodnuti
(totiz ,zamitnout hypotézu H* a ,nezamitnout hypotézu H*), je test (roz-
hodovaci pravidlo) zcela popsan rozkladem vybérového prostoru X na dveé
disjunktni ¢asti: ¢ast, které je prirazeno rozhodnuti ,zamitnout H*, a ¢ast,
které je pritazeno rozhodnuti ,nezamitat H*.

10.4 Kriticky obor.

Mnozinu prvka x vybérového prostoru X, kterym je pfitazeno rozhodnuti
yzamitnout hypotézu H*, nazveme kritickijm oborem (Gplnéji kritickym obo-
rem pro testovdand hypotézy H).

V prikladé 10.2.1 je vybérovym prostorem mnozina celych nezdpornych
¢isel nejvyse rovnych n, X = {0,1,...,n}. Ndhodna veli¢ina X sice muze
nabyvat jen hodnot z intervalu (max(0, Nm— N +n), min(N7, n)), ale para-
metr 7 neni zndm a muze mit kteroukoliv hodnotu z intervalu (0, 1); je tedy
treba povazovat za mozné vysledky experimentu vSechna celd ¢isla z intervalu
(0, n). Kriticky obor pro test H : 7 < mg je mnozina W = {c,c+1,...,n}.

Kriticky obor budeme v dalsim textu této kapitoly znacit pismenem W a
pravdépodobnost, ze experiment da vysledek z W, kdyz parametr ma hod-
notu @, symbolem P, (8). Je-li T’ = T'(X) néjakd statistika, symbol P(T'(X) >
c|@ = 6) bude znacit pravdépodobnost jevu {T'(X) > ¢} potitanou pii hod-
noté @ = 6y; zde nejde o podminénou pravdépodobnost, protoze parametr
nepovazujeme za nahodnou veli¢inu.

Vhodnost daného testu statistické hypotézy H (tj. daného kritického
oboru pro test hypotézy H) muzeme posoudit, stanovime-li pro kazdé 6 €
pravdépodobnost, ze hypotéza H bude testem zamitnuta, kdyz parametr ma
ve skutec¢nosti hodnotu 6. Tato pravdépodobnost by méla byt co nejmensi,
kdyz H je spravna (tj. kdyz @ € w), a co nejvétsi, kdyz H neplati (tj. kdyz
0 € Q —w). Zavadime tedy néasledujici definici.
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10.5 Silofunkce testu (kritického oboru).

Funkci P, (0) na 2, ktera udava ke kazdému 6 € 2 pravdépodobnost zamitnuti
hypotézy H, kdyz parametr ma hodnotu 6, tj.

Pw () = P(X € W|0), (10.5.1)

nazveme silofunkci testu (kritického oboru) W. Hodnotu silofunkce v uréitém
bodé 8 = @' nazyvame silou testu vici alternativé @ = 6'.

Jestlize vysledek experimentu ma rozdéleni diskrétniho typu s pravdeé-
podobnostni funkei p(x;); vypocita se silofunkce jako

Pw(0) =) p(x;0), (10.5.2)

xXeEW

jestlize X ma rozdéleni spojitého typu se sdruzenou hustotou f(x;8), vypocita
se silofunkce jako

PW(o:/.../f<x;a> day ... dz,. (10.5.3)
w

Pii testu statistické hypotézy H : # € w muze dojit k chybnému rozhod-
nuti dvéma zpusoby:

1. Hypotéza H je ve skutecnosti spravna a na zdkladé testu je zamitnuta
(experiment da vysledek z kritického oboru W),

2. hypotéza H neplati, ale test nevede k jejimu zamitnuti (experiment d&
vysledek, ktery nepatii do kritického oboru W, X € X — W).

Pro tyto dva druhy chyb je v matematické statistice zavedeno zvlastni
oznaceni.

10.6 Chyba prvniho a druhého druhu.

Rozhodnuti ,zamitnout hypotézu H“, kdyz ve skutecnosti je H spravna,
se nazyva chyba I. druhu. Rozhodnuti ,nezamitat hypotézu H“, kdyz ve
skutecnosti je spravna alternativni hypotéza A, se nazyva chyba II. druhu.
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10.7 Hladina vyznamnosti.

Pti volbé testu statistické hypotézy se snazime predevsim omezit riziko chyby
I. druhu a kriticky obor vybirame tak, aby pravdépodobnost chyby I. druhu
neprekrocila predem zvolené cislo a; zpravidla se pouziva hodnot « ne vyssich
nez 0,1, napt. « = 0,05 nebo 0,01. Hypotéza H : 6§ € w je spravna, kdyz
parametr 6 patii do dané c¢asti w parametrického prostoru 2. Na kriticky
obor tedy klademe podminku

Py (0) < a pro vsechna 6 € w. (10.7.1)

Toto ¢islo a nazyvame hladinou viznamnosti a test (kriticky obor) spliujici
podminku (10.7.1) testem na hladiné vyznamnosti «.

Vyklad o metodach a kritériich pro konstrukei kritickych oboru na dané
hladiné vyznamnosti lze najit v podrobnéjsich u¢ebnicich matematické sta-
tistiky, napt. [1, 20, 31], dplny rozbor tlohy v monografii [22]. Zde uvedeme
jen jednoduchy postup pouzitelny pii nejbéznéjsich typech hypotéz.

10.8 Beézné typy statistickych hypotéz.
V aplikacich se nejcastéji setkdvame s hypotézami tohoto tvaru:

1. Necht 7(8) je dand redlnd funkce parametru 8. Hypotéza H; zni 7(6) <
70 (kde 79 je dané ¢islo), alternativni hypotéza A, zni 7(8) > 7.

2. Hypotéza Hy zni 7(0) > 79 (79 dané &islo), alternativni hypotéza A, je
7(0) < 70.

3. Hypotéza Hjz zni 7(0) = 19 (19 dané ¢islo), alternativni hypotéza Az je

7(0) # 70.

V pripadé 1 a 2 mluvime o testu jednostranné hypotézy proti jednostranné
alternativé, v ptipadé 3 mluvime o testu hypotézy Hs proti oboustranné al-
ternativé, struénéji o jednostrannych a oboustrannich testech.

Kritické obory pro testovani hypotéz tohoto typu lze zpravidla uvést na
tento tvar: Necht T(X) je redlnd statistika (redlnd funkce vysledku experi-
mentu), jejiz rozdéleni zavisi jen na hodnoté funkce 7(6) parametru 0. Kri-
ticky obor Wy pro test hypotézy H; je

Wy = {x|T(x) > C1}, (10.8.1)
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kde C je ¢islo zvolené tak, aby
P(T(X)>C|7(0) =) =a. (10.8.2)
Kriticky obor W5 pro test hypotézy Hj je
Wy ={x|T(x) < Cy} (10.8.3)
kde C5 je zvoleno tak, aby
P(T(X)<Co|7(0) =70) =a. (10.8.4)
Kriticky obor pro test hypotézy Hj je
Wy = {x|T(x) < Cy} U{x|T(x) > Cy}, (10.8.5)
kde C; a Cj jsou ¢isla zvolend tak, aby

P(T(X) < Cy|7(0) =7) = P(T(X) > Cy | 7(6) =7) = % (10.8.6)

10.9 Konfidenc¢ni intervaly a testy statistic-
kych hypotéz.

Konstrukei kritickych oboru typu Wy, Wy, Wj pro hypotézy Hy, H,, Hj

z predchézejiciho odstavce, tj. vybér ptislusné statistiky T a stanoveni cisel

C1, Cs, C’é, C’g, usnadni nasledujici vztah mezi konfidenénimi intervaly a

testy statistickych hypotéz.

Necht (7(X), 7(X)) je konfidenén{ interval pro 7(8) s koeficientem spo-
lehlivosti 1 — 2a. Potom (viz odst. 8.1) pro libovolné 6 € © plati

P(z(X) > 7(9)) = a. (10.9.1)

Odtud plyne: Je-li spravna hypotéza H; z odst. 10.8, pak pravdépodobnost
jevu 7(X) > 79 je nejvyse rovna a.

P(7(X) > 1]0) < a pro viechna @ takovd, ze 7(9) <7,  (10.9.2)
a kriticky obor W lze zapsat ve tvaru

Wy = {x|z(x >} (10.9.3)
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Je-1i spravnd hypotéza Hs z odst. 10.8, tj. je-li 7(8) > 79, pak
P(7(X) < 7) <« pro viechna 6 s vlastnosti 7(8) > 7 (10.9.4)
a kriticky obor Wy z (10.3.6) lze zapsat ve tvaru
Wy = {x|7(x < 10} (10.9.5)

Pro konstrukei testu hypotézy Hs vyjdeme z konfidencniho intervalu s ko-
eficientem spolehlivosti 1 — a. Pro takovy interval plati

P(z(X) > 7(8)) = P(7(X) < 7(0)) = % (10.9.6)
Odtud plyne, ze kriticky obor W35 definovany vztahem
Wi ={x|7(x) > 10} U{x|7T(x) < 710} (10.9.7)

je kritickym oborem na hladiné « pro oboustranny test hypotézy Hs.

Vsechny testy konkrétnich hypotéz uvedené v ¢l. 11 jsou pravé tohoto
typu a doporucujeme Ctenari, aby si alespon nékteré z nich odvodil z vysledku
odst. 8.2.
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Kapitola 11

Neéekteré dulezité testy

V tomto ¢lanku jsou uvedeny testy béznych hypotéz o parametrech nejdulezi-
téjsich rozdéleni popsanych v [24]. Odstavec ma dvoji ucel: jednak ilustrovat
zakladni pojmy z ¢l. 10, jednak dat navod k feseni nejcastéji se vyskytujicich
uloh testovani statistickych hypotéz.

11.1 Testy hypotéz o parametru

alternativniho rozdéleni.
Budiz X = (Xj,...,X,) ndhodny vybér z alternativniho rozdéleni A(r).
To znamena, ze X;,i = 1,...,n, jsou ,zakéodované®“ vysledky n nezavislych
nahodnych pokusu, kdyz se ,,uspéch” v i-tém pokusu zaznamend jako X; = 1
a ,neuspéch® jako X; = 0.
Kriticky obor pro test jednostranné hypotézy H : m < my (mp dané ¢islo)
proti jednostranné alternative A: m > mg je

W={x|) = >c}, (11.1.1)
i=1
kde ¢ je cislo urcené tak, aby
P(ZXiZC|7T=7T0) = . (11.1.2)
i=1

Néhodnd veli¢ina - | X;, tj. celkovy pocet ispéchu v sérii n nezavislych
pokusu, ma rozdéleni Bi(n, 7) (viz [24], odst. 14.5). Cislo ¢ by tedy mélo byt

121
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urceno tak, aby

i <n> b1 =) = (11.1.3)

j=e

Cislo ¢ splaujici rovnici (11.1.3) vsak nelze pro libovolnou dvojici mg, a
najit. Voli se tedy bud’ takové ¢, pii kterém

> (?)wé(l Sy <a< ) (n) e

j:c j2671 j

nebo takové ¢, pti kterém je

n

n . .
Z ( -)W{)(l — )"
j=e
nejblizsi predepsané hladiné vyznamnosti «.
Ke stanoveni ¢isla ¢ 1ze uzit tabulek rozdéleni Bi(n, 7) (napf. [23]). Al-
ternativni postup je tento: zamitnout hypotézu H, kdyz

n—>r x+1 m u "
= <F(2) w20 =Y w+1), (1115
ST ow T—m 21 ( Zl ) ( )

kde F,(vy,15) je 100a% kvantil rozdéleni F''s 14 a vy stupni volnosti (viz
(3.4.3) a [23]). Ekvivalence (11.1.4) a (11.1.5) se dokdze uzitim vysledku
odst. 3.6.1 této prace a odst. 23.3 v [24].

Pii velkych hodnotdch n a Y | z; 1ze uzit aproximace rozdéleni veli¢iny
137" | X; normélnim rozdélenim podle odst. 26.3 v [24]; podminka (11.1.4)
se pak nahradi podminkou

1—@(0/"—_%\/5) = q, (11.1.6)

7T0(1 — 7T0)

odkud

7'('0(1 — 7T0)
—n .

(11.1.7)

c=T7y+ Ul_qa
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11.2 Priklady.

11.2.1

Ve vybéru n = 50 vyrobku byl nalezeno 6 vadnych. Neni tento vysledek
v prikrém rozporu s predpokladem, ze dany technologicky postup produkuje
v prumeéru ne vice nez 5% vadnych kusu?

Nahodné vybrani n = 50 kusu ke kontrole predstavuje n = 50 nahodnych
pokusu, v nichz jev X; = 1 (i-ty vybrany kus je vadny) m& neznidmou
pravdépodobnost 7. Je tfeba testovat hypotézu H : m < my = 0,05. V nasem
pripadé bylo pozorovano 2?21 x; = 6 cili

50—-6+10,05
6 0,95

a 5% kvantil rozdéleni F(12, 90) je Fpo5(12, 90) = 1/Fp95(90,12) = 0,425
(z tabulek [23]). Hypotézu H : m < 0,05 tedy zamitdme a usuzujeme, Ze
prumérny podil vadnych kusu pii daném vyrobnim procesu je vyssi nez 5%.

= 0,395

11.2.2 Regulace vyrobniho procesu pri kontrole posu-
zovanim.

Dlouhodobym sledovanim vyrobniho procesu je zjisténo, ze pfi ustalenych
vyrobnich podminkach vznikaji priblizné 4% vadnych kusu pfi vyrobé jedno-
duchého vyrobku (napf. vylisky z umélé hmoty). Za tucelem kontroly, zda se
nezhorsily vyrobni podminky a prumeérné procento vadnych kusu nestouplo,
odebiraji se v pravidelnych intervalech (napt. kazdé dvé hodiny) ndhodné
vybéry n = 10 vyrobku. Jestlize pocet vadnych kusu ve vybéru je roven
nebo prekroci ¢islo ¢, usuzuje se na zhorSeni podminek a podnikaji se kroky
k naprave.

Popsany postup je vlastné test hypotézy ,pravdépodobnost m vyroby
vadného kusu < 0,04 = mp“, provadény kazdé dvé hodiny pomoci vybéru
rozsahu n = 10 z rozdéleni A(w). Pocet vadnych kusu ve vybéru, T =
Zgl X, kde X; = 1, kdyz i-ty vybrany kus je vadny, ma binomické rozdéleni
Bi(10, 7). Aby pravdépodobnost ,planého poplachu®, tj. pravdépodobnost
zamitnuti testované hypotézy H : m < 0,04, byla nejvyse rovna ¢islu o, musi
¢ byt voleno tak, aby

/10 0 10
Z( .)0,04j‘0,9610_] <a< Z ( .>0,04j'0,9610_j.
J J

j:c j2671
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V tabulkédch [23] nalezneme pro o = 0,05

10 01
Z ( .)0,041 -0,96'°77 < 0,05 < Z < . )07041 -0,9610-7.
/ J

Jj=3 Jj=2

odkud pfi @ = 0,05 je ¢ = 3. Sila testu vuci alternativni hypotéze m =
0,15 (tj. pravdépodobnost odhaleni takové zmény vyrobnich podminek, ze
pravdépodobnost vyroby vadného kusu, ¢ili prumérny podil vadnych kusu,
je 0,15 misto 0,04), je rovna (opét z tabulek [23])

10

10 | |
> ( .)0, 157 - 0,85'07 = 0,1798.
=3 \J
11.3 Testy hypotéz o parametru Poissonova
rozdéleni.

Budiz X = (X3,...,X,) ndhodny vybér z rozdéleni Po(\). Kriticky obor
pro test hypotézy H : A < A\g (kde A\ je dané ¢islo) je
W = {x| Zn:xi > c}, (11.3.1)
i=1
kde ¢ je urceno tak, aby
P(iXisz:)\o)§a<P(iXizc—1])\:)\o). (11.3.2)
i=1 =1

Statistika 7 = Y1 | X; ma rozdéleni Po(n)). Cislo ¢ se tedy uréi ze
vztahu

S j 0 J
S (100 o 3 (120)” g (11.3.3)

bud s uzitim tabulek Poissonova rozdéleni nebo pomoci pocitace.
Jinak lze provést test tak, ze zamitneme hypotézu H, jestlize

Xa <2ix) > 2n), (11.3.4)

=1
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kde x2(v) znaci 100a% kvantil rozdéleni x?(v).

Ekvivalence nerovnosti (11.3.3) a (11.3.4) plyne ze vztahu mezi rozdélenim
x?%, rozdélenfm gama a Poissonovym rozdélenim, viz [24], odst. 22.4. Pfi
vysokych hodnotdch n a A¢ (aspon nAy > 30) lze aproximovat Poissonovo

rozdéleni rozdélenim normalnim a podminka (11.3.3) pfejde v podminku

@(C_”AO) =1-a, (11.3.5)

odkud
c=n\g+ Ui—a\V/ N Ao. (11.3.6)

Hypotéza H : A < )\ se tedy zamita, kdyz

“ /A
Zl’i Z TL)\O + Ul—aV ’I’L)\O cii = Z )\0 + Ul—q ?O (1137)

i=1

Sila testu proti alternativni hypotéze A = \; je rovna

P(\) = Z mj*!l)jeml = P(x*(2c) < 2n\) (11.3.8)

a pri nA; > 30 priblizné

. c—n)\l )\1—)\0 /\0
PM)=1-0|— )= —Ul—aq\/ ~— |- 11.3.9
) () = (i) w30

11.4 Priklad.

Dlouhodobym sledovanim je zjisténo, ze pti ustalenych vyrobnich podminkéch
ma pocet kazu na jeden bézny metr bavlnéné tkaniny urcité site Poissonovo
rozdéleni. Pti prohlidce 15 metri bylo nalezeno celkem 7 kazu. Je udrzitelny
predpoklad, Ze prumérny pocet kazu na 1 metr neptekracuje Ag = 0,2 (tj. ze
v pruméru nepiipada vice nez 1 kaz na kazdych 5 metra)?

Vybranych 15 metru predstavuje nahodny vybér rozsahu n = 15 z Pois-
sonova rozdéleni s neznamou stfedni hodnotou \. Je tfeba oveérit hypotézu
H : )\ < )\ = 0,2. Pozorovana hodnota statistiky 7' = 22121 X, je v dané
tloze rovna 7. Z tabulek [23] zjistujeme x§5(14) = 6,75 > 30-0,2 = 6.
Hypotézu H :< 0,2 tedy pfi testovani na hladiné vyznamnosti o = 0,05
zamitame, tj. usuzujeme, ze stiedni hodnota pocétu kazu na 1 metr tkaniny
je vétsi nez 0, 2.



126 KAPITOLA 11. NEKTERE DULEZITE TESTY

11.5 Test hypotézy o parametru
exponencialniho rozdéleni.

Necht X = (X3,..., X,)" je ndhodny vybér z rozdéleni E(0, §). Test hypotézy
H : 6 <9y (dp dané ¢islo) je zalozen na kritickém oboru tvaru

W={x|) = >c}, (11.5.1)
i=1
kde ¢ je urceno tak, aby
P(inzc’(széo) . (11.5.2)
=1

Podle [24], odst. 22.4, m4d statistika T = " | X; Erlangovo rozdéleni a
jednoduchou transformaci 1ze ukéazat, ze ndhodna velic¢ina

n

2T 2
22N, 11.5.
55 (11.53)
m4 rozdéleni x*(2n). Odtud plyne, ze pozadavek (11.5.2), ktery lze zapsat
jako
P Qix>2ca 5 (11.5.4)
0o = 3o ’
bude splnén pfi
1
c= §5oxia(2n). (11.5.5)

Sila testu vuci alternativni hypotéze 6 = d; je rovna

- 1
P = P(in > o330 (20) ‘5 - 51) - (11.5.6)
=1
- op(Retin Do o) [o=b1) =
01 01

— P<X2(2n) > g—(l)x%a@n)).
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Test pravostranné hypotézy H : § > gy ( dg dané ¢islo) proti levostranné
alternativé A : 0 < 0y bude mit kriticky obor

W= {x|) =< %50X§(2n)} (11.5.7)
=1

a jeho sila vuci alternativé 6 = d; je rovna

Py = P<X2(2n) < g—(l)xi(Qn)). (11.5.8)

11.6 Priklad.

Predpokladejme, Zze o urcitém vyrobku je znamo, ze jeho doba zivota ma
rozdéleni E(0, §), kde parametr ¢ zavisi na konkrétnich podminkéch vyroby
a provozu. Zkouskami se ovéruje, zda aspon 90% vyrobku mé dobu zZivota
delsf nez 200 hodin, tj. zda desetiprocentni kvantil zy; rozdéleni doby Zivota
neni mensi nez 200 hodin. Jde tedy o test hypotézy

H Zo,1 2 200.

Kvantil x; rozdéleni E(0, J) je roven (viz [24], odst. 20.2) - 61n 0, 9, takze
hypotéza vlastné zni

200
H:—-0In0,9>200=0>§=———.
HT = == 100,09
Podle (11.5.7) se hypotéza H zamitne, jestlize
in < 550Xa(2n)7
i=1
kde x1, ..., x, jsou pozorované doby zivota u n vyrobku vybranych ke zkousce.

Je-li napt. n = 20 a testuje-li se na hladiné vyznamnosti a = 0,05, zamitne
se H pri

1 200 \

¢ili pii
T < 1258,014.
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Pravdépodobnost, ze tento test odhali snizenou zivotnost, kdyz deseti-

procentni kvantil bude ve skutecnosti jen 150 hodin, tj. § = §; = —2% =

In0,9
142368, je rovna

P(150):P< 2(40) < fggXOOS(m)) P(x2(40) < 34,35) = 0,31.

11.7 Testy hypotéz o parametrech normalniho
rozdéleni.

11.7.1 Test hypotézy o stredni hodnoté.

Necht X = (X3,...,X,)" je ndhodny vybér z rozdéleni N(u, 0?). Pro tes-
tovani hypotézy H : p < po proti alternativni hypotéze A : pu > pg se
nejcastéji uziva kritického oboru

W = {X‘Q?>/JJ0+t1a

\/—} { | z _SMO\/H > t1a(n — 1)}7
(11.7.1)

kde t1_4(n — 1) je 100(1 — )% kvantil rozdélenf t o n — 1 stupnich volnosti
a X a S statistiky definované v odst. 2.2.

K testovani hypotézy H : p > po proti A : u < pg se uzije kritického
oboru

W = {x|T < po — ti-af (11.7.2)

i
a k testovani hypotézy H : = o proti dvoustranné alternativni hypotéze
A # po oboru

W = {x|[Z — po| = ti_aja(n —1) (11.7.3)

)=}

Je-li rozptyl 02 znam, uzije se v (11.7.1) az (11.7.3) misto s skutecné
smérodatné odchylky o a kvantil rozdéleni t(n — 1) se nahradi kvantilem
rozdéleni N(0, 1).

11.7.2 Test hypotézy o rozptylu.

Necht X = (X7,..., X,,) je ndhodny vybér z rozdéleni N(u, 0?). K testovan{
hypotézy H : 02 < o (02 dané &islo) proti alternativni hypotéze A : 0% > o2
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se pouziva statistiky S? definované v odst. 2.2; kriticky obor je

n i__ 2 2 1
W — {X‘ 21:1(:8 ) > 2 (n— 1)} = {x | j—g > T)&_a(n - 1)}

n—1
(11.7.4)

2

Sila tohoto testu proti alternativé 0% = 0% je rovna

P(o?) = P(Z?:l(Xi X’ e (n—1) ‘ 0% = gf> — (11.7.5)

2 11—«
99
(X — X)? 2
0y 1
2 ‘7(2) 2
= P(X*(n-1) = i (n—1)
1

11.8 Piiklady.

11.8.1

Pro kontrolu spravnosti nastaveni méficiho piistroje bylo provedeno 10 meé-
feni zkusebniho etalonu se spravnou hodnotou o = 15, 20. Byly ziskany tyto
vysledky:

15,23: 15,21; 15,19; 15, 16; 15,26; 15,22; 15,23; 15, 26; 15, 23; 15, 29.

Lze povazovat pozorované odchylky od spravné hodnoty za nahodné chyby
méfeni nebo je duvod k podezfeni na pritomnost systematické chyby? (Pred-
pokladame, ze jde o méfeni, pti kterém ndhodné chyby maji normélni rozdé-
leni). Jelikoz je zadouci odhalit jak zdpornou, tak kladnou systematickou
chybu (odchyleni stfedni hodnoty vysledku méfeni od spravné hodnoty),
pouzijeme testu hypotézy H : u = po proti oboustranné alternativni hy-
potéze A : pu # pp podle (11.7.3). Je

&= 15,2+ [0,03 4 0,01 + (—0,01) + (~0,04) + 0,06 + 0,02 + 0,03+
+0,06+ 0,03 +0,09] /10 = 15,2 + 0,028 = 15, 228;
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> (= 15,2 = 10(7 - 15,2)?] =

i=1
1
:§[0,000l(9—|—1+1—|—16+36+4—|—9+36+9+81)—0,00784] =
= 0,001 373;

S .
—= = 0,01172 toors(9) = 2,2622;

T — po| = |15,228 — 15,2 = 0,028 > 0,026 5 = 2,2622 - 0,011 72.

Hypotézu H : p = 15,2 tedy zamitame, tj. usuzujeme na pritomnost
systematické chyby.

11.8.2

Pro bavlnénou ptizi ur¢itého druhu je predepsana horni mez variability pev-
nosti zada se, aby smérodatna odchylka pevnosti vlakna neptekrocila hodnotu
oo = 0,6kg, jinak vznikaji potize pri tkani. Pevnost ma priblizné normalni
rozdéleni N(u, 0?). Pii zkousce n = 16 vzorku byly zjistény tyto vysledky:
2,22; 3,54; 2,37; 1,66; 4,74; 4,82; 3,21; 5,44; 3,23; 4,79; 4,85; 4,05; 3,48; 3,89;
4,90; 5,37.

Je duvod k podezieni na vyssi nestejnomérnost, nez je stanoveno?

Duvodné podezieni na vyssi nestejnomérnost vznikd, kdyz test zamitne
hypotézu H : 0 < g9 = 0,6. Pro uvedené vysledky je

1
T=391; Y 5(x;—2)°=20,212; s*=1,3475; s=1,1608;

i=1

S —7)? 20,212
ol 0,36

= 56,1444,

coz je hodnota o mnoho Vetsi nez xg ¢5(15) = 24,996 (z tabulek [23]). Hy-
potézu H : 0 < 0,6 tedy zamitame na hladiné vyznamnosti 0, 05; vysledky
potvrzuji vyssi nestejnomérnost, nez zada norma.

Konfidenéni interval pro o s koeficientem spolehlivosti 0,95 je (dosazenim
5s=1,1608, n=15a § = 0,025 do (8.4.8)) (0,8375; 1,7966).
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11.9 Dva nezavislé nahodné vybéry ze dvou
normalnich rozdéleni.

Necht X = (X1, ..., X,1) je ndhodny vybér rozsahu n; z rozdéleni N(uy, o%)

a’Y = (Y1,...,Yn) ndhodny vybér rozsahu ny z rozdéleni N(uz, 03). Necht
vybéry X a 'Y jsou nezdvislé. Uvazujme statistiky X, Y, S? a S2 dané vyrazy
(3.5.1) a dale statistiku S? danou vyrazem (3.5.3).

11.9.1 Testy hypotéz o stfrednich hodnotach pri stejnych
rozptylech.

Jsou-li rozptyly obou rozdélenf stejné, o2 = o2 (nebo aspon piiblizné stejné),
uziva se k testovani hypotézy H; : puy < uo proti alternativni hypotéze
A py > peo kritického oboru

-1 nin
Wy = {(X,y)) - y,/nlljh > 1y _a(ny + 1 —2)}, (11.9.1)

k testovani hypotézy Hs : po < p1 proti As : pe > pq obdobné

y—1 nin
W, = {(x, y) ’ Y . ,/nll; > ti—a/2(ni +ng — 2)} (11.9.2)

k testovani hypotézy Hs : ju; = po proti oboustranné alternativni hypotéze
A3y # e kritického oboru

B ning
S ni + ng

Wy = {(x, y) >ty o(ny +ny — 2)}, (11.9.3)

kde t1_q(n1+n2—2) ati_q/2(n1+n2—2) jsou kvantily rozdélent t(n, +ny—2).
Z (3.5.4) vyplyva, ze v ptipadé pu; = ps ma statistika
(X = Y(niny)2
S(ny 4 ny)2

rozdéleni t(n, + ng — 2).
Je-li tedy ve skutecnosti p; = po, pak pravdépodobnost zamitnuti hy-
potéz Hy, Hy i H3 je pravé rovna zvolené hladiné vyznamnosti a.
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11.9.2 Testy hypotéz o stirednich hodnotach pri
nestejnych rozptylech.

Jsou-li diuvody k domnénce, Ze rozptyly o7 a o3 se mezi sebou znacné lisi,
nahradi se kriticky obor (11.9.1) kritickym oborem

W= {(x, ¥) ‘ e > tl_a(y)} , (11.9.4)

kde v je ddno vztahem (viz napt. [16], str. 174)

c? 1—¢)?
L (-9

i 11.9.5
v ny—1 mng—1" ( )
pricemz
2 2 2\ 1
c= ﬂ<ﬁ+s—2) . (11.9.6)
ny \ni %)

Kritické obory (11.9.2) a (11.9.3) se upravi obdobné.

11.9.3 Testy hypotéz o rozptylech.

K testovani hypotézy H : 02 < o3 proti alternativni hypotéze A : 02 > 02 se
uziva kritického oboru

2

S
W= {(x, v) ‘ 22 Fioalm = 1nz - 1)}, (11.9.7)
2

kde F}_,(nq1 — 1,ne — 1) je 100(1 — )% kvantil rozdéleni F(ny — 1,ny — 1).
Sila tohoto testu proti alternativé o2 = Ao je rovna

2
P(A) = P(% > Fioa(ni —1,ny — 1) ‘ o7 = >\0§> = (11.9.8)

2

1
= P(F(n1 - 1,71,2 - 1) 2 XFl*O‘(nl - 1,%2 - 1))

K testovani hypotézy H : 03 = o3 proti oboustranné alternativé A : % #

o5 se uzije kritického oboru

max(st, 53)

min(s{, s3)

W= {(x, v) > Fioap(in, y2)}, (11.9.9)
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kde v; je pocet stupnu volnosti prislusny k vétsimu z odhadu s?,s3 a vy je
pocet stupnu volnosti prislusny k mensimu z nich, tj.

vy=mn1—1, 1vy=mng—1, jestlize s% > 53,

vp=ng—1, wvy=mny—1, jestlize s% < sg.

11.10 Piiklady.

11.10.1

Bylo provedeno n; = 5 nezéavislych stanoveni obsahu SiOs v martinské strusce
analyticky a ny = 6 nezavislych stanoveni obsahu SiO, v téze strusce fotoko-
lorimetricky s témito vysledky (viz [28]):

analytickd stanoveni (z;): 20,1; 19,6; 20,0; 19,9; 20,1
fotokolorimetricka stanoveni (y;): 20,9; 20,1; 20,6; 20,5; 20,7; 20,5.

Dosavadni zkuSenosti s obéma metodami ukazuji, ze mezi rozptyly vysled-
ku neni podstatného rozdilu. M4 se ovérit, zda u vzorku z téhoz materialu
davaji obé metody v pruméru stejné vysledky.

Pro uvedena data je
o 0,172 0,355
1

== =0, 043; sngzo,on;

T=19,94; 7=20,55 s .

,  0,17240,355
N 9

s 0058 6; s = 0,242;
z—73 [30 . 0,61

= 21,6514 = 4,163 > 2.2622 = tg97:(9).
s 546 0,242 ’ ’ 0975(9)

Hypotézu, ze stredni hodnota vysledku kolorimetrického méfeni je rovna
(pfi stejném analyzovaném materidlu) stfedni hodnoté analytického stano-
veni, zamitame; mezi metodami patrné je systematicky rozdil.
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11.10.2

Bylo provedeno po 18 zkouskach pevnosti v tahu na vzorcich dvou ruznych
kabelt. Souhrnné vysledky jsou (viz [15]):

kabel druhu 1: T = 345,61; s2 = 11,90,
kabel druhu 2: 7 = 340,50; s3 = 35,91.

Ovérme,

a) zda lze povazovat pozorovany rozdil ve variabilité vysledku za ndhodny
(tj. zda je prijatelny predpoklad, ze rozptyly pevnosti obou druhu ka-
belu jsou stejné),

b) zda stfedni hodnota pevnosti obou druhu kabelu je stejné.

Obé tlohy fesime pomoci testu proti oboustranné alternative; zadny z ka-
belt neni oznacen jako experimentalni, u kterého ocekavame mensi variabi-
litu nebo vétsi prumérnou pevnost.

Pti srovnéni rozptylu postupujeme podle (11.9.9):

max(s7,s3) 35,91
min(s?, s2) 11,90

— 3,018.

Pozorovana hodnota je vétsi nez F g75(17,17) = 2,673 3. Hypotézu o rov-
nosti rozptylu tedy zamitame. Pii srovnani stfednich hodnot postupujeme
podle 11.9.2:

2§32 11,90 35,91
SR 0T 00T 9 6561 ¢ = 0,2489;

nq Mo 18 18
0,06195 0,56415\ *
= (= ’ = 97.15
v ( TR ) s
1z — 7 511
- = 3,135 > t0.975(27) = 2, 052:
(ﬁ N ﬁ)% 176298 ) 0,975( ) ) )
ni no

i hypotézu o rovnosti stiednich hodnot zamitame. Zavér zni: Kabel druhého
typu ma nizsi pevnost a vétsi rozptyl pevnosti.
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11.11 Dvourozmeérné normalni rozdéleni.

Necht (X1, Y1), ..., (X,,Y,) je ndhodny vybér z dvourozmérného normélntho
rozdéleni s parametry i, po, 03, 03, p.

11.11.1 Test hypotézy o rozdilu strednich hodnot.

Obdobné jako v prikl. 8.4.6 uvazujme veliciny D; = X;—Y;, i = 1,...,n; pak
D = (Dy,...,D,) je ndhodny vybér z rozdéleni N(A, ¢%), kde A = g — pio
a 0% je ddno vyrazem (3.7.2).

Pro testovani hypotézy H : A < 0 proti alternativni hypotéze A : A > 0
uzijeme kritického oboru

W= {(x,y)|3zt1_a (11.11.1)

SD
(n—1) % }7

kde D a S% jsou statistiky (3.7.3).
K testovani hypotézy H : A > 0 proti A : A < 0 se uzije kritického oboru
SD

W= {(x, y)|d < ~t1 a(n— 1)%} (11.11.2)

a k testovani hypotézy H : A = 0 (tj. H : pq3 = pe) proti oboustranné
alternativni hypotéze A : A # 0 kritického oboru

W= {(x, )| [d] > t1_ajp(n — 1) (11.11.3)

SD
it
11.11.2 Test hypotézy o koeficientu korelace.

Pro testovani hypotézy H : p = 0 (tj. hypotézy nezavislosti veli¢cin X a Y
majicich dvourozmérné normadlni rozdéleni, viz [24], odst. 24.3) se pouzivd
vybérového koeficientu r definovaného v odst. 3.7; za platnosti hypotézy H :
p = 0 ma statistika (3.7.8) rozdéleni t(n — 2).

K testovani hypotézy H : p = 0 proti alternativni hypotéze A : p > 0
pouzijeme kritického oboru

W= {(x,y)‘%\/ln_:j Ztl_a(n—2)}, (11.11.4)
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k testovani hypotézy H : p = 0 proti alternativni hypotéze A : p < 0
kritického oboru

V=2
i

a k testovani hypotézy H : p = 0 proti oboustranné alternativni hypotéze
A p # 0 kritického oboru

W= {(x, v) < —to(n— 2)}, (11.11.5)

Irlvin =2 ztl,a(n—z)}. (11.11.6)

2
V1—r?
Pro testovani hypotézy H : p < po (po dané ¢islo z intervalu (—1,1))
proti alternativni hypotéze A : p > 0 pouzijeme pro n > 10, neni-li |po| prilis
blizké jedné, kritického oboru

W= {(X,y)

W ={(x,y)|u>u_a}, (11.11.7)

kde U je statistika

11 11
U:(n—3)5<—ln A M Y )

11.11.8
2 1—r 2 1-—py 2(n-—1) ( )

Obdobné k testovani hypotézy H : p > pg proti alternativni hypotéze
A p < po pouzijeme kritického oboru

W={(xy)|u<-ua}, (11.11.9)

a k testovani hypotézy H : p = py proti oboustranné alternativé A : p £ pg
kritického oboru
W= {(x,y) ] ul > u1_a2}- (11.11.10)

Zde ui_q a Ui_q 2 jsou kvantily rozdéleni N(0,1).

11.11.3 Test hypotézy rovnosti rozptyla.

Uvazujme kromé velicin D; = X; —Y; jesté veliciny B; = X;+Y,, 1 =1,...,n.
V odstavei 3.7 jsme ukazali, ze (Dq, B1),...,(Dy, B,)" je ndhodny vybeér
z dvourozmérného normalniho rozdéleni, jehoz koeficient korelace p(D, B) je
dén vyrazem (3.7.15). Je-li 02 = o3, je p(D, B) = 0.

Hypotéza H : o? = o3 rovnosti rozptyli o7 a o3 v dvourozmérném
normdlnim rozdéleni Ny(uy, pto, 0%, 03, p) ndhodného vektoru (X,Y) je tedy
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ekvivalentni hypotéze H : p(D,B) = 0, tj. hypotéze nulového koeficientu
korelace v dvourozmérném normélnim rozdéleni nahodného vektoru (D, B)'.
Pro testovani hypotézy H : o7 = o2 proti alternativn{ hypotéze A : o7 >
o2 uzijeme tedy kritického oboru (11.11.4), pro testovani hypotézy H proti
alternativni hypotéze A : o} < o3 kritického oboru (11.11.5) a pro testovan{
hypotézy H proti oboustranné alternativni hypotéze A : 0? # o2 kritického
oboru (11.11.6), pficemz ve v8ech téchto kritickych oborech je r statistika

- ”Z?:l D;B; — (Z?:l Di)(Z?:l Bi) ‘ (11‘11_11)

V(S D2 = (S ) (5 B - (S B)’)

11.12 Priklady.

11.12.1

Byla zjistovana zralost viskézy X a taznost umélého vldkna. Z n = 46 méfeni
byl vypocten vybérovy koeficient korelace r = 0,638. Testujme hypotézu
H : p <0,5 proti alternativni hypotéze A : p > 0,5 na hladiné vyznamnosti
a = 0,05.

Protoze

/1 1,638 1 1,5 0.5
g (222 D 22 00 sy sy <1645 —
" 3(2“0,362 20,5 90) 311 < 1,645 = s,

hypotézu H nezamitame.

11.12.2

Uvazujme data tab. 8.1 a ovérme,

a) zda neexistuje systematickd chyba mezi uvazovanymi dvéma analy-
tickymi metodami,

b) zda lze predpokladat, ze rozptyly obou metod jsou stejné.

V piipadé a) uvazujme H : A = 0 a alternativni hypotézu A : A < 0,
v piipadé b) H : 0% =05 a A: 0% # 3.
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d=—-0,333 < —0,104 = —1, 7959,/0’2406,

hypotézu H : A = 0 zamitame, tj. uCinime zavér, ze prvni metoda dava
systematicky nizsi vysledky nez metoda druha.
Statistika (11.12.11) nabyva hodnoty

Protoze

12+ (—338,251) — (—4) -
. (—338,251) — (—4) - 959, 54 - s
{[12-1,7798 — (—4)2][12 - 80550, 775 — 959 - 542]} 3

Odtud
0,445 4+/10
="' -1 1,8125 =1t 1
1 _0’44542 ,573 < ,8 5 07975( O),

takze hypotézu H : 0} = 02 nezamitdme.



Kapitola 12

Neparametrické testy

12.1 Parametrické a neparametrické testy.

Dosud jsme se zabyvali testovanim hypotéz o parametrech, piipadné parame-
trickych funkcich jednotlivych rozdéleni. Predpokladali jsme tedy, ze mame
ndhodny vybér z rozdéleni daného tvaru (napf. z normalniho rozdéleni), které
obsahuje jeden ¢i vice neznamych parametru a na zakladé tohoto vybéru jsme
provedli test hypotézy. Takovéto testy se nazyvaji parametrické testy.

Neparametrické testy nevychazeji z predpokladu daného tvaru rozdéleni,
ale z obecnéjsich predpokladi. Casto se pouze predpokladd, ze rozdélen,
z néhoz nahodny vybér pochazi, je rozdéleni spojitého typu.

V tadé neparametrickych testu se pozorovani nahrazuji jejich poradimi.
Méjme ndhodny vybér X = (X,..., X,,)". Necht X je i;-t4 porddkovd sta-
tistika, Xs je is-ta poradkova statistika, ..., X, je i,-ta poradkova statistika
tohoto vybéru. Pak R, tj. potadi Xi, je rovno iy; déle R, tj. poradi X,
je rovno 1is,..., R,, tj. poradi X, je rovno 7,. Napf. pro vybér uvazovany
v odst. 7.3 je:

Neékdy se muze stét (nejcastéji vlivem zaokrouhlovéani vysledku méfeni),
ze dvé nebo vice vybérovych hodnot jsou stejné. Pak hovoiime o tzv. shoddch
a shodnym hodnotam pfifazujeme jejich prumérné poradi. Napt. kdyby ve
vybéru v odst. 7.3 byla misto hodnoty 29 hodnota 22, dostali bychom:

Ri=4, Ro=1; R3=6; R4, =2,5; Rs=8; Rg=05;, R, =7; Rg =2,5.

139
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V tomto clanku uvedeme zékladni neparametrické testy. Pro teoretické
odvozeni téchto testu a jejich vlastnosti a pro jiné neparametrické testy od-
kazujeme na literaturu, napf. [5, 14, 17, 21, 33].

12.2 Znaménkovy test.

Méjme néhodny vybér X = (Xi,...,X,,)" ze spojitého rozdéleni, které ma
distribuéni funkci F'(x). Pro median z, 5 tohoto rozdéleni plati

P(X < 560’5) = P(X > .Z'O’5> =0,5. (1221)
Testujme hypotézu H : o5 = zo (2o je dané ¢islo). Ozna¢me
Zi :_XVZ — Xy, 1= 1,...,7’L, (1222)

a necht Z je pocet kladnych rozdilu z téchto n rozdila. Statistika Z nabyva

hodnot 0,1,...,n a za platnosti hypotézy H mé& rozdéleni Bi(n, 1/2).
Uvazujme alternativni hypotézu A : xy5 < x¢ a hladinu vyznamnosti

a = 0,05. Hypotézu H zamitame, jestlize Z < ¢, kde ¢ je ¢islo, pro které

plati
(l)”z ("> <a< <1>”§ (”) (12.2.3)
2 — t) — 2 — t

V piipadé alternativni hypotézy A : zg5 > x¢ hypotézu H zamitame,
jestlize Z > n—c, kde ¢ je opét ddno vztahem (12.2.3) (vyplyva ze skutecnosti,
ze rozdéleni Bi(n, 1/2) je symetrické).

V piipadé alternativni hypotézy A : x¢5 # x se H zamita, jestlize Z < ¢
nebo Z > n — ¢, kde ¢ se uréi ze vztahu (12.2.3), v némz se misto a uvazuje
af2.

Hodnoty ¢ 1ze urcit z tabulek distribu¢ni funkce rozdéleni Bi(n, 7) pro
m = 0,5 (viz napf. [23], tab. 24 pro n < 50). V [1], str. 333, jsou tabelovany
hodnoty ¢ pro alternativni hypotézu A : zo5 # x¢ pro hladinu vyznamnosti
0,05 a 0,01 (tj. hodnoty ¢ spliujici vztah (12.2.3) pro o = 0,025 a 0,005) a
pron =6 (1) 80 (5) 100. V [23], tab. 29, jsou tabelovany hodnoty ¢+ 1, kde
¢ spliuji vztahy (12.2.3) pro a < 0,05 an =5 (1) 200.

Je-li (napf. vlivem zaokrouhlovani vysledku méfeni) z n rozdilu (12.2.2)
r nulovych, provede se test popsanym zpusobem, pricemz se uvazuje rozsah
vybéru n — r misto n.
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Pro velkd n lze rozdéleni Bi(n, 1/2) aproximovat rozdélenim N(n/2, n/4)
(viz [24], odst. 26.6). Plati-li hypotéza H, ma pro velkd n veli¢ina

Z—-n/2 2Z-n

U= n/4 NLD

(12.2.4)

ptiblizné rozdéleni N(0, 1), a lze ji tedy v piipadé velkych n uzit pro testovani
uvedenych hypotéz.

Méjme ndhodny vybeér (X1,Y7), ..., (X,, Y)’ z dvourozmérného rozdélen.
Uvazujme rozdily D; = X; — Y;,i = 1,...,n. Pak veliciny Dq,..., D, jsou
vzdjemné nezavislé a vSechny maji stejnou distribuéni funkci F(d). Necht
F(d) je spojita distribu¢ni funkce. Ozna¢me dys median velicin Dy, ..., D,
a testujme hypotézu H : dys = 0.

Oznacime-li Z pocet kladnych velicin z velicin Dy, ..., D,,, postupujeme
pii testovani hypotézy H : dys = 0 obdobné jako pii testovani hypotézy
H: Zo,5 = To-

12.3 Piiklady.

12.3.1

Priklad 2.3 obsahuje udaje o poc¢tu kmitu do lomu u n = 8 zkousek unavy
kovu. Testujme hypotézu H : o5 = 8 - 10° proti alternativn{ hypotéze A :
Tos > 8- 10° na hladingé vyznamnosti o = 0, 05.

Z tabulek pron = 8 a a = 0,05 nalezneme ¢ = 1, takze n—c = 7. Protoze
Z =4 < 7, hypotézu H nezamitame.

12.3.2

Tabulka 8.1 udava hodnoty obsahu zeleza u n = 12 vzorku zelezné rudy;
jsou to vysledky ziskané dvéma analytickymi metodami. Oznacme D; rozdily
vysledku u jednotlivych vzorku a testujme hypotézu H : dyps = 0 proti
alternativni hypotéze A : dy 5 < 0 pii a = 0, 005.

7 tabulek pro n = 12 a a = 0,005 nalezneme ¢ = 1. Protoze Z =1 = ¢,
hypotézu H zamitdme, tj. ucinime zaver, ze P(X <Y) > P(X >Y).
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12.4 Wilcoxonuv test.

Méjme ndhodny vybéer X = (Xi,...,X,,) ze spojitého rozdéleni symet-
rického podle medidnu zg 5. Testujme opét hypotézu H : x5 = zo (2o dané
¢islo).

Uvazujme rozdily (12.2.2). Jejich absolutni hodnoty

sefadme od nejmensi do nejvétsi a takto uspoidadané posloupnosti piifadme
poradi 1, 2, ..., n. Ozna¢me R} poradi |Z;|, i =1,...,n. Polozme
T=> aR] (12.4.2)
i=1
kde
a; = 1, jestlize Z; >0, (12.4.3)

= 0, jestlize Z; <0,

Je tedy T soucet poradi pro kladnd Z;.
Za platnosti hypotézy H ma statistika T" symetrické rozdéleni se stfedni
hodnotou a rozptylem

n+1)

E(T):n( - n+1)(2n+1)

24

—— (12.4.4)

V [23] jsou tabelovany hodnoty Tp spliujici za platnosti hypotézy H
vztahy

PT<Tp)<P, PIT<Tp+1)>P (12.4.5)

pro P < 0,1 an=4(1)100. Pro hodnoty 77_p takové, ze
PT>Ty p<P, PT>Ty p—1)>P, (12.4.6)

plati
T p= w —Tp. (12.4.7)
Pro velkd n ma za platnosti hypotézy H statistika
g T—nn+1)/4 _ AT —n(n+1) 1\/§ (12.4.8)
nn+1)(2n+1)/24]2  [nn+1)2n+1)])2 V 2
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ptiblizné rozdéleni N(0, 1), takze v piipadé velkych n muzeme stanovit pfi-
blizné hodnoty Tp pomoci kvantilu rozdéleni N(0, 1).
Testujme hypotézu H : x5 = x¢. Uvazujme hladinu vyznamnosti o.. Pak

a) v piipadé alternativni hypotézy A : zp5 > zo zamitame H, jestlize
T Z Tlfa;

b) v piipadé alternativni hypotézy A : zp5; < zo zamitdme H, jestlize
T'<Tu

c¢) v piipadé oboustranné alternativni hypotézy A : xo5 # x¢ zamitame
H, jestlize T' < T,/ nebo T > T1_ 5.

Obdobné jako v pripadé znaménkového testu muzeme Wilcoxonova testu
uzit i pro ndhodny vybér z dvourozmérného rozdéleni. Muzeme-li predpokla-
dat, ze rozdily D; = X; — Y;, i = 1,...,n, jsou vzajemné nezavislé nahodné
veliciny a vSechny maji totéz spojité rozdéleni symetrické podle medianu
do 5, pak lze pii testovani hypotézy H : dy5 = 0 postupovat obdobné jako pfi
testovani hypotézy H : xo5 = 0.

Znaménkovy i Wilcoxonuv test v piipadé vybéru z dvourozmérného rozdé-
leni jsou neparametrické analogie parametrického testu uvazovaného v odst.
11.12.1 v ptipadé vybéru z dvourozmérného normalniho rozdéleni.

12.5 Piiklady.

12.5.1

Aplikujme Wilcoxonuv test na idaje uvazované v prikl. 12.3.1. Tabulka 12.1
uvadi hodnoty Z; a poradi R}; z nich uré¢ime hodnotu 7' = 5+8+4 147 = 21.
Z tabulek nalezneme Tj 95 = 36 — 5 = 31. Protoze 21 < 31, hypotézu H :
To5 = 8 - 10° nezamitdme.

12.5.2

Pouzijme Wilcoxonova testu pro udaje tab. 12.1. Testujme hypotézu H :
dos = 0 proti alternativni hypotéze A : dps < 0 na hladiné vyznamnosti
a = 0,005.

Z tabulek pro n = 12 nalezneme hodnotu 74 go5 = 7. Protoze T' =2 < 7,
hypotézu H zamitame.
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X; Z; = X; — 800 R a;
3322 -4678 2 0
14713 6713 ) 1
763 -7237 6 0
46296 38296 8 1
2845 -0155 3 0
9411 1411 1 1
1532 -6468 4 0
24023 16023 7 1

Tab. 12.1: Poradi R;.

12.6 Mannuv-Whitneyuv test.

Méjme uspofadany vybér X7 = (Xiqy,..., X)) ze spojitého rozdéleni
s distribucni funkei F(x) a usporadany vybér X5 = (Xoqa), ..., Xowm,)) ze
spojitého rozdéleni s distribuéni funkei G(x). Necht vyber Xj a X3 jsou
nezavislé.

Testujme hypotézu rovnosti téchto distribuénich funkci, tj. hypotézu H :
F(z) = G(z) pro vSechna realna z.

Mannova-Whitneyova statistika U je definovana vztahem

U=>"> hiy, (12.6.1)
i=1 j=1
kde
hij = 1, jestlize Xl(z‘) < Xg(j), (1262)

= 0, jestlize Xy > Xo),

tj. U je pocet dvojic (X1, Xa(j)), pro které Xy < Xy, i=1,...,m, j=
17 ..., No,
Za platnosti hypotézy H mé statistika (12.6.1) symetrické rozdéleni se

sttedni hodnotou a rozptylem
1 1
EU) = grng, var(U) = s5mnz(n +ny +1). (12.6.3)

V [23] jsou tabelovéany hodnoty Up, pro néz za platnosti hypotézy H
PU<Up)<P, PU<Up+1)>P, (12.6.4)
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pro P <0,1al<n <ny <40.
Pro hodnoty U;_p takové, ze

PU>U_p<P, PU>U_p—1)>P (12.6.5)

plati
Ul—P = nNning — Up. (1266)

Pro velkd nq a no lze za platnosti hypotézy H aproximovat rozdéleni
statistiky

U — n1n2/2 o 2U — ning \/g

_ . (12.6.7)
(nina(ny + no +1)/12) (ning(ng +ng +1))°

NI

rozdélenim N(0, 1).
Testujme hypotézu H : F(x) = G(z) pro vSechna realna z. Uvazujme
hladinu vyznamnosti «. Pak

a) v piipadé alternativni hypotézy A : F(x) > G(x), pficemz aspon pro
jedno z je F(z) > G(x), zamitame H, jestlize U > U;_,;

b) v pripadé alternativni hypotézy A : F(x) < G(x), pficemz aspon pro
jedno z je F(z) < G(x), zamitdme H, jestlize U < U,;

c¢) v pripadé, ze alternativni hypotéza A je negaci hypotézy H, zamitdme

H, jestlize U < Uyj2 nebo U > Ui_q 0.

S Mannovym-Whitneyovym testem souvisi Wilcoxonuv dvouvybérovy test.
Spojme oba vybéry, usporddejme vSech ny; + ns vybérovych hodnot podle
velikosti a piifadme jim poiadi. Ozna¢me R;; poiadi hodnoty Xi;, i = 1,
...,np. Pak Wilcoxonova dvouvybérova statistika

S=> Ry (12.6.8)
=1

Protoze
no
Zhij:n2—<R1i—’i), izl,...,nl,
7=1
je
1
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Odtud a z (12.6.3) vyplyva, ze
1
E(z) = §n1(n1 +ny+1), var(S) = var(U). (12.6.10)

Misto hodnot Up danych vyrazy (12.6.4) 1ze tabelovat hodnoty Sp spliujici
za platnosti hypotézy H vztahy

P(S<Sp)<P, P(S<Sp+1)>P (12.6.11)

Pro takovéto Sp plati vzhledem k (12.6.9) a (12.6.6)

Sp =ning + %nl(nl +1)—-U_p= %nl)(nl + 1)+ Up. (12.6.12)
Déle pro hodnoty S;_p spliujici vztahy
P(S>S_p)<P, P(S>S_p—1)>P (12.6.13)
je
Si_p=niny + %nl(nl +1)—Up=ni(n; +ny+1) — Sp. (12.6.14)

Pro velkd ny; a ns lze za platnosti hypotézy H aproximovat rozdéleni
statistiky

S—nl(n1+n2+1)/12 _ 2S—n1(n1+n2+1)\/§ (12.6.15)
\/nlng(nl +mny+1)/12 \/anLQ(TLl +ny+1)
rozdélenim N(0, 1).

Pro testovani hypotézy H : F(x) = G(x) pro vSechna redlnd = odpovidaji
kritickym oborum U > Uy_,, U < U, a U < Uy nebo U > Uy_q 2 pro
statistiku U po fadé kritické obory S < S,, S > 51, a S < S,/2 nebo
S > Si_ay2 pro statistiku S.

12.7 Priklad.

Pii ny = 5 zkouskdch pevnosti oceli A jsme dostali vysledky (usporadané
podle velikosti):

119,9; 124,6; 132,3; 135,6; 148, 3.
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Obdobné pfi ny = 6 zkouskach pevnosti oceli B jsme dostali vysledky:
109,9; 113,3; 113,9; 117,9; 124,0; 127,8.

Predpokladejme, ze se jednd o dva nezavislé usporadané vybéry ze spo-
jitych rozdéleni, pricemz prvni vybér pochazi z rozdéleni s distribuéni funkei
F(x), druhy z rozdéleni s distribuc¢ni funkei G(z).

Testujme hypotézu H : F(x) = G(x) pro vSechna redlnd x, tj. hypotézu,
ze oba vybéry pochazeji z téhoz rozdéleni, proti alternativni hypotéze A :
F(z) < G(z), pficemz aspon pro jedno x je F(z) < G(z). Uvazujme hladinu
vyznamnosti o = 0, 05.

Z tabulek pro m; = 5 a ny = 6 nalezneme Ujpg; = 5. Protoze U =
2414040+ 0=3 <5, hypotézu H zamitame.

Kdybychom pouzili Wilcoxonova dvouvybérového testu, nalezli bychom
podle (12.6.13) Spg5 = 30 + 15 — 5 = 40. Protoze S =5+7+9+ 10+ 11 =
42 > 40, hypotézu H zamitame.

12.8 Spearmanuv koeficient poradové kore-
lace.

Méjme ndhodny vybér (X1,Y1), ..., (X,,Y,) ze spojitého rozdéleni dvou-
rozmérné veliciny (X,Y)". Testujme hypotézu H : Veliciny X a Y jsou
nezavislé.
Uvazujme vektor (Xi,...,X,) a oznacme P, poradi X;, 7 =1,...,n;
obdobné uvazujme vektor (Y7,...,Y,) aoznacme Q; poradi Y;, i =1,...,n.
Dosazenim P; za X; a @Q); za Y; v (3.7.5) dostavame Spearmaniiv koeficient
poradové korelace (pro n > 2)

(8 — ny> i PQi— (XL P) (X0 @) (12.8.1)

(s P ) (n 5 @2 - (5 Q)

Protoze

=Y Q=Y i=""0

B - B U _n(n+1)2n+1)
Zﬁ—;@—;ﬁ— ;

=1
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2261%-@@- = —Enj(l% —Qi>2+§n:Pf +§an? =
i=1 i=1 i=1 i=1

:_Z(B_Qiy_i_n(n—i-lé@n—i-l)’

dd se (12.8.1) upravit na tvar

b6 NP -Q)?=1- 0 g (12.8.2)

n(n?—1) < n(n?—1)

V [23] jsou tabelovany hodnoty Sp spliujici za platnosti hypotézy H
vztahy
P(S<Sp)<P, P(S<Sp+1)>P (12.8.3)

pro P < 0,1 an=4(1)16. Pro hodnoty S;_p takové, ze

P(S>S8,_p)<P, P(S>8_p—1)>P (12.8.4)
plati
S_p = @ — Sp. (12.8.5)
Ozna¢me .
P =1 msp, (12.8.6)

kde pro Sp plati vztahy (12.8.3); ze vztahu (12.8.5) pak vyplyva, ze

(s S)
TP) = _T§—P'

Pro vétsi n lze pouzit aproximace

t_
r®, = S P <0,5, (12.8.7)

kde t;_p je 100(1 — P)% kvantil rozdéleni t o n — 2 stupnich volnosti.
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L Yi P; Q; (Pi - Qz)Q
21,2 18.3 7 1 36
18,8 19,2 2 4 4
22.5 20,9 10 6 16
21,6 19,8 8 ) 9
23,2 22,7 11 11 0
19,5 21,3 4 7 9
18,2 18,9 1 3 4
19,7 18,7 5) 2 9
22,3 21,4 9 8 1
20,9 22,5 6 10 16
19,2 21,6 3 9 36

Tab. 12.2: Poradi P; a (); pro Spearmanuv koeficient korelace.

12.9 Priklad.

V nédhodném vybéru rozsahu n = 11 jsme dostali hodnoty uvedené v tab.
12.2. Testujme hypotézu H: Veliciny X a Y majici dvourozmérné rozdélent,
z néhoz byl vzat nas vybeér, jsou nezavislé. Uvazujme kriticky obor (%) > r@a
(neboli S < S,,) a hladinu vyznamnosti a = 0, 01.

Tabulka 12.2 uvddi téz poradi P; a Q; a rozdily (P, — Q;)?. Z nich
vypocteme S = 140 a r(®) =1 — SA5=0,364. V [23] nalezneme pro n = 11
hodnotu Sy = 64. Hypotézu H tedy nezamitame.

12.10 Kendalluv koeficient poradové korelace.

Uvazujme stejné predpoklady i testovanou hypotézu H jako v odst. 12.8.
Sefadme opét pozorovani Xi,..., X, od nejmenstho do nejvétsiho a na-
hrad'me je jejich poradimi. Totéz ucinime pro Y;,...,Y,.

Uvazujme nyni posloupnost poradi 1,2,...,n pro X a jim odpovidajici
poradi Ry, Ry, ..., R, proY. Nyni pro kazdé ¢ uvazujme poradi R; 1, ..., R,
a oznacme k; pocet z téchto poradi, ktera jsou vétsinez R;, i=1,...,n—1.

Oznacme K = Zﬁ_ll k;. Pak Kendalliv koeficient poradové korelace je

definovan vztahem B
4K
K= _= __1. 12.10.1
" n(n —1) ( )



150 KAPITOLA 12. NEPARAMETRICKE TESTY

V [23] jsou tabelovany hodnoty Kp takové, ze za platnosti hypotézy H
je
P(K<Kp)<P, P(K<Kp+t1)>P (12.10.2)
pro P < 0,1 an=4(1)100. Hodnoty K;_p takové, ze

P(K>Ky._p)<P, PK>K,_p—1)>P (12.10.3)

splnuji vztahy
n(n —1)

2
Pro velka n lze za platnosti hypotézy H aproximovat rozdéleni statistiky

Ki_p= — Kp. (12.10.4)

K—-nn-1)/4  4K-n(n—-1) 3v2
Vnn—1D(2n+5)/72 /n(n—1)2n+5) 2

rozdélenim N(0, 1).

(12.10.5)

12.11 Priklad.

vypocteme hodnoty statistik K a ) pro tdaje tab. 12.2. V tabulce 12.3
jsou sefazena poradi pro X vzestupné od 1 do 11 a jim prifazena odpovidajici
poradi pro Y. Odtud vypocteme

K=8+7+24+3+5+1+4+3+1+1=235

1 2 3 4 5 6 78 9 10 11
R 3 4 9 7 2 100 1 5 8 6 11

Tab. 12.3: Poradi R; pro Kendalluv koeficient korelace.

a r®) = (4.35/110 — 1 = 0,273. V [23] nalezneme pro n = 11 hodnotu
Koo = 12, takze Ko g9 = 55 — 12 = 43. Protoze K = 35 < 43, hypotézu H,
stejné jako v piikl. 12.9, nezamitame.
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Kapitola 13

Grafické metody rozboru
empirického rozdéleni

13.1 Uvodni poznamka.

Vsechny metody vylozené v predchazejicich ¢lancich (az na ¢l. 12) vychézely
z predpokladu, ze se pozoruji ndhodné veli¢iny s urc¢itym znamym rozdélenim
pravdépodobnosti a experiment slouzi jen k poznani nékterych parametru
prislusného rozdéleni. Jen ziidkakdy je tvar tohoto rozdéleni presné odvozen
z fyzikalnich ¢i chemickych nebo jinych zakonu a z podstaty experimentu.
Zpravidla je tvar rozdéleni pozorované veliciny urcen na zakladé rozboru
rozsahlych nahromadénych dat, tj. na zakladé rozboru ndhodného vybéru
X = (Xiy,...,X,)" velkého rozsahu n z prislusného rozdéleni. Pfi malém
poctu pozorovani n je nadéje na piijatelné spolehlivé urceni tvaru rozdéleni,
z kterého vybér pochéazi, nepatrna. v tomto clanku se budeme zabyvat jed-
noduchymi grafickymi metodami k orientacnimu posouzeni tvaru rozdéleni.

13.2 Skupinové (tfidni) rozdéleni; histogram.

Jak jsme uvedli v odst. 13.1, mame-li mit rozumnou nadéji na zjisténi tvaru
rozdéleni nahodné veliciny X, potfebujeme zpravidla znac¢ny pocet pozo-
rovani, tj. vybér zna¢ného rozsahu n. Zaznam jednotlivych vysledku v poradi,
v jakém byly naméteny, je nepiehledny a neumoznuje predstavu o tom, jaké
asi muze byt rozdéleni pozorované veli¢iny. Proto se pozorovani ve vybéru
velkého rozsahu n zpravidla roztiidi do tzv. skupinového (t¥idniho) rozdélent

153
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¢etnosti.

Predpokladejme, ze pozorovanad nahodna velicina X ma rozdéleni spo-
jitého typu s distribuéni funkci F'(z) a ze z tohoto rozdéleni byl prove-
den vybér velkého rozsahu n. Rozdélme interval moznych hodnot ndhodné
veli¢iny X na intervaly (to, t1), (t1,t2), ..., (t,—1,t,). Tyto intervaly nazyvéame
tridnimi intervaly nebo kratce tridami. Zjistime pocty pozorovani s hodno-
tami z jednotlivych tiid a oznac¢ime n; pocet pozorovani X, spliujicich ne-
rovnost ¢, < X; <.

Cisla nq,...,n, jsou tzv. (absolutni) tridni cetnosti; prirozené musi byt
Yo in;=mn.
Cisla
n; .
pi=—, i=1,...,r, (13.2.1)
n

jsou tzv. relativnd tridni éetnosti; spliuji podminku "7 p; = 1. Relativni
ttidni ¢etnosti p;,2 = 1,...,r, jsou nestrannymi odhady pravdépodobnosti

mi= Pty < X <t;) = F(t;) — Ft 1) = /t " ey de = (s — ) f (),

(13.2.2)
kde t; = (t;_1 +t;)/2 a f(x) je hustota pravdépodobnosti pifslusnd k dis-
tribuéni funkci F(x).

Pfibliznou predstavu o prubéhu hustoty pravdépodobnosti 1ze ziskat z tzv.
histogramu. Histogram je graf, ve kterém jsou na ose usecek vyznaceny tiidni
intervaly a nad kazdym intervalem sestrojen obdélnik, jehoz plocha je imérna
relativni cetnosti p;, ¢ = 1,...,r. Histogram je tedy po ¢astech konstantni
funkce nabyvajici pro x z intervalu t;_; < x < t; hodnoty h(x) = p;/(t;—t;_1).
Srovnanim h(z) s (13.2.2) zjistime, ze h(t;) je odhadem hustoty f(%;).

13.3 Priklad.

Tabulka 1.2 v piikl. 1.2.2 je ptikladem tiidniho rozdéleni cetnosti. Na obr.
13.3 je znazornén odpovidajici histogram. Je vidét, ze histogram mé& prubéh
dobfe aproximovatelny funkei tvaru ce™§, coz naznacuje, ze doba bezporu-
chového provozu daného typu zatizeni bude mit exponencialni rozdéleni nebo
aspon rozdéleni blizké exponencialnimu.
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Obr. 13.1: Histogram rozdéleni dob bezporuchového chodu navigaénich
pristroju z tab. 1.2

13.4 Empiricka distribuc¢ni funkce.

Podobné jako histogram poskytuje predstavu o mozném prubéhu hustoty
pravdépodobnosti, empiricka distribuc¢ni funkce je odhadem distribuéni funkce
pozorované veliciny. Distribuéni funkce F'(x) ndhodné veliciny X udédva ke
kazdému z pravdépodobnost P(X < z).

Empirickou distribucni funkci (ptislusnou k ndhodnému vybéru X =
(X1,...,X,) narozsahu n) definujeme jako funkei F, (z) ptirazujici kazdému
x relativni ¢etnost pozorovani mensich nebo rovnych x. Znaci-li tedy N, pocet
pozorovani X; spliujicich nerovnost X; < x, je

Fy(z) = 2. (13.4.1)

Oznacme — jako v cl. 4 — X(;) i-té pozorovani ve vybéru sefazeném podle
velikosti. Empirickd distribuéni funkce F,(z) je schodovitd funkce rovna 0
pro viechna x < X() (protoze ve vybéru neni zadné pozorovani mensi nez
X@), rovnd 1/n pro viechna z z intervalu X1y < o < X(9) atd., tj. konstantni
v intervalech (X, X(i11)) se skokem velikosti 1/n v kazdém bodé X(;). To
znamena, ze lze psat

F.(z) = 0, x<Xgq, (13.4.2)
l .
= E’ X(z)§x<X(z+1)7 Zzl,...,n—17
= 1, T > X(n).
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Pii grafickém znézornéni empirické distribuéni funkce F,,(x) se nékdy
misto celého prubéhu funkce F),(x) zakresluji do grafu jen body se souradni-
cemi

1 —0,5
n

X: ] i=1,....n, (13.4.3)
tj. v kazdém bodé X(;), v némz F,(x) mé diskontinuitu (méni skokem svou
hodnotu), se zakresluje jako pofadnice priumér hodnot F(X_1) a F(X).
Pii velkém poctu pozorovani n se casto do grafu zakresluji jen hod-
noty empirické distribucni funkce ve vybranych bodech ¢4, ... ., napt. ekvi-
distantnich (ale ekvidistantnost neni podminkou). To znamend, ze se vyjde
z tiidniho rozdeéleni ¢etnosti podle (13.2.1), vypoétou se tzv. kumulativni

cetnosti N; =7 nj,i=1,...,7, a polozi se
N; .
F.it))=—, i=1,...,r; (13.4.4)
n

do grafu se zakresluji jen body [t;; F,.(t;)].
Vsechny tii postupy jsou ilustrovany v nasledujicich dvou piikladech.

13.5 Piiklady.

13.5.1

Tabulka 13.1 obsahuje podle velikosti sefazené hodnoty v ndhodném vybéru
rozsahu n = 10. Na obrazku 13.5.2 je zakreslena empiricka distribu¢ni funkce
tohoto vybéru podle (13.4.2) a podle (13.4.3).

373 414 428 459 51,0 526 540 56,7 59,8 62,8

Tab. 13.1: Hodnoty v nahodném vybéru rozsahu n = 10 sefazené podle
velikosti.

13.5.2

Empiricka distribu¢ni funkce pro data z ptikl. 13.3 je tabelovana v tab. 13.2
a graficky znazornéna na obr. 13.6.
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Obr. 13.2: Empiricka distribucni funkce pro data z prikladu 13.5.1
a) podle (13.4.2), b) podle (13.4.3)

13.6 Transformovana empiricka distribuc¢ni
funkce; pravdépodobnostni papir.

Empiricka distribuéni funkce, ktera by naznacovala tvar skuteéné distribucni
funkce pozorované nahodné veliciny X tak vyrazné jako v prikl. 13.3, je
tikazem spiSe mimoiadnym nez pravidelnym. Vétsinou sleduji body [t;; F,(¢;)]
vzestupnou esovité prohnutou kiivku a je obtizné rozlisit, zda tato kiivka
je blizka distribuéni funkci rozdéleni normélniho nebo distribuc¢ni funkci
rozdéleni logaritmicko-normalniho apod. Proto se ¢asto misto grafu empi-
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rické distribuéni funkce sestrojuje graf transformované empirické distribucni
funkce, ptricemz transformace je volena tak, aby distribu¢ni funkce urcitého
tvaru meély po této transformaci linearni prubéh. Jestlize analyzovana data
jsou nahodnym vybérem z rozdéleni daného typu, pak graf transformované
distribu¢ni funkce sleduje - az na nahodné odchylky - také primku. Linearni
prubéh grafu je snadno rozeznatelny, a to je hlavni duvod k uziti podobnych
transformovanych grafi.

Horni Tridni Kumulovana  Empiricka
hranice cetnost Cetnost distribuc¢ni
tridy funkce

1 50 32 32 0,256
2 100 25 57 0,456
3 150 16 73 0,584
4 200 6 79 0,632
5 250 10 89 0,712
6 300 8 97 0,776
7 350 7 104 0,832
8 400 7 111 0,888
9 450 3 114 0,912
10 500 2 116 0,928
11 550 5 121 0,968
12 600 3 124 0,992
13 650 0 124 0,992
14 700 1 125 1,000

Tab. 13.2: Empiricka distribuéni funkce doby do poruch.

V nasledujicich odstavcich uvedeme transformace linearizujici prubéh dis-
tribu¢nich funkci rozdéleni, se kterymi se nejcastéji v praxi setkdvame: nor-
malniho, logaritmicko-normalniho, exponencidlniho a Weibullova.

13.7 Normalni rozdéleni.

Jestlize ndhodn4 velicina X m4 rozdéleni N(u, o2), pak jeji distribu¢ni funkce

F(@:P(Xg@:@(”c;“), 00 < 1 < 00, (13.7.1)
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Obr. 13.3: Empiricka distribuéni funkce rozdéleni dob bezporuchového pro-
vozu z tab. 13.2

kde ) . ,
O(u) = —— e~ 7 dt. 13.7.2
(1) = o= / i} (13.7.2)

Aplikujeme-li na obé strany rovnosti (13.7.1) funkci @' (tj. inverzni
funkei k @), dostaneme

o7 (Fa) == -4 (13.7.3)

v jiném znaceni
x
Up) = — — L (13.7.4)

To znamend, Ze kvantil up(,) je linedrni funkef x.

Skuteéné hodnoty distribuéni funkce F'(z) nejsou znamy, ale jsou k dis-
pozici jejich odhady, totiz F,(z), empirickd distribuéni funkce. Jestlize tedy
pozorovand néghodnd velicina X mé rozdéleni N(yu, 0?), pak graf [x; up, (z)]
méa — az na nahodné odchylky — linearni prubéh. Hodnoty « F, (s JsOu sesku-
peny kolem pifmky se smérnici 1/0. Pro o = p je upp) = 0 (jak je ziejmé
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z (13.7.4)); tudiz bod ¢, ve kterém piimka prolozend ,,od oka“ grafem UF,
protind osu usecek, je hrubym odhadem parametru p. Déle pro z; = p+ o
jeupey=lapror_ =pu—ojeupe_,) = —1.

Odtud plyne: Je-li & (resp. £_1) bod, ve kterém piimka prolozend ,,0d oka“
body [z; ur, ] protind pifmku u =1 (resp. u = —1), pak 6 = (21 — 2_,)/2
je hrubym odhadem smérodatné odchylky o.

Pro ilustraci zndzornéme graficky timto zpusobem empirickou distribuc¢ni
funkci ndhodného vybéru z piikl. 13.5.2. S uzitim tabulek [23] dostaneme
hodnoty t; ug,,,, uvedené¢ v tab. 13.3.

i t Folt:) urp. (£)
1 50 0,256 20,656
2 100 0,456 0,111
3 150 0,584 0,212
4 200 0,632 0,337
5 250 0,712 0,559
6 300 0,776 0,759
7 400 0,888 1,216
8 500 0,928 1,461
9 600 0,992 2,409
10 700 1,000 00

Tab. 13.3: Hodnoty ug, (t;).

Graf [t;; ur,, | je zakreslen na obr. 13.7. Seskupeni bodu [t;; F,({;)] uka-
zuje, ze lepsiho vyrovnani by se dosahlo spiSe néjakou konkdvni funkci nez
primkou; normalni rozdéleni tedy asi nebude vhodnym modelem pro dobu
zivota (dobu do poruchy) u piistroje daného typu.

Pro casté pouzivani popsaného zpusobu analyzy je vyhodné opatfit si
specidlni graficky papir (grafickou sit), ktery ma vodorovnou osu délenou
linedrné jako obycejny milimetrovy papir a na svislé ose ve vzdalenosti u,
od pocatku kétu P. Pocdtku tedy odpovidd kéta 0,5 nebo 50%. Do této
site se zakresluji pifimo body [X(;; i/n] nebo body [t;; F,(t;)]. Popsand sit
se jmenuje normdalni pravdépodobnostni papir.
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Obr. 13.4: Graf empirické distribu¢ni funkce dat z piikl. 1.2.2 v normalni
pravdépodobnostni siti. Na levé strané linearni stupnice, na pravé strané
pravdépodobnostni stupnice

13.8 Exponencialni rozdéleni.

Distribuéni funkce exponencialniho rozdéleni je

|8

Flx)=1—e¢"5, x>0
piirozeny logaritmus funkce (1 — F (IE))_I ziejmé je

1
_ (13.8.1)

n—
nl—F($) J

¢ili linedrni funkce proménné z. Pi pouziti obycejného (dekadického) loga-

ritmu
1 T

F(z) ~ 2,30266 (13.8.2)

1
0810 11—
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tj. opét linearni funkce prochéazejici pocatkem. To znamend, ze transformo-
vany graf empirické distribuéni funkce (oznaceni log je zde i ddle pouzito pro
oba piipady In i log;,)

| X; log——], (13.8.3)

n—1

prip.

[ti; log (13.8.4)

n— Nj ’
ma — pii X s exponencidlnim rozdélenim — linedrni prubéh az na nahodné
odchylky; prirozené 1ze s vyhodou pouzit semilogaritmického papiru. Semilo-
garitmického papiru zpravidla pouzijeme, kdyz nebude k dispozici kalkulator
a pak budeme chtit viibec redukovat mnozstvi pocetnich operaci. Proto bu-
deme misto logy, (1 — Fn(x))_1 vynéset graf funkce logy, (1 — F,(z)), ktery
by mél — az na nahodné odchylky — sledovat piimku se smérnici —2,3026 9.

121
1,0 o —0,95
0,8+ [ 10,9
_ / 08 —
Ay Llls 016 B E
- y 0,7
e {
04+ o —0,6
. 05
Jas
0.2
—0,1
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Obr. 13.5: Empirické distribu¢ni funkce dat z tab. 1.2 transformovana podle
(13.8.4). Vlevo linearni stupnice pro piimé pouziti (13.8.4), vpravo stupnice
logyo (1/(1—p)) pro zakresleni funkce [¢;, F,(t;)]. Grafickou metodou ziskany
odhad parametru ¢ je 190, v ptikl. 14.3.1 vypocten numericky presny odhad
186, 82
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—1I

0 0 125 1,000 0,0000
1 20 93 0,744 0,1284
2 100 68 0,544 0,2644
3 150 52 0,416 0,3809
4 200 46 0,368 0,4342
) 250 36 0,288 0,5406
6 300 28 0,224 0,6498
7 350 21 0,168 0,7747
8 400 14 0,112 0,9508
9 450 11 0,088 1,0555
10 500 9 0,072 1,1427

Tab. 13.4: Hodnoty log,, (1 — Fn(ti))_l.

Grafu lze pouzit i k hrubému odhadu parametru 6 : v bodé x = ¢ je
In (1-F(z))" =1, log;y (1—F(x)) ™ = 1/2,3026 = 0,4343; tzn. ze bod o,
ve kterém primka prolozena od oka grafem funkce log,, (1 —F (x)) - protind
0,434 3 (viz obr. 13.8), je odhadem parametru 0. Pfi pouziti semilogaritmické
sité a funkce 1— F),(z) je odhadem parametru ¢ bod zg, ve kterém graf funkce
1 — F,(x) protind antilog (—0,4343) = 0,3679.

Popsany postup ilustrujme opét na datech piikl. 13.5.2. Tabulka 13.4
obsahuje hodnoty funkce 1 — F,(x) pro z = t; = 50,2 = t5 = 100 atd.
Na obr. 13.8 je znézornéna funkce 1 — F,(z) v semilogaritmické siti. Body
[t;, Fy(t;)] se dobfe primykaji k piimce prochézejici bodem |0, 1], coz ukazuje
na prijatelnost predpokladu, ze X ma exponencialni rozdéleni. Na obrazku
je tato primka (prolozend ,od oka“) také vyznacena. Odhad parametru §
nalezeny jako usecka pruseciku této piimky s 0,367 9 je ptiblizné 190.

13.9 Weibullovo rozdéleni.
Distribu¢ni funkce Weibullova rozdéleni je
Flz)=1—e @ z>0.

Odtud
ln(—ln (1—F(x))> =clnz —clnd, (13.9.1)
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Obr. 13.6: Graf 1 - F,(t;) pro data piikl. 1.2.2 v semilogaritmické siti. V grafu
je vyznacen odhad ¢ rovny priblizné 190

coz znamena, ze funkce

1
Inln ——— 13.9.2
nnl—F(a:) (13.9.2)

je linedrni funkei ptirozeného logaritmu x. M4a-li tedy X Weibullovo rozdéleni,
pak graf empirické distribucni funkce F,(z) transformované vztahem

1 n
Inln —— =Inln ——— 13.9.3
R N 1599)
by mél sledovat - az na nahodné odchylky - pifimku s rovnici y = clnxz—clIn .
Pro hrubé ovéreni, zda pozorovana ndhodna velicina X muze mit Wei-

bullovo rozdéleni, tedy zakreslime do grafu body

pii netfidénych datech, ptip.

[lnti; Inln } (13.9.5)

= 1V
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pii datech usporadanych do skupinového rozdéleni ¢etnosti. Jsou-li body se-

skupeny pftiblizné kolem piimky, je prijatelny predpoklad, ze X ma Wei-

bullovo rozdéleni. Smérnice ptimky prolozené grafem ,od oka“ je odhadem

parametru ¢, usek na svislé ose je odhadem cIn ¢ a z primky lze piimo vycist

odhady kvantilu rozdéleni. Pro rutinni pouziti podobnych analyz je mozno

pripravit si pfedem graficky papir s logaritmickou stupnici na ose tsecek a se

stupnici Inln(1/P) na ose poradnic. To je tzv. Weibulluv pravdépodobnostni
papir. Lize si samoziejmé vypomoci pouzitim logaritmického papiru, do kterého
se zakresli body [X(i); log(1 — Fn(X(i)))f }; pii odhadu parametru z grafu

je pak treba dat pozor na vliv modulu pro prevod pfirozenych logaritmu na

dekadické.

Postup ilustrujme opét na datech z ptikl. 13.5.2. Tabulka 13.5 obsahuje
hodnoty logy,t; a logy,logy, (1 — Fn(ti))fl, na obr. 13.9 je znazorné graf
transformované empirické distribu¢ni funkce. Skutec¢nost, ze body se dobie
primykaji pfimce, od které nevykazuji systematické odchylky, ukazuje na to,
ze Weibullovo rozdéleni je prijatelnym modelem pro rozdéleni X.

i ti logyg & logyplog (1 — Fn(ti>)_1
1 50 1,699 20,8913
2 100 2,000 -0,5777
3 150 2,176 -0,4192
4 200 2,301 -0,3624
5) 250 2,398 -0,2671
6 300 2,477 -0,1873
7 350 2,544 -0,1109
8 400 2,602 -0,0219
9 450 2,653 0,0235
10 500 2,699 0,0579
11 800 2,903 00

Tab. 13.5: Transformace dat z tabulky 13.2.

13.10 Logaritmicko-normalni rozdéleni.

Distribucni funkce logaritmicko-normalniho rozdéleni je rovna

1 _
F(:c)zcb(” “), x>0,

g
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Obr. 13.7: Empiricka distribu¢ni funkce rozdéleni dob bezporuchového pro-
vozu navigacnich pristroju z tab. 1.2 ve Weibullové pravdépodobnostni siti

kde ®(u) je distribuéni funkce rozdéleni N (0, 1). Aplikaci inverzni funkce
k ® dostaneme

o (F(z)) = Inz p_ 2,3026 logy v 3 (13.10.1)

o o o o

tzn. ze up (kde up je 100%P kvantil rozdéleni N(0, 1)) je linedrni funkei
logaritmu z. Ma-li tedy X logaritmicko-normalni rozdéleni, pak obrazy bodu
[InX(5); Ui—05)n) (PI1 netiidénych datech), resp. [Int;; up, )] budou sesku-
peny — az na nahodné odchylky — kolem ptimky.

S grafem se pracuje podobné jako s grafem z odst. 13.7. Sit s logaritmickou
stupnici na vodorovné ose a normalni pravdépodobnostni stupnici na svislé
ose tvori tzv. logaritmicko-normdlni pravdépodobnostni papir.
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13.11 Zavérecné poznamky k grafické analyze
dat.

Metody grafické analyzy vylozené v odst. 13.6 az 13.10 neslouzi vzdy jen
k posouzeni tvaru rozdéleni pozorované veliciny. Pouziva se jich nékdy i
v pripadech, kdy tvar rozdéleni povazujeme za znamy a potfebujeme jen
rychly a jednoduchy, tfeba hruby, odhad parametri. Tak napt. lze pouzit
grafické metody z odst. 13.9 k ziskani prvni aproximace pro maximalné
vérohodné odhady parametri Weibullova rozdéleni (viz odst. 7.4); s odhady
ziskanymi z grafu podle odst. 13.9 se zahdji iteracni postup feSeni rovnice
vérohodnosti (7.4.6).

Grafické metody odhadu postupy z predchozich odstavcu jsou zvlasté
uzitecné pri odhadech z tzv. cenzorovanych vybéri, tj. z pozorovani uspora-
danych tak, Ze je znama jen ¢ast vysledku a o zbytku se vi jen, ze pozorovani
nabyla hodnot vétsich nez nejvétsi zaznamenana hodnota. K takové situ-
aci dochazi zvlasté casto pri zkouskach zivotnosti; do zkusebniho provozu
se d& n vyrobku a odhady parametru prislusného rozdéleni se provadéji po
urcité dobé, reknéme ty, ve které jesté nékteré vyrobky nemély poruchu.
To znamena, Ze je zméreno jen m < n nejkratsich dob zivota ve vybéru
X(1), -+, X(m), 0 zbyvajicich se vi jen tolik, Ze jsou vétsi nez ty. Lze sestro-
jit ¢ast grafu empirické distribucni funkce. Je-li zndm tvar rozdéleni doby
zivota X, lze z grafu transformované empirické distribu¢ni funkce odhad-
nout priblizné hodnoty parametru. I kdyz se pouzije jemnéjsich metod, napt.
metody maximalni vérohodnosti rovnice v popsané situaci zpravidla vyzaduji
numerické feseni.

Grafy transformovanych distribu¢nich funkei 1ze upravit riznymi zptsoby.
Neékteii statistici napt. pti netiidénych datech radéji zakresluji na osu tsecek
hodnoty 1/n,2/n,... a na osu pofadnic Xy, X(9),..., jini nahrazuji jme-
novatele n v empirické distribuéni funkei jmenovatelem n + 1 atd. Vyklad
duvodu pro takové upravy a diskuse jejich uzitecnosti by vedla ptilis daleko
a neni zde na ni misto.

13.12 Uloha.

Vyjadrete soutadnice pravdépodobnostniho papiru pro Rayleighovo rozdéleni
(viz [24], odst. 22.6).
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[ [z; \/—2In(1 — F(z))] nebo [2?; —2In(1 — F())] }



Kapitola 14

Testy dobré shody

14.1 Uloha testovani dobré shody.

V odstavcich 13.6 az 13.10 se nékolikrat vyskytla fraze ,jestlize X ma dis-
tribuéni funkci urc¢itého tvaru, graf transformované distribuéni funkce ma —
az na nahodné odchylky — linearni prubéh*. Je pfirozené polozit si otazku, co
jsou ,nahodné odchylky“; kdy jsou odchylky empirické distribuéni funkce tak
malé, Ze je mozno vysvétlit jejich pritomnost tim, ze empiricka distribucni
funkce je sestrojena z nahodného vybéru, a kdy jsou tak velké, ze budi
opravnéné pochybnosti o spravnosti predpokladu ,,. X méa distribucni funkci
tvaru F'(z)“. Odchylky, které jeden experimentator bude povazovat za nepod-
statné a prirozené, muze jiny pokladat za vyrazné. Proto je uzite¢né mit k dis-
pozici néjakou miru statistické vyznamnosti takovych odchylek umoznujici
objektivnéjsi posouzeni souhlasu ¢i nesouladu ndhodného vybéru X = (X,
..., X,) s predpokladem typu ,X mé rozdéleni s distribuéni funkei tvaru
F(z)“.

Tvrzeni jako ,X m&a normalni rozdéleni“ nebo ,X mé& exponencialni
rozdéleni® atd. jsou statistické hypotézy. Pravidlo, podle kterého se na zakladé
opakovanych pozorovani ndhodné veli¢iny X (tj. na zakladé nahodného vy-
béru z F(z)) rozhodné, zda dand hypotéza ma byt piijata ¢i zamitnuta, je
tzv. ,test dobré shody.*

Obecny postup pii testu dobré shody je tento: Z vybéru X = (Xq,..., X,,)
se vypocCte vhodna mira nesouhlasu X s predpokladem ,X ma rozdéleni
s distribuéni funkei tvaru F(z)“ ¢ili vhodna mira odchylky ¢i vzdalenosti

(134

empirické distribucni funkce od tzv. ,teoretické “ ¢i ,hypotetické distribuéni

169



170 KAPITOLA 14. TESTY DOBRE SHODY

funkce“ (tj. distribu¢ni funkce vypocitané za predpokladu, ze mé tvar dany
hypotézou). Oznaéme, na chvili, tuto miru vzdalenosti empirické distribuéni
funkce od hypotetické jako D. Velicina D je funkei ndhodného vybéru, je
tedy sama nahodnou velicinou, ktera ma svoje rozdéleni pravdépodobnosti
zavislé na skutecné distribuc¢ni funkci ndhodné veliciny X Ozna¢me D;_, tu
hodnotu, kterou D ptekroc¢i s pravdépodobnosti «, kdyz testovand hypotéza
je spravna, tj. kdyz X ma skutecné rozdéleni dané hypotézou. Zvoli se malé
¢islo « (tzv. hladina vyznamnosti), napt. o = 0,05. Jestlize statistika D
vypoctend z vybéru nabude hodnoty vétsi nez nebo rovné D;_,, pak nastal
jev, ktery ma za platnosti ptislusné hypotézy jen malou pravdépodobnost,
totiz a, a je tedy duvod k podezieni, ze hypotéza neni spravna, tj. ze pozo-
rovand velicina X ma jiné rozdéleni nez predpokladané.

V nésledujicich odstavcich uvedeme nékteré nejbéznéjsi typy statistiky
D, vyjadfujici souhlas ¢i nesouhlas vysledku pozorovani s hypotézou o tvaru
rozdéleni.

14.2 Test chi-kvadrat.

Pii tzv. testu x? dobré shody se vychazi z tifdniho rozdéleni ndhodného
vybéru (viz odst. 13.2). Jako miry nesouhlasu mezi vysledky pozorovéani a
hypotézou o tvaru distribuéni funkce pozorovaného veli¢iny se pouziva sta-
tistiky

r

=) s —nm)” _ P (14.2.1)

nm; nm;
i=1 v i=1 ¢

kde r je pocet tfid, na které byl rozdélen interval moznych hodnot pozoro-
vané veli¢iny, n; absolutni tifidni cetnost i-tého tiidniho intervalu, tj. pocet
pozorovani splitujicich nerovnost ¢;,_; < X; <t; am; pravdépodobnost, Ze po-
zorovand nahodna veli¢ina X nabude hodnoty z intervalu (¢;_1,t;) pocitana
za predpokladu, ze X ma dané rozdéleni. Znaci-li F(z) distribuéni funkci
nahodné veliciny X, jak ji specifikuje ovérovana hypotéza, a F,(x) empiric-
kou distribu¢ni funkci vybéru, je tedy

n; = n(F.(t:) — Fu(tis1)), (14.2.2)
o= F(t;)— F(ti_1); (14.2.3)

to,t1,...,t, jsou hranice tiid, to = inf{t| F'(t) > 0}, t, = sup{t| F(t) < 1},
tj. dolni a horni hranice intervalu moznych hodnot X.
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Vektor (ny,...,n,) tiidnich ¢etnosti je realizaci r-rozmeérné nahodné veli-
¢iny s multinomickym rozdélenim (viz [24], odst. 17.1) s parametry n, my, ...,
7r; ndhodny vybér rozsahu n z rozdéleni F(x) predstavuje totiz n vzajemné
nezdvislych ndhodnych pokusu, ve kterych jev A; = {t;_; < X < t;} ma
pravdépodobnost m; danou (14.2.3) a n; je pocet vyskytu jevu A; v téchto n
nezavislych pokusech. Podle [24], odst. 17.3, je stfedni hodnota ¢etnosti jevu
A; rovna nm;. Tuto stfedni hodnotu nazyvame (v souvislosti s testem dobré
shody) teoretickou (nebo hypotetickou) cetnosti i-té tridy.

Hypotéza o tvaru distribu¢ni funkce F'(z) zpravidla neurcuje hypotetické
cetnosti nm; jednoznac¢né, nybrz jen jako funkce jednoho ¢i nékolika para-
metru. Zni-li hypotéza napt. , X m& normalni rozdéleni“, pak

om=n( () <0 (L) ) o

Pro vypocet hypotetickych Cetnosti ve statistice (14.2.1) je pak tfeba
potiebné parametry odhadnout také z pozorovanych cetnosti n;. Nejcastéji
se k tomu pouzivd metody maximélni vérohodnosti (viz odst. 6.7). Pravde-
podobnost, ze pfi danych t¥idach (¢;,_1,¢;), i =1,...,r, v ndhodném vybéru
rozsahu n budou t¥idni ¢etnosti rovny nq, ..., n,, je

|
P(ni,...,n) = —gm g (14.2.4)

ny!...n,! "

Jsou-li pravdépodobnosti tiid 7y, ..., 7, funkcemi k£ parametri, kde k <
r—1, m = m(01,...,0) , pak funkce (14.2.4) povazovéna pii danych
hodnotach pozorovanych cetnosti nq, ..., n, za funkci neznamych parametru,
je funkef vérohodnosti pro odhad vektoru parametru (O1,...,0y)".

Maximalné vérohodné odhady él, ..., O parametru O4, . .., O tedy ziskame
maximalizaci logaritmu funkce vérohodnosti

D nilnmi(6,...,0y). (14.2.5)
i=1

Jestlize pravdépodobnosti ti¥id m;(©1, ..., Oy) spliuji podminku

T

> m(O1,...,0) =1 (14.2.6)

=1
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pro vSechny mozné hodnoty parametru Oq,...,0;, maji spojité parcidlni
derivace podle vSsech © a matice

87@
D= =1,... =1,...,k 14.2.7
(a@j)? 7 ? 7r7 j ? 9 9 ( )
mé hodnost k, pak 1ze odhady él, cee O}, nalézt fesenim soustavy rovnic
d ; omi(04,...,0
) ni Im(© E_0 =1,k (14.2.8)

i=1 Wi(él,---,@k> 8@3

~

Statistika x2 ddna vztahem (14.2.1) s m; = 7;(01, ..., 04), kde ©4,..., 6,
jsou koteny soustavy (14.2.8), mé za platnosti ovérované hypotézy pii n —
oo (tak, aby n#; > 5 pro viechna i = 1,...,7) asymptoticky rozdéleni x?
s poc¢tem stupnu volnosti v = r — 1 — k. Dukaz tohoto vysledku a rozbor
vlastnosti odhadu podle (14.2.8) lze nalézt v pracich [6, 31].

Test dobré shody zalozeny na statistice (14.2.1) tedy zahrnuje tyto kroky:

1. Vypocet odhadu 61,...,6, neznamych parametru rozdéleni fesenim
soustavy rovnic (14.2.8).

~

2. Vypocet pravdépodobnosti Wi(él, ..., 0y) dosazenim ©1,...,6; do
(14.2.3).
3. Vypocet statistiky x? podle (14.2.1).

4. Porovnani vypoéctené hodnoty statistiky x? s tabelovanym kvantilem
2
lea(r —-1- k)

Soustava rovnic (14.2.8) m4 jen ziidka explicitni feseni, zpravidla je k pres-
nému fteSeni tfeba numerickych metod. V praxi se casto spokojujeme jen
s pribliznym fesenim. Uzit{ popsaného testu je osvétleno v nasledujicim od-
stavci na prikladech.

14.3 Piiklady.

14.3.1 Ovérovani shody s exponencidlnim rozdélenim.
Predpokladejme, ze hypotéza zni: X mé rozdéleni s distribuéni funkei

Flx)=1-¢"° >0, (14.3.1)
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kde 0 je neznamy parametr. Byl proveden vybér dosti velkého rozsahu n a
utvofeno tfidni rozdéleni ¢etnosti. Pravdépodobnosti m;(d) jevu {t;1 < X <
t;} jsou

m=1—et/° (1 - e_ti‘1/6> = e 7tim1/d _ o7H/0, (14.3.2)
Predpokladejme, ze intervaly (t;_1,t;) jsou ekvidistantni, t; = ih, h >
0,7=0,1,...,r—1,t, = co. Pak
o= e UTDR/O _ omih/d e_ih/‘s(eh/‘s — 1), 1=1,...,7r—1,

T, = e (TLR/G (14.3.3)

Soustava (14.2.8) obsahuje jedinou rovnici

ny dm 2 dr  n,dr
1 1 7 1 r r
—_ — — =0 14.3.4
T d5+;7rid(5+7rrd5 ’ ( )

kterd po upravé s uzitim (14.3.3) ptrejde na rovnici

eh/‘S(Zini —n) =Y ini -, (14.3.5)
=1 i=1

odkud .
l In Zirzl mi — Ny
h > _jini—n
To je jeden z mala pripadu, kdy (14.2.8) mé explicitni feseni. Pro ilustraci
prevedeme provedeni testu na datech z ptikl. 13.5.2 pfi pouziti r = 11 tiid
s hornimi hranicemi ¢; = 50i pro i = 1,..., 10, jedendcta tiida je (500, c0).
Vypocet odhadu B , pravdépodobnosti 7; a testové statistiky x? je shrnut v
tab. 14.
Odhad parametru 0 je

o={ L (14.3.6)

50

= —9) - DY) [ L —
b = 50[1n(503 — 9) — In(503 — 125)] " =

= 186, 82.

Dalsf vypocet je ziejmy z tabulky. Statistika x? nabyva hodnoty 6,325,
pocet stupnu volnosti je v = 11—1—1 = 9; statistika tedy zdaleka nedosahuje
hodnoty k3 ¢5(9) = 16,919, je dokonce mensi nez xj5(9) = 8,343. Neni tedy
zadny duvod k podezieni, ze rozdéleni se lisi od exponencialniho.
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1 20 32 32 0,2348 29,35 0,2393
2 100 25 50 0,1797 22,46 0,2873
3 150 16 48 0,1375 17,19 0,0824
4 200 6 24 01052 13,15  3,8876
) 250 10 50 0,0805 10,06 0,0004
6 300 8 48 0,0616 7,70 0,0117
7 350 7 49 0,0471 2,89 0,2092
8 400 7 o6 0,0361 4,51 1,3747
9 450 3 27 0,0276 3,45 0,0587
10 500 2 20 0,0211 2,64 0,1552
11 00 9 99 0,0688 8,60 0,0186

- 125 503  1,0000 125,00 6,3250

Tab. 14.1: Test exponencialniho rozdéleni z ptikladu 13.3.

14.3.2 Test normality.

Necht hypotéza zni: X m4d normaln{ rozdéleni. Pfedpoklddejme, Ze ndhodny
vybér rozsahu n byl roztiidén do r tiid (¢;_1,t;), kde tg = —o0,t; je dané
¢islo, t; = t;1 + (i — 1)h pro i = 2,...,r — 1,t, = oco. Pravdépodobnosti
jednotlivych t¥id jsou

ti — li1 — .
T = P(ti_1<X§ti):<I>( ”)—@(1—“), i=1,....r—1,

7 o= P(X>t_)=1- @(75’"‘1—_“), (14.3.7)
o

kde ®(u) je distribu¢ni funkce rozdéleni N(0, 1). Pravdépodobnosti m; jsou
z4vislé na dvou nezndmych parametrech p a o2, K ziskdn{ aproximaci odhadi
pro parametry p a o nahradme dolni hranici prvni ti{dy éislem to = t; — h,
horni hranici r-té tridy ¢islem, ¢, = t,_1 + h a pouzijme dalSich aproximaci

t,— 1

1 / O] du = h 1 G (14.3.8)
e e 2 u = — e 20 > ..
V2 Sk o271

Uy
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b
T ]_ 7(ti—u)2 7(%’71*#)2 . 1 o
Ty ez 1 —

o oy

= — i, (14.3.9)
ovVamr O o
67@ ti — _(t=m)? tz’—l — [ _(ti—1—u)2
= — e 2?2 4+ ——— 202 = 14.3.10
do oV 2w oV 2 ( )

ti—p

V).

i h [(EZ — ,u)Q _Ew)? _(timz’} h (Ei — ,u>2 h
= e 202 } —e 202 = —T; — —T;.
oV 2w o o o o

Dosazenim aproximaci do (14.2.8) dostaneme pro odhady parametri p a
o? rovnice

n _ 1 T B T

§ ni(t; — 1) = 0, = § ni(t; — 1) — § n; =0, (14.3.11)
o

=1 =1 =1

[§)

(W=l T du=

o
1
o

odkud
I -
L 14.3.12
9 1 - — AND 1 . -2 1 ET : 7\2
i=1 i=1 i=1

kde t; je stied i-té tifdy.

Casto se zlstava pii této hrubé prvni aproximaci a nehledaji se odhady
spliujici presné soustavu (14.2.8); k presnému teseni by byl nutny iterac¢ni
postup, pti kterém bychom uz ptesli ke skutecnym hranicim ¢y = —o0, t, = 00
a pouzivali pfesnych vyrazu pro derivace m; (viz [1]).

V odhadech (14.3.12) poznavame obvykly prumér a druhy centrélni mo-
ment nahodného vybéru pocitany z tiidniho rozdéleni.

Pro ilustraci postupu pii testu normality pomoci statistiky x? uved'me
tento ptiklad: Udaje tab. 14.2 obsahuji vysledky n = 200 zkousek pevnosti
v tahu Inéné ptize. Nejsou vysledky uvedené v této tabulce v prikrém rozporu
s predpokladem, ze pevnost tohoto druhu Inéné ptize ma normalni rozdéleni?
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Za predpokladu, ze pevnost daného druhu pfize ma normalni rozdélent,
odhady parametru tohoto rozdéleni podle (14.3.12) jsou
454,99 1079,11 —1035,08
(| = ——— =2275 6= ’ ’
H= 00 — 27 7 200

=0,22;6 = 0,469.

Predposledni sloupec tab. 14.2 obsahuje normované hodnoty hornich hra-
nic intervalu u; a posledni sloupec odhady hodnot distribuéni funkce

Pt) = cp(“ - ’l).

i t; N t; ngt; n;t? u; = t’% F(t;)

1 125 2 1125 225 2.53 21855 0,01444
2 150 6 1375 825 1134  -16525  0,04922
3 1,75 20 1,625 32,50 52,81 -1,1194 0,13148
4 2,00 24 1,875 45,00 84,38 -0,5864 0,27880
5 2,25 40 2,125 85,00 180,62 -0,0533 0,47875
6 2,50 52 2,375 123,50 293,31 0,4797 0,68428
7275 32 2625 8400 22050 10128 084442
8 3,00 13 2,875 37,38 107,45 1,5458 0,93892
9 3,25 5 3,125 15,62 48,83 2,0790 0,98119
10 3,90 3 3,375 10,12 34,17 2,6119 0,99550
11 3,75 1 3,625 3,62 13,14 3,1450 0,99917
12 400 2 3875 775 30,03 36780  0,09988

200 15499 1079.11

Tab. 14.2: Vysledky n = 200 zkousek pevnosti Inéné prize; test normality
rozdéleni.

Tabulka 14.3 uvadi hodnoty potfebné pro vypocet statistiky y2. Aby byl
splnén pozadavek, ze hypotetické ¢etnosti nemaji byt prilis malé, doporucuje
se spojeni tiid s malymi hypotetickymi ¢etnostmi v jedinou tfidu (zde tiidy
10, 11 a 12). Pfi zcela pfesném postupu by se po takové tipravé mély korigovat
odhady parametru tak, aby byly fesenim ,pfesnych“ rovnic vérohodnosti
(14.2.8). vétsinou se od toho upousti a toleruje se skutecnost, ze nebude
naprosto presné dodrzena hladina vyznamnosti.
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1 v n; ("z;;:ﬂ i)’
1 0,01444 2,888 0,2730
2 0,03478 6,956 0,1314
3 0,08226 16,452 0,7652
4 0,14732 29,464 1,0133
5 0,19995 39,990 0,0000
6 0,20553 41,106 2,8872
7 0,16014 32,028 0,0000
8 0,09450 18,900 1,8418
9 0,04227 8,454 1,4112
10 0,01431 2,862
11 0,00367 0,734 }3,738 1,3688
12 0,00071 0,142

0,99988 199,976 9,6919

Tab. 14.3: Hodnoty potfebné pro vypocet statistiky x?.

Statistika y? nabyva hodnoty 9,6919. M4 v = 10 — 1 — 2 = 7 stupiiti vol-
nosti. Na hladiné vyznamnosti a = 0, 05 by se hypotéza o normalité zamitala,
kdyby bylo x§ g5 > 14,067 = x§5(7). Pozorovand hodnota je mensi (lezi
mezi x§5(7) = 9,037 a x§5(7) = 9,803). Data nedavaji duvod k zamitnut
hypotézy, ze X mé normalni rozdéleni.

14.4 Kolmogorovuv test.

Pti Kolmogorovové testu dobré shody se k ovéreni hypotézy: X ma rozdéleni s
distribuéni funkei F'(x), kde F'(x) je ddna distribuéni funkce spojitého typu,
pouziva statistiky

D = sup,|F,(x) — F(x)|. (14.4.1)
Protoze F(x) jakozto distribuéni funkce je neklesajici a F,,(x) je funkce
po castech konstantni a méni svou hodnotu skokem v bodech Xy, ..., X,
lze statistiku D zapsat také jako
D- (PG~ 2P - 2 (14.4.2)
= 112?;; max T (4) n s (4) n .

kde F(x(;) je hodnota hypotetické distribucéni funkce F' v bodé X(;y. Odtud
plynou dvé dulezité zdasady pro korektni pouziti Kolmogorova testu:
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1. Testu se ma pouzivat jen pii udaném celém prubéhu empirické dis-
tribuéni funkce F,(z), tj. pfi udanych vech hodnotéch X, niko-
liv pfi pozorovanich seskupenych do tiidniho rozdéleni cetnosti. Pfti
tfidnim rozdéleni c¢etnosti zname totiz jen hodnoty hypotetické dis-

tribuc¢ni funkce v r danych bodech t¢q,...,t, a hodnoty empirické dis-
tribuéni funkce v tychz bodech, tj. F(t;) a F,(t;),i = 1,...,r, a je
jasné, ze

To znamena, ze pri pouziti Kolmogorovova testu na tiidni rozdéleni se
snizuje ucinnosti (sila) testu, nebot se nezkouma cely prubéh empirické
distribu¢ni funkce, nybrz jen hodnoty ve vybranych bodech.

2. Prisné vztato, ma se Kolmogorovova testu pouzivat jen k ovérovani
hypotéz, které stanovi distribuéni funkci F'(z) jednoznacné, tj. nejen
co do tvaru, nybrz i co do hodnot parametru, tak, aby bylo mozno
vypocitat hodnoty F(X(;)) za platnosti hypotézy; v definici statistiky
D se nemluvi o ,odhadu F(x) za platnosti hypotézy“, nybrz o ,hod-
noté distribuéni funkce F'(z)“. Jakmile by hypotéza urcovala jen tvar
distribu¢ni funkce a na misté F'(X(;)) v (14.4.1) nebo (14.4.2) by se
uzivalo F(X(;); ©), kde © by byl odhad pocitany z vybéru, zménilo by
se rozdéleni statistiky D, a v dusledku toho i rizika chyb.

Rozdéleni statistiky D je rozséhle tabelovano. A. N. Kolmogorov odvo-
dil asymptotické rozdéleni statistiky y/n D. Pro mensi rozsahy vybéru, které
nedovoluji uzit asymptotické teorie, jsou tabelovdny hodnoty D,, ;_, s vlast-
nosti
P(D > Dy 1—o| X mé rozdéleni F(z)) = o,

viz [18, 23].
Pro ovéreni hypotézy: X md rozdéleni N(u, 0%) bez uddni parametru

(i, 0?) a hypotézy: X ma rozdéleni E(0, 6) bez udéan{ hodnoty parametru 4,
jsou tabelovany (viz [25, 26]) hodnoty D} takové, ze

n,l—a

P (Sup )@(x — x) — Fn(x)‘ > D, | X ma N(p, 02)) = q,
x S ’

resp. hodnoty D** _  takové, ze

n,l—a
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> D**

n,l—«

F.(x)— (1 - e*%)

P (sup X mé E(0, 5)) = .
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Kapitola 15

Testovani nezavislosti
kvalitativnich znaku

15.1 Experimenty s kvalitativni odpovédi;
kontingencni tabulka.

Jestlize vysledek experimentu neni vyjadien redlnym ¢islem (nebo vektorem
realnych ¢isel), nybrz jen slovné popséan ¢i zafazen do jedné z k vzajemné se
vylucujicich kategorii, fikdme, Ze jde o experiment s kvalitationi odpovédi. Tak
napft. spociva-li experiment ve zkousce funkéni zpusobilosti vyrobku, muze
vysledek pozorovani byt vyjadien zatazenim do nékteré z kategorii ,zkouska
uspésna’, ,selhani v dusledku poruchy typu A;“, ,,selhdni v dusledku poruchy
typu Ao, ..., ,selhani v dusledku poruchy typu Ap_1“.

V jednom experimentu muzeme soucasné sledovat dvé nebo i vice kvalita-
tivnich odpovédi, podobné jako lze v jednom experimentu méftit ¢i pozorovat
dvé nebo vice nahodnych veli¢in. Tak napt. pti kontrole jakosti vyrobkt muze
byt jednou odpovédi (se dvéma kategoriemi) pfitomnost ¢i nepiitomnost
vady druhu A a druhou odpovédi pritomnost ¢i neptritomnost vady druhu
B. Pii psychologické zkousce konané za ucelem zjisténi zpusobilosti osoby
k vykonu urcité ¢innosti muze zkousSend osoba dostat p ruznych tkolu a
vysledek plnéni jednotlivych tkoli muze byt hodnocen jako ,vynikajici®,
LSprumérny“ a ,podprumérny® - pak by §lo o experiment s p kvalitativnimi
odpovédmi, kazdd se tfemi kategoriemi. Jestlize se u vyrobku zjistuje ni-
koliv pfesnym méfenim, nybrz jen pomoci mérek, zda spliiuje ¢i nespliuje
tolerance pro dva ruzné rozméry, mame co délat s experimentem se dvéma

181
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kvalitativnimi odpovédmi, jejichZ kategorie jsou ,rozmér A v tolerancich®,
yrozmér A pod dolni toleranci“, rozmér A nad horni toleranci“, a podobné
pro rozmeér B.

Predstavme si nyni n nezavislych opakovani experimentu se dvéma kvali-
tativnimi odpovédmi (nebo se dvéma kvalitativnimi znaky); ozna¢me Ay, . . .,
A, mozné kategorie znaku (odpovédi) A a By, ..., Bg mozné kategorie znaku
(odpovédi) B. Vysledek celého slozeného experimentu, tj. vSech opakovani,
lze shrnout do tabulky, viz tab. 17.

Kategorie Kategorie znaku B
znaku A B B, . B, | Celkem
Ay ni n12 cee Nis ny.
Ay UDA Nag e Nas na.
Ay
Ar 25} Nyg I Nys U2
Celkem n1 n.q ... N 4 n

Tab. 15.1: Kontingenc¢ni tabulka.

V tabulce 15.1 znacf n;; pocet experimentu, pii kterych odpoved A byla
z kategorie A; a odpovéd B z kategorie Bj, n; = > _ ny; je celkovy pocet
opakovani, pii kterych se vyskytla i-td kategorie znaku A, n ; = >""_ n; je
celkovy pocet opakovani, pii kterych se vyskytla j-té kategorie znaku B.

Tabulka uvedeného typu se nazyva kontingencéni tabulka. Cilem statis-
tického rozboru takové kontingencéni tabulky je zjisténi, zda prislusné dveé
odpovédi (¢i dva znaky) mezi sebou néjak souvisi ¢ ne. Kontingenéni ta-
bulka muze mit i jiny obsah, a pak ptichézeji v uvahu i jiné hypotézy. Zde
se v8ak zabyvame jen hypotézou nezavislosti dvou znaku.

15.2 Hypotéza nezavislosti kvalitativnich
znak.

Vyskyt i-té kategorie znaku A a j-té kategorie znaku B pfi jedné realizaci
prislusného experimentu je nahodny jev, ktery je prunikem dvou jevu, A; a
B;, kde A; znaci jev ,znak A patii do kategorie A;* a B; jev ,znak B patii
do kategorie B;“. Oznacme pravdépodobnost tohoto pruniku m;;. Statickym
modelem pro slozeny experiment spocivajici v n nezavislych opakovanich
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pak je multinomické rozdéleni s parametry n, w1, T2, . .., T (viz [24], odst.
17.1). Kazda z cetnosti n;; v tab. 15.1 je vlastné realizaci ndhodné velic¢iny
s rozdélenim Bi(n, ;).

Cetnosti n; vyskytu jevii A; a Getnosti n. ; vyskytu jeva B; jsou re-
alizace ndhodnych veli¢in s rozdélenimi Bi(n, ;) a Bi(n, 7,;), kde m; =
Dio1 Mg T = Qi Mg

V souladu s definici nezdvislosti jevu (viz [24], odst. 6.8) fekneme, ze
znaky (odpovédi) A a B jsou nezdvislé, jestlize plati

Ty = T Tij, ’izl,...,T, jzl,...,S. (1521)

15.3 Test nezavislosti kvalitativnich znaku.

7Z testu x? dobré shody lze odvodit asymptoticky test nezdvislosti dvou kva-
litativnich znaki (odpovédr). Plati-li totiz hypotéza, ze znaky (odpovédi) A
a B jsou nezavislé, pak (15.2.1) vyjadiuje pravdépodobnosti jednotlivych
trid A; N B; jako funkce r — 1+ s —1 = r + s — 2 neznamych parametri
T,y Tpo1, T1y..., T s—1 2 podminky Y0 | m = Zj’:1 7.; = 1 totiz plyne

r—1 s—1
mo=1=> m, m.=1-)Y 7, (15.3.1)
i=1 j=1

Metodou maximalni vérohodnosti podle odst. 14.2 dostaneme za platnosti
hypotézy (15.2.1) s ptihlédnutim k (15.3.1) pro pravdépodobnosti 7;; odhady

iy = %% (15.3.2)

a odtud hypotetické cetnosti kombinaci A; N B;

A

n; n. ;
nm;; = .

(15.3.3)

n

Podle odst. 14.2 ma tedy za platnosti hypotézy (15.2.1) statistika

X —ZZ njnn /;L/n) :n(zzn”_z]_o (15.3.4)

=1 j=1

pii velkych hodnotach n (je vhodné n takové, aby pro vsechna (i, ;) bylo
n.j/n > 5) priblizné x? rozdéleniors —1— (r+s—2)=rs—s—r+1=
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(r—1)(s —1) stupnich volnosti. Hypotézu (15.2.1) tedy zamitame na hladiné
vyznamnosti « (tj. zdvislost znaka A a B poklddame za prokdzanou), kdyz

Sy mﬂ/”) (=15~ 1)),

=1 j=1

15.4 Priklad.

U n = 320 soucastek se zjistovala jejich vyska a vnéjsi prumér, piicemz
pro oba tyto rozméry se kazdé soucdstka oznacila bud jako dobrd (vyho-
vujici predepsanému rozméru), nebo jako nevyhovujici. Vysledky jsou uve-
deny v tab. 15.2.

B (prumeér
A (vyska) Dobry Nevyhovujici | Celkem
Dobra 239 60 299
Nevyhovujici 14 7 21
Celkem 253 67 320

Tab. 15.2: Cetnosti n;; pro n = 320 soucdstek.

(viz [10]). Testujeme hypotézu nezdvislosti znaku A a B na hladiné vy-
znamnosti o« = 0, 1. Dosazenim do (15.3.4) dostdvame

2392 602 142 72
2
=320 — 1) =2,086.
X (253-299+67-299+253-21+67-21 ) ’
Protoze 2,086 < X%jg(l) = 2,7055, hypotézu o nezdvislosti znaku A a B
nezamitame.

15.5 Ulohy.

15.5.1

Zjednoduste vyraz (15.3.4) pro ptipad 7 = s = 2 a zkontrolujte hodnotu x?
v prikl. 15.4.

2 _ n(ni1ng2—niangi)>
X n1N2.MN.1Mn.2 ’
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15.5.2
Vypoctéte hypotetické cetnosti n7;; pro udaje pifkl. 15.4.

236,4; 62,6;
16,6; 4,4.
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Kapitola 16

Nekteré specialni testy dobré
shody

16.1 Uvod.

Testy dobré shody uvedené v kap. 15, tj. test x* a Kolmogoroviiv test,
jsou testy do jisté miry univerzalni; lze jich pouzit — pfi splnéni piislusnych
podminek — k ovéreni shody empirického rozdéleni s jakymkoliv modelem
(jsou to neparametrické testy). Za tuto univerzalnost se plati snizenou Géin-
nosti testu pii odhalovani odchylek od testované hypotézy, tj. mensi silou
testu proti nékterym alternativnim hypotézam. Tato okolnost vedla k névr-
hum specialnich testu zalozenych na charakteristickych vlastnostech predpo-
kladaného modelu a na charakteristickych vlastnostech modelu, které v dané
situaci prichézeji v ivahu jako alternativy. Tak vznikly napt. specidlni testy
pro ovéreni normality rozdéleni, testy k ovéreni shody s exponencidlnim
rozdélenim, shody s Poissonovym rozdélenim apod. V tomto ¢lanku se strucné
zminime o nékterych z nich.

16.2 Testovani shody s Poissonovym

rozdélenim.
Necht X = (Xi,...,X,) je ndhodny vybér z rozdéleni diskrétniho typu
pritazujictho kladné pravdépodobnosti p(z) vSem celym nezdpornym hod-

notam x, tj. X je n-tice vzajemné nezavislych pozorovani nahodné veliciny

187
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X, kterd nabyva hodnot x = 0,1,2,.... K ovéfeni hypotézy

Aee™H
p(z) = T xr=0,1,2,...,

tj. k ovéfeni hypotézy: X ma Poissonovo rozdéleni, se casto vyuziva nasledujici
vlastnosti Poissonova rozdélent:

E(X) =var(X) = A,

viz [24], odst. 15.3; test se zaklad4 na srovnan{ vybérového priméru X s vy-
bérovym rozptylem S2. Jestlize X m4 skuteéné Poissonovo rozdéleni, mélo
by byt — az na nahodné odchylky —
n )2
S?2=X, tj LM =X (16.2.1)
X
Predpokladejme, ze X = (Xi,...,X,)" je ndhodny vybér z Poissonova

rozdéleni Po()). Potom sdruzené rozdéleni X podminéné danou hodnotou
Z?:l Xz =t je

P(Xlzﬂfl,,Xn:xn‘ZXZ:t):
=1

CemaAZLim T ! ﬁ (l)x
B e (nA)t/t! Coxlm,) T\n
pro vsechny vektory (zi,...,z,) spliujici podminku "  z; = ¢. To
znamend, ze ndhodny vektor X mé za podminky > | X; = ¢ multinomické
rozdéleni s parametry ¢,1/n,...,1/n; i-ta4 soutadnice X; ndhodného vektoru
m4 — pii daném Y " | X; =t — rozdéleni Bi(t, 1/n). Podle odst. 14.2 m& tedy
pii dosti velkych hodnotach ¢ statistika
Z?:l(Xi — t/n)Q _ Z?:l (Xl — X)2 (16 2 2)
t/n X o
piiblizné rozdéleni x?(n — 1).
Odtud plyne nasledujici test hypotézy ,X ma&a Poissonovo rozdéleni“:
Zamitnout hypotézu, kdyz vybér X = (Xi,...,X,)" splni nékterou z ne-
rovnosti

Z?:1(Xi — 7>2
X
Test je aplikovatelny, kdyz X > 5.

S (6 - X
X

< XGjp(n—1), >\ p(n—1). (16.2.3)
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16.3 Priklad.

Pri zkouskach pristroje pro medicinské aplikace ozarovani radioizotopy byly
u jednoho zdroje zareni a jednoho ¢itace impulst naméreny tyto pocty im-
pulsu v n = 50 ekvidistantnich intervalech:

4020, 4015, 3940, 3988, 4011, 4018, 3985, 4001, 4024, 4053,
4041, 3951, 3986, 3975, 4008, 3982, 4002, 4010, 3992, 3991,
3990, 4010, 4007, 3989, 4024, 4015, 4009, 3986, 4025, 3974,
4002, 4032, 3990, 3970, 3990, 3987, 3899, 4005, 3992, 4003,
3965, 4031, 3980, 4010, 4015, 3982, 3965, 4012, 4007, 3998.

Zde mame
S0 @ = 199857, T = 3997, 14;

S (2, — T)? = 33558,02 Y00, &P g 40,

Pozorovana hodnota podflu 320 (X; — X)?/X je tedy o mnoho mensi
nez Xg g95(49) = 31,555. Rozptyl s* = 685, 98 je statisticky vyznamné mensf
nez * = 3997,34. Prokézala se tedy vyznamna odchylka od Poissonova
rozdéleni. V dané tloze muze mit vysledek tento vyklad: O radioaktivnim
zéreni je znadmo (teoreticky zduvodnéno i experimentdlné potvrzeno), ze
pocty emisi X v ekvidistantnich intervalech maji pti konstantni intenzité Po-
issonovo rozdéleni, tedy var(X) = E(x). Kdyby se intenzita zafeni v prubéhu
meéreni ménila, otekavali bychom var(X) > E(X). V dané sérii méteni se vsak
ukézalo var(X) < E(X). To muze byt zpusobeno vlastnostmi registracniho
zafizeni; nékteré ¢itace maji tzv. ,mrtvou dobu®, po registraci impulsu se
¢ita¢ na urcity cas zastavi a béhem tohoto casu zadny impuls neregistruje.
Je-li tato ,,mrtva doba“ dlouhd v poméru ke stiedni hodnoté doby mezi im-
pulsy, pak pocty impulsu registrované v intervalech pevné délky maji mensi
rozptyl i stfedni hodnotu, ptricemz rozptyl klesa vice nez stfedni hodnota.
V nasem piikladé 1ze tedy na zédkladé vysledku usuzovat na existenci ,,mrtvé
doby*“ pomérné dlouhé ve srovnani se stfedni délkou intervalu mezi emisemi,
coz znamena, ze Cita¢ registruje jen ¢dst impulsu a skutecna intenzita zareni
je podcenéna.
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16.4 Test normality.

O normalnim rozdéleni je znamo, ze ma nulové koeficienty sikmosti a Spicatosti,
tj. ze
E((X —p)?)

a3:—3 :O7 oy =
g

E((X —p)*)

- —3=0, (16.4.1)

viz [24], odst. 18.4. Toho se nékdy vyuziva k ovéfeni hypotézy, ze X ma
normalni rozdéleni. Z vybéru se vypoctou odhady koeficientu as a ay,

Ay = \/EZL(Xz - 7)3 A, — nZ?:l (XZ B 7) —3, (16.4.2)

(S (X - X2 (DX - X2

a porovnaji se s hodnotami (16.4.1), tj. ovéii se vyznamnost odchylky Aj;
od 0 a Ay od 0. M&-li X rozdéleni N(u, 0?), pak pii velkych rozsazich
vybéru ptiblizné rozdéleni Aj je N(O, var(Ag)) a priblizné rozdéleni A, je
N(E(A4), var(Ay)), kde (viz [1], str. 206)

E(A;5) = 0, var(4g) = o —6%011)(_7121 5 (16.4.3)
6 var _ 24n(n—2)(n—3)
Bldy) = n+1 (Ae) = (n+1)2n+3)(n+5)

Hypotéza normality X se tedy zamita, kdyz
6
’Ag’ Z Ul_a/g VaI'(Ag) nebo |A4 -+ n——|—1‘ 2 ul_a/g V&I‘(A4>. (1644)

Jiny test hypotézy, ze X ma normalni rozdéleni, je zaloZen na poradkovych
statistikdch; postup pfi jeho uziti a potfebné tabulky lze nalézt v [13], zde je
uvedena jen zakladni myslenka.

Necht X = (X1, ..., X,,)" je ndhodny vybér z rozdéleni N(u, o?). Stiedni
hodnota i-té porddkové statistiky X; z tohoto vybéru je

E(X4) = 1+ ao, (16.4.5)

kde a; jsou konstanty (viz ddle odst. 21.2) tabelované napt. v [30, 32]. M4~
li tedy X rozdéleni N(u, 0?), pak body (a;, X(;)) budou seskupeny — az na
nahodné odchylky — kolem piimky se smérnici o. Jinymi slovy, regrese X,
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na a; (viz kap. V) je linedrni a regresni pfimka ma smérnici . Test normality
rozdéleni ndhodné veliciny X spociva v tom, ze se metodou popsanou déle
v odst. 21.5 odhadne o a odhad se porovna s obvyklym odhadem zalozenym
na Y r,(X; — X)% Rozsahlymi pokusy bylo zjigténo, Ze tento test je vici
vétsineé odchylek od normality citlivéjsi nez ostatni znamé testy dobré shody.

16.5 Testy exponencialnosti.

Necht X = (Xi,...,X,) je ndhodny vybér z rozdéleni spojité¢ho typu, které
ma4 hustotu pravdépodobnosti f(x) kladnou pro vSechna x > 0 a nulovou pro
x < 0. K ovéreni hypotézy, ze

1
flw)=se™ w>0,

tj. ze X méd rozdéleni E(0, §), se doporucuje v [13] test zalozeny na statistice

Z?:l(Xi - 7>2 _ n2 i
X i=1

X; 1]?

Z?:l Xi n

(16.5.1)

Ve prospéch této statistiky mluvi dva duvody. Predevsim, mé-li X rozdé-
leni E(0, §), pak E(X) = § a var(X) = 62 = E*(X). Ve vybérech z rozdéleni
E(0, §) by tedy mélo byt S? blizké X~ cili 37, (X; — X)?/X° blizké n — 1.
Za druhé, rozdéleni ndhodného vektoru

Z=(Z,...,Zn1), (16.5.2)
kde

podminéné danou hodnotou Z, = 2?21 X; = z, ma hustotu

(n—1)!

= 0<z1<...<z1 <z (16.5.4)

f(z) =

To je vSak hustota usporadaného vybéru rozsahu n — 1 z rovnomérného
rozdéleni na intervalu (0, z). Je snadné se presvédcit, ze potom

E(Zi - Zi_y) = B(X,) = % (16.5.5)
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coz znamena, ze pii vybéru X rozsahu n z E(0, §) 1ze povazovat X, ..., X,
za délky intervali, na které déli poradkové statistiky vybéru rozsahu n — 1
z rovnomeérného rozdélenf na (0, > | X;) interval (0, >, X;). Tyto inter-
valy jsou — az na nadhodné odchylky — rovny » " | X;/n. Statistika (16.5.1) je
pravé rovna souctu ¢tvercu odchylek X,/ > " | X; od hypotetickych hodnot
1/n.

V [13] jsou uvedeny tabulky kvantilu statistiky (16.5.1) a popsan téz test
obecnéjsi hypotézy, ze X mé rozdéleni E(A, 0) s neznamym A.
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Kapitola 17

Linearni regrese s jednou
vysvétlujici proménnou

17.1 Regresni funkce.

Jednim z dulezitych tkoli vSech technickych oboru je hleddani a studium
zavislosti proménnych. Tak nas napf. zajima zavislost pevnosti oceli na jejim
chemickém slozeni, zavislost doby do lomu na napéti a teploté pti hodnoceni
zkousek pevnosti pii teceni apod.

V technickych a piirodnich védach se ¢asto pracuje s funkénimi vztahy,
kde zavisle proménnad y je jednoznacné urcena funkci r» > 1 nezavisle promén-
nych zy, ..., x,, tj.

y=o(T1,...,z.).

Pak pro dany vektor x’ = (x1,...,z,) dostaneme jedinou hodnotu zavisle
promeénné y.

Casto vsak, v dusledku pusobeni ndhodnych éiniteltl, ma zavisle proménna,
povahu ndhodné velicny majici urcité rozdéleni pravdépodobnosti.

Nezdvisle proménné mohou byt bud nendhodné (fixni) proménné, nebo
téz ndhodné veliciny.

V dalsim budeme uvazovat pripady, kdy zavisle proménna je nahodna
veli¢ina; oznac¢ime ji Y. Ptredpokladejme, ze podminénd stfedni hodnota

nahodné veliciny Y pro dané hodnoty z1,...,x, je rovna
EY |z1,....z;) =01, ..., 2 81, .-, Bp)s (17.1.1)
tj. je funkef 24, ..., 2, a p > 1 parametru f,..., Bp.

195
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Funkce (17.1.1) se nazyva regresni funkce a parametry By, ..., [, regresni
parametry (nebo regresni koeficienty).
Piikladem regresni funkce je pro r = 2 a p = 4 funkce

E(Y |1, 22) = n(x1, 225 B1, Ba, Bs, Ba) = 1 + Bawy + B3wa + Bar172
nebo pro r = 1 a p = 2 funkce
E(Y|x,) = By + P72 (17.1.2)

prvni z téchto regresnich funkci je linearni v parametrech, druha je nelinearni
v parametrech ;.
Déale budeme uvazovat pripady, kdy n ma tvar

n = 601‘0 + ﬂll'l + ...+ ﬂkl’k, (1713)
pricemz xg, o1, . . ., ) jsou nendhodné (fixni) proménné. Je tedy r = p = k+1.
Velmi ¢astym piipadem je piipad zy = 1.

Mame-li n vektoru pozorovani (Y;, zo;, ..., %, ..., 2x), © = 1,...,n,
muzeme z nich nalézt odhady regresnich parametru fy, 81, ..., Br a odhady
regresni funkce 1 v daném bodé x' = (zg, x1, ..., Tk).

V pracich o regresni analyze se casto proménné xg,xy,...,x; nazyvaji

vysvétlugici proménné a velicina Y wvysvéetlovand promennd.

17.2 Regresni primka.
Meéjme jednu vysvétlujici proménnou x a necht
E(Y |z) =n= B+ fiz. (17.2.1)

Tato funkce se nazyva regresni primka. Pro fixni proménnou z 1ze (17.2.1)
prepsat téz na tvar

Y = 50 + ﬂll‘ + e, (1722)

kde e je ndhodnd odchylka (téz ndhodnd chyba).
Méjme n > 2 vektoru pozorovani (Y;,z;)', i = 1,...,n, kde z1,...,z,
jsou dané cisla, z nichz aspon dvé jsou navzdjem ruznd, a Yp,...,Y, jsou

nédhodné velic¢iny. Pfitom vzhledem k (17.2.2) je (viz téz obr. 11)

Y;:mjLeZ:ﬁo—i—ﬂlxl—i—el, 221,,71, (1723)
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Y 1= B+ BX

0 X,
Obr. 17.1: Regresni piimka

Odhady by a b; parametru (5, a (; se naleznou metodou nejmensich
¢tvercu, tj. z podminky, aby vyraz

n

S = Z(YZ —n;)? = Z(Yz — Bo — Brz;)”

i=1

byl minimalni (viz déle, odst. 18.2).
Ze vztahu
oS

o5 =

dostavame soustavu dvou rovnic

=1 =1

n n n

2
E r; + by E x; = E x;Y;,
i—1 i=1 i=1

ktera se nazyva soustava normdlnich rovnic. Jejim feSenim ziskame odhady

0, 7=01,
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by a by parametru Sy a [,

i=1

1=

Yoii(z —2)Y; _n D i TiYi — ( D i1 xl) ( D i1 Yi) _
> (e - o) nY 2t — (X )’

blz

Statistiky by a by jsou odhady regresnich parametru 3y a [y ziskané me-
todou nejmensich ¢tvercu. Je vidét, ze by i by jsou linedrni formy veli¢in
Y1, ..., Y,; fika se téz, ze by a by jsou linedrni odhady parametru By a 3.

Odhadem hodnoty regresni funkce 1 = 5y + f1x pro dané x je statistika

Y =by+ bz =Y +by(z — ). (17.2.6)
Odchylky

se nazyvaji rezidua a statistika

n n

SR:Zé?ZZ(}Q—YZ-)?ZZ(}Q—?—bl(a:i—ff) (17.2.8)

i—1 i=1
se nazyva rezidudlni soucet ctverci.
Protoze plati

n n n

Sk = Z(Yz - YY)’ + b Z(xz —7)% - 2b; Z<xl TV -Y) =

=1 i=1 =1

n n n

=D YP-nY? =07 ) (0;-F)° = in—bo i Yi—biZnY —by » (;—T)Y;,
=1 =1

=1 =1 =1

lze S vyjadrit ve tvaru

Sp = Zj; Y — by Zj;y —b Zi;xy (17.2.9)

tj. od souctu ¢tvercu velicin Y; se odec¢te odhad by nasobeny pravou stranou
prvni rovnice a odhad b; nasobeny pravou stranou druhé rovnice soustavy
(17.2.4).
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17.3 Stredni hodnoty a rozptylu odhadu.
Z (17.2.1) a (17.2.2) vyplyvé, ze E(e) = 0. Predpoklddejme v (17.2.3), ze

E(e;)) =0, var(e) =FE(el)=0% i=1,...,n, (17.3.1)

COV(@il, 62'2) = E(Gil, 6@'2) = 0, ’il, 7:2 = ]_, Loy ny il 7é N9, (1732)

tj. ze ndhodné chyby maji nulovou stfedni hodnotu, tyz neznamy rozptyl
0% > 0 a 7Ze jsou nekorelované.

Stanovme za téchto predpokladi stfedni hodnoty a rozptyly statistik by
a by. Zejme

n n n

(D= 2)2) B(br) = 3 (@i — D) E(G) = (i = ) (o + brs) =

i=1 i=1 i=1

= b Z(ﬂfz —T)%

=1

Statistiku by muzeme prepsat na tvar

w320 (- s T e

=1

Odtud

E(bo) =Y aiB(Y:) =) ci(Bo + brz:) = fo.
i=1 =1
Je tedy
E(b;) =8, =01, (17.3.3)

tzn. Ze statistika b; je nestranny odhad parametru 3;, j =0, 1.
Protoze veli¢iny eq,...,e, jsou nekorelované, jsou i veli¢iny Yi,...,
nekorelované. Tudiz rozptyl (viz [24], vztah (11.7.12), a protoze var(Y;)

var(e;) =02, i=1,...,n)

| S

n

var(bg) = icf var(Y;) o Z <% - ngl(;f_)z)gy

=1
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a po rozvoji a upravé dostavame

—92 n 2
1 z 2 211371 2 _ 2

var(by) = (ﬁ + > i (@i — E)2>U nSo a2 — (3, l‘z) o’ =op,
(17.3.4)
Dale
1 n
var(b; . Ry
) = Sy & )
takze
var(by) = o? no? =0}, (17.3.5)

S Y 2l (L, )’

Uvazujme jesté statistiku (17.2.6). Prepisme ji na tvar
Y—i(l—l-(xi xaj—x) ZC
B no > (i —x) e

Stifedni hodnota

n

E(Y) =Y ci(Bo+ frai) = Bo+ T+ fulz —T) = o+ frz (17.3.6)

i=1

a rozptyl

var(Y) = 0220 = <— nST f;lx__(?:?:l $i)2>02 =0, (17.3.7)

Je tedy Y linedrni nestranny odhad parametrické funkce n = By + Sz
pro dané x.

17.4 Odhad rozptylu o°.

Statistika Sk ma stfedni hodnotu

R):iE(Yz‘ —nE(Y ( > bi) =

=

H



17.5. INTERVALY SPOLEHLIVOSTI A TESTY HYPOTEZ. 201

2 n

=Y (@) (= +7) =0t = B Y (i )
=1

kde
. I I _
ni=Po+ b, i=1,....n, 7= —Zm:ﬁo-i-ﬁﬁ-
Lt
Je tedy
E(Sg) = (n—2)o* + Z(Th -7)? - fZ(l’z - 7)?,
i=1 i=1
t.
E(Sg) = (n —2)o”. (17.4.1)
Nestrannym odhadem rozptylu % = var(e;) = var(Y;),i = 1,...,n, je
statistika
Sr
S22 — =
n—2

1 Ny ey (0T Y - (S ) (S V)
- n(n—2) ( ;Y; <;YZ) nd i i — (o ) )

(17.4.2)

Pro kontrolu lze S? vypoéitat pomoci vztahu (17.2.9).
Statistika

1
Sy =52 (;UZJ,), j=0,1, (17.4.3)

je pak nestranny odhad Ugj,j = 0,1, a statistika

1 1 n(z — T)*
2 92 452 ) =92 = 17.4.4
% =95 <020Y> o <” " ny i — (i %)2) (1744)

je nestranny odhad o7

17.5 Intervaly spolehlivosti a testy hypotéz.

Ptidejme k predpokladum (17.3.1) a (17.3.2) jesté predpoklad, ze ey, ..., e,
maji normalni rozdéleni. Predpokladdme tedy (viz [24], odst. 24.3), Ze ndhodné
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veli¢iny ey, ..., e, jsou vzajemné nezdvislé, viechny maji rozdéleni N(0, o2).
Tento predpoklad 1ze téz formulovat takto: Ndhodny vektor Y = (Y,...,Y,),
jehoz slozkami jsou veli¢iny (17.2.3), ma n-rozmérné normélni rozdéleni (viz
[24], odst.24.1) N, (g, 021,,), kde

n=0n,. )" (17.5.1)

Protoze statistiky by a by predstavuji linearni formy veli¢in Y7, ...,Y,, ma
(viz [24], odst. 24.7) vektor b = (b, b;)" dvourozmérné normalni rozdélen,
takze (viz [24], odst. 24.5) statistika b; md rozdéleni N(;, o7), j =0, 1. Sta-
tistika (17.2.6), kterd je také linedrni formou veliciny Y7, ..., Y,, ma rozdéleni
N(ﬁo + 611‘7 0'}2;,)

Dale ndhodnd veli¢ina Sp/0? mé rozdéleni x*(n — 2) a b a Si jsou
nezavislé (viz dale odst. 18.6 a 18.7). Tudiz nahodné veliciny (b;—f;) /0y, j =
0,1, maji rozdéleni N(0, 1) a ndhodné veli¢iny

_ b =5
S,

J

T j=0,1, (17.5.2)

kde ng jsou statistiky (17.4.3), maji (viz odst. 3.3) Studentovo rozdéleni
t(n — 2). Obdobné ndhodna veli¢ina

- Y - (Bo + Bix)
= 5 ,

T (17.5.3)

kde Sy je statistika (17.4.4), m4 rozdéleni t(n — 2).

Pomoci téchto velicin muzeme zkonstruovat intervaly spolehlivosti pro
parametry [y a (1 ¢i pro hodnotu regresni funkce n = Sy 4+ f1x pro dané z
nebo testovat hypotézy o téchto parametrickych funkcich.

17.6 Priklad.

Pti hodnoceni zkouSek na tinavu Ize popsat zavislost logaritmu poctu kmitu
do lomu, Y = 1InV, na napéti x rovnici

Y =5y + bz +e. (17.6.1)
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Tabulka 17.1 udavé hodnoty napéti z; (MPA) a ¥; (pocet kmitu), 4

203

1,...,16 (viz [7], str. 7). Z posledniho fadku této tabulky dostavame

16 - 139447,176 251 — 9560 - 234,202 085 .

o= 16 - 5730 000 — 9 5602 = 00270k
by = 1—16(234, 202085 + 0,027 294 - 9560) = 30,945 795;
2 2
st = m<16 - 3447,199 511 — 234, 202085
(16 - 139447,176 251 — 9560 - 234,202085)% .
16 - 5730000 — 9 560 ) = 0, 400076,

r; 9107y = In; TiY; x? y?
560 2845  14,861074 8322201261 313600  220,851511
560 3322 15016078  8409,003467 313600  225,482587
560 9411 16,057390  8992,138338 313600  257,839770
560 14713 16,504242 9242375610 313600 272,390 009
580 2597  14,769868  8566,523173 336400  218,148987
580 4429 15303684  8876,136981 336400  234,202758
580 5523 15524432 9004,170461 336400 241,007 984
580 6868 15742384  9130,582482 336400  247,822641
600 554  13,224920  7934,951988 360000  174,898508
600 1227  14,020083  8412,049650 360000 196,562 720
600 3446 15052725  9031,634850 360000 226,584 522
600 3684 15119510  9071,705844 360000 228,599 575
650 348  12,759958  8293,972544 422500 162,816 522
650 530  13,180632  8567,410995 422500  173,729068
650 728  13,498056  8773,736621 422500  182,197525
650 780  13,567049  8818,581986 422500 184,064 824

9560 234,202085 139447,176251 5730000 3447,199511

Testujme hypotézu H :

Tab. 17.1: Hodnoty potiebné pro vypocet statistik by, b, a S?.

w={(xy)|t=

0 proti alternativé A : 5; < 0 na hladiné
vyznamnosti a = 0, 05. Kritickym oborem je

Sby

b
— < —t0,05(14) }7
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kde
9 16s*

S g
" 16 2321 ‘/L-f - (22121 7;)?

—0,027294
i Rt S —1,7613 = —t 14
0,004 763 5,73 < 7613 095(14);

hypotézu H : 1 = 0 zamitame.

=2269-107%.

Protoze

17.7 Pouziti pro nékteré jiné regresni funkce.
Vysledki pfedchozich odstavett muzeme vyuzit pro regresni funkce

n= o+ B f(1), (17.7.1)

kde t je nendhodné (fixni) proménnd a f(t) je znamé funkce této proménné.
Polozime-li x = f(t), prevedeme (17.7.1) na regresni piimku. Nejcastéjsimi
piipady jsou:

n = 50 + 61 log t) t> 07 (1772)
n = Bo+ Gt pro r < 0 musi byt ¢ # 0, (17.7.3)
n = Bo+pie. (17.7.4)

Za predpokladu, ze plati vztahy Y; = n; +e;, @ = 1,...,n, se statistiky
bo, b1, S%, S? atd. ziskaji postupy uvedenymi v predchozich odstavcich,
pricemz se vsude dosadi x; = f(t;), i=1,...,n.

Uvazujme jesté regresni model

Vi = Gui = 6(f(t)) M ws,  i=1,...,m, (17.7.5)

kde V; a wu; jsou nahodné veli¢iny nabyvajicich kladnych hodnot a § >
0, f(t;) >0, i=1,...,n. Oznac¢ime-li

Y=V, fo=Id, z;=Inf(t;), e=Inu, i=1,...,n, (17.7.6)

prevedeme (17.7.5) na (17.2.3) (misto pfirozenych logaritmu muzeme uvazovat
i jiné, napt. dekadické logaritmy).

Plati-li pro e; = Inu; pfedpoklady (17.3.1) a (17.3.2), jsou (17.2.5), v nichz
se za Y; a z; dosadi vyrazy (17.7.6), linedrni nestranné odhady parametra
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Bo = Ind a (i a nestranné odhady rozptylu Jg]_ jsou dany vyrazy (17.3.3).
Maji-li navic veli¢iny eq, . .., e, normalni rozdéleni (tj. maji-li veli¢iny uy, . . .,
uyp, logaritmicko-normalni rozdéleni, viz [24], odst. 19.1), maji veli¢iny (17.5.2)
a (17.5.3) rozdéleni t(n — 2).

Pifkladem funkce f(t) v (17.7.5) je f(t) = ¢ nebo f(t) = K*, kde K je
dané kladné ¢islo, napt. K = 10 nebo K = 2,718....

17.8 Priklad.

Vztah (17.6.1) uvazovany v piikl. 17.6 vznikl logaritmovanim vztahu
V = Cu =", (17.8.1)

pricemz jsme oznacili Y =InV, Sy =1Ind ae =Inu.
Naleznéme nyni 95% interval spolehlivosti pro hodnotu ¢ = 6e® pii
napéti x = 630. Z (17.2.6) a (17.4.4) dostavame

~

Y =14,637630 — 0,027 294(630 — 597,5) = 13, 750 575;
1 16(630 — 597, 5)?
6 165730000 — 95602
a z tabulek nalezneme fg975(14) = 2,144 8. 95% interval spolehlivosti pro
n=In( je

s% = 0,406 077( ) = 0,049 341

(¥~ togs(19)Sy, ¥ + toars(14)S5 ).

tj. v nasem piipadé (13,274;14,227). Odtud dostavame 95% interval spoleh-
livosti pro ( = e"
(582-10°, 1509 -10%).

17.9 Ulohy.

17.9.1

Pro tdaje pifkl. 17.8 uvazujte regresni model V = §t%1u, kde jsme pouzili
oznaceni t misto x. Naleznéte nejlepsi nestranné odhady by a b; parametru
Bo =Ind a B a urcete s>. Naleznéte dvoustranny 95% interval spolehlivosti
pro hodnotu ¢ = §t* v bodé t = 630 a porovnejte tento interval s intervalem
prikl. 17.8.

[bo = 120,416; b = —16,551; s> = 0,406; (213 -10%,3993 - 10%).
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17.9.2
Uvazujte regresni funkci n = By + 1t ~1, ¢ # 0. Stanovte by, by a Sk.

-1 -1
by =" izt Yi—( 2?:12- )(213?:15’1')
ny it _Z?:l t; ’

bo = %(27:1 Yi—h Z?:l t;1)7

| Sk = S Y —boy i Yi—bi )l t;IYi.




Kapitola 18

Metoda nejmensich ¢tvercu

18.1 Regresni model linearni v parametrech.
Méjme n ndhodnych veli¢in Y7, ..., Y, které se daji vyjadrit jako

Yi=mni+e = Poxio+ Prxian + ...+ Brxa + €, 1=1,...,n, (18.1.1)

tj. jako linearni funkce k 4 1 regresnich parametru g, 51,..., Bk. Veli¢iny
€1,...,€, jsou nahodné chyby.
Oznac¢me
Y =(Y,...,Y,), e=(e,...,e,) (18.1.2)
a
ﬂ = (507517"'a6k)/7 n= (nlv"-ann)/- (1813)
Pak (18.1.1) lze napsat ve tvaru
Y=n+e=XB+e, (18.1.4)
kde
L0, L1, ---, Tik
T, X1, .., T
X = | o (18.1.5)
Tnoy Tpl, -5 Tnk
Necht n > k + 1, necht z;; jsou dand ¢isla (tj. proménné zg,x1, ...,z

jsou nendhodné) a necht matice X mé hodnost h(X) = k + 1.

207
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Dale necht ndhodny vektor e ma (viz [24], odst. 11.7) stfedni hodnotu
(0,...,0) a kovarianén{ matici 021, kde o2 je nezndmy kladny parametr a
I, je jednotkova matice typu (n,n). Tyto predpoklady o vektoru e lze téz
vyjadiit vztahy (17.3.1) a (17.3.2).

Vsechny uvedené predpoklady popisuji model, ktery se nazyva regresni
model linedrni v parametrech.

18.2 Soustava normalnich rovnic.

Odhady by, . . ., by regresnich parametru (koeficientu) Sy, . . . , Bx metodou nej-
mensich ¢tvercu jsou statistiky, pro které soucet ¢tvercu

n k n k
S = Z (Yi — ijxij)Q < Z (Y; — Zﬁjxlj)z pro vSechna [y, ..., O.
i=1 =0 i=1 =0

(18.2.1)
Odhady b; 1ze nalézt feSenim soustavy rovnic
g—g 5, =0, 75=0,...,k (18.2.2)
tj. TeSenim soustavy rovnic
boSoo + b1.So1 + ..., +FbpSor = Soy, (18.2.3)
boSko + 01.5k1 + ..., oSk = Sky,
kde .
Sivis = Siin = D Tij Tigy, J1od2 =0,k (18.2.4)
a - .
Siy=Y Y, j=0,... .k (18.2.5)
i=1

Soustava (18.2.3) se nazyva soustava normdlnich rovnic. Lze ji téz zapsat
ve tvaru

X'Xb = X'Y, (18.2.6)



18.3. VLASTNOSTI ODHADU B;. 209

kde
b = (b, b1,...,b)". (18.2.7)

Podle predpokladu je hodnost matice X rovna k + 1. Tudiz i matice X'X
m4 hodnost k+1 a inverzni matice (X'X) ™! existuje. Z (18.2.6) pak vyplyva,
ze

b= (X'X)"'X"Y. (18.2.8)

Pii aplikacich s konkrétnimi daty se odhady b;, 7 = 0,...,k, naleznou
bud pfimym Fesenim soustavy normalnich rovnic (18.2.3), nebo (zejména pii
pouziti poc¢itacu) podle vztahu (18.2.8).

18.3 Vlastnosti odhadu b,.
Ukazeme, Ze statistiky b; jsou:
e linedarni odhady,

e nestranné odhady

parametru f3;, j =0,...,k, a ze kovarian¢ni matice ¥y, vektoru (18.2.8)
je rovna
B, = o}(X'X) L (18.3.1)
Oznacme t;;, j =0,...,k, i =1,...,n, prvky matice
T = (X'X) X (18.3.2)

Z (18.2.8) vyplyva, ze

bi=> tpYi, j=0,.. .k (18.3.3)

i=1
takze statistika b; je linedrnim odhadem parametru 3;, j = 0,....k (je
linedrni formou velicin (V3,...,Y,). Pfitom ¢;; jsou zndméa ¢isla (nebot

jsou znam4 cisla).
Protoze stfedni hodnota vektoru Y je rovna 7, je sttedni hodnota vektoru
b rovna

Ty = (X'X)"'X'XB =5,
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takze plati
D=3 timi =P8, j=0,...k (18.3.4)

tj. b; je nestranny odhad parametru ;.
Rikame, Ze statistika b; je linedrni nestranny odhad parametru 3;, j

0,....k

Kovariance

n n

COV(anb )_ ((bh _/Bj1<bj2 6]2 _ZztﬁztmlE 771)<Y nl))

i=1 [=1
vzhledem k (18.3.3) a (18.3.4). Avsak [viz (18.1.1), (17.3.1) a (17.3.2)]

E((}/’L_Th)<}/z_nl)) = E(eiel):027 izl:l?"'una

= 0, il=1,...,n, i#l
Tudiz
cov(b;,, bj,) = Ztmtm, J1,d2 =0, k; (18.3.5)
specialné pro j; = jo = j je
var(b;) = o Ztﬂ, j=0,... k (18.3.6)

Avsak g18.3.5) a (18.3.6) jsou prvky matice 02 TT' = o2 (X’X)~! (nebot
(X'X)™)" = (X'X)~!, protoze matice X'X je symetricka). Plat{ tedy vztah
(18.3.1).

Je vidét, ze pti feseni tloh regresni analyzy s konkrétnimi daty je vyhodné
vypocitat b pomoci vztahu (18.2.8), nebot v tomto vztahu se vyskytuje ma-
tice (X'X)™!, jejiz prvky ndsobené o predstavuji rozptyly a kovariance od-
hadi b, . .. . by.

18.4 Odhad parametrické funkce c'S.

Parametry f3; jsou specidlni piipady parametrické funkce

k
v =38 =B, (18.4.1)
§=0
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kde ¢ = (co, ..., cx)" je dany nenulovy vektor. Jinym dulezitym piipadem -~y
je hodnota regresni funkce n = x’ v daném bodé x’ = (zq, ..., xx).
Uvazujme odhad

g= chbj = c'b, (18.4.2)
=0

ktery sestrojime tak, ze v (18.4.1) nezndme parametry fy,...,5r na-
hradime jejich odhady b, ..., by nalezenymi metodou nejmensich ¢tvercu.

Je ihned videt, ze (18.4.2) je linearni nestranny odhad v, nebot g je
linearni forma veli¢in Y7,...,Y, a

k

GE(b) =) by =1
=0

W

E(g) =

J=0

Pro rozptyl statistiky (18.4.2) plati (viz [24], vztah (11.7.10))

k k
Val"(g) - Z Z lechCOV(bj17bj2) = C/Zbc,

Jj1=0 j2=0

takze
var(g) = o*c/(X'X) e (18.4.3)

Ukazeme, ze ve tiidé linedrnich nestrannych odhadu parametrické funkce
(18.4.1) ma statistika (18.4.2) nejmensi rozptyl neboli Ze statistika g je nej-
lepsi linearni nestranny odhad parametrické funkce ~.

Uvazujme libovolny linearni odhad

G=> hY=hY, (18.4.4)
i=1
kde hq, ..., h, jsou konstanty nezavislé na regresnich parametrech Sy, . . ., betay.

Statistiku G muzeme vyjadiit ve tvaru

G=g+)» dYi=cb+dY = (/T +d)Y,

i=1

kde d = (dy,...,d,)". Jetedy h' = c'T + d'.
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Stredni hodnota a rozptyl

E(G)=Y hm=hn=(/T+d)XB=(c+dX)B,

var(G) = 0> "} = o’h'h = ¢’(¢'T + d')(T'c + d)
i=1
=0*(dTT'c+cTd +dT'c+dd).

Aby G byl nestranny odhad ~, musi platit d’X = 0’ = (0,...,0)" (nulovy
vektor s k+1 prvky). Pak vsak d'T'c = d’X(X'X)'c = 0, rovnéz ¢/'Td = 0,
takze .

var(G) = var(g) + o* Z d? > var(g),
i=1
pricemz rovnost nastava jen pro piipad d; = ...d, =0, tj. pro G = g.

Protoze B; je specidlni piipad v = ¢/f pro vektor c, jehoz j-ta slozka
je rovna 1 a vSechny ostatni slozky jsou nulové, vyplyva odtud, ze statis-
tika b; je nejlepsi linedrni nestranny odhad parametru g, j = 0,...,k. Za
predpokladu uvedenych v odst. 18.1 dava tedy metoda nejmensich ¢tvercu
odhady b; majici tuto vlastnost.

18.5 Odhad parametru o°.

7, ptedchoziho odstavce vyplyva, ze nejlepsim linedrnim nestrannym od-
hadem hodnoty 7; = Z?:o B;x;; regresni funkce n = Z?:o Bix; v bodé
X, (X0, . - ., k) je statistika

k
Yi=> by, i=1,....n (18.5.1)
=0

Ozna¢me Y = (?17 . ,?n)" Statistika
Sp=> (Y=Y =(Y-Y)(Y-Y)=YY-2Y'Y+YY, (1852)
i=1
kterd se nazyvé rezidudlni soucet ctverci, charakterizuje variabilitu odchylek
Y, - Y, i=1,...,n Zda se tedy rozumné vyuzit pro odhad parametru o>
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této statistiky. Soustavu (18.5.1) lze vyjadfit ve tvaru Y = Xb. Odtud a z
(18.2.6) vyplyva, ze

Y'Y =b'X'Y =bX'Xb=Y'Y,
takze Sg lze téz vyjadrit ve tvaru
Sk=YY-YY=YY-YY. (18.5.3)

Stredni hodnota této statistiky

B(Sg) = Y B’ =3 BOP) =3 (0" +m) =) (var(Yy) +nf) =
= n02—ZVar(ﬁ)

S
=
~
I
3
—
>~<
§
|
A
M -
@
5
Q
v
I

j=0
ko k
= szijll'ijQCOV(bjl,ij), 1= 1,...771,.
J1=0j2=0
Oznaéme matici X'X jako A = (aj,5,), j1,J2 = 0,1,..., k. Déle oznacme

(X'X)™t = A" = (a2 j,jo=0,1,..., k. Pak vzhledem k (18.3.1) je

n k k
Zvar(ﬁ') =02 Z Z 5@ = (k +1)0?
i=1 71=0j2=0
nebot AA~! =1, takZe plati

k
Zah,hajljz =1, 5n=01...k

J2=0

Je tedy
E(Sg) = (n—k—1)o?, (18.5.4)
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takZe nestrannym odhadem parametru o2 je statistika

1
§?= ——— Sg. 18.5.5
n—k—1"" ( )
Nestranné odhady rozptylu a kovarianci odhadu by, . . . , by dostaneme tak,

ze prvky matice (X'X)~" ndsobime statistikou (18.5.5).
Protoze, jak jiz bylo uvedeno, plati Y'Y = b'’X'Y = Z?:o b;Sjy, kde S,
jsou pravé strany normadlnich rovnic (18.2.3), lze téz Sk vyjadiit ve tvaru

Sp=Y Y= b5, (18.5.6)
i=1 §=0

18.6 Rozdéleni statistik b a ¢ = c'b.

K predpokladum odst. 18.1 ptridejme jesté predpoklad normalniho rozdéleni
veli¢in ey, . . ., e,. Pfredpokldddame tedy, Ze vektor e m4 rozdéleni N, (0, o2L,,)
neboli, Ze vektor Y m4 rozdéleni N,, (X8, 0I,,), pficemz matice X mé hod-
nost k + 1.

Protoze odhady b; jsou vzhledem k (18.2.8) linedrni formy veli¢in Y7, . . .,
Y,, ma vektor b za uvedenych predpokladu (viz [24], odst. 24.7) rozdéleni
I\ (,B, O'Q(X/X)_l) .

Odtud déle vyplyvé, ze pro libovolny nenulovy vektor ¢ = (co,...,cx)
mé g = c'b rozdéleni N(v,07), kde

vy=dcB, o =cTpe (18.6.1)
Tudiz statistika
g—v cb-cp

o,  (c'Bpc)/?

U:

(18.6.2)

ma rozdéleni N(0, 1).

18.7 Rozdéleni veliciny Sy/o>.

Za piedpokladu, ze vektor Y ma rozdéleni N, (X8, 0%I,) a Ze matice X m4
hodnost k + 1, m& velic¢ina

1 —k=1)5% 1 A

S5y = (n=k-DS" 1 (Y; — V)2 (18.7.1)

o2 o2 o2
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rozdéleni x?(n — k — 1). Dukaz viz [1], str. 100.
Vyjadreme jesté Sg jako kvadratickou formu veli¢in Yy, ..., Y,,. Uvazujme
vektor )
Y-Y=Y-Xb= (I, - X(XX)"'X)Y. (18.7.2)
Tento vektor m4 (viz [24], odst. 24.7) rozdéleni N,, (0, o’ (In—X(X’X)‘lX’)> ,

nebot

(L, - X(X'X)'X')XB=XB-XB=0

(L, - X(X'X)'X")0’L, (I, - X(X'X)"'X') =1, - X(X'X)"'X".
Statistiku Sk 1ze vyjadrit ve tvaru

Se=(Y-Y)(Y-Y)=Y'(l, - X(X'X)"'X)Y.

18.8 Nezavislost statistik b a Si.

Za predpokladu uvedenych v odst. 18.7 jsou statistiky b a Sk nezavislé.

Vzhledem k (18.2.8) je b linedrni forma veli¢in Yj,...,Y, a vzhledem
k (18.7.3) je Sk kvadratickd forma veli¢in Y7, ...,Y,. Protoze vektor Y ma
rozdéleni N,,(XB, 0%1,,) a protoze plati

(X'X)"'X'0’L, (I, - X(X'X)"'X') =0,

jsou (viz [1], str. 81, véta 16) statistiky b a Sk nezavislé.

18.9 Intervaly spolehlivosti a testy pro para-
metrické funkce v = /.

Jak bylo uvedeno v ptredchozich odstavcich, za predpokladu, ze vektor Y
mé rozdéleni N, (X, 021,,) a Ze matice X m4 hodnost k + 1, jsou statistiky
b a Sk nezavislé, b ma rozdéleni Ny 1 (8, 0?(X'X)™!) a veli¢ina Sg/o? ma
rozdéleni x?(n — k — 1).

Odtud a z odst. 18.6 vyplyva, ze pro libovolnou parametrickou funkci
~v = c'B, kde ¢ je dany nenulovy vektor, méa veli¢ina

_g—v  cb-cB

T :
Sg S(%C’Zbc)l/2

(18.9.1)
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kde S? je statistika (18.5.5), rozdélen{ t o n — k — 1 stupnich volnosti.
Veli¢ina (18.9.1) vznikne tpravou veli¢iny

u _ 9=
T T
(i—? ==k 09(5_3)2
kterd mé vzhledem k odst. 3.3 rozdéleni t(n — k — 1).

Veliciny (18.9.1) lze vyuzit pii konstrukei intervalu spolehlivosti pro v; je
vidét, ze

<g - tlfa/Z(n — k- 1)593 g+ tlfa/2(n —k— 1)Sg> (18'9'2)

T —

Y

je 100(1 — )% interval spolehlivosti pro 7.
Pro testovéni hypotézy H : v = vy (7 dané ¢islo) proti oboustranné
alternativé A : v # vy uzijeme statistiky

g—"
T = 18.9.3
Sg ( )

a H se zamitd na hladiné vyznamnosti a, jestlize |T'| > t;_q/2(n — k —1).
Tak napf. pro testovani hypotézy H : 5; = 0, tj. Zze model (18.1.1) neob-
sahuje vysvétlujici proménnou z;, je

b; b,
e R B 18.9.4
Sy, SvVali ( )

kde a?? je prvek j-tého fadku a j-tého sloupce matice A~! = (X'X)~1.

18.10 Priklad.

Aplikujeme vysledky ¢l. 18 na regresni ptimku n = 5y + f1z a porovnejme je
s odpovidajicimi vztahy ¢l. 17. Ziejmé

17 x

o . . / - n, Z?:lxi / o Z?:IY;‘
=1 XX‘(Z?I% S ) XY_(Z?MM ’

=11

b 1 Zz‘:1 95127 _Z?:l i Z?:lyi
— (O m)? \— 2 T n Sy )’



18.11. ULOHY. 217

a po vypoctu dostaneme pro by a by vyrazy (17.2.5). Déle
2

g ( Zz‘:nl :L’?, - Z?:1 xz)
nZ’L 1.7/' (Zz lx)2 _Zizl Zi, n

takze var(by) je ddna vyrazem (17.3.4) a var(b;) vyrazem (17.3.5). Kovariance

Yp =

0% Y i i
cov(bo, b1) = e (122@_1 pER

Pro parametrickou funkci n = gy + 1z, tj. pro hodnotu regresni funkce
v daném x, je

b
g—(l,x)(b(l) ) = by + bix

i = Tt (g, ) (1),

coz po vypoctu vede k vyrazu (11.3.7).

18.11 Ulohy.

18.11.1

Uvazujte regresni funkci n = 3y. Naleznéte by, var(bhy) a S2.

2

[b():?, Var(bo)Z%, :n 1(21 1Y2__(Zz 1 Y;)? )}

18.11.2

Uvazujte regresni funkci n = Byx. Stanovte by, var(h;) a S>.

e 2iYi)?
Zz 1Y2 22111’? ‘i|

z 1 z;Y; o2 _

b= Bt ) = o, =k

i=1%;

18.11.3

Cemu jsou pro model odst. 18.1 rovny vyrazy

n

Z(Y;_y;l)xij’ J=0,...,k?

=1
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Tyto vyrazy mohou slouzit jako kontrola spravnosti vypoctu odhadu
bo, . .., br z normalnich rovnic.

[0; vyplyvé to z (18.2.3).]



Kapitola 19

Linearni regrese s vice
vysvétlujicimi proménnymi

19.1 Odhady regresnich parametr.

V ¢lanku 18 jsme uvazovali regresni model linearni v parametrech. Specidlnim
pripadem tohoto modelu je pro k = 1 a xyg = 1 regresni ptimka studovana
v ¢l. 17. Jejim zobecnénim pro k > 2 je regresni funkce

n=Po+ Biz1+ ...+ By (19.1.1)

Jestlize
Yi=00+ bz + ...+ Brxip +e;, i=1,....,n>k+1, (19.1.2)

a plati-li predpoklady odst. 18.1, naleznou se odhady by, ..., by TeSenim sou-
stavy normalnich rovnic

bon+b1zxi1+b22$¢2+---+bkzxik = Zym
i=1 i=1 i=1 i=1
bo Z Ty + by Z x?l + by Z TinTio + ...+ by Z TiTik = Z znY;,
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

bo i Tik + by i Tin Tk + bo i TipTik + ... + by, i Jifk = inkyi-
i=1 =1 i=1 i=1 X

219
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-~ . ’ . . , , n — .
Odecteme-li prvni rovnici ndsobenou vyrazem ) ., x;; = nz; od (j+1)-
ni rovnice, 7 = 1,...,k, dostavame soustavu

n n n n
2
by E 25 + by E ZinZiog + ...+ by E Zil%ik = E zi1Yi,
i=1 i=1 i=1 i=1

(19.1.4)
blzzilzik +b222i2zik+---+bkzzz‘2k = Zzisz;‘,
i=1 i=1 i=1 i=1
kde
Zij = Tij — T; = Tij — wa, i=1,....,n, j=1,...k (19.1.5)

Tim snizime pocet rovnic soustavy z k£ + 1 na k a dostaneme nizsi nume-
rické hodnoty souctu | > | zij, 2ij, |, nez byly hodnoty souctu | > 7| @i, Tij |,
Juj2=1,... .k

Oznaéme Z matici

R11y R12y .-y Rlk
Z=1.... ..., ... .| (19.1.6)
Znly  “n2y ---5 Znk
Pak se soustava (19.1.4) da vyjadiit ve tvaru Z'Zb* = Z'Y, kde
b* = (by,...,by)". (19.1.7)
Je-li aspon k + 1 z n bodu x; = (z1,...,z4)’, i =1,...,n, raznych, ma
matice Z hodnost k a
b* = (Z'2)7'Z'Y. (19.1.8)
Pro odhad by vyplyva z prvni rovnice soustavy (19.1.3)
bo=Y —bT) — ... — bTp =Y —X'b*, (19.1.9)
kde X' = (T1, ..., Tx).
Protoze tyto odhady by, by, ..., b jsou ekvivalentni odhadum ziskanym

feSenim soustavy (19.1.3), jsou tato b; vzhledem k odst. 18.3 a 18.4 nejlepst
linearni nestranné odhady parametra Sy, 51, - . ., Ok-
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19.2 Rozptyly a kovariance odhadu b;.

Ze vztahu (19.1.8) a z odst. 18.3 vyplyva, ze kovarianéni matice Xy« vektoru
(19.1.7) je rovna
Sy = 0*(Z'Z)7". (19.2.1)

Abychom mohli uré¢it rozptyl statistiky g = Z?:o ¢;b; pro libovolny_ ne-
nulovy vektor ¢ = (co,c1,...,cx), potfebujeme jesté znat rozptyl var(Y') a
cov(Y,b;), j=1,...,k, nebot z (19.1.9) vyplyva, ze

g= Zc]b =coY + Z —¢oT;)b (19.2.2)
Rozptyl
— 1
var(Y) = — Zvar(Y;) -7 (19.2.3)

a kovariance

cov(Y,b;) = E((bo +00 T+ 0T — (Bo + BiT .+ BiT)) (b — /%)) =

_ E((bo—ﬁo+me(bm—6m))(bj —@)) = cov(bo,bj)+ > Fmcov(by, bm)-

Uvazujme nyni soustavu normélm’ch rovnic (19.1.3) a oznac¢me pro tuto
soustavu X'X = A = (a;,5,) a (X'X)™ = A~ = (a/'2), ji1ja=0,1,...,k.
Pak

1
ﬁcov( —aOJ+Za:maJm—aOJ+ Za()maj j=1,... k.

ProtoZe matice A je symetrickd a AA~! = I, plati

k k k
0= E Aom@™ = agy a’° + E aom @™ = na® + E apm @™, jg=1,... k.
m= m= m=

Tudiz
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Pro rozptyl odhadu by plati

k
var(by) = var(Y) + var(biZy + ... + bZ) — 2 Y T cov(Y, b)) =
j=1
2 kook
=7t > E T, covlby,, by,).
Jj1=1j2=1
Je tedy
1
var(by) = 02(— + i’(Z’Z)‘%t). (19.2.5)
n
Pro dané x' = (x1,...,xx) je statistika

A

Y = b0+b1$1+...+bkl’k:?—Fbl(Il—fl>+...+bk(Ik—fk):
= Y +2'b, (19.2.6)

kde z' = (z1,...,21) = (¥1 — Ty, ..., 2 — Tk), nejlepsi nestranny odhad
hodnoty regresni funkce v bodé x. Jeji rozptyl

var(Y) = 02<% + z’(Z’Z)_1z>. (19.2.7)

~

Rozptyl var(Y') se od rozptylu var(by) lisf jen tim, ze vektor X se nahradi
vektorem z.

19.3 Odhad rozptylu o°.

Vzhledem k (18.5.6) a (19.1.3) lze rezidudlni soucet ¢tvercu Sk vyjadiit ve
tvaru

n

Sp = Z(Yz —bo — bz — ... = bpag)® =

i=1
i=1 i=1 i=1 i=1

Pouzijeme-i vyrazu (19.1.9) pro by, dostdvame

n n

1=1 =1

Dosadime-li tento vyraz do (18.5.5), dostaneme nestranny odhad o?.



19.4. INTERVALY SPOLEHLIVOSTI A TESTY. 223

19.4 Intervaly spolehlivosti a testy.

Nejlepsim linearnim nestrannym odhadem parametrické funkce v = Z?:o c;iB;
je statistika (19.2.2). Jeji rozptyl

2

var(g) = o (C—O + d’(Z’Z)*1d>, (19.4.1)
n
kde d = (¢; — ¢y, . .., ¢ — coTy)’. Nestrannym odhadem rozptylu var(g) je
statistika 5 )
§2— _2r V) 19.4.2
9 n—k—-1 o2 ( )
Maji-li veli¢iny ey, . . . , e, rozdéleni N(0, 02), méa statistika T' = %=1 rozdélent

g
t(n — k — 1). Pomoci této statistiky muzeme sestrojit intervaly spolehlivosti
pro v nebo testovat hypotézy o 7.

19.5 Priklady.

19.5.1

V pripadé regresni funkce
n = PBo+ Prx1 + oo (19.5.1)

se odhady b; a by naleznou feSenim soustavy rovnic
bihii + bahig = hyy,

bihig + bahoy = hay,
kde (viz (19.1.4) a (19.1.5))

n n 1 n n
hjgs = D ZinZi = Y T, _E(E vi) O wi), =12,
=1 i=1 =1 =1

hj, = Zzijii = szjYi - %(Z xij)(z Y;), j=12  (19.5.2)
i=1 i=1 i=1 i=1

Je tedy
hi1, hio ’ , hq
H= ’ =77 7Y = Y
(hm h22> 7 <h2y>
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z (19.1.8) vyplyva, ze
hashyy, — higha, hi1hgy — hiahyy
hithgy — hiy hithay — h3y

Kovarian¢ni matice ¥y, vektoru b* = (by, b3)’ je rovna

2 h —h
S, = o?H! "—( 22y 12). 19.5.4
b=9 h11h22 — h%z _h127 hll ( )

Statistika by = Y — b1T; — byTp mé vzhledem k (19.2.5) rozptyl

b1 == y b2 - (1953)

o2 o?

1
b = 2 (— 7,H_17> jr—p— —_—
var(bo) = o n—i—x = + hirhag — hi,

(hooT} —2h19T1 To+h11T5) =
(19.5.5)

- 2
(h11h22 — h%2< Zz_:m“ Z‘Tﬁ (;mng) )

a statistika Y = by + by +boxg = Y + bi(x1 —T1) + ba(x2 — Ty) ma vzhledem
k (19.2.7) rozptyl
1
var(Y) = 02<— + z’H_lz) = (19.5.6)
n

o? o?

= ; —+ m (hQQ(ZL‘l —fl)z — 2h12($1 —fl)(.TQ —fg) + hll(.TQ —52)2) .

Rezidudlni soucet ¢tvercu

n

- 1
Se=3 ¥ =~ (> Yi)" = bihay — bohay. (19.5.7)
=1

=1

19.5.2

Resenf normalnich rovnic (19 1.4) se podstatné zjednodusi, je-li matice Z'Z =
H = (h), j1,j2 = , k, diagonélni. V tomto piipadé

hiy _ Y zYi Y (wy — 7)Y
b, = Miv _ Zzzl z;2 _ Zzgl(xj ) L =1k (1958)
hj; Zi:l Zij Zizl(xij - xj)
a dale
hit, 0, ..., 0
0, hoy, ., 0
S = o 2 (19.5.9)
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n

& 1
Sp = ;Yf— E(;K)Q_hllb%_'”_hk’“bi‘ (19.5.10)
Této situace vyhodné z hlediska numerického reseni regresni ulohy muzeme
dosahnout vhodnou volbou vysvétlujicich proménnych zq, ..., .
Tak napi., jestlize pro kK = 2 uvazujeme hodnoty —aq,0,a; proménné x;
a hodnoty —as, 0, as proménné xs (a; a az jsou dand kladna cisla) a jestlize
n bodu (x;1, x;2) tvoii devét kombinaci téchto hodnot:

(—Cll, —0,2), (—al, O), ceey (al, O), (al, CLQ),
pak
9 9 9

Zl'il = me = 2%1%2 =0

i=1 i=1 i=1
a

~ (6ai, 0O
H= ( 0, 6@%)

19.5.3

Obdobné jako v odst. 17.7 muzeme uvazovat regresni funkce, které lze vhod-
nou transformaci prevést na regresni funkce typu (19.1.1). Necht

Vi = Gui = 0f0 f2 P, i=1,...,n, (19.5.11)
kde V; a w; jsou ndhodné veliciny nabyvajici kladnych hodnot, & > 0 a
B1, - .., Bk jsou nezndmé parametry. Dale f; = f;(t1,...,t,) jsou zndmé funkce
r > 1 nendhodnych proménnych ¢, ..., t,; pfitom fi; = f;(tia,...,tiw) > 0
pro vSechnai=1,... ,n, j=1,... k. Priklady (; jsou funkce
Cizdtfftf;, i=1,...,n.
tJ fl = tl? f2 = t2a nebo

Ci = 5tiﬁ11 eXp(ﬁgtigtig), 1= 1, e,y

tj. fi =t1, fo = exp(tats), apod.
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Oznacime-li

Y, = InV, e; = Inu,, 1=1,...,n,
ri; = Infiy;, i=1,....n, j=1,...k, (19.5.12)
ﬁo = 111(5,

prevedeme (19.5.11) na (19.1.2) (muzeme uvazovat i dekadické logaritmy).
Plati-li pro e; = Inwu; predpoklady (17.3.1) a (17.3.2), je nejlepsim linedrnim
nestrannym odhadem parametrické funkce v = >° =0 CiP; statistika (19.2.2)
majici rozptyl (19.4.1); v obou téchto vyrazech se za Y a x;; dosadi vyrazy
(19.5.12).

Maji-li veliciny ey, . .., e, rozdéleni N(0, ¢2) (tj. maji-li veliciny us, . . ., u,
rozdéleni LN (0, 0?)), maji veliciny I5t rozdéleni t(n — k — 1).

19.5.4

Zavislost doby do lomu V' na teploté t; a napéti t, pti hodnoceni zkousek
pevnosti pfi teceni lze vyjadrit vztahem

1 1
V = (Cu = dexp (Blt— + /Bgt— In t2> u. (19.5.13)
1 1

Tabulka 19.1 udavé hodnoty proménnych t; [K]|, ty [M PA] a V [h] pro
n = 7 zkousek.

i1 Lio U5
832 390 124
823 360 575
823 330 1454
823 300 4197
873 310 187
873 280 513
873 260 1298

Tab. 19.1: Hodnoty teploty (1), napéti (¢2) a doby do lomu (V).

Logaritmujeme-li (19.5.13) a oznaéime

-1 —1 .
Yi=InV,, xzp=1t;, zp=t;nts, e=huy, i=1...,n,
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a dale By = In 9, muzeme pro urceni by, b1, by a Sg pouzit vztahu prikl. 19.5.1.
Po vypoctech dostaneme

7 7
D i =8,296693-107% Y ap =4,777326 - 107

i=1 i=1

7 7
S a? =9,841891-107% Y wap = 5,669798 - 107

i=1 =1

7 7
> @k, =3,267970 107" > "y = 45,438815;

i=1 =1

7 7
> ways =0,053914; 3" Zaays = 0,309 830;
i=1 i=1

takze

hip =0,830319-107%  hyy = 7,511260-107%;,  hgy = 75,637557 - 1075,
hi, =0,5802-107%  hg, = —2,7862- 107"
Z (19.5.3) pak vyplyvé, ze
by = 10,152 -10%, by = —1,045 - 10*.
Daéle
by = —42,516.
a protoze 23:1 y? = 303,926 861, dostaneme z (19.5.7)

1
s? = 1 0,170 = 0, 042.

19.6 Ulohy.

19.6.1

Pro regresni funkci n = [ + 121 + Poxe uvazujte n = 5 bodu x' =

(zir, zig) © (=1, —1), (=1;1), (0;0), (1;—1), (1;1). Napiste vyrazy pro od-

hady by, b1, by. Déle stanovte rozptyl var(Y") obecné a pro x’ = (0, 3).
bo=1(Yi+Ya+Ys+Yi+Ys), b =31~V -Yo+Yi+Y5),

by =1(-Y1+ Yy = Yi+Y35); var(Y) = o?(3ia? + 1a3); o
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19.6.2

Tabulka 19.2 uvadi hodnoty proménnych xy, xo, z3, Y pro n = 8. Uvazujte
regresni model (19.1.2), stanovte odhady b;, j = 0,1,2,3, a naleznéte 95%
interval spolehlivosti pro parametr fs.

Ti1 T2 i3 Yi
1 1 1 11
-1 2 0 7
0 3 2 10
4 -2 -3 11
2 1 0 10
4 -1 9
1 -1 1 15
2 0 2 16

Tab. 19.2: Hodnoty proménnych xy, xo, x3, Y.

by = 10,1816; by =0,9799; by = —1,2680; by = 1,8424; (1,212;2,473).
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Polynomicka regrese

20.1 Regresni polynom.
Uvazujme regresni polynom stupné k
n =P+ B +... + Bpxk (20.1.1)

ve vysvétlujici proménné x.

Necht
Yi=Bo+Biwi+ ...+ Bl e, i=1,....n>k+1, (20.1.2)

a necht plati pfedpoklady odst. 18.1 o veli¢indch ey, ..., e,. Necht 1,..., z,
jsou dana ¢isla a matice

1, > ... $]f
1, xo ..., 3:’5

X=1. . ) (20.1.3)
1, =, ..., xﬁ

m4& hodnost k£ + 1.

229



230 KAPITOLA 20. POLYNOMICKA REGRESE

Odhady by, ..., b, se naleznou feSenim soustavy normalnich rovnic

1=1 i=1 1=1

boil‘ﬁ'hiﬂﬁ? +...+bkixf“ = ixiYQ,
i—1 i—1 i—1 i—1

i=1 =1 =1 =1
Polozime-li
zy=al, j=1,....,n, j=1,...k, (20.1.5)

a porovname-li soustavy rovnic (19.1.3) a (20.1.4), vidime, zZe se jednd o stejné
soustavy.

Lze tedy k urceni odhadu by, ..., by, jejich rozptyli a odhadu téchto roz-
ptylu a rovnéz pti konstrukci intervalu spolehlivosti pro parametrické funkce
~v = B & pro testy hypotéz H : v = 79 pouzit postupu a vysledku ¢l. 19,
kde se vSude vyrazy x;; nahradi vyrazy xf, 1=1,....,n, j=1,...,k.

20.2 Ekvidistantni hodnoty proménné x.

Uvazujme ptipad, kdy hodnoty x1, ..., z, jsou takové, ze plati
dal=0, j=13,...2k-1 (20.2.1)
i=1
Odhady by, ..., by se naleznou fesenim soustavy rovnic (19.1.4), kde plati

e = Dl = () () ~has (2022
i=1 i=1 i=1
= 0 pro vSechna j; 4 75 lich4,

)
n
_ Jit+j2 " Tiehd o lichsa
= E x pro j; licha nebo jo licha,
=1
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pro vSechna 71,7, = 1,...,k, a dédle
WV = DV (X (V) =hy (2023)
i=1 i=1 i=1

= Y alY; proj lichd,
=1

pro vSechna j = 1,..., k. Pro jiné kombinace j, jo neni zjednoduseni mozné.
Soustava (19.1.4) se rozpadne na dvé podsoustavy, z nichz prvni obsahuje
odhady b; jen pro lichd j a druha obsahuje b; jen pro suda j. Resenfm téchto
podsoustav nalezneme by, by ... a by, bs. ...
Z (19.1.9) vyplyvéd, ze pro odhad by plati

n

boz%(2}1—@2%—@2@*—...—quxg), (20.2.4)

i=1

kde ¢ = k pro k sudé a ¢ = k — 1 pro k liché.
Tohoto postupu lze vyuzit zejména v piipadé regresni funkce

n=" +mt+... +ytt (20.2.5)
jestlize hodnoty tq, s, ..., t, vysvétlujici proménné t jsou takové, ze
ti—tioi=4A, 1=2,...,n,
kde Delta je dané kladné ¢islo. Polozme

1 1 & ti—t1 n—1 , _
xi:Z(ti_ﬁZti>: Ao i=1,...,m; (20.2.6)

=1

pak pro tato z; plati vztahy (20.2.1).
Dosadime-li t = Az + ¢ v (20.2.5), je

n = vo+nAr+1)*+3(Ar +1)2 ..+ w(Ax 4+ 1) =(20.2.7)
= ﬂo+61$+52$2+...—|—ﬁk£ﬂk.

Zjednodusenym vypoctem popsanym v tomto odstavci pak nalezneme od-
hady by, ..., b, a protoze parametry o, ...,V se daji vyjadrit jako linearni
funkce parametru [y, Bx, urci se nejlepsi nestranné odhady go, ..., gx para-
metru 7, . . .,V podle postupu odst. 19.2.
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20.3 Priklad.

Demonstrujme postup odst. 20.2 na piipadé £k = 3 a n = 5 hodnotéach
proménné ¢t : 2, 5, 8, 11, 14. Jetedy A=3,t =8, ;= -2, —1, 0, 1, 2 a
n=" + (37 +8) +72(3z + 8)* + 13(3x + 8)° = By + Bz + Ba21” + Bsz’.

Protoze pro tato x; plati vztahy (20.3.1), rozpadne se soustava (19.1.4)
na dvé podsoustavy
bihir + bshiz = hyy,

bihiz + bzhsz = hs,

bahay = hay,
z nichz obdrzime

hashy, — hashs,  (2oim, 20) (i, 2:Y3) — (X, 2f) (X, #3Y3)

b = ;
L huhs— b (Y a?) (X af) — (S0, o)’

(20.3.1)

by hithsy —hishyy (Y 2d) (i, 2}Yi) — (0, =) (X, 4Y))
hihas — his (i =) (i 2f) — (X x?)Q ’
(20.3.2)
bg _ %: nzz 1 Z (Zz 1 l)(zzz IY) (2033)

haz nZz_ vl — (X 2?)
Déle
1 n n

— E(ZYi — by fo). (20.3.4)

V nagem pifpadé je S0 a? = 10,30zt = 34,57 2% = 130 a po
dosazeni do vyrazu (20.3.1) az (20 3.4) dostavame
1

1

by = (Y1 =Yy = 2¥3 — ¥y 4 2Y5),
1

by = 12( Y 4 2Y, = 2Y, +Y5),

by = —ZY—%Z ( 3V + 12V, + 17Y3 4 12Y, — 3Y3).
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Dosazenim experimentalnich hodnot Y7,...,Y; dostaneme hodnoty od-
hadu bo, bl, bg, bg.
Protoze

V3 = 2—17ﬁ3, T2 = %(52 —863), m= %(351 — 16/, +6453;), (20.3.6)

1
Yo = 2_7(2750 — 7203, + 19285 — 512/33),

jsou nejlepsimi nestrannymi linearnimi odhady parametru 7, ..., y3 sta-
tistiky go, ..., gs, které dostaneme tak, ze v (20.3.6) nahradime fy, ..., s
jejich odhady by, . .., bs danymi vyrazy (20.3.5).

20.4 Uloha.

Uvazujte polynom n = By+Bix+. ..+ Bzt a hodnoty x4, . .., 7, takové, ze je
splnéna podminka (20.2.1) pro j = 1, 3, 5, 7. Stanovte odhady by, by, ..., bs.

by je ddno vyrazem (20.3.1) a bs vyrazem (20.3.2); by = %,
24

by = llwhethay -y de pj oo by, jsou viTazy (20.2.2) a (20.2.3),

hoohas—h3,

bo = % 2?:1 Yi—bo Z?:l %2 — by Z?:l x?
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Kapitola 21

Aplikace metody nejmensich
ctvercu na usporadané vybéry

21.1 Zobecnéna metoda nejmensich ¢tverct.

Dosud jsme uvazovali model (18.1.1) s pevnymi proménnymi zg, z1, ... T,
v némz nahodné chyby ey, ..., e, maji nulové stfedni hodnoty, tyz rozptyl
o? > 0, jsou nekorelované a matice (18.1.5) m4 hodnost k + 1.

Zobecnéme nyni tento model tak, ze pozménime pouze predpoklady o ko-
varian¢éni matici vektoru e = (eq, ..., e,)". Budeme predpokladat, ze

cov(eﬂ,eig) = E(6i1,6i2) :wi1i202, il,ig = 1,...,7’L, (2].].].)
kde 0% > 0 je opét nezndmy parametr a w;,;, jsou znami ¢isla takova, ze
symetrickd matice

Wi, Wi2, ..., Wip
W = : : o (21.1.2)
Wn1, Wn2, ..., Wnn
je pozitivné definitni.
Pak vektor Y = (Yi,...,Y,), jehoz prvky jsou veli¢iny (18.1.1), mé
stfedni hodnotu 5 a kovarianéni matici o*W.

Odhady by, by, . . ., by parametru By, 81, . . ., Bx zobecnénou metodou nejmensich
¢tvercu jsou statistiky, které minimalizuji kvadratickou formu

(Y - XB)W Y — XB), (21.1.3)

235
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kde W~ je inverzni matice k matici (21.1.2).
Lze ukdzat (viz [1], str. 133 nebo [16], str. 426), ze v tomto piipadé se
daji normalni rovnice zapsat ve tvaru

X'W™Xb = X'WY, (21.1.4)
ze pro vektor b = (b, ..., by) plati
b= (XW X)) 'X'WY (21.1.5)
a ze kovarian¢ni matice vektoru b je rovna
B, = (X'WX) L (21.1.6)

Odhady b; jsou opét nejlepsi nestranné linedrni odhady parametru §;, j =

0,1,....k

21.2 Nejlepsi linearni nestranné odhady
z poradkovych statistik.

Uvazujme ndhodnou veli¢inu Z, jejiz rozdéleni zavisi na dvou nezndmych pa-
rametrech u a o. Pfitom necht ndhodnd veli¢ina U = (Z —p) /o m4 rozdéleni,
které nezavisi na zadném parametru.

Napf. ma-li veli¢ina Z normélni rozdéleni N(u, 0?), mé velicina U = (Z —
p)/o rozdéleni N(0, 1). Obdobné, ma-li veli¢ina Z exponencialni rozdéleni
E(p, o), ma (viz [24], odst. 20.1) velicina U = (Z — p)/o rozdéleni E(0, 1).
Rozdéleni N(0, 1), stejné jako rozdéleni E(0, 1), nezavisi na zddném parame-
tru.

Uvazujme uspofadany vybér (Ugy, ..., Uy )" z rozdéleni ndhodné veliciny
U a oznatme

a;=E(Uy, i=1,...n, (21.2.1)

Wiiig = COV(U(Z‘l), U(Zz)>’ le, ’ig = 17 e, Ny (2122)

pro vybéry ze spojitych rozdéleni se stfedni hodnotou E(Ugy) urci podle
vztahu (4.3.7) a kovariance cov(Ug,y, Us,)) podle vztahu (4.5.6).

Pro uspotddany vybér (Z(y, ..., Zw))" z rozdéleni ndhodné velic¢iny Z =
i1+ oU pak plati

E(Zu) =p+ao, i=1,...,n, (21.2.3)
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a
cov(Ziiyy, Ziy) = Wiyiy0”,  d1da=1,...,n. (21.2.4)

Oznacime-li Y; = Z;),i = 1,...,n, mizeme (21.2.3) piepsat ve tvaru
Yi=pu+ao+e, i=1,...,n; (21.2.5)

to je vSak regresni model s dvéma regresnimi parametry Sy = u, 81 = o,
s matici

X=1: : (21.2.6)
L, an

a s nahodnymi chybami e; spliujicimi predpoklady odst. 21.1.
Oznacme p* a ¢* odhady parametri p a o ziskané metodou nejmensich
¢tvercu. ZapiSeme-li matici (21.2.6) jako

X =(1,a),

kde
1=(1,....,1)5 a=(a,...,a,), (21.2.7)

vyplyva z (21.1.4) soustavy normélnich rovnic
/ * /
( " )W‘l(l,a) ( - ) = ( " )W—lY,
a o a

W1y +1'Wlag* = 1'WY, (21.2.8)
AWl +aWlasg® = aW 'y,

tj. soustava

Oznac¢ime-li

W-(1a' —al ) W™!

I'= 21.2.9
- , (21.2.9)
kde A je determinant soustavy t;j.
A= XW1'X|=1W1'1)(@W'a) - (1'W'a)? (21.2.10)
dostavame
p'=—-a'TYy (21.2.11)
a

o =1TY. (21.2.12)
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21.3 Rozptyly a kovariance odhadii.

Prvky matice X’W~1X jsou koeficienty u p* a ¢* v rovnicich (21.2.8). Odtud
a z (21.1.6) ihned vyplyva, ze

lw—l 1/w—11
var(p*) = %02, var(o*) = T02, (21.3.1)
a 1/W71
cov(pu*,o") = —Taaz. (21.3.2)

21.4 Priklad.

V piifpadé usporadaného vybéru U* = (Upyy,...,Un)) z exponencidlniho
rozdéleni E(0, 1) jsou statistiky

T;=2n—j+ 1)Uy —Uy-n), j=1,...,n, Ugq =0,

vzajemné nezdvislé a vsechny maji rozdéleni x?(2) (viz piikl. 4.7.3). Protoze
i-t4 poradkova statistika U;) se da vyjadrit jako

i )

1 1

Uy = Uin—-U;_p) == — T,
(i) Z( o — Ui-1) QZn—jH j

7j=1 J=1

plati pro stfedni hodnoty a rozptyly
a; = E{Uy) = ZZ: ;, 1=1,...,n, (21.4.1)
= n—j+1
= (n—j+1)

Pro 1 <1y <19 < n plati
2 COV(U(il), U(iz)) = VaI‘(U(il)) + Val"(U(iQ)) — Var(U(i2) — U(il))-
Avsak

1 & 1 1
var(Uy = Ua) =var(3 30 —=50) = X e

j=ti1+1
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takze
i1 i2 t2 1
cov(Ui), Utin)) Z(n_J+ +Z n—j—l—l Z (n—j+1)
j=1 j=1 =i+l

Odtud a z (21.4.2) vyplyva, ze
Wiyig = COV(U(Z'l), U(zz)) = VaI'(U(il)) = Wiy iy, 1 <4 <19 <. (2143)

Matice (21.2.2) je tedy v pfipadé vybéru z rozdéleni E(0, 1) rovna

Wiy, Wiy, ..., W1

Ll (21.4.4)

Wiy, Wz, ..., Wpp

Uvazujme piipad n = 2. Pak

1 3 1 5

a1—§, 4225, w11—17 Wa2 =
Odtud
—1
wre(r ) =) = (G

Déle

1IW11=4 aWla=2 1Wla=2 A=4,

0, 1
=% 0)

Pak nejlepsi linearni nestranné odhady parametru A a d rozdéleni E(A, §)
rpo n = 2 jsou rovny

L1300, 1\ (Zw) 1
A =(=5-3) (_17 0) (Z(z) = 53Z0) = Z);

0" = (1,1) (_17 0) (Z;;) = Z(2) — Z;

a tedy
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jejich rozptyly a kovariance
* 1 2 * 2 * * 1 2
var(A*) = 5(5 , var(6") = 0%, cov(A®,0") = —55 :

Lze ukazat (viz [32] a téz [16], str. 204), ze pro n > 2 jsou statistiky A*
a 0" dany vyrazy

n+1 1 & 1

A* = Zoy— ———— Y Zw=Zqy — —06, 21.4.5
w20 T LT ;:2: =2~ (21.4.5)

. 1 <& R
0" = —Zo+ > Zw = > (Ziy—Zw)  (214.6)

n—2 P n—1 P

a jejich rozptyly
52 52
AY)= —— ") = . 21.4.

var(A”) nn=1) var(0") — (21.4.7)

21.5 Zjednoduseni pro symetricka rozdéleni.

V piipadé, ze veli¢ina Z mé symetrické rozdéleni podle bodu pu (tj. plati-li
vztahy (4.3.5)), vyplyva ze vztahu (4.4.2) a (21.2.3), ze

A; = —Ap—i+1, 1= 1,...,7’L, (2151)
a ze vztahu (4.5.7) a (21.2.4) vyplyva, ze
wi”‘z = wn_iﬁl’n_il“, ’il, ig = ]_, e, N (2152)

Uvazujme ¢tvercovou symetrickou matici

0, 0, ..., 0, 1
0, 0, ..., 1, 0

=17 (21.5.3)
1, 0, ..., 0,0

Pak (21.5.1) lze zapsat ve tvaru

a=—Ja (21.5.4)
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a (21.5.2) ve tvaru W = JWJ neboli (protoze J=1 = J)
Wl =JwJ. (21.5.5)
Nyni
1'Wla=1JW'J(-Ja)= —(1'J)W '(I,a) = ~1'W !a,

takze
1'Wla=-1W'la=0. (21.5.6)

Odtud a z (21.3.2) vyplyva, ze v piipadé vybéru ze symetrického rozdéleni
jsou odhady p* a ¢* nekorelované.

Pouzijeme-li vztahu (21.5.6) v soustavé normélnich rovnic (21.2.8), do-
stavame

. UWIYY . AWy 2157
F=7w-11° 7 = aw1a’ e
a protoze v (21.2.10) je druhy ¢len nulovy, vyplyva z (21.3.1), ze
Var(,u ) = m, Val'(O' ) = m (2158)

21.6 Priklad.

V pripadé vybéru rozsahu n = 4 7 rozdéleni N(u, 02) nalezneme v [32] hod-
noty
ay = —a; = 1,029375373; a3 = —ay = 0,297011 382;

Wiy = wey = 0,491 715237:  wyy = Wy = Wsy = waz = 0, 245 592 693:
Wiz = W31 = Waq = Wyo = 0,158008070; w14 = wy = 0,104 684 000;
Weo = w3z = 0,360455343;  wa3z = wse = 0,235943894.

Dosazenim do (21.5.7) a (21.5.8) dostaneme

o= 0,25 (Z(l) + Z(g) + Z(3) + Z(4) =7,
ot = 0,4539(2(4) — Z(l)) +0,1102(Z(3) — Z(g)),
var(p*) = 0,2500%,  var(c*) = 0,180 0.

V [30] jsou tabelovany odhady u* a o* a jejich rozptyly pro n = 2(1) 10
v piipadé vybéru z normélniho rozdéleni.
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21.7 Cenzorované vybeéry.

Zatim jsme uvazovali pifpad dplnych uspofadanych vybéra (Zuy, ..., Zw))',
tj. situaci, kdy znéme vsechna pozorovani ve vybéru. Casto se viak setkdvame
s tzv. cenzorovanymi vybery, kdy zndme jen r < n pozorovani, napt. pri
testech zZivotnosti jen r nejmensich pozorovani, jindy zase r < n nejvétsich
pozorovani (v téchto dvou piipadech hovorime o jednostranné cenzorovanijch
vybérech) nebo r prostiednich pozorovani (nezndme s; nejmensich a s, nej-
vétsich pozorovéni, r = n—(s;+s2); v tomto piipadé hovoiime o oboustranné
cenzorovanych vybérech).
Uvazujme obecny piipad, kdy mdme r poifddkovych statistik Z;,y, Z(y,),
iy, 1< <ig < o<, <n, 2 < 1r < n,ve vybéru z rozdéleni
ndhodné veli¢iny Z uvazované v odst. 21.2. Zname hodnoty (21.2.1) a (21.2.2)
pro tato iy, ...,4,. Pak muzeme oznacit

Yk = Z(Zk), ar = g, Wi1ky = wiklikQ, /{Z, /{31, ]{?2 = 1, Lo,y (2171)

a piimo pouzit vysledku odst. 21.2.
V pripadé, ze velicina Z ma symetrické rozdéleni podle bodu u a ze

h=n—ip g +1, k=1, (21.7.2)
(tj. ze iy =n—1i,+1, ia=n—1i._1+1,...), se pouzije vysledku odst. 21.5.

V [30] jsou tabelovany odhady u*,0* a jejich rozptyly pro cenzorované
vybéry rozsahu n = 2(1)10 z rozdéleni N(u, o?).

21.8 Priklad.

Uvazujme vybér rozsahu n = 4 z rozdéleni N(u, 02), v némz zname jen r = 3
nejvétsi pozorovani. Hodnoty ay a wy,k,, k, k1, ks = 1,2,3, jsou uvedeny v
piikl. 21.6. Dosazenim do vyrazi odst. 21.2 dostaneme

,u* = 0, 1162(2) + 0, 2412(3) + 0, 6432(4),
0" = —0,697Zp) — 0,127Z) +0,824Z),

var(u*) = 0,2870°%,  var(o*) = 0,3020°.
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21.9 Uloha.

V piikladé 21.8 uvazujte s; = 1, sy = 1 (tj. mate jen pozorovani Z) a Zs).

Naleznéte p*, o* a jejich rozptyly. (Vyuzijte vysledku odst. 21.5.)
p=0,5(Zg) + Z)), var(p*) =0,29802,
0*1,683* (Z(3) — Z(2)), var(c*) =0,70602
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vybérovy

r-ty centralni moment, 12

r-ty obecny moment, 12

koeficient sikmosti, 13

koeficient Spicatosti, 13
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