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Matematika I.

IV. Integralni pocet

IV.1. Primitivni funkce, neurCity integral

Definice: Jsou-l1 I a f funkce definované¢ na intervalu I s krajnimi
body a, b € R* a plati, Ze

a) F’(x)=f(x)pro vSechna x € (a,b),

b) F+(x)=f(a) pokud a €1,

c) F(x)=f(b)pokud b €1,

nazyvame funkce F(x) primitivni funkci k funkci f (x) na intervalu 1.

Véta (o existenci primtivni funkce): Je-l1 funkce f spojita v inter-
valu I, pak k funkci £ existuje v intervalu I primitivni funkce.




IV.1. Primitivni funkce, neurcity integral

* je-li F(x) primitivni funkci k funkeci f(x) v intervalu I, potom 1
funkce G(x) = F(x) + C je primitivni funki k f(x) na intervalu I

* jsou-l1 F(x) a G(x) primitivni funkce k funkci f(x) v intervalu I,
pak existuje realna konstanta C takova, ze C = G(x) — F(x)

* jsou-l1 F(x) a G(x) primitivni funkce k funkcim f(x)a g (x) v
intervalu I, potom je soucet F(x) + G(x) primitivni funkce k
funkci f(x) + g (x) v intervalu I

Definice: MnoZinu vSech primitivnich funkci k funkci f v inter-
valu I nazyvame neurcitym integralem funkce f v intervalu I.

/f(x)da:, x el /f(x)da: /fda;'
/f(:c)dx @)+ C, zel
5 X integraCni konstanta




IV.2. Vypocet neurciteho integralu

Véta (o linearité integralu): Jsou-li fa g funkce integrovatelne v
intervalu I a a, b € R jsou libovolne realn¢ konstanty, potom plati

/ (a.f(x) + b.g(x))de = a / F(z)dz + b / g(z)dz + C.

Specialné plati, ze: / a.fdx = a / fdx,

/(f+g)dx:/fdx+/gdx.

Véta (o integraci per-partes): Jsou-li fa g funkce spojité
diferencovatelné funkce v intervalu I, pak v tomto intervalu plati

[ F@g@)de = s@)gte) - [ @)y

(f.9) =flg+fgd = f.g:/f’gda:Jr/fg’da: = tvrzeni véty
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IV.2. Vypocet neurciteho integralu

., 1
a) Mocninn¢ funkce: / rdr = G—Hxa“ +C, a#-1, xeR,

1
/—dazzln|x|+0, x £ -1
T

b) Exponencialni funkce: / a"dx = — + C, a>0, a1, xeR.

Ina

d) Goniometrické funkce: / sin(z)dxr = —cos(z) + C, X€ER,

/cos(az)dw = sin(z) + C, XER.



IV.2. Vypocet neurciteho integralu

Z tabulky derivaci elementarnich funkci plynou dalsi “tabulkove”
integraly:

1 1
a) / dr = tgx + C, / 5 dr = —cotgr + C.

cos? x sin® x

! dxr = ' C
b) T v = arcsinx + C' = —arccosz + D.

1
d) / [ 22 dr = arctger + C' = —arccotgz + D.

e” sin xdx,

Pi"iklady: /($2 4 3 — 2)6336{33, /0032 xdzr,

1 3x2 — 2
/ 1+ xQ)ndx, / R Y 1dx, /tga;dx
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IV.3. Integrace substituci

Véta (o integraci substituci): Necht’ f (x) je spojita funkce v inter-
valu I a funkce x = g(¢) je spojité diferencovatelna v intervalu J a je

g(J) c 1. Potom plati

[ f@iz= [ £(s0).g' 0

proxel, rel.

Tuto vétu lze pouzit obéma sméry: “zleva doprava” (substitucni
metoda I) 1 “zprava doleva” (substitucni metoda 2):

:/x\/4—a:2dx )

: /\/4—a:2d:13 .

Obvykle jednodussi, byva “vidét” na prvni pohled.
Musime urcit f(g), g(¥) a 2°(2).

Ud¢lame substitucit: g(¢)=x, g’(¢)d=dx.

Nakonec provedeme zpétnou substituci: =g !(x)

Je komplikovang;si v tom, Ze j1 musime “nalezt”.
Musime urcit substituci ve tvaru: x=g(¢), dx=g’(¢)d¢
Po zintegrovani provedeme zpétnou substituci: r=g!(x)
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IV.4. Integrace racionalni funkce

Véta (o rozkladu polynomu): Necht’ O,,(x) je mnohoclen stupné

m > 1. Potom

1) je-li a k-nasobnym realnym kofenem funkce On(x), pak
Om(x) = (x-0)5. Un-r(x)

11) je-li f k-nasobnym komplexnim kofenem funkce QOx(x), pak tato
funkce ma 1 ki-nasobnym komplexné sdruzeny koten y a plati
Om(x) = (-BY(x-p)-. Un-26(x) = (x* +px+q)*. Um-26(x), kde
X +px+q = (x-)(x-y).

Je-1i O3(x) = rx*+ sx + ¢t polynom stupné 3, potom jsou pouze Ctyfi

moznosti: i)  QOs(x) = r(x-0)(x-B)(x-y),
i) O3(x) = r(x-a)(x-p)?,
i)  Qs(x) = r(x-a)’,
iv)  Qs3(x) = r(x-a)(x*+px+q)

Priklad: Najdéte koreny rovnice x3-2x2-5x+6=0




IV.4. Integrace racionalni funkce

I
Racionalni (lomena) funkce: f(z) = 0 ((C;))
Pokud je n > m, pak 1ze f(x) rozd€lit na polynom stupn€ m-n a ryze
racionalni funkci: f(x) = Rp_m(x) + Sk (2), k<m.

Véta (o rozkladu racionalni funkce na parcialni zlomky):

Necht' f(z) = 5”((?) je ryze racionalni funkce.

1) je-li xo A-nasobnym realnym kofenem funkce On(x), pak
existuji konstanty A1, ...,Ax a polynomy P*,.i(x) a O*n-(x) tak,
ze Ay Ao Ak P, _i ()

M s T e T e T Q@

i1) je-li x1 kA-ndsobnym komplexnim kofenem funkce On(x), pak
existuji konstanty By, ...,Bx, C1, ...,Cr a polynomy P*,.21(x) a
O*n21(x) tak, ze

B{ + Cix By + Chx By + Crx P> o (x
f(z) = 21 1z 22 2 et 2k k Y o1 ()
2 +pr+q (224pr+q) (2 + px + q) ok (T)




IV.4. Integrace racionalni funkce

Je-11 jmenovatel stupné 2, l1ze racionalni funkci rozlozit pouze v
pripad¢, ze ymenovatel ma realné koreny:

ar + b A B

7‘$2-|—833—|—t::€—04+x—5 nebo

axr + b B C
re2 + s+t (x — 7)?

Je-11 ymenovatel stupné 3, jsou opét pouze Ctyfli moznosti:

P2 (33) - A B C v y r o r v
7) 0:1) ~ (= o) +- (x— F) +- (x—) (tf1 realné ruzné koteny)
i) Py(z) A N B N C (dva realné rizné koteny,
Q3(z) (r—a) (z—-p8) (z—p5)2 jeden dvojnasobny)
. Pa(2) A £ ¢ (jeden realny trojnasobny
— + 4 y trojnasobny
" Q@) " @-a) T w-a” T@-aP  kofen)
Po(x) A Bz +C jeden realny a dva kom-
Y @) @) @iprte | 4

plexné sdruzené¢ koteny)



IV.4. Integrace racionalni funkce

1
/1—:c2d““‘ /

2r2 + 1 /
dx
2(x +1)3

3
dx

x3 —T7x +6

r— 1

A3 +4x2 + —Tx + 2

dx




IV.5. Vybrané specialni substituce

1) /sm .cos"(x) dx

Priklady: /SlIl ) cos? () da, /Sin2 (z) cos*(z) dx, /0032(2:1:) dx

2) /R(Sin(x), cos(z)) dx t = tg(g)

v7 ] o . 3 t
Priklady: / 1 —sinzx i, / sin” o iz, / Cf) ng i

3+ cosx sSin” x




IV.5. Vybrané specialni substituce

D (e i) =
Priklady: / 3 / [
\/2.:13—|—1dx7 \/Ex—l / x—ldx

4) /R(:B,\/ax2+b:z;—|—c)da3 a<0 = = Gk

r —

a>0 = \/a$2—|—bx—|—c:t—|—\/aaj

dx

Priklady: / /4 22 du

1
/\/x2+x+1+x




IV.6. Riemanuv integral

Urcity integral (je jich cela rada: Newtonuv, Lebesgueuv, Stieltjesuy, ...)

A

f(x)




IV.6. Riemanuv integral

Urcity integral (je jich cela fada: Newtonuv, Lebesgueuv, Stieltjesuy, ...)

A

Jx) Jak je velka plocha pod grafem funkce f?

a b

Déleni intervalu <a.b): D= {x0,x1, ..., %Xn: a=x0<x1<...<xn=b}

norma déleni D: ||D|| = max{Ax; : Nx; =x; —x;_1;1=1,....,n}



IV.6. Riemanuv integral

UrcCity integral (je jich cela rada: Newtonuv, Lebesgueuv, Stieltjesuy, ...)

A
fx) Jak je velka plocha pod grafem funkce f?
a  Xi X2 X3 X4 X5 Xe X7 X8 X9 Xi0 Xl .. 6 Xnl b
S 0&H 8 & &5 &b & & S o ... Ga &
Déleni intervalu <a.b): D= {x0,x1, ..., %Xn: a=x0<x1<...<xn=b}

norma déleni D: ||D|| = max{Ax; : Nx; =x; —x;_1 ;i =1,...,n}

vybér z intervalu <a,b): V={&, <&, ..., o Gie xig xw, i=1,..., n}



IV.6. Riemanuv integral

UrcCity integral (je jich cela rada: Newtonuv, Lebesgueuv, Stieltjesuy, ...)

A
fx) Jak je velka plocha pod grafem funkce f?
a  Xi X2 X3 X4 X5 Xe X7 X8 X9 Xi0 Xl .. 6 Xnl b
S 0&H 8 & &5 &b & & S o ... Ga &
Déleni intervalu <a.b): D= {x0,x1, ..., %Xn: a=x0<x1<...<xn=b}

norma déleni D: ||D|| = max{Ax; : Nx; =x; —x;_1 ;i =1,...,n}

vybér z intervalu <a,b): V={&, <&, ..., o Gie xig xw, i=1,..., n}

n

Riemantiv soudet:  s(f,D,V) =) f(&)Ax;

1=1




IV.6. Riemanuv integral

UrcCity integral (je jich cela rada: Newtonuv, Lebesgueuv, Stieltjesuy, ...)

A

f(x) Jak je velka plocha pod grafem funkce f?

a b

b
m = minimum funkce f na intervalu <a,b) => (b —a).m < / f(x)dx

n

Riemantiv soudet:  s(f,D,V) =) f(&)Ax;

1=1




IV.6. Riemanuv integral

UrcCity integral (je jich cela rada: Newtonuv, Lebesgueuv, Stieltjesuy, ...)

f(x) Jak je velka plocha pod grafem funkce f?

a b

b
m = minimum funkce f na intervalu <a,b) => (b —a).m < / f(x)dx

a

b
M = maximum funkce f na intervalu {a,b) => / f(x)de < (b—a).M



IV.6. Riemanuv integral

UrcCity integral (je jich cela rada: Newtonuv, Lebesgueuv, Stieltjesuy, ...)

f(x) Jak je velka plocha pod grafem funkce f?

a b

b
m = minimum funkce f na intervalu <a,b) => (b —a).m < / f(x)dx

a

b
M = maximum funkce f na intervalu {a,b) => / f(x)de < (b—a).M

/abf(x)da: — (b—a).u

W je tzv. stredni hodnota integralu funkce f na intervalu <{a,b)



IV.6. Riemanuv integral

/ f(z)dxr = plocha mezi grafem funkce a osou x nad intervalem {a,b)

A b a
Jx) Ziejmée plati: o flx)de =— [ f(z)dz

a b

o a<c<b:>/f dx—/f d:c+/cf )d

(linearita vzhledem k mezim)

. /ab(rf()+89( ))dg:_r/f da;+s/ g(x)dz, r,5s€R

a

(linearita vzhledem k funkci)



IV.6. Riemanuv integral

Véta (o existenci Riemanova integralu): Necht’ / (x) je spojita
funkce v intervalu {a,b). Potom existuje Riemanuv integral

/ab f(z)dx

Rikame, Ze funkce fje integrovatelnd na intervalu {a,b).

Véta: Necht’ jsou funkce f a g ob¢€ integrovatelné v intervalu <a,b).

a) Je-h {c,d)c(a,b), potom jsou tyto funkce integrovatelna take v
intervalu <c,d).

b) Lisi-li se funkce fa g v intervalu {a,b) pouze v koneCn¢ mnoha
bodech, potom je b b
/ f(z)dx = / g(x)dx

c) Je-li f(x) < g (x)pro vSechna x € {a,b), potom je take

/a b f(x)dz < / : g(z)dz




IV.6. Vypocet Riemanova integralu

Véta (Newtonova-Leibnitzova formule): Necht' f (x) je spojita
funkce v intervalu {a,b) a F’ je primitivni funkce k f v {a,b).

b
Potom / f(z)de = [F(z)]" = F(b) — F(a)

Lo 1 po
4 2x — 95)d d
/1(x+a: )dz, /()\/1+4$ T,

Véta (o integraci per partes): Necht' funkce f a g maji spojite
derivace v intervalu {a,b). Potom

/ f(x)g(x)dx = [f(m)g(x)]z _/ ol ().

2
/ z.e**dx, / sin®(z)dz,
0 0
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IV.6. Vypocet Riemanova integralu

Véta (o integraci substituci): Necht’ funkce g ma spojitou derivaci
v intervalu <a,b) a zobrazuje <{a,b) do intervalu J. Necht’ funkce fje

spojita v J. Potom o5
/ f(g x)dr = / f(s)ds.
g(a)

/2 /2
/ sin® x cos* x dx, / sin4x dx,
—7/2 0

/2 1 7
/ V4 — x2dz, / \/ dzx,
0 0 1+ 4z
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IV.7. Riemaniv integral jako funkce horni meze

Predpokladejme, ze funkce fje integrovatelnd na intervalu <a,b,.
Pro kazdé x e {a,b) muzeme definovat funkcit P(z) = / ’ f(t)dt
Plati: a

e Funkce P(x) je spojita v <a,b).

o Ve V§€Ch bodech x €<a,b) ve kterych je funkce f spojita je

=i /f )t =

e Je-l1 f(x) spojita v intervalu I, potom funkce P(x) je jeji
primitivni funkci v L.

o Je-l1 f(x) spojita, g(x) a h(x) jsou diferencovatelné v intervalu I,
potom pro x € I plati

d h(x)
— | f®dt=f(h(x)).N (2) - f(g(x)).0'(2)

g(z)




IV.8. Aplikace Riemanova integralu

Véta (ploSny obsah oblasti ohranicené krivkami): Necht’ O je
oblast v R? ohrani¢ena grafy spojitych funkci f'a ¢ nad intervalem
(a,by: O={[x,y]eR?: g(x) <y <f(x), x€{a,b)}. Potom plo$Sny obsah
teto oblasti je dan vztahem

PO) = [ (@)~ gla))de

Priklad: Vypoctéte obsah oblasti ohrani¢ené kiivkami fi y=1 - x?
a g y=x2

)
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IV.8. Aplikace Riemanova integralu

Véta (objem rotacniho télesa): Necht’ funkce 1 je spojita a neza-
porna na intervalu {a,b). Uvazujme téleso 7'v R3, které vznikne
rotaci Casti grafu funkce f nad intervalem {a,b) kolem osy x. Potom
objem télesa 7' je dan vztahem

V(T) = = /  P(2)de

Priklad: Odvod’te vzorec pro objem komoleho rota¢niho kuzele
s polomeéry podstav r1, r2 a vySkou 4.
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IV.8. Aplikace Riemanova integralu

Véta (povrch plasté rotacniho télesa): Necht’ funkce fje spojita a
nezaporna na intervalu {a,b). Uvazujme téleso 7T'v R3, které vznikne
rotaci Casti grafu funkce f nad intervalem {a,b) kolem osy x. Potom
povrch plasté rotaCniho télesa T je dan vztahem

S(T) = 27T/ab f(:l:)\/l + (f’(m))2dx

Priklad: Odvod'te vzorec pro povrch plasté komolého rotacniho
kuzele s poloméry podstav r1, 2 a vySkou 4.
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IV.8. Aplikace Riemanova integralu

Véta (délka casti grafu funkce): Necht’ funkce f je spojita na
intervalu <a,b). D¢lka grafu funkce f nad intervalem <a,b) je rovna

z:/ab V1+ (F/(@)) da

Hmotnost homogenni rovinne kiivky:

m:p/ab \/1+ (f’(x))2dx

Statické momenty homogenni rovinn¢ kiivky:

My = p/ab f(x)\/l + (f’(x))Qd:c, m, = p/abx\/l + (f’(x))Zda;

W W o\
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IV.8. Aplikace Riemanova integralu

Hmotnost homogenni rovinn¢ plochy:

mzp/abf(a:)da;

Statické momenty homogenni rovinné plochy:

b

b
My = g/a fA(x)dz, m, :p/a xf(x)dr

YW W o\

My, My
L = — Yr = —.
m m
Momenty setrvacnosti homogenni rovinné plochy:

b

b
Jr = g/a 2 (x)dz, J, :p/CL z° f(x)dx
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IV.8. Aplikace Riemanova integralu

Hmotnost homogenniho rota¢niho télesa:

b
m = ,077/ f2(z)dx

Statické momenty homogenniho rota¢niho télesa:

b
Mag = Mgy =0, My, = pﬂ/ zf?(z)dz

Souradnice téziSté homogenniho rotaCniho télesa:

My

T — , yT:ZT:O.
m

Momenty setrvacnosti homogenniho rotacniho télesa vzhledem k
ose rotace:

b
Jr = %/a f4(x)dz.
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IV. 9. Nevlastni integral

Riemannuv integral jako funkce horni meze. Nevlastni Riemannuv integral.
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IV.10. Numericky vypocet Riemanova integralu

Numericky vypoéet Riemannova integralu, lichobéznikova metoda.
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