E. Brozikovd, M. Kittlerovd, F. Mrdz: Sbirka prikladu z Matematiky II (2016)

I1.4. Totalni diferencial a teéna rovina

Znaceni pro funkci z = f(x,y):
(totdlni) diferencidl funkce f v bodé A = [ay, as):
of of

df(4) = 5-(4) - (117—@1)+a—y(14)'(y—a2)
Oznacme dz = x — ay, dy =y — ay. Pak
of of
A (4) = 5o (A) - da+ 5(4) - dy
. [ y T
Priklad 91. Je déna funkce f(x,y) = b

a) Urcete a nacrtnéte oblasti, ve kterych je funkce diferencovatelnd.
b) Napiste diferencidl funkce v bodé A = [z, yo].

Reseni : Postacujici podminkou pro diferencovatelnost je spojitost parcidlnich derivaci

1 0 1
= spojitost funkeci 9 __ 4= —f=—+£2 = x#0 A y#0.

ox 2 y Jdy =x gy

Dostaneme tyto mnoziny : y
Dy ={[z,y] € E 12 <0,y <0},
D, Ds
Dy ={[z,y] €E, : 2 <0,y > 0}, e
D3 ={[z,y] € E : x > 0,y > 0}. v
Dy=A{[z,y] € E : 2 >0,y < 0}, D, D,
of of . Yo 1 1 =
df (A d —(A)dy tj. df(A)=|—-=——)d — 4+ —d
f(4) = 5 (A de 5 (A dy . df(4) = (=5 =) det (L4 3) d

Priklad 92. Urcete totalni diferencidl a piirustek funkce z = Y 5 bode A = [2,1]
x
pro Az = 0.1 a Ay = 0.2 . Porovnejte je.

Reseni : Totaln{ diferencidl v bodé A je dz(A) = S—Z(A) dx + %(A) dy
w y
- 0z 0z 1 0z 1 0z 1
Pritom 2 = 0:r(A)_ 1 R = ay(A)_Q
1 1
dz(A) = ~ dx + 3 dy.

Polozime-li dx = Ax = 0.1 a dy = Ay = 0.2, pak obdrzime hledany diferencidl
funkce f v bodé A pii danych piirustcich Ax, Ay :

1 1
dz(A) = —~ 0.1+ = - 0.2 = 0.075,
4 2
piicemz piirustek Az = z(xo+Ax, yo+Ay)—2(zo, yo) = 2(2.1,1.2) —2(2,1) = 0.071.

Priklad 93. Pomoci totalniho diferencidlu vypocitejte ptriblizné prirustek funkce
z:arctgg piizméné r od xr1 =1doxy =12 a yod y; = —3
x

do Yo = —3.1.
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Resent : Piirustek priblizné nahradime diferenciglem tj.

Az = da(A) = g—;(A) Cdz+ g—Z(A) cdy, kde A=[1,~3], dz = 0.2, dy = —0.1.
Spocitame

0z 1 Y 3 0z 1 1 1

ﬁx( ) (14—(%)2 ( x2)) ‘A 10’ 8y( ) (14_(%)2 x) ‘A 10
Potom  dz(A) = % 0.2+ % - (=0.1) = 0.06 — 0.01 = 0.05. n

Piiklad 94. Vypocitejte piiblizné hodnotu vyrazu In(1/9.03 —1/0.99 — 1) pomoci
totalnitho diferencidlu vhodné zvolené funkce.

Resend : Polozme z(z,y) = In(y/x—\/y—1), 20 =9, yo = 1, pak dz = 0.03, dy = —0.01.
Pouzijeme vztah

. 0z 0z
Nz = z(x 4+ 20,y + y0) — 2(%0,Yo) = o (w0, 90) - dz + 8_y (z0,y0) - dy,

ze kterého dostaneme

. 0z 0z
2(x + 0,y + yo) = 2(w0,Y0) + 7 (To, Yo) - dx + == (0, Y0) - dy.

ox dy
Ptipravme si :
2(x0,40) = In(VI - V1 —-1) =0, %(A)Z : o ‘ 6
oz Vr—yy—1 2yx)lpy 6

1 —1 1
9z (A) = ( . ) ‘ = ——. Nyni dosadime a vypoc¢teme hledanou
oy Vr—yy—1 2y) lpy 2

1 1

hodnotu  In(v0.03 ~ V0.9 — 1) = £ -0.03 — - (~0.01) = 0.01. -

P#iklad 95. Vypocitejte piibliznou hodnotu vyrazu 0,98*% pomoci totdlniho
diferencialu vhodné zvolené funkce.

Regent : z(z,y) =¥, xg =1, yo =3, tj. A =1[1,3], de = —0.02, dy = 0.04,
0z 0z
Z=y.avl, Z=gY1 kz
o7 Y-zl ay z’Inz, takze
. 0z 0z
2(0.98,3.04) = z(A) + dz(A) = 2(A) + £ (A) - dx + ay (A) - dy =
=1+3-(—0.02) +0 = 0.94. n

Priklad 96. Najdéte rovnici teéné roviny 7 a normély n grafu funkce z = 22?2 — 4y?
v bodé T =[2,1,7] . Vypocitejte ptiblizné hodnotu funkce v bodé [2.2,1.3].

Resend : Te¢énd rovina T ma rovnici

0 0
T am = g (A) = w0) + o () (o o)
kde A = [xo,y0] = [2,1], a 20 = 2z(x0, yp). V daném piipadé zp =2-4—4-1=4 —
0z 0z
T= [27 174]7 % (A) - (4$) A_ 87 @ (A) — (-83/) A_ -8 =

T: z2—4=8(x—-2)—-8(y—1)=8x—-8y—2—4=0.

Norméla n je primka prochéazejici bodem T, jejimz smérovym vektorem je normalovy
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vektor roviny 7. Tedy n: [z,y,2]=1[2,1,4]+t(8,-8,—1),t € R

Funkéni hodnotu v bodé [2.2,1.3] vypocteme dosazenim soutadnic bodu
do rovnice te¢né roviny z = 4+8(x—2)—-8(y—1) = 2(2.2,1.3) =4+8(2.2—-2)—
—8(13—-1)=4+16—-24=32 [ |

P#iklad 97. Najdéte rovnici teéné roviny 7 plochy z = 22 + xy — y? + 2 + 3 rovnobézné
s danou rovinou g : 5z — 3y — 2z = 0.

. 0 0
Resent : Musime najit bod A , v némz a_z =5, a_z = —3. Z toho dostaneme soustavu
€z Y
rovnic 2r+y+1=5 Odtud zo = 1,y = 2, 20 = (0, yo) = 3, takze
T — 2y = —3.
T =11,2,3]. Rovnice tetné roviny 7: bz —3y—2+d=0, TeEr
= 71:5x—-3y—2+4=0. [ ]

e Vypocitejte priblizné hodnoty danych vyrazu pomoci totalniho diferencialu :

V0.97
98. v/7.95-1/8.96 5.9742] 99, — 0.936
o 1027 V/0.99 o
100. v4.04 -In1.02 - arctg 0.9 [0.0314]

e Najdéte rovnici te¢né roviny 7 a rovnici normaly n plochy z = f(z,y) v bodé A :

101. z =4y/22 +y%, T =1[3,4,7] [122 + 16y — 5z = 0; [z, y, 2] = [3,4,20] + t(12, 16, —5), t € K]
102. z =zy, T =10,0,7] [z=0; [z,y,2] = £(0,0,1), t € R]
1 2 2 2
— 22 cos = —N.22 _ T~ 2). [y 2 T~ _

103. z =z COSy, T—[l,ﬂ,.] [z— 4(y W),[:L‘,y7z]—[1,7r70]+t(07 T 1)7teR]

1 1 2 7r1'—2\/§y+z—7r+2=0;
104. z = — arcsiny, T = [—, L_,?] 1 V2«

x 2 2 [(lf,y,Z]= [5777§]+t(7"7_2\/§71)7t€R

e Najdéte rovnici tecné roviny 7 plochy z = z(z,y) rovnobézné s rovinou g :

105. z =22 — 4%, 0:8c—6y—2—15=0 [r:82—6y—2+1=0]
106.z:ln(x2+2y2), 0:2x—2z2+5=0 [r:20—2—2=0]
107. 2 = 2> —y* + 62y + 22, o0:40+6y—2=0 [r:42+6y—2—1=0]

11.5. Derivace a diferencialy vyssich rada

Priklad 108. Najdéte vSechny parcialni derivace druhého fadu funkce

flx,y) = ay® —y - etV
< 0
Reseni : f, = é =Py f, = 3ayP— eV — eV 2y = 3ry? — ™Y (14-27),
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)
f — a2—f = a(é) — —y . ex+y2
T Oa? ox ’
2 (2L
fuy g—yé (88;) = 6xy — 2yex+y2(1 + 2%) — "V 4y = 6y — 6”92(63/ + 4y%),
2 oL
Jou = aéz)/ gx - (aa;) = 3y? — "V — etV 2y = By — TV (1 4 27),
orf 05 .
fie = oy = p =W — T2,
2 2
Vidime, ze pro danou funkci f plati o7 = o7 ve vsech bodech [z,y] € E,.
Oxdy  Oyox

Priklad 109. Ukazte, ze funkce u = u(zx,t) = arctg (2x — t) vyhovuje parcidlni diferencidlni

rovnici
0%u 0*u
92 orar 0V B
< ou 2 Pu  —2-22z —t)-2 —8(2z —t)
Resent : A T T o g 5 = 5 = 55
Oz 142z —1) Ox (1+ (22 — t)?) (1+ (22 — t)?)
Pu 05 —2 4(2x — t)

202z —t) - (~1) =

oox Ot (14 (20 —1)2)% (1+ @2z —1)2)"

Po dosazeni je ziejmé, ze rovnice plati ve vech bodech [z,t] € E,.

[
Piklad 110.* Je déna funkce f(z,y)
% — 292
Fla,y) = { «TZ/W pro [z,y] # [0,0]
0 pro [z,y] = [0,0].
*f *f
Dokazte, 7 0,0 0,0).
OaZG,Ze axay(7)¢ayax(7)
Reseni : Snadno se presvédéime, ze funkece f je v bodé [0, 0] spojitd :
. yl]igfo O]f(x,y) =0=f(0,0). Derivace f,(0,v), f,(z,0), fz,(0,0), f,2(0,0)
vypocitame pomoci piislusnych definic :
h2—2y2
T f(hay)_f(oay)_ : hyh2+y2 _0_
f+(0,y) = lim - = lim —— —— = -2y,
22 —2k?
T f(l‘,k)—f(l‘,())_ . xkﬁ—!—k?_o_
-
o Jo(0,Kk) = fy(0,0) . =2k
J2(0,0) = lim k = =2
_n fy(h70)_fy(070) ERT h
fyx(oao) — Ilzl—rf%) h = I{l_l)f(l) h = 1,
fay(0,0) # f,:(0,0). u
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Jsou dana skaldrni pole ¢(z,vy,2) a vektorové pole f = (U, V,W), kterd maji spojité
parcialni derivace 2. fadu v oblasti D C E;3.

Oznacme:
(0 0 0 o (99 Oy Oy
_(ax’ay’az)’ grad“’_w_(ax By’ az)
L oU OV oW L OW 9V OU W OV oU
div = V-f= 5o+ 5,5 otf=Vxf= (ay—@ 9 or a—a—y)

Priklad 111.Je déano skalarni pole ¢(z,y,2) = zy* + 22 — zyz + 3. Vypocitejte
grad ¢, rot grad ¢.

Resend : Funkce o(z,y,2) = zy* + 23 — zyz + 3 je diferencovatelnd v oblasti E5. Pak

grad p = (g—i g?; g—j>= (y* — yz, 2vy — w2, 32% — 27))

rot grad ¢ =

_ <8(322 —ay) 0Q2vy—w2) O(y* —yz) 032" —wy) 02wy —x2) Iy —y2) ) _
dy 0z ’ 0z oz ’ ox dy

=(—z—(—2), ~y+y,2y—2— 2y —2))= 0

P0ozZNAMKA: Parcidlni derivace 2. fadu funkce ¢ jsou spojité v Es. [

Priklad 112.Je dano vektorové pole f: (U, V,W) = (zy, 2 — 2%, %) Vypocitejte
T+ 2z
div f, rot f, divrot f

Resent : Vektorové pole f = (U, V,W) = (xy,2* — 2°, ij_ ) je definovdno v mnoziné
T+ 2z
D ={[z,y,z] € E3 : x4+ 2z # 0}.

Parcialni derivace:

ou_ v, 0wy

or YV ar " Tow (4 2)?
w1

oy 7 oy 7 Oy x4z

oz ' 0z 0z (v+2)?

- Y > 1 Y

div f = - tf = 2z; —0; 2z —
ivf=y+4+0 @t rot f <x+z+ z; o+ 2)? 0; 2z x),
. - ) Y 1 1

divrot f = div ( 2 — i v)= - 0=0
vrot f = div :17+z+ : (x4 2)? ’ (x+z)2+(:v+z)2+
P0zZNAMKA: Soufadnicové funkce U, V, W maji spojité parcidlni derivace 2. tadu v D.

113.* Nechf v oblasti D C E3 m4 skaldrni pole ¢(x,y, z) spojité parcidlni derivace
2. tadu. Dokazte, ze rotgradp =0 v D.

—

114.* Nechf v oblasti D C E3 m4 vektorové pole f(U,V, W) spojité parcidlni derivace
2. tadu. Dokazte, ze divrot f =0 v D.

e Najdéte diferencidly uvedeného tadu :
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Priklad 115.% 2z =sin(2z +y), d*2 ="

Resent : Diferencial n-tého radu d"f = (82 - dr + aﬁ . dy)n f, potom
x
0 d\2 0%z 0%z 0%z
2, _ v 9\, 2
dz_(dx8x+dy8y) ‘=0 (dx)* + 2 900y d:vdy+82(dy)
= —4sin(2x + y) (dr)? — 4sin(2x + y) dv dy — sin(2x + y) (dy)? =

= —sin(2z + y) (2dz + dy)*. m

Priklad 116.* 2 = 23 — o —ay + 9%, d32 =7
D3z Pz D3z D3z
o 3. 3 2,
Resent : dz—ﬁ(dx) +38 o, (dz)? dy+3882d x (dy)” + 8—(dy)
2p = 322 — y, y——3y2—x—|—2y,
Zpr = 6, Zyy = —6y + 2, Zpy = —1,

Zrzx = 67 Ryyy = _67 Ry = Rzyy = 07

d*z = 6(dx)® — 6(dy)>. [
Pitklad 1175 u = 23, q2u(A) =7, dPu(A) =7, d"u(A) =7, A =[0,0]
Resent : d*u(A) = (eQm_?’y(ZdaZ — 3dy)2) ‘A: (2dx — 3dy)?,
dPu(A) = (eQ’”_3y(2d:v - 3dy)3) ‘A: (2dz — 3dy)?,
e

u(A) = (eQ’”_3y(2d:17 — 3dy)") = (2dx — 3dy)". [

Diferencidly lze pouzit v dulezité Taylorové vété : Necht f(x,y) je funkce (n + 1)-krdt
diferencovatelnd v kazdém vnitinim bodé obdélnika M se stiedem v bodé A = [z, yo).
Potom ke kazdému bodu [x,y] € M ezistuje bod [£,n] € M takovy, Ze

d*f(A) d"f(A)
o T

f(xay) :f(A)+df(A)+ +Rn—|—17

kde df(A) = df (zo,y0) = g—i(A) “(r —20) + %(A) (¥ — ),

A = G2 o= a2 S () =) (= )+ 5 (- )
Z ) oL () o) (g o)
P l‘k 8yn k ’

Rpi1 = (n+1) dn+1f(€a77)'

Priklad 118.*% Napiste Tayloruv rozvoj funkce f(z,y) = 2* — 3zy? + y* + 42 — 5y
v okoli bodu A = [2, —1] a vysledek vyuzijte k vypoctu piiblizné hodnoty
funkce f v bodé [2.1,—1.1].

Resent :
f(A)=16, de=x—2o=2—-2, dy=y—vyo=y-+1,

£o(A) = (322 — 3y +4‘ — 13

} = dz(A) = 13dx + 5dy = 13(x — 2) + 5(y + 1),
£,(A) = (—6ay + 2y — 5) ‘A: 5
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d?z(A) =12 (dx)? + 12dx dy — 10 (dy)* =
= 12(— 2 4+ 12(0 — 2)(y+ 1) — 10(y + 1),

fyyz(A) = —6 = d*2(A) = 6 (dv)*~18 dz (dy)* = 6(z—2)*—18(2—2)(y+1)?,

f(z,y) = 16+13(2—2)+5(y+1)+6(x—2)*+6(x—2) (y+1)—5(y+1)*+(z—2)*—3(2—2) (y+1)?,

R4 = 0, protoze derivace 4. a vyssiho fadu jsou nulové

f(21;-1.1)=16+13-0.1+5(-0.1)+6-0.1>—-6-0.12 = 5-0.12+0.1> - 3-0.13 =
= 17.3 — 0.552 = 16.748. ]

Priklad 119.* Napiste Tayloruv rozvoj ¢tvrtého stupné funkce f(x,y) = cos(x? + y?)
v okoli bodu [0, 0].

2 4
Reseni : Pouzijeme Tayloruv vzorec pro cosz =1 — % -+ ik do kterého dosadime
2, ,2)2 2 2V4
z=a2+y?: Cos(xQ—l—yQ)il—(x 42—'3/) +(x —Ly);
1 ! !
Ty(z,y) =1 — =(2* + 22%% + ¢*). [

2

e Najdéte parcialni derivace druhého fadu dané funkce :

_ 3 _ 3s(2t —s%) -1 o =38
120. gb(s, t) =1In(s’ +1) [¢ss =t bre = [CEE Pst = pts = m]
2
121. gb(:r, t) = COSt:E |:¢a:m = _71(4902 cosz® + 2sinz?), ¢y = t%cos:ﬁ, Gt = Pte = i—fsinxQ]
122. f(xa y) = eax+by [fm =a’e ™, fov = bt fey = fyz = abeam+by]
123. Oveérite, ze funkce u(z,t) = sin(z — ct) a funkce u(z,t) = sin(wct) - sin(wz)
0* 0*

vyhovuji diferencidlni rovnici 8_151; = ¢ 8_;; (tzv. vlnova rovnice).
124. Ovéite, ze funkce u(z,y) = e” siny vyhovuje diferencidlni rovnici

0*u  d*u ,

92 + 92 = 0 (Laplaceova rovnice).

e Rozlozte funkei f(z,y) podle Taylorovy véty v okoli bodu A pron =14 :

125.% f(z,y) = 2 + bx? — 6zy + 2y*, A=[1,-2]
[ flz,y) =26 +25(x — 1) — 14(y + 2) + 8(z — 1) ]
2y +2)? —6(x—1)(y+2)+ (x—1)3

— 2 B — 9 _ fla,y) = (@=2) +3(y+1) + (¢ - 2)°+
126.% f(z,y) = 2"+ 3zy —y* + 1, A=1[2,-1] [ 45+ 17+ 302 - D+ 1) - g+ 1° |
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