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Uvod

Vétsina nasich znalosti o okolnim svété je ziskavana na zakladé experimentovani. Malé déti ex-
perimentuji s vécmi kolem sebe, s chovanim lidi, zvitat, zkousSeji co se stane kdyz ... Jako dospéli
pouzivame experiment k ovéfeni nasich predstav, teorii a logickych tvah. K tomu vyuzivame
znalost{ a zkuSenosti, ziskanych také na zdkladé vysledku experimentovani ostatnich lidi. Ex-
perimentédlni ovérovani predpokladi a rozvijenych teorii je jednou ze zékladnich ¢innosti ve
védeckém zkoumani. Experiment je ¢asto jedinym zdrojem informace v situaci, kdy teoretické
znalosti nestac¢i nebo je nelze pouzit vzhledem ke slozitym redlnym podminkam.

Experiment muze probihat ruznym zpusobem. Ziejmé

nejstarsim a nejcastéji pouzivanym pristupem je tak-
Premysleni o problému
zvand metoda pokusu a omylu. Tato metoda je vysledkem

spontanniho chovani a je nejméné efektivni. Muze byt [

A o e Cosi zkusime ]
uispésna poze tehdy, je-li spojena se zkuSenosti a intuici. Lze ji

pouzit pouze v jednotlivych piipadech a v omezeném okruhu

. L, . L . L Premyslyme dale ...
aplikaci, pficemz vysledek je nejisty a muize se dostavit az za

velmi dlouhou dobu.

Se stale modernéjsimi technologickymi postupy se stavaji [ Zkusime neﬁ? jiného ... ]

i vyrobky a procesy stdle vice komplikované. Vzhledem J\/L
k tomu, ze naklady na experimentovani se prudce zvysujui,
pro analytika, ktery m& omezené finan¢ni zdroje a cas, se

Obréazek 1: Postup metodou po-
stavd nemozné, aby prozkoumal mnozstvi faktoru, které

kusu a omylu.
ovliviiuji tyto slozité procesy pomoci metody pokusu a omylu.
Proto je tfeba vyuzivat techniky, které identifikuji vliv dulezitych faktoru tim nejefektivnéjsim
zpusobem a idi proces nejlepsiho nastaveni téchto dulezitych faktoru pro uspokojeni stéle ros-

touci poptdvky po zlepseni kvality a zvySeni produktivity. Techniky pldnovdni experimentu po-

skytuji vykonné a 1i¢inné metody k dosazeni uvedenych cilu.

iii



Uvod iv

Systematicky piistup k feSeni problému predpokladéd tymovou préaci a objektivni planovéni
jednotlivych kroku. Tento text se zaméruje na navrhovani experimentu predevsim ve strojirenstvi
a technickém vyzkumu. Experiment budeme chépat jako sérii zkousek provadénych systema-
tickym zpusobem za 1celem lepsitho porozuméni stdvajicim procesum, nebo k prozkouméni
nového produktu ¢i procesu. Nastroj pro vytvareni takového zpusobu experimentovani se oznacuje
zkratkou DOE z anglického ” Design Of Experiments”. Vyhodnoceni vysledku zkousek se provadi
pomoci matematicko-statistickych metod. Proto se DOE ¢asto povazuje za jednu z oblasti apli-
kované statistiky. Experimenty jsou velmi ¢asto dilezitym nédstrojem pii fizeni kvality a jsou
jednou z hlavnich ¢innosti pti zlepSovéni procesu v souvislosti s aplikaci zdsad Six Sigma. Z to-
hoto divodu jsou i soucasti managementu kvality.

Navrh experimentu se snazi o ziskani maximalniho

mnozstvi informaci s minimem vynalozenych zdroju.

Vymezeni faktor(,

analyza viivd a zavislosti Pro tdspésny navrh a vyhodnoceni experimentu je

nutnd spolupréice jak expertu z vyroby, tak i tech-

( N\
Popis provedeni experimentt niku designéru a odborniku z oblasti aplikované ma-
- J
< > tematické statistiky. Pro tspésnou realizaci experi-
g N\
Vedeni experimentd mentu je nezbytnd i podpora vrcholového vedeni
& J
_ { % § firmy. Ackoli podstata DOE spociva v efektivnim
Predikce procesu na zékladé analyzy , o ., o, B
vysledkd vyhodnoceni pomérné malého mnozstvi zkousek,
& J
il > S presto muze byt provedeni celého experimentu velmi
Verifikace, potvrzeni
(ov&fovaci experimenty) nékladnou zalezitosti. To je také — spolu s oba-

vou o zhorSeni kvality produkce po dobu experi-

Obrézek 2: Systematické kroky pfi ndvihu  poniouang - jednim z nejcastéjsich divodi odmitani

i tu. s 1z .
expermentu téchto metod v praktickém provozu. Proto zde hraje
klicovou roli rozhodnuti odpovédnych manazeru

podniku, ktefi na zédkladé ekonomické rozvahy natidi potiebné kroky.

Z hlediska fizeni kvality je navrhovani a vyhodnocovani experimentu ,nikdy nekoncici pribéh*.
Vysledky predchozich experimentu jsou ¢asto vstupnimi informacemi pro dalsi, navazujici expe-
rimenty, které zpresnuji modely zavislosti mezi odezvou a faktory, zpresnuji pocet pusobicich
faktori a jejich sledovanych trovni. Je dilezité mit tento proces pod kontrolou, nebot jen tak
Ize zajistit jeho efektivitu a dosdhnout pozadovanych uspor pii vyrobé. Znalost zakladnich zdsad
pii navrhovani a vyhodnocovani experimentu patii k zakladnim dovednostem a je dulezita jak
pro ty, ktefi experimenty sami provadéji, tak i pro ty, ktefi vyuzivaji jejich vysledku, tedy i pro

pracovniky ve vedeni firmy.



v Uvod

Provadeéni a vyhodnoceni prumyslovych experimentu je dnes uz neptedstavitelné bez soft-
warové podpory. Existuje fada programovych produkti, které usnadni nadvrh a umozni analyzu
vysledku experimentu. Nicméné i zde plati pravidlo, ze tyto relativné mocné néstroje musi ridit
odbornik, ktery vi co a jak spravné v urcité situaci pouzit. Pokud tyto néstroje pouziva laik,
muze dojit k chybnému vyhodnoceni predpokladu, vybéru nevhodné metody a v neposledni radé
k chybné interpretaci vysledku.

Tento ucebni text si klade za cil sezndmit ¢tendfe se zakladnimi principy navrhovani expe-
rimentt a vyhodnoceni jejich vysledku. Pro snazsi porozuméni se predpokladd alespon castecna
znalost zékladnich statistickych pojmu, jako jsou: ndhodna veli¢ina, stochastickd nezavislost,
rozdéleni pravdépodobnosti, distribuéni funkce, hustota, stfedni hodnota, rozptyl a dalsi. Proto
je v prvnf kapitole zafazeno ,Statistické repetitorium®. Ctenafi, kteff tyto metody znaji jej mo-
hou klidné preslocit.

Piiklady v textu uvedené jsou zpravidla zjednoduSené. Duvodem je snaha o jejich lepsi a
nazornéjsi vyklad. Skutec¢né redlné lohy byvaji casto mnohem slozitéjsi a jejich feSeni presahuje
ramec tohoto textu. Pro feSeni nékterych piikladu jsme pouzili statisticky program MINITAB,
ktery obsahuje fadu nastroju uréenych piimo pro DOE. Kromé tohoto programu existuje i fada
dalsich, vice ¢i méné slozitych softwarovych produktu, umoznujicich v podstaté totéz. Nejjed-
nodussim nastrojem pro vyhodnoceni vysledku experimentu mtze byt i tabulkovy procesor typu

MS Excel, ktery také v nékterych piipadech pouzijeme.



Kapitola 1

Zaklady navrhovani experimentu

1.1 Historie rizeni kvality

Stojime-li pfed tlohou provést vybér z nékolika stejnych ¢i podobnych vyrobku které se nabizeji
za stejnou ¢i podobnou cenu, rozhodneme se na zdkladé jejich kvality. Je tedy pfirozené, ze
s rozvojem obchodu a hromadné vyroby se stale castéji objevuje pojem kvalita. Obsah tohoto
pojmu je pFitom velmi Siroky a silné zavisi na individualité zdkaznika. S narustajicim mnozstvim
nabizeného zbozi vSak pozadavky na jeho kvalitu dostavaji stale vice objektivni charakter.
V dnesnim pojeti je kvalita vyrobku charakterizovana souborem objektivné méfitelnych znaku
a je definovana v normé. To umoznuje jeji sledovani, kontrolu a fizeni.

Rozvoj prumyslové vyroby na konci 19. a pocatku 20. stoleti pfinasi potiebu zajisténi kva-
lity vyroby ,ve velkém*, tedy nikoli kvality jednotlivych vyrobku pii kusové vyrobé, ale kvalitu
velkého mnozstvi vyrobku v sériové vyrobé. K dosazeni kvalitni vyroby vedly dvé cesty: jed-
nak zajisténi kvality technologickymi prostiedky a vybérem materidlu, jednak kontrola kvality,
ktera by vyloucila z produkce nevyhovujici vyrobky. Druha cesta znamenala rozvoj takzvané
nstatistické prejimky*.

Rozvoj statistickych teorii pouzitelnych pro prumyslovou praxi pfinesl rust vyroby po prvni
svetové valce v minulém stoleti. Americky profesor W. A. Shewhart ve tficatych letech polozil
zaklady kontroly vyrobnich procesti pomoci statistickych metod ve své knize ,,Statistical Method
from the Viewpoint of Quality Control“. Druhy vyrazny skok v rozvoji statistickych nastroju pro
kontrolu kvality nastal v obdobi druhé svétové valky a v rané povalecném obdobi pfedevsim diky
zbrojnimu prumyslu. Pozornost vyrobcu se soustfedila na vlastni vyrobu a technickou kontrolu
vstupu a vystupu.

Od poloviny minulého stoleti zacaly vyrazné narustat pozadavky zdkazniku na vyrobky a
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jejich kvalitu. Bylo zfejmé, ze vyrobek, ktery pouze plni technologické parametry, nemusi byt na
trhu uspésny a ze zakaznici zohlednuji i dalsi kritéria jako hezky vzhled, spolehlivost, tspornost,
komfort pii uzivani apod. Soucasné se stuptiovaly pozadavky na prodejni a poprodejni servis a
navazné sluzby. Novou situaci a klima na svétovych trzich plné pochopili japonsti stratégové a
manazefi. Ti jako prvni docenili teorii W. E. Deminga o komplexnim pfistupu k fizeni kvality a s
pomoci jeho metod prokézali, Ze toto chapani kvality je nejen konkurenéni vyhodou, ale i i¢cinnym
nastrojem na cesté k prosperité. S vyvojem fizeni kvality je spojena fada vyznamnych osobnosti,
k nimz patii{ Walter A. Shewhart, William E. Deming, Joseph M. Juran, Armand V. Feigenbaum,

Kaoru Ishikawa, Yoshi Tsurumi, Philip B. Crosby.

1.2 Historie DOE

e Klasicky ptistup - R. A. Fisher (20. 1éta 20. stoleti). Ndvrh experimenta (DOE) je zalozen
na statistickych metodéach, studiu spoleénych efekti nékolika proménnych vlivi uréenim

kombinace hodnot faktoru pro optimélni vysledek

e Taguchiho pifstup (40. 1éta 20. stoleti) standardizoval a zjednodusil pouziti technik DOE,

navrhl koncept zlepsovani kvality ve vSech fazich ndvrhu a vyroby

e K vyznamnému rozsiteni metody DOE v USA a Evropé doslo az v 80. letech 20. stoleti



3 Kap. 1: Zaklady navrhovani experimentu

1.3 Zakladni pojmy

Aby nedochézelo k nedorozuménim a neptresnym vykladim, zavedeme si nékolik zékladnich

pojmu, které se v souvislosti s navrhovdnim experimentu pouzivaji. Tyto pojmy definuje i norma

CSN IS0 3534-3 (viz [9]).

Proces je posloupnost operaci ¢i déju, které systematicky pretvéareji vstupy na vystupy. Podle
normy CSN EN ISO 9000:2006 charakterizovén jako ,soubor vzajemné souvisejicich nebo vzéjem-
né pusobicich ¢innosti, ktery pfeménuje vstupy na vystupy®. Vyrobni proces tedy predstavuje
posloupnost po sobé jdoucich ¢innosti, kde se snazime za pomoci lidského zdroje, technickych
prostiedku a technologie vytvorit produkt nebo sluzbu, tim Ze pfeménujeme vstupni prvky na
vystupni produkty. Vyrobni proces muzeme také definovat jako ¢innost, pfi niz se uskutecnuje
soubor pracovnich, technologickych a pifirodnich procesu, ktery meéni tvar a jakost vstupniho

materidlu.

Experiment je test nebo série testi (pokust), provedend za téelem zvyseni kvality produktu

nebo procesu, piipadné zvySeni jejich efektivity. Slouzi ke
e stanoveni charakteristik procesu a jeho optimalizace
e vyhodnoceni vlastnosti materidlu
e navrh a vyvoj produktu

e stanoveni tolerance komponent a vstupnich veli¢in

Vsechny experimenty jsou navrzené experimenty, nékteré dobfte, jiné Spatné.

Navrh experimentu
e zkracuje dobu pro navrh a vyvoj novych produktu
e zlepSuje fungovani stavajicich procesu
e zvySuje spolehlivost a zlepsuje kvalitu vyrobku
e zvySuje robustnost vyrobku a procesu

e umoznuje vyhodnoceni ruznych variant, vybér komponent, nastaveni parametri a systémo-

vych toleranci
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Odezva — vystupni veli¢ina, kterd je méritelnd, zpravidla spojita.

N&éhodny vliv — nezndme jeho pficiny, nelze jej odstranit. Zpusobuje variabilitu, kterou lze

méfit (experimentdlni chyba) a lze jej predvidat. Snaha je co nejvice jej snizit.

Systematicky vliv — je zpusoben zndmymi vlivy (vymezitelnymi pfi¢inami). Projevuje se

napftiklad trendem, periodicitou, posunutim. Snazime se jej popsat a kvantifikovat.

Faktory — vstupn{ veli¢iny, které mohou byt kvalitativn{ (kategoridlni) nebo kvantitativn{ (diskrét-

ni, spojité). Rozlisujeme hlavni, vedlejsi a blokové.

Interakce — soucasné pusobeni nékolika (alespon dvou) faktoru.

Replikace — opakovéani zkousek za (pfiblizné) stejnych podminek (drovni faktoru). Umoznuji

méfit ndhodnou variabilitu a oddélit ji od variability celkové.

Znéhodnéni — stanoveni poradi zkouSek podle ndhodného ,zamichdni“. Do jisté miry muze

eliminovat vedlejsi vlivy a zajistuje vyssi miru ,nezéavislosti“ jednotlivych pokust.

Uspoiadani do bloku — slouzi ke snizovan{ ndhodné variability (variability ndhodné slozky).
V rdmci bloku probihaji zkousky za piiblizné stejnych experimentdlnich podminek (ale pii

ruznych kombinacich drovn{ faktoru). Blok ¢asto predstavuje jednu repliku experimentu.
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1.4 Navrh a analyza experimentu v péti krocich

Hlavnim cilem experimentu je odhaleni zdvislosti a vztahu mezi riznymi veli¢inami, piipadné
optimaln{ (z urc¢itého hlediska) nastaveni vstupnich parametru procesu tak, aby jeho vystupy
splnovaly pozadovani kriteria. Pozadavek na provedeni experimentu obvykle pfichazi z vlastni
vyroby, kde je potieba vyfesSit problémy spojené s nestabilitou, snizenou kvalitou vyrobk,
potiebou provést optimalizaci, nastaveni parametru a dalsi. Nasim cilem je obvykle nalézt pticiny
neshod nebo zjistit optimalni nastaveni vyrobnich podminek. Pozadavky mohou pfichazet také

z oddéleni marketingu ¢i hodnoceni kvality.

Navrh a analyzu experimentu obvykle provadime

Vymezeni faktord,

v péti na sebe navazujicich krocich: analyza viivi a zavislosti

e Analyza procesu ( )
Popis provedeni experiment(
(. J
e Navrh experimentu p { % N
Vedeni experimentt
e Provedeni zkousek ~ { ; J

4 1\
Predikce procesu na zakladé analyzy

L vysledkU )

=

( . , N\
Verifikace, potvrzeni

(ovérovaci experimenty)

Analyza vysledku

e Zaveéry

Tyto kroky by mély byt provedeny vzdy vSechny
a v daném pofadi. Casto se tyto kroky cyklicky opa- Obr. 1.1: Névrh a analyza experimentu
kujf a experiment se provads{ vicestupfiové. V prynfm ¥ Pt krocich.
kole provedeme hrubou analyzu a vyclenime nej-

vlivngjsi faktory a pozdéji ndvrh zjemnujeme uptesiiovanim okruhu vlivnych faktoru a hleddnim

jemnéjsich zavislosti.

1.4.1 Analyza procesu

Névrh a analyza experimentu spoc¢iva v pochopeni vlivu ruznych proménnych na ostatni proménné.
Cilem je nalézt vztah mezi pfi¢inami a nésledkem, v matematické terminologii je to vztah mezi
nezavislymi proménnymi a zavislou proménnou, ktera nas zajima. Zavisle proménnou zde bu-
deme nazyvat odezvou a nezavisle proménné se nazyvaji faktory. K uréeni nejvhodnéjsi odezvy a
identifikaci moznych vlivnych faktoru by mél byt vytvoren tym slozeny z odborniku v ruznych
oborech, tykajicich se produktu nebo procesu. Tymovy piistup podporuje synergii, ktera dava

bohatsi soubor podnéti ke studiu, a tedy i komplexnéjsi experiment.
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( kontrolovatelné parametry 1 ( |
. NN >
g vstupy —— proces vystupy g
© (o}
- S

L nekontrolovatelné parametry L )

Obr. 1.2: Schematické znazornéni vyrobniho procesu.

K identifikaci dulezitych faktort, které ovliviiuji systém se pouzivaji takzvané screeningové
experimenty. Tyto pokusy jsou provadény na zdkladé vyzkumu a s vyuzitim predchozi znalosti
systému. Z velké skupiny potencidlnich faktoru vyélenuji dulezité faktory a zaméiuji pozornost

na klicové faktory, které vyzaduji dalsi podrobnou analyzu.

1.4.2 Navrh experimentu

Prubéh experimentu je dulezité peclivé naplanovat jesté pred zacdtkem vlastniho testovani a
sbérem dat. V této fazi je tfeba mit zformulované dukladné a presné urceni cilu, jaka je tieba
provést vysetfeni, vyhodnoceni potiebného ¢asu a zdroju k dosazeni cile a integrovat predchozi
znalosti k provedeni vlastnich experimentu. Peclivé planované experimenty vzdy vedou k lepsimu
pochopeni produktu nebo procesu.

Experimenty probihaji pfi riznych hodnotach faktort, tzv. drovnich. Pii kazdé provedené
zkousce budeme sledovat odezvu na néjakou, ¢asto predem stanovenou, kombinaci drovni sledo-
vanych faktoru. Tyto zvolené kombinace urovni sledovanych faktoru se oznacuji jako ,o0setreni.
Pokud je pro kazdé oSetfeni proveden stejny pocet pozorovani odezvové veliCiny, oznaCujeme
navrh experimentu jako homogenni. Opakovand pozorovani pii stejném oSetieni jsou potom
oznacovana jako replikace.

Pocet osetieni experimentu je stanoven na zdkladé po¢tu irovni sledovaného faktoru v experi-
mentu. Napiiklad, pokud provadime experiment, v némz sledujeme dva faktory, kazdy s koneénym
poctem tdrovni. Bude-li mit prvni faktor r trovni a druhy s tdrovni, potom bude zfejmé potieba
provést pozorovani pii r X s kombinacich. Pokud jsou pozorovany vsSechny mozné kombinace
drovni faktoru, budeme experiment oznacovat jako wupiny faktoridlni. Pokud pozorujeme pouze
nékteré kombinace urovni faktori, fekneme ze experiment je dilci faktoridlni. V piipadé uplnych
faktoridlnich ndvrhu experimentu je tieba provérit vsechny faktory a jejich vzdjemné interakce,
zatimco u dil¢ich faktoridlnich ndvrhi experimentu nékteré nebo vsechny interakce chybi, protoze

ne vSechny kombinace jsou pozorovany. Dil¢i faktoridlni navrhy se casto pouzivaji jako screenin-
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gové experimenty na pocatku experimentovani. V tomto stadiu mame na zakladé ivodni analyzy
procesu vyélenény velky pocet moznych vlivii na odezvu a musime rozhodnout o vyznamnosti
jejich vlivu. Pritom ocekdvame, ze vétsina hlavnich efektu a jejich interakci bude nevyznamnd a
pro dalsi experimenty je budeme moci vyloucit.

Obecné lze tici, ze vétsi pocet faktoru lépe popisuje model a muzeme zkoumat vliv vice
interakci, na druhou stranu se navrh komplikuje velkym mnozstvim méfeni kterd vedou ke slozité

a nepfehledné analyze.
Norma CSN ISO 3534/3 (Navrhovéni experimentti, 1993) rozlisuje tyto zakladni
typy experimentu:
e Jednofaktorové experimenty
° Uplné vicefaktoridlni experimenty (zndhodnéni, uspofadani do bloku)
e Snizeni poctu zkousek (latinské, Feckolatinské ¢tverce pro vylouceni vlivu rusivych faktoru)
e Dil¢ef faktoridlnf ndvrh (pocatecni vyhleddvani{ vlivnych faktoru)
e Hierarchicky ndvrh (vyhledani nejvétsich zdroju variability)
e Optimdlni ndvrhy (optimdlni odezvové plochy)

e Taguchiho ortogonélni ndvrhy (robustn{ ndvrhy)

Jednofaktorové experimenty

To jsou navrhy, kde je pfedmétem Setfeni pouze jediny faktor a cilem je urcit, zda se odezva
lisi vyznamné pii rtznych drovnich tohoto faktoru. Faktor miize byt bud kvalitativni nebo
kvantitativni. V piipadé kvalitativnich faktort (napf. ruzni dodavatelé, ruzné materidly, apod.)
neni moznd extrapolace a testovani se provadi na jednotlivych trovnich. Vliv na odezvu muze
byt uréen pouze pro tyto irovné. Na druhou stranu, je-li faktorem kvantitativn{ veli¢ina (jako je
teplota, napéti, zatizeni, atd.), pro vypocet efektu je zpravidla k dispozici vzdy dostatek tdaju,
nebot lze vyuzit odhady a predpovédi. K vyhodnoceni lze pouzit modely vicendsobné linedrni

regrese a dalsi statistické metody.

Uplné vicefaktorialni navrhy

Ve uplném vicefaktoridlnim experimentu je pii kazdé zkouSce uvazovan vliv nékolika faktoru
soucasné. Stejné jako v jednofaktorovém experimentu, i zde rozliSujeme kvalitativni a kvantita-

tivni faktory. Cilem téchto navrhu je identifikovat faktory, které maji vyznamny vliv na odezvu,
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stejné jako zkoumat vliv vech jejich interakel (v zdvislosti na pouzité konstrukei experimentu).

Kazdy kazdy faktor muze mit ruzny pocet trovni.

Dvoutroviové uplné faktorialni navrhy

Z hlediska volby poc¢tu urovni sledovanych faktoru je nejjednodussim (a také nejcastéjsim)
piipadem dvouidroviiovy experiment, kdy uvazované faktory sledujeme pouze ve dvou trovnich.
Takovymito experimenty jsme vSak schopni odhalit pouze linearni zavislosti, ale uz ne zavislosti

vice, nebot potom se névrh stdva velmi komplikovany a vyZaduje velmi mnoho méfeni.

Diléi faktorialové experimenty

Zatimco v Uplnych experimentech je pii vétsim poctu faktoru a jejich trovni pocet sledovanych
kombinaci zpravidla vysoky, tyto diléi ndvrhy dovoluji snizit pocet kombinaci trovni faktoru
na zlomek poctu, potiebného pfi iplném navrhu. V takovych pfipadech vSak nejsme schopni

vyhodnotit efekty vSech moznych interakei.

Taguchiho ortogonalni navrhy

Taguchiho ortogonélni experimenty jsou relativné jednoduché konstrukce. Pouzivaji se k odhadu
hlavnich efektu s pouzitim jen nékolika kombinaci tirovni faktoru. Tyto navrhy jsou uréeny jak
pro dvoutroviové faktoridlni experimenty, tak i pro prozkouméani hlavnich té¢inku faktoru s vice
nez dvémi trovnémi bez interakei.

Taguchiho postup umoziuje nastaveni téchto faktoru k dosazeni pozadovaného cile. V zavislosti
na produktu nebo procesu, ktery je pfedmétem Setieni tohoto cile mize byt bud maximalizovat,

minimalizovat nebo dosazeni cilové hodnoty odezvy.

Optimalni odezvové plochy

Jedn4 se o specidlni navrhy, které se pouzivaji k nastaveni trovni faktoru pro dosazeni optim&lni

hodnoty odezvy.

Spolehlivostni DOE

Jedna se o zvlastni kategorii, zahrnujici klasické typy experimentu, jako jsou napiiklad dvoutdroviové
experimenty, v kombinaci se spolehlivostnimi metodami. Cilem je zkoumat vliv ruznych faktoru

na zivotnost piistroje. Ve spolehlivostnim DOE je odezvou délka zivota zkoumaného objektu
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(napf. vék, mile, cykly, atd.). Data mohou obsahovat cenzorovand pozorovani (zdvésy, interval

data).

1.4.3 Provedeni zkousek

Sebelepsi navrh je bez peclivého a dusledného provedeni vlastnich zkousek a méfeni samoticelny.

Pro jeho ispésnou realizaci je potfeba vénovat velkou pozornost pfedevsim
e dodrzeni zachovan{ stejnych podminek okolntho prostfedi (méfeni v blocich),
e piesné nastaveni kombinaci turovni sledovanych faktoru,

e respektovat navrzené zndhodnéni v experimentu, i za cenu jistych komplikaci (napiiklad

pii opakovaném nastavovani drovni nékterého z faktorun),

e maximalnimu vylou¢eni Sumovych faktoru, jako je napiiklad vnéjsi teplota, denni doba,

lidsky faktor a dalsi.

Zvl1asteé pri velkém poctu méteni je casto nemozné provést vSechna v jednom dni a za naprosto
stejnych podminek. Pokud névrh experimentu s touto situaci explicitné nepoc¢itd (napiiklad
rozdélenim méfeni do bloki), je tfeba vénovat velkou pozornost zachovéni alespon pfiblizné
stejnych podminek. Dulezita je randomizace. Ta mé za cil pravé minimalizaci vlivu nesledovanych
potencialnich faktoru, které navic ¢asto nemuzeme ani ovlivnit. Randomizace neboli zndhodnéni
stanovi pfesné poradi méreni a musi byt soucasti planu experimentu.

Samoziejmosti je dodrzeni zédkladnich metrologickych zasad. Sem patii aplikace analyzy me-
trologického systému (MSA) pred zahdjenim vlastnich zkousek. Timto krokem zajistime, ze met-
rologické prostiedky i uzité metody méfeni jsou vhodné pro méteni sledovanych faktoru a odezvy

vyrobniho procesu.

1. Ovétime, zda veskeré metrologické prostiedky jsou fadné vedeny v ramci metrologického
rfadu organizace. Tim méame na mysli, ze metrologické prostiedky podléhaji fadné evidenci

a periodické kontrole, v jejimz prubéhu jsou ovéfovany, respektive rekalibrovény.

2. Dalsim krokem je ovéfeni systému méfeni. V prubéhu tohoto kroku ovéfujeme, zda pii
pouziti zvoleného métidla a metody méfeni v konkrétnim prostiedi pro ruzné operatory

ziskdavame naméfené hodnoty s minimalni odchylkou od hodnoty konvenéné spravné.

Metodika MSA ovéruje riuzné vlivy na variabilitu méfeni a v nékterych piipadech dokaze po-
psat prispévky jednotlivych slozek variability. Tyto slozky obvykle délime na prispévek operatora,

meéfidla, metody a prostiedi.
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1.4.4 Analyza vysledkt

Vzhledem k tomu, ze hodnoty odezvy pii ruznych kombinacich irovni sledovanych faktoru nikdy
dopfedu nezndme, povazujeme odezvu vzdy za ndhodnou veli¢inu. Jednotlivd méfeni si muzeme
predstavit jako jakysi ,ndhodny vybér® z moznych realizaci. K analyze vysledki méfeni potom
pouzivame metody matematické statistiky. Tyto metody je tifeba volit jednak v zavislosti na
charakteru odezvy, jednak na jejim pravdépodobnostnim chovani. Zde mame na mysli pfedevsim
jeji predpokladané rozdéleni pravdépodobnosti. Zjednodusené lze volbu metody pro vyhodnoceni

vysledkt navrzenych experimentu zobrazit v rozhodovacim stromé (viz Obr. 1.3):

kvalitativni kvantitativni
odezva l
chl'—kvadrét.test ano ne
homogenity,
kontingencni
tabulka
GLIM,
ano ne KW
regrese,
ttest regrese,
ANOV,A Wilcoxon .
Kruskal-Wallis
Friedman

Obr. 1.3: Volba metody pro vyhodnoceni vysledki méfeni v experimentu.

Stanoveni metody pro analyzu vysledki méfeni je souc¢dsti navrhu experimentu. Pro ndvrhéte
experimentu a pro experimentatora je dulezité znat tyto metody a pfedevsim predpoklady
pro jejich pouziti. Zaroven je dulezité uvédomit si, co znamend poruseni téchto predpokladu
pro konecéné zavéry. Zékladni prehled nékterych matematicko-statistickych metod je pfedmétem
jiného kurzu a zde je uveden v piiloze. Aplikaci téchto metod zpravidla provadime prostiednictvim
pocitacového programu, coz ovsem neznamena, ze nemusime tétmo metodam rozumét a znat je-
jich principy. Naopak, mechanické pouzivani softwarovych prostiedkt bez znalosti v nich obsazenych
metod je velmi ,nebezpeéné” a muze byt zavadéjici. Navic, tyto znalosti uplatnime pii interpre-

taci vysledku.
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1.4.5 Zavéry

Tato posledni faze zahrnuje potvrzeni nejlepsiho nastaveni faktoru. Muze predstavovat nékolik na-

vazujicich experimentu pro potvrzeni, ze systém funguje podle pféni a vSechny cile byly splnény.
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Kapitola 2

Stochastické repetitorium ...

Jednou ze zékladnich vlastnosti pfirody a svéta kolem nés je variabilita. Variabilita zpusobuje, ze
provedeme-li dvakrat po sobé stejnou ¢innost, pokazdé bude jeji vysledek trochu jiny. Dokonce
budeme-li pozorovat opakované tentyz jev, dostaneme odlisné vysledky. Odchylky se vyskytuji
v pifrodé, at uz jde o pevnost v tahu uréitého vyrobku z oceli, obsah kofeinu v energetickych
napojich, nebo vzdalenost, kterou urazi vase vozidlo za den. Variabilitu lze také zaznamenat pii
méfeni ruznych prubéht procesu, probihajicich za stejnych podminek, pfi stejné nastavenych pa-
rametrech a za stejného pusobeni vnéjsich faktort. Prirozené zmény, které se vyskytuji v procesu,
prestoze jsou vSechny podminky zachovany na stejné tirovni, ¢asto nazyvame ndahodnym sumem.
Pii provadéni experimentt, pii nichz zkoumame vliv ruznych faktoru na proces, je dulezité
dokézat odlisit zmény v procesu zpusobené témito faktory od zmén zpusobenych ndhodnym
Sumem. K tomuto ticelu lze pouzit fadu statistickych metod. Proto je i v této ucebnici vénovana
velka ¢ast pravé ndhodnym veli¢cindm, pravdépodobnostnimu rozlozeni a statistickym metodam
testovani hypotéz. Je dulezité ziskat jasnou pfedstavu o pravdépodobnostnim chovani sledo-
vamnych veli¢in (faktort), abychom mohli uréit, zda jejich vliv na odezvu je vyznamny ¢i nikoliv.
Proto klademe duraz na testovdani hypotéz které najde piimé pouziti pii analyze a vyhodnoceni
navrzenych experimentu. Pfi vyhodnocovani zpusobu ovlivnéni odezvy sledovanymi faktory a
kvantifikaci tohoto vlivu se uplatni metody regresni analyzy, ktera je také soucasti tohoto repe-

titoria.

13
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2.1 Nahodna veli¢ina

2.1.1 Rozdéleni nahodné veliciny

Pod pojmem (redlnd) ndhodnd veli¢Gina budeme rozumét redlnou veli¢inu X, kterou jsme
schopni pozorovat nebo mérit, ale jejiz hodnoty nejsme schopni urcit pred konkrétnim meérenim
¢l pozorovanim. V jistém smyslu si ndhodnou veli¢inu muzeme piedstavovat jako ¢iselnou repre-
zentaci vysledkt ndhodného pokusu. Pfi aplikaci matematicko-statistickych metod rozlisujeme
mezi vlastni ndhodnou veli¢inou, kterou zpravidla oznac¢ujeme velkymi pismeny a jejimi realiza-
cemi, které oznacujeme obvykle malymi pismeny. Hodnoty ndhodné veli¢iny X nezname a pouze
o nich vime, ze lezi v néjaké zndmé mnoziné, zatimco jeji realizace x jsou konkrétni namérené
¢i napozorované hodnoty. Prace s ndhodnymi veli¢cinami se tak vyrazné odliSuje od prace s ma-
tematickymi funkcemi jako je sinus, exponenciela nebo mocnina. Na rozdil od matematickych
funkci nelze napiiklad nakreslit graf ndhodné veli¢iny. Nelze stanovit jeji prubéh nebo limitu.
Lze pouze stanovit jeji pravdépodobnostni charakteristiky.

Budeme-li ndhodnou veli¢inu méfit ¢i pozorovat opakované za ptiblizné stejnych podminek,
muze tato nabyvat ruznych hodnot redlnych ¢isel. Miru o¢ekdvani, ze hodnota ndhodné veli¢iny
bude lezet v intervalu I, nazyvame pravdépodobnosti tohoto intervalu a budeme ji zapisovat

formuli P(X € I). Pravdépodobnost spliiuje nékolik zdkladnich pravidel, takzvanych axiomai:
e P(X €0) =0, kde 0 je prdzdnd mnozina,
e Jsou-li A a B dva disjunktn{ intervaly, potom P(X € AUB) = P(X € A)+ P(X € B),

e P(X € A% =1- P(X € A), kde A je dopInék intervalu A v mnoziné redlnych cisel.

Uvazujme dvé ndhodné veliciny X a Y. Je-li P(Y =y) > 0 pro néjaké y € R, potom vyraz

PX=z|Y=y)=

nazveme podminénou pravdépodobnosti toho, Ze wveli¢ina X nabyde hodnoty x za podminky, Ze
velicina Y nabyla hodnoty y. Pomoci podminéné pravdépodobnosti definujeme tzv. stochastickou
nezdvislost dvou nadhodnych veli¢in: veliciny X a Y jsou stochasticky nezavislé pravé kdyz pro
libovolné hodnoty z,y € Rplati P(X =2 A Y =y) = P(X =2).P(Y =y).

Stochastickd nezdvislost ndhodnych veli¢in je dulezitou podminkou fady matematicko-statistickych

metod a postupt. Jeji diagnostika v8ak byva ¢asto velmi slozitd a obtizn4.
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Funkce F(z) definovand vztahem

se nazyva distribuéni funkce ndhodné veliciny X. (Tento zdpis je zjednoduSen vynechdnim
slozené zavorky u jevu {X < x}.) Zdkladni vlastnosti této funkce jsou shrnuty v ndsledujicim

vyctu:
(1) 0 < F(z) <1 pro kazdé = € R,
(2) limy,_ oo F(x) =0,limz — coF(z) =1,
(3) limp—yo, F(z + h) = F(z), tj. F je zprava spojitd,
(4) je-li 1 < x9, potom F(z1) < F(x3), tj. F je neklesajici.
Tyto vlastnosti jsou téz postacujici pro to, aby dand funkce F(z) byla distribuéni funkei

néjaké ndhodné veliciny. Casto se pouzivé dalsi vlastnost: pro redlna éisla a < b plati

Pla< X <b)=PHX <b}n{X >a})=P{X <b} - {X <a})

=P(X <b)—P(x <a)=F(@) — F(a).

Distribuéni funkce F'(x) se nazyva diskrétni, existuje-li konetna nebo spocetnd posloupnost

bodu {z;} a posloupnost kladnych ¢isel p; spliwujicich ), p; = 1 takové, ze

F(z) = Z Di

1z <z

pro libovolné redlné ¢islo x € R. Diskrétni distribuéni funkce ma schodovity tvar, se skoky
velikosti p; v bodech x;. M&-li ndhodné veli¢ina X diskrétni distribu¢ni funkci, tj. p; = P(X =

x;), fikdme, ze X m4 diskrétni rozdéleni pravdépodobnosti, struéné diskrétni rozdéleni.

Distribuéni funkce F(z) se nazyvd absolutné spojitd, jestlize existuje spojitd nezdpornd

funkce f(x) nazyvand hustota pravdépodobnosti, struéné hustota, takové, ze

F(z) = /_ F(t)dt

1V nékterych ucebnicich se miizete setkat s ponékud jinou definici distribuéni funkce: F(z) = P(X < z) (s
ostrou nerovnost{). Takovato distribu¢n{ funkce potom bude spojité zleva.
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pro kazdé = € R. M&-li ndhodn4 velicina X absolutné spojitou distribuéni funkci, fikame, ze X

mé spojité rozdéleni pravdépodobnosti, struéné spojité rozdéleni.

Hustota pravdépodobnosti f(z) musi spliiovat rovnost [ r f(x)dx = 1. Existuje-li derivace I’

distribu¢ni funkce bodé z, potom je F'(z) = f(z). Pro a,b € R,a < b, plati
b
Pla<X <b)=F(b)—F(a) = / f(®)dt

Tedy pravdépodobnost toho, Ze spojitd nahodna veli¢ina bude mit hodnoty v néjakém inter-
valu (a,b) je tedy plocha pod kiivkou hustoty nad intervalem (a, b).

Pravdépodobnostni vlastnosti ndhodné veli¢iny jsou plné popsany jeji distribuéni funkei. Po-
moci distribuéni funkce lze uré¢it rozdéleni pravdépodobnosti {p; }$2, v pripadé diskrétni ndhodné
veli¢iny nebo hustotu f(z) v pfipadé spojité ndhodné veliciny. To plati i obrdcené: zndme-li

rozdéleni pravdépodobnosti {p;}$2; nebo hustotu f(x), miuzeme najit distribuéni funkci F(x).

2.1.2 Charakteristiky nahodnych velic¢in

Kromé zakladnich pravdépodobnostnich charakteristik ndhodné veli¢iny, kterymi je jeji rozdéleni
pravdépodobnosti, distribu¢ni funkce ¢i hustota, se ¢asto pouzivaji i dalsi, odvozené charakteris-

tiky. Mezi né patii predevsim momenty a kvantily.

Z momentovych charakteristik jsou nejznaméjsi stfedni hodnota jako mira polohy a roz-
ptyl (resp. smérodatnd odchylka) jako mira rozptylenosti, Sikmost a Spicatost. Z kvantilu jsou
nejznameéjsi minimum a maximum, dolni a horni decily, kvartily, medidan. Z kvantila jsou odvo-
zeny 1 kritické hodnoty pro ruzné testy statistickych hypotéz.

Stfedni hodnota E(X) ndhodné veliciny X s diskrétnim resp. spojitym rozdélenim je hodnota

o0

EX)= inpi, resp. E(X) :/ xf(x)dx.

i=1 -0

Casto budeme psat struénéji pouze EX (bez zévorek). Stfedni hodnota je ve skuteénosti prvni

obecny moment ndhodné veliciny X a ¢asto byva také oznacovana jako ocekdvand hodnota.

Rozptyl Var(X) ndhodné veliciny X (s diskrétnim nebo spojitym rozdélenim) je hodnota
Var(X) = E(X — B(X))%.

Druha odmocnina rozptylu je nazyvana smérodatnou odchylkou nahodné veli¢iny X a bu-
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deme ji obvykle oznacovat o(X). Rozptyl je ve skutecnosti tzv. druhy centrdlni moment ndhodné
veliciny X .

V piipadé, ze nezndme rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné veliciny, odhadujeme tyto cha-
rakteristiky pomoci naméfenych hodnot pfi ndhodném vybéru?. Mame-li k dispozici n méfeni
nahodné veliciny X, tedy hodnoty x1,xo,...,x,, potom stfedni hodnotu nejlépe odhadneme

pomoci aritmetického prumeéru (tzv. vgbérového priméru):

o 1¢
B(X)=3=— sz
=1
Pro odhad rozptylu pouzivame zpravidla dvé varianty: vyjbérovyj rozptyl s pii malych rozsazich

vybéru (pro mald n) nebo odhad rozptylu zdkladniho souboru 6% pro ve+j+éjlké n:

n n

5% = ! Z(mi—f)QZ ! (;xf—mﬁ), resp. &QZ;Z(xi—mf:i;x?—gcQ.

n—1 n—1
i=1 i=1

Vztah mezi stiedni hodnotou a rozptylem popisuje takzvané ,Cebysevova nerovnost®:
Cebysevova nerovnost: Pro ndhodnou veli¢inu X s koneénou stfedni hodnotou p a rozptylem

o2 plati pro libovolné redlné éislo € > 0 nerovnost

< VaT(X).

P(IX - E(X)[>¢) < — (2.1)

€

Casto se pracuje s takzvanymi normovanymi momenty. Jsou to vlastné obecné momenty
L , ens X—E(X) y o0 . o1 s .
normované nahodné veli¢iny U = =X 7 téchto momentu jsou dulezité vs a vy, které
popisuji tvar jejtho rozdéleni. Normovany moment v3 se nazyva koeficient Sikmosti a je mirou
symetrie rozdéleni. Koeficient sikmosti je roven nule napfiklad pro nahodné velic¢iny, jejichz

rozdéleni pravdépodobnosti je symetrické kolem stfedni hodnoty, je kladny pro jednovrcholové

hustoty §ikmé zprava (obr.2.1), naopak zdporny pro jednovrcholové hustoty sikmé zleva.

Normovany moment v, je nazyvan koeficientem Spicatosti nebo také kurtoze a je mirou
toho, jak rychle klesd pravdépodobnost extrémnich hodnot (smérem k —oo nebo do 400).

P1i studiu chovani ndhodné veli¢iny si zpravidla klademe otazku: jakd je pravdépodobnost
a, Ze sledovand ndhodnd velicina X neprekroéi predem danou hodnotu x? Casto je viak kla-
dena i opacna otazka: jakou hodnotu x neprekroci sledovand ndhodnd velicina s predem danou

pravdépodobnosti a? Odpovéd nam dévaji kvantily rozdéleni ndhodné veliciny, které tvoii

2Nahodny vybér znamend, Ze métime sledovanou veli¢inu opakovang, za piiblizné stejnych podminek a nezévisle
na predchozich mamétrenych hodnotdch. Tim by méla byt zajisténa tzv. reprezentativnost, tedy zastoupeni jed-
notlivych hodnot ve vybéru odpovidajici nezndmému rozdéleni pravdépodobnosti.
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f(x) 2(x)

vi=>0 vi<0

[
L

Obrézek 2.1: Hustoty nesymetrickych rozdéleni a jejich koeficienty Sikmosti.

dalsi dulezitou skupinou charakteristik ndhodné veli¢iny.

Meéjme néjaké 0 < o < 1. Potom a-kvantilem ndhodné veli¢iny X nazyvame takovou nejvétsi
hodnotu z,, pro kterou je

P(X <z,4) <a.

M4-1i ndhodnd veli¢ina X absolutné spojitou distribuéni funkci F(x), kterd je rostouci pro ta z,
pro kterda 0 < F(z) < 1, potom existuje z, takové, ze P(X < x,) = a a je zo = F~(a), kde

F~! je inverznf funkce k F. Vyjddieno pomoci hustoty f je [“ f(z)dz = «, viz obr.2.2.

Xn X

Obrézek 2.2: Vztah mezi pravdépodobnosti « a a-kvantilem z,,.

Pravdépodobnost se ¢asto vyjadiuje v procentech. Potom budeme hovorit o 100a%-kvantilu
nidhodné veli¢iny. Podobné jako v pripadé momentu i zde plati tvrzeni, ze zndme-li vSechny
a-kvantily ndhodné veliciny X pro vSechna « € (0, 1), potom mame tplnou informaci o jejim

pravdépodobnostnim chovani.
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Mezi véemi kvantily mé vyznamné postaveni 50%-kvantil, ktery budeme oznacovat zo 5 a
budeme jej nazyvat medidn Me(X) ndhodné veliciny X. Medidn se také nékdy nazyva prostiedni
hodnota z hlediska pravdépodobnosti, nebot pravdépodobnost, Ze nahodné veli¢ina X nabyde
hodnoty mens{ nez Me(X) je rovna 0,5 coz je stejnd hodnota jako pravdépodobnost, ze X bude
mit hodnotu vétsi nez Me(X). Vedle stiedni hodnoty je to dalsi takzvand charakteristika polohy

nahodné veli¢iny X.

Pii analyze dat se ¢asto pouZivaji takzvané kvartily. To jsou 25%, 50% a 75% kvantily.
Piitom 25%-kvantil se nazyvd dolni kvartil, 50%-kvantil je jiz zminény medidn a 75%-kvantil
je horni kvartil. Spolu s minimem a maximem se témto charakteristikam tika pét Tukeyho
charakteristik podle zakladatele takzvané ,,pruzkumové analyzy dat“, amerického statistika Johna

Tukeye.

Ve statistice se dédle pracuje s takzvanym hornim a dolnim 5%-kvantilem. To jsou 5%- a
95%-kvantily. Podobné se muzete setkat i s pojmem horni nebo dolni decil — tedy 10%- nebo
90%-kvantil.

2.1.3 Normadlni rozdéleni pravdépodobnosti N (u,0?).

Model normalniho rozdéleni mé bohatou historii. Postupné byl objevovan a opét zapomindm, az
se trvale dostal do pofedi zadjmu teorie pravdépodobnosti a pfedevsim matematické statistiky.
Prvni, kdo popsal zvonovou kiivku hustoty normélniho rozdéleni byl A. Moivre® v roce 1733.
K normalnimu modelu se dostal zobecnénim binomického modelu pfi hdzeni minci. V té dobé
mu nikdo nevénoval zvlastni pozornost a kiivka i rovnice upadly v zapomenuti. AZ na pielomu
18. a 19. stoleti ji znovu ,objevili“ Gauss* a Laplace® pii zkoumdni astronomickych méfeni.
Byli postaveni pted tilohu z mnoha méteni, zatizenych chybou, urc¢it hodnotu, kterd se bude co
nejvice blizit skutecnosti. Odtud ziskal tento model piivlastek ,,model rozdéleni chyb méfeni“ a
odpovidajici kiivka hudtoty se nékdy téz nazyvé ,Gaussova“. Tteti, kdo tento model objevil a

zéroven prvni, kdo jej nazval ,normalnim®, byl Quételet® v roce 1835. Normalni kiivku dostal

4Carl Friedrich Gauss (1777-1855)byl jeden z nejvétsich matematiki a fyzikii vech dob. Zabyval se teorif
¢isel, matematickou analyzou, geometrii, geodézii, magnetismem, astronomii, optikou. Nékdy byva oznacovan za
Hknizete matematiky“ nebo ,nejvétsiho matematika od dob antiky“ — silné ovlivnil vétsinu oblasti svého oboru.

5Pierre Simon de Laplace (1749-1827) byl francouzsky matematik, fyzik, astronom a politik; ¢len Francouzské
akademie véd, kralovské spolecnosti v Londyné a Komise pro miry a vahy. Laplace je prdvem povazovan za
jednoho z nejvétsich védcu vubec. Zanechal monumentdlni dflo jiz svym rozsahem. Zabyval se matematickou
analyzou, teorii pravdépodobnosti, nebeskou mechanikou, teorii potencidlu, zavedl pojem Laplaceovy transfor-
mace, uzil tzv. Laplaceuv operdtor (v parcidln{ diferencidlni rovnici pro potencidl silového pole). Je autorem
teorie o vzniku sluneéni soustavy z rotujici mlhoviny (Kantova-Laplaceova teorie) a mnoha dalsich teorif a metod
s mnoha aplikacemi

SLambert Adolphe Jacques Qételet (1796-1874). Belgicky védec, jeden ze zakladateli Kralovské statistické
spolec¢nosti v Londyné
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v souvislosti s mérenim obvodu prsou 5738 skotskych vojaku a predstavou jakéhosi ,normélniho®,
neboli pramérného jedince. Od té doby si model normélniho rozdéleni zacal budovat svoji pevnou

pozici ve vSech oblastech védy.

»

1.0 o
X
/7 )

0.5

u > M

Obréazek 2.3: Distribuéni funkce a hustota normalniho rozdéleni.

Hustota pravdépodobnosti: f(z) = — 1% exp (— (12—0;;)2> , TER
Distribuénd funkce F(x)=[*_f(t)dt, z€R
Zakladni charakteristiky : E(X) =p

Var(X) = o?
Ponékud nepfiijemné v tomto modelu je to, ze distribu¢ni funkci, kterd je ddna vyse uvedenym
integralem, nelze vyjadrit konec¢nou analytickou formuli; jeji hodnoty se pocitaji pomoci dis-
tribuéni funkce takzvaného normovaného normélniho rozdéleni (viz déle). V soucasné dobé to

viak nenf zdsadni omezeni, nebot fada programu (véetné tabulkového procesoru MS Excel) uméji

distribuéni funkci normélniho rozdéleni spocitat s dostate¢nou presnosti.

Obrézek 2.4: Vliv parametri pu a o normalniho rozdéleni na tvar kivky.

Parametry normélniho rozdéleni lze interpretovat jako parametr polohy EY = u a parametr
méritka VarY = o2, vzhledem k symetrii rozdéleni je p téz medidnem i modem. Vyznam

smérodatné odchylky o je ilustrovan obr. 2.4, kde je znazornéna pravdépodobnost toho, ze Y se
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lis1 od stfedni hodnoty p v absolutni hodnoté o méné nez ko, k =1,2,3.
Casto v praktickych vypoctech pouzivéme nésledujici vlastnost normalniho rozdéleni: M-
li ndhodnd veli¢ina X normalni rozdéleni pravdépodobnosti se stfedni hodnotou p a rozpty-

lem 02 (X ~ N(u,0?)), potom pro libovolné konstanty a,b € R,a > 0 m4 veli¢ina ¥ =

X-b
a

N (n=5.(2)°).

Nédhodn4 veli¢ina Z ma normované normalni rozdéleni, nebo téz standardni normalni

opét normdlni rozdéleni se stiedni hodnotou p — b a rozptylem (%)2, neboli pati (V =

22
rozdéleni, (Z =~ N(0,1)), je-li jeji hustota rovna ¢(z) = \/%76_772’ € R. Piislugna distribuéni

funkce se oznacuje obvykle symbolem ® a lze ji vyjadiit jako

1 [ ;2
d(z) = %/ e 7 dt.

— 00

Hodnoty této funkce se pocitaji rozvojem v fadu a integraci ¢len po ¢lenu, nebo jsou uvedeny

v takzvanych ,Statistickych tabulkach®.
n-ty obecny moment pro liché n = (2k — 1) je vzdy roven nule; tedy je EZ(?*~1) =0,k € N.

22
Pro n sudé, n = 2k je EZ%F = /2 [ 22ke¢=% dz. Po substituci 2 = t dostaneme”
J T JO 2

Ez?* — \/Z/Ooo(zt)”‘életdt = \;];)F(kw- %) =Q2E-DN=135...(2k—-1)

Toto rozdéleni se pouziva napiiklad tehdy, je-li tfeba porovnat vlastnosti vice ndhodnych
veli¢in s ruznym normalnim rozdélenim. S takzvanou normalizaci ndhodné veli¢iny jsme se uz
setkali pfi definici normovangch momentu v odstavci 1.2. Jestlize ma nahodna velicina X obecné
norméln{ rozdéleni (X ~ N(u,0)), vytvoiime normalizovanou ndhodnou veli¢inu Z = % Tato
veli¢éina md normované normalni rozdéleni (Z ~ N(0,1)). Vztah mezi hustotou f(z) veli¢iny X

a hustotou ¢(z) veli¢iny Z je nasledujici:

neboli

7Symbol (2k —1)!! se pouziva k vyjddien{ ,lichého* faktoridlu, tedy soucinu viech lichych ¢fsel od 1 do (2k—1).
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To lze snadno ovérit, dosadime-li do integralu pro F'(x) substituci *2# = z,dzx = odz.

Prakticky vyznam normalniho rozdéleni vyplyva i z takzvané ,centrdlni limitni véty“.

2.2 Testovani statistickych hypotéz

2.2.1 Test statistické hypotézy

Pod pojmem statistické hypotézy si budeme predstavovat jakékoli tvrzeni o jevu statistické
povahy. Napiiklad tvrzeni o délce zivotnosti vyrobku, o nezavislosti vysledku na pouzité metodé,
tvrzeni o pravdépodobnostnim rozdéleni sledované veli¢iny a podobné. Ovéfovani, zda hypotéza
plati ¢i nikoli, je predmétem statistického testovani. Toto provadime na zakladé pozorovani

(méfen{) néjakého vybéru (experimentu).

Test statistické hypotézy H proti alternativni hypotéze A je rozhodovaci pravidlo,
podle néhoz na zakladé realizace ndhodného vybéru rozhodujeme mezi dvéma tvrzenimi - sledova-
nou hypotézou a dopliitkovou, tzv. alternativni hypotézou A. Vysledkem naseho rozhodovani
je bud zamitnut{ hypotézy H ve prospéch alternativy A & jeji nezamitnuti. Skuteénost, Ze hy-
potézu nezamitdme, neznamend, ze namérend data tto hypotézu potvrzuji, ale pouze to, ze ji
nevyvraceji. Toto rozhodovaci pravidlo je urceno testovou statistikou 7'(X) a mnozinou v,

které fikame kriticky obor. Vlastni rozhodovani potom probihd pomoci indikatorové funkce

1 pokud T(X) € v,
1,(T(X)) =

0 pokud T'(X) ¢ v.

Pokud je hodnota indikdtorové funkce rovna 1, tedy T(X) € v potom hypotézu H zamitdme.
V opaéném pripadé fikame, ze hypotézu nelze zamitnout. Nase usili pfitom zaméfime na kon-
strukci testu, to znamend na urceni testové statistiky T a kritického oboru v, pomoci nichz

budeme moci co nejlépe rozhodnout o zamitnuti hypotézy.

Priklad 2.2.1 Pri doddvce rezistori je pro mds z hlediska pouZitelnosti rozhodugjici velikost od-
poru soucdstky. Vyrobce uddvd nomindlni hodnotu, od niZ se vsak vétsina namérengch hodnot

list. Jak rozhodnout, zda je pro nds doddvka prijatelnd.

Resent Nage méfen{ viak muze podléhat ndhodnym vliviim. Kontrola dodavky spocivé ve sta-
noveni rozhodovaciho pravidla, kterym chceme otestovat hypotézu, ze skuteény odpor je roven

nominalni hodnoté.
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Pii vyse popsaném rozhodovacim pravidle se mtiZeme dopustit chyby dvéma zptsoby. Bud
budeme piili§ prisni a zamitneme hypotézu, ktera plati - to je chyba prvniho druhu - nebo
naopak tuto hypotézu nezamitneme, i kdyz je nespravnda - v tomto piipadé se jednd o chybu
druhého druhu. Obé mohou mit nepfijemné dusledky, a proto budeme ziejmé za ,lepsi“ test
povazovat ten test, pti kterém bude pravdépodobnost obou chyb co nejmensi. Pfitom zpravidla
¢im mensi bude pravdépodobnost chyby 1. druhu, tim vétsi bude pravdépodobnost chyby 2.
druhu a naopak. V takovém piipadé nelze nalézt test minimalizujici obé chyby soucasné. Proto

postupujeme nasledujicim zpusobem.

P1i kontrukei testu pozadujeme, aby pravdépodobnost chyby 1. druhu byl mensi nebo rovna
danému ¢islu «, kterému iikdme hladina vyznamnosti testu. Pritom obvykle volime a =

0,05; 0,01 apod. Potom hleddme testovou statistiku 7'(X) a kriticky obor v,, tak aby

P(T(X)) € vo|Hplati) < «

P(T(X)) ¢ vo|H neplati) byla minimalni.
Kriticky obor je zpravidla interval, ohrani¢eny tzv. kritickymi hodnotami. Test potom
probiha tak, Ze spocteme hodnotu testové statistiky, porovndme ji s kritickymi hodnotami,

odpovidajicimi hladiné vyznamnosti o, a rozhodneme o zamitnuti ¢i nezamitnuti hypotézy.

V nékterych ptipadech - predev§im pii testovani pomoci pocitace - se pouziva jiny postup.
Spocte se hodnota testové statistiky a k ni nejmensi kriticky obor, pfi kterém bychom jesté
mohli na zdkladé této hodnoty zamitnout hypotézu proti dané alternativé. Hladina vyznamnosti,
odpovidajici tomuto kritickému oboru, se nazyva p-hodnota. Kdybychom volili hladinu vyznam-
nosti vétsi, nez je tato hodnota, mohli bychom jesté hypotézu zamitnout. Je-li tato p-hodnota
prilis malé, hypotézu zamitame. Napiiklad, spocteme-li pro dand data p-hodnotu rovnou 0,005
znamend to, ze pro jakékoliv o vétsi nez 0,005 bychom méli hypotézu zamitnout. Konkrétné pro

a = 0,01 uz hypotézu zamitame.

Sirokou t¥idu testi tvoif testy hypotéz o parametrech pravdépodobnostniho rozdéleni. V tomto
piipadé predpokladdame, ze pravdépodobnostni rozdéleni je urcitého typu a zavisi na neznamych
parametrech. Piedpoklddejme, Ze nezndmy parametr # muze nabyvat hodnot z néjaké mnoziny
©. Uvazujme hypotézu H : 6 = 0. Alternativni hypotéza miize byt bud A : § # 6, tak-
zvani oboustrannd alternativa pii této alternativé mluvime o oboustranném testu), nebo
Ay 10 <0 ci Ay : 0> 0 tzv. jednostranné alternativy (jimz odpovidaji tzv. jednostranné

testy).
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Funkci P, (), kterd kazdé hodnoté parametru § € © prifadi pravdépodobnost P(T'(X) €
v|f) nazyvéme silofunkci testu. Je to vlastné pravdépodobnost zamitnuti hypotézy H, ma-li
parametr hodnotu 6. Hodnotu silofunkce v bodé # = 6; nazyvame silou testu vzhledem

k alternativé 0 = 0, a pouzivame ji k pro hodnoceni kvality testu.

2.2.2 Testy o parametrech normalniho rozdéleni

V prvni ¢asti tohoto odstavce uvedeme nékolik parametrickych testi, které se pouzivaji pii
vybéru X = X1,..., X, z rozdéleni N(u,c?). Tyto testy se zabyvaji hypotézami o parametrech
1 a o. Pritom rozliSujeme nékolik pripadu:

Predpokladejme, ze hodnotu ¢ zndme. Budeme testovat nulovou hypotézu H : pu = pg proti
alternativé A : u # po na hladiné vyznamnosti «. Test zaloZime na statistice %\/ﬁ, kterda m4,

za predpokladu platnosti hypotézy, rozdéleni N (0, 1). Kriticky obor je potom uréen nerovnosti
X - o
Sy
o 2

kde u(1 — §) je (1 — §)-kvantil rozdéleni N(0,1). Pokud bude hodnota vybérového priméru

T = %Z?:l x; ziskand z pozorovani x1,...,x, leZet v intervalu

Ho — —=u(l = ) <& < o + —=u(l — 5)

NG 2 NG 2

hypotézu nezamitneme na hladiné vyznamnosti a. V opaéném piipadé hypotézu zamitame.
Pozndamka: Srovnejte tento vysledek s intervalem spolehlivosti v VI.3.2. Hypotézu H ne-
zamitneme tehdy, kdyZ hypotetickd hodnota ug bude lezet v 100(1 — )% intervalu spolehlivosti,
zkonstruovaném na zakladé pozorovani i, ..., T,.

Pii jednostranné alternativé A; : u < pg resp. As @ i > po bude kriticky obor uréen nerovnosti

T —

Moﬁzu(l—a)

m\/ﬁ < u(a), resp.
o o

Jednovybérovy t-test. Nejcastéjsim piipadem je test hypotézy H : u = g proti alternativé A :

1t # o na hladiné vyznamnosti a pii nezndmé hodnoté o. Nezndmou hodnotou o nahrazujeme

jejim odhadem S a test zalozime na statistice i;f‘o v/n. Plati-li hypotéza H, m4 tato statistika
Studentovo t-rozdéleni o (n — 1) stupnich volnosti (viz V.4.6). Kriticky obor je potom uréen

nerovnosti

ng“v%>uhm1—g)
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kde t,—1(1 — §) je (1 — §)-kvantil rozdéleni ¢ o n — 1 stupnich volnosti.
Pro jednostranné testy proti alternativim pu < pg resp. p > pg bude kriticky obor urcen

nerovnostmi
j .

§

‘LLO\/’E S _tn—l(l - a)j ;uo\/ﬁ Z tn—l(l - 05)

Pro vybéry o velkém rozsahu n lze t-test pouzit (piiblizné) i bez pfedpokladu normality
vybéru. Podle centrdlni limitni véty IV.2.4 mé totiz vybérovy prumér X v limité pro n —

T—

oo normélni rozdéleni N(u,0?) a tedy statistika §“° v/n mé piiblizné Studentovo t-rozdélent

o (n —1) stupnich volnosti.

Chceme-li testovat hypotézu o rozptylu H : 02 = o proti alternativé A : 02 # 03 na hladiné

(n—1)8? k . . " ‘ .
——, kterd mé za platnosti hypotézy (viz V.4.6)

vyznamnosti «, muzeme pouzit statistiku

rozdéleni x o n — 1 stupnich volnosti. Oznaéme s? hodnotu vybérového rozptylu s = ﬁZ(i =

1)"(x; — ), ziskanou z pozorovéani x1, ..., 2,. V tomto piipadeé je kriticky obor pro oboustrannou

alternativu A : 02 # sigma3 uréen nerovnostmi

s xn—12%(%)og  xm—-1>%(5%0
T < <s
n—1 n—1

zatimco pro jednostranné alternativy A; : 02 < o resp. Az : 02 > o3 dostaneme kritické obory

_12 2 _121_ 2
2o X VAo 10 —a)d

< s7,
n—1 n—1

symbol y(n — 1)?(a) zde oznacuje a-kvantil chi-kvadrat rozdélenf o (n — 1) stupnich volnosti.

Parovy t-test. Sledujeme-li na jednom objektu dva podobné znaky zaroven, pouzivame ndhodny
vybér dvojic ndhodnych velicin {(X1,Y1),...,(X,,Ys)}. O velicindch X; a Y; predpokladdme,
ze jsou paroveé zavislé. Napiiklad métfeni vlastnosti materidlu pred tepelnym zpracovanim a po
ném na vybranych n vzorcich.

Predpokladejme, ze {Xi,...,X,} je ndhodny vybér z mnormalntho rozdéleni N(ux,0?) a
Y1,...,Y, je ndhodny vybér z rozdéleni N(uy,o%). Veliciny X; a ¥; mohou byt parové zdvislé.
Budeme testovat hypotézu o rovnosti stfednich hodnot H : ux = py proti alternativé A : ux #
py na hladiné vyznamnosti . V. tomto piipadé budeme misto puvodné sledovanych veli¢in
(X1,Y1),...,(X,,Y,) pracovat s veli¢inami Z,...,Z,, kde Z; =Y; — X;,i = 1,...,n. Protoze
X; a Y; maji normalni rozdéleni, bude se i velicina Z fidit normélnim rozdélenim se stfedni
hodnotou pz = py — px a rozptylem 0%, o jehoz vztahu k rozptylim ox a oy nelze vzhledem

k mozné zavislosti nic pfedpokladat. Rovnost stiednich hodnot X a Y je ekvivalentni nulovosti
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stfedni hodnoty rozdilu Z. Pro aritmeticky pramér plati Z = Z—4 a hodnotu vybérového rozptylu

52Z spoc¢teme podle vztahu

n

S (zi—y — 2+ 7)>

2
S =
Z 7 n—-1
K testu hypotézy H : pz = 0 na hladiné vyznamnosti o pouzijeme jednovybérovy t-test (viz

VIIL.2.2), tedy pfi oboustranné alternativé A : pu # 0 hypotézu H zamitneme, pokud

_ Sz
= _77«"”—1(1 -

vn

g) nebo S—Ztn_l(l - g) < Z.

2 vn 2

Jsou-li veliciny X a Y nezavislé, pouzivame pro srovndni stfednich hodnot dvou vybéru
dvouvybérovy t-test. Necht X,..., X, je vybér z rozdéleni N(ux,0%) aYi,...,Y,, je vybér

z rozdéleni N(uy,o%) a tyto vybéry jsou na sobé nezdvislé. Rozlisujeme dva ptipady:

(1) Oba vybéry maji stejné rozptyly 0% = o%. Potom statistika

T X-Y mn ,
S m-+n
kde
1 _ _
2 _ n o 2 m . _ V)2
S —m[ (X = X230 (Y - V)
mé za platnosti nulové hypotézy H : pux = py Studentovo t-rozdéleni o m +n — 2

stupnich volnosti. Test uvedené hypotézy proti oboustranné alternativé A : ux # py na

hladiné vyznamnosti « lze tedy zalozit na nerovnosti

n 1
>tm n— 1-- .
S m+n = " 2( 204)

Test hypotézy H proti jednostrannym alternativam A : pux < py, resp. As : ux > gy na

hladiné vyznamnosti « je zaloZen na nerovnostech

Yy—x mn

> tm n— 1- )
S m+n n-2(l =)
Yy—x mn

> tmtn— = —tmtn— 1-
I s b a(e) =t a(@)(1 - @)

(2) Oba vybéry maji razné rozptyly 0% # o%. Potom pouZijeme piiblizny test, zalozeny na

statistice
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~ 1 1
T="=—, kde §? = —s% + —s%.
S n m

Test hypotézy H : ux = py proti oboustranné alternativé na hladiné vyznamnosti « lze zalozit

na nerovnosti

lg—z _ 1 [1, e 1 5 «
g Z ? _ESxtn_l(lf§)+E5th_1(175)
na nerovnosti
g—x _ 1 [1, 15
— > — | —S%tn-1(1 — — 8y tm—1(1 —
T <% _nSX 1( 04)+m3Y 1(1—a)

pii jednostranné alternativé A; : px < uy a na

y—7 11 1
3 < % HS-QXt”*(l —a)+ Es%tm,l(l — )

pii alternativé As : ux > py.

Piiklad 2.2.2 Pri zpracovdni je treba materidl zahtdt na vysokou teplotu. Pred zpracovdnim bylo
vybrdno ndhodné 10 vzorki a zmérena jejich tvrdost. Po zpracovani bylo opét vybrdno ndhodné

jgingch 10 vzorku, na nichZ byla zmérena tvrdost. Namérené hodnoty jsou v ndsledujict tabulce:

pied | 3,15 2,98 3,00 2,75 8,21 3,33 295 281 326 288

po | 8,21 299 8,11 291 322 328 509 300 328 299

Testujte hypotézu, Ze se tvrdost materidlu vlivem zpracovdni nemeénd.

Resent: Je m = n = 10. Spocteme & = 3,032,5 = 3,108, 52 = 0,03875,35 = 0,018. Za
predpokladu, ze rozptyl pfed i po zpracovani zustava stejny (naméfeny rozdil je nevyznamny),
pouzijeme postup, popsany v VIL.2.6.a). Dostaneme hodnotu s? = 0,02838 a testové statistiky
T = 1,009. Pii hladiné vyznamnosti o = 0,05 je t18(0,975) = 2,101 a tedy hypotézu nelze

zamitnout.

Priklad 2.2.3 UvaZujme stejnou dlohu jako v predchozim prikladu, pouze s tim rozdilem, Ze
sledovand velic¢ina je mérena pred v po zpracovani na 10 vzorcich, které byly ndhodné vybrdany

pred zacdtkem experimentu. Namérend data ziustdvaji stejnd.

Resent V tomto piipadé je tieba vzit do tvahy zavislost, kters zde muze byt zptisobena dalsimi
vlastnostmi vzorki. Proto pouzijeme parovy t-test. Dostavame z = z—y = —0,076,s, = 0,07777.
Testové statistika zde bude mit hodnotu 7" = 3,09, kterou budeme srovnavat s c¢islem tg9 =

(0,975) = 2,262. V tomto piipadé hypotézu zamitneme. Uvedené piiklady ukazuji, jaky vliv na
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vysledek muze mit tzv. ndvrh experimentu. Druhy ptipad lépe vystihuje skutecnost, ze namérena

data nejsou nezavisld a bere do ivahy dalsi mozné vlivy, plynouci z individuality vzorku.

Uvazujme dva nezavislé vybéry: Xi,..., X, z rozdéleni N(ux,0%) a Y1,...,Y, z rozdéleni
N(uy,o0?) mizeme provést tzv. test shody rozptyla neboli F-test. K testu hypotézy H :

02 = 02 lze pouzit napifklad statistiku
X Y p p

_ 5%

F=:=X
S5

Rozdéleni statistiky F je podle V.4.6 a V.4.9 za predpokladu H rozdélenim F o (n—1)a (m—1)
stupnich volnosti. Kriticky obor pro test hypotézy H proti oboustranné alternativé A : 0% # 0%

na hladiné vyznamnosti « je uréen nerovnostmi

2 2

% o, sk a 1

> F, 1m-1(l—=)a—=5 < F,,_1.m— =

sf/ = “n-lm 1( 2) s% nebm 1(2) Fn—l,m—l(l_%)

kde F), ., () je a-kvantil rozdéleni F'(n, m). Tedy hypotézu zamitdme pro mald F' blizkd nule a
pro velkd F' (pfi platnosti hypotézy by meélo byt F' blizké 1). Kritické obory pro test hypotézy
H proti alternativim A; : 0% > 0% Ay : 0% < 0% na hladiné vyznamnosti «a jsou uréeny

nerovnostmi

2 2
s s 1
> Fima(l—a)resp.5 < Fyoqmo1(a) = (1-a)
s3 5y Frno1m-1

2.2.3 Testy dobré shody

Pii vyhodnoceni vysledku experimentu velmi casto pfedpoklddame, ze naméfené hodnoty jsou
realizacemi nahodnych veli¢in s normalnim rozdélenim. K provéfeni hypotézy o typu rozdéleni,
z néhoz byl vybér pofizen pouzivame takzvané testy dobré shody. Jedna se tedy o hypotézy

o shodé teoretického a empirického rozdéleni.

Test hypotézy, ze nahodny vybér pochdzi z rozdéleni se spojitou znamou distribuéni funkei
Fy(z), muzeme provést pomoci takzvaného Kolmogorov-Smirnovova testu. Tento test je

zaloZen na statistice

D = supsen{ (o) - Foe)] |

kde empirickd distribuéni funkce F,(x) je definovdna v paragrafu V.3.6. Pomoci této definice
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Ize statistiku D zapsat také ve tvaru

7

Fo(X@i)) - Z;H }

D= ma$1<i<n{max [

Hypotéza H : F(x) = Fo(z) bude zamitnuta na hladiné vyznamnosti « ve prospéch alterna-
tivy A : F(x) # Fo(z) alespon pro jedno z, jestlize D < D,,(1 — «), pficemz hodnoty D, (1 — «)

jsou mald n tabelovany viz [Ja]) a pro velka n(n > 100) lze pouzit aproximaci (viz [Zv])

Tento test lze spravné pouzit pouze pro takové hypotézy, které urcuji funkci Fj, jednoznacné,
veetné jejich parametru.

x2-test dobré shody vychdzi z tiidniho rozdéleni ndhodného vybéru. Nejprve tedy prove-
deme rozklad namérenych hodnot do disjunktnich tfidnich intervali pomoci zvoleného déleni
ap < a1 < az < --+ < ap a spocteme Cetnosti n; (viz V.2.1). Déle spocteme hypotetické
pravdépodobnosti p; = Fy(a;) — Fy(a;—1). Pii volbé tiidnich intervali se doporucuje dodrzet
zasadu aby teoretické ¢etnosti np; pro vSechna ¢ byly vétsi nebo alesponi rovny ¢islu 5. Hypotézu,

ze vybér je z rozdéleni s distribuéni funkei Fy(x) potom testujeme pomoci statistiky
(ni — npz')Q

npq
Pii tomto postupu je tieba rozlisit dva ptipady:

a) Hypotézu uréuje distribuéni funkci jednoznaéné, véetné parametrii. Potom mé statistika x?

asyptoticky, to znamen4 piiblizné pro velkd n, rozdélen{ x?(k — 1). Bude-li tedy
x> > Xiq(l —a)

kde x7_,(1—a) je (1—a)-kvantil rozdélen{ x?(k—1) zamitneme nulovou hypotézu H : X1, ..., X,
pochdzi z rozdéleni s distribucni funkci Fy(x) proti alternativé A :toto rozdéleni je jiné, na
hladiné vyznamnosti o

b) Teoretické ¢etnosti p; zavisi na [ nezndmych parametrech. V takovém piipadé pouzijeme pii
vypoétu p; odhady téchto parametru. Pfitom se sniz{ pocet stupii volnosti rozdéleni statistiky
x? pravé o pocet odhadnutych parametrii na (k — 1 —1). Kriticky obor pii hladiné vyznamnosti
a potom bude dan nerovnosti

X > xioia(1—a)
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K ovéreni predpokladu normalniho rozdéleni 1ze pouzit testy normality zalozené na vybérovych

koeficientech Sikmosti A3 a SpiGatosti A4. Pro tyto statistiky (viz. V.3.4) plati nésledujici

vztahy:
B(4s) = 0, Var(4s) = 35525
B(Ag) = =385, Var(Ay) = ona 23

pricemz v/nAs a v/nA4 maji pti n — oo priblizné normélniho rozdéleni. Test zalozeny na Sikmosti

zamitné hypotézu o normalité, pokud

| A3

Wy ="

(Y o)

test zalozeny na $picatosti zamitne hypotézu o normalité, pokud

|As — E(A4)|

Var(Ay) z u(l - 5)

kde u(1—%) je (1—$)-kvantil rozdéleni N (0, 1). Hladina vyznamnosti obou testi je asymptoticky
rovna «. PTi ovéfovani normality je vhodné provést oba testy. Hypotézu nezamitneme teprve

tehdy, pokud ji nelze zamitnout obéma testy zaroven. Tyto testy jsou v nékterych ptipadech

vvvvv

2.2.4 Neékteré neparametrické testy

Znaménkovy test je test o hodnoté medidnu (viz V.3.7). Predpokldaddme, ze vybér X1,..., X,
je z rozdélent se spojitou distribuéni funkcei F(z). Budeme testovat hypotézu H : x50 = x¢ proti
alternativé Ty # xg na hladiné vyznamnosti a. Vytvorime posloupnost rozdilu X; —xg, ..., X, —
xp. Oznaéme Z pocet ¢lenu této posloupnosti s kladnym znaménkem a m pocet nenulovych
rozdili. Z je ndhodnd veli¢ina s binomickym rozdélenim (viz 11.3.2) s parametry m a % Pro

mald m lze tedy stanovit kriticky obor pro dané a uréenim celého ¢isla ¢ tak, aby byly splnény

OO IO

Hypotézu H potom zamitneme, pokud Z < ¢ nebo m—c < Z. Pro vétsi m lze vyuzit aproximace

nerovnosti

binomického rozdéleni rozdélenim normélnim (viz véta v IV.2.1) a kriticky obor vyjadfit pomoci

(1 — §)-kvantilu rozdéleni N(0,1) nerovnosti |2f/%m‘ > u(l — §). Pro jednostranné alternativy

vytvorime kriticky obor analogicky jako v VIL.2.1.
Jednovybérovy Wilcoxonuv test. Predpokldaddme, ze {X1,..., X, } je vybér z rozdélen{

se spojitou distribuéni funkei F(z), kterd je symetrickd kolem medidnu z5¢ (neboli F'(z50 — ) =
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1 — F (x50 + x). Budeme opét testovat hypotézu H : (Z50 = o) proti alternativé (x50 # xo) na
hladiné vyznamnosti . Podobné jako v VII.4.11 v tomto pfipadé vytvorime posloupnost rozdila
X1 —xo,...,X, —z¢ a dile budeme pocitat pouze s nenulovymi rozdily, jejichz pocet oznacime
m. Tuto posloupnost uspoidddme vzestupné podle absolutnich hodnot a ozna¢ime R; poiadi
ndhodné veli¢iny |X; — z¢|. Se¢teme-li pofadi R pro vSechny éleny, pro které je X; —zo > 0 a
tento soucet oznacime ST, dostaneme statistiku, pro kterou za platnosti hypotézy plati

m(m + 1)
4

m(m +1)(2m + 1)
24

E(ST) = , Var(S™) =

a pro velkd m je jeji rozdéleni ptiblizné normalni. Proto budeme pracovat radéji s normovanou

st—E(st)
vV Var(St)

m jsou kritické hodnoty v(1 — §) tabelovany, pro velkd m lze pouzit kvantily rozdéleni N (0, 1).

veli¢inou V = . Hypotézu tedy zamitneme, pokud |[V| > v(1 — §). Pro malé hodnoty

Dvouvybérovy Wilcoxonuv test slouzi k testovani hypotézy o shodé distribuénich funkei
dvou vybéri. Necht {X1,..., X, } a {Y1,...,Y,,} jsou dva nezdvislé vybéry ze dvou spojitych
rozdéleni. Za platnosti hypotézy jsou tato rozdélenf totoznd a spojeny vybeér { Xy, ..., X, Y1,..., Y}
Ize povazovat za vybér z jednoho rozdéleni. Oznaéme RX poiadi veli¢in X; ve spojeném vybéru,
uspofadaném podle velikosti a necht RX = 3>""  RX. Potom je

m(m+n+1)
2

mn(m +n+ 1)

B(RY) = 12

Var(RY) =

Test 1ze zalozit pifmo na statistice RX a kriticky obor je potom uréen nerovnost{ RX > w,, ,(1—
%), kde kritické hodnoty wm (1 — §) jsou tabelovany (viz napf. [An], [Sk], [Zv]). Pro pfiblizny

i . _ R¥X—E(RY) P . ) .
test pouzijeme normovanou velicinu W = VLT ktera ma za platnosti hypotézy pro velké
rozsahy m a n piiblizné rozdéleni N (0, 1).

Oba uvedené testy - znaménkovy i Wilcoxonuv - jsou Castou pouzivany jako testy parové

namisto parového t-testu.

2.3 Regresni analyza

2.3.1 Regresni zavislost

V matematice vyjadiujeme zavislost hodnot jedné proménné na hodnotach druhé proménné

dované velic¢iny, pii jejiz realizaci pusobi fada dalsich (ndhodnych) vlivi, dostdvdme soubor

naméfenych hodnot, které vykazuji ¢asto jisté odchylky proti hodnotdam, které bychom ocekavali



2.3. Regresni analyza 32

z teoretického rozboru sledovaného jevu nebo z jakési ocekdvané pravidelnosti.

Piiklad 2.3.1 Pri soustruZeni vznikd v misté obrabéni na ndstroji teplota, zdvisld na rychlosti
posuvy ndstroje. Mezi teplotou 8 mérenou ve stupnich Celsia a rychlosti posuvu v v metrech za
manutu byl odvozen teoreticky vztah 8 = aw®, kde a a B jsou konstanty, zdvisejici na dalich
podminkdch experimentu. Hodnoty, které byly nameéreny pri laboratornim mérent, vsak tomuto

vztahu odpovidaji jen velmi priblizné, jok lze vidét z grafu.

Piedpoklddejme, ze sledovanou ndhodnou veli¢inu Y lze vyjadfit jako funkei (zpravidla nendhodnych)

veli¢in X, ..., X, a ndhodné odchylky ¢ jako

Y:f(Xl,...7Xr;917...,95)+E.

Funkce f se nazyva regresni funkce a 64,...,0; nazyvidme parametry regrese. O ndhodné
veli¢iné e, ktera se ¢asto nazyva nepravem ,chybou“, predpokladame, ze ma symetrické rozdéleni
se stfedni hodnotou 0 a rozptylem o2. Obvykly je predpoklad norméalnfho rozdéleni N(0,o02).
Uvedeny vztah se nazyva regresni model. Podle druhu zavislosti regresni funkce na nezndmych
parametrech 61, ...,0, potom hovoifme bud o linedrnim regresnim modelu nebo o nelinedrnim
regresnim modelu. Nadale se budeme zabyvat pouze linedrnim modelelm.

Stfedni hodnota E(Y) je potom funkei hodnot veli¢in Xi,..., X, a neznAmych parametra

01,...,0s. Tuto vlastnost vyjadiime vztahem

E(Y):f(xl,“';xr;ol,'"aas)a

kde z1,...,z, jsou naméfené hodnoty veli¢in X1,..., X, a 64,...,0, jsou parametry.

Nédhodné veli¢iné Y se iikd vysvétlovand proménnd, velicindm Xi,..., X, budeme fikat
vysvétlujici proménné. Podle tvaru regresni funkce budeme mluvit o pFimkové, expo-
nencialni, kvadratické, polynomické a jinych regresich. V piipadé piimkové regrese rozlisujeme
podle poctu vysvétlujicich proménnych tzv. jednoduchou regresis jednou vysvétlujici proménnou

a vicendsobnou regresi s vice vysvétlujicimi proménnymi.

V zésadé zde méame dva problémy: ur¢it tvar (typ) regresni funkce a Pti vySetfovan{ regresni
zavislosti je regresni funkce zpravidla zndma (vyplyva z teoretickych vztahu) nebo se jeji tvar
odhaduje (opticky, napfiklad podle X-Y grafu rozptylenosti). Proto se v dalsim textu omezime na
ilohu odhadu regresnich parametru predpoklddané regresni funkce. K tomu nejéastéji pouzivame

tzv. metodu nejmensich ¢tverct. Tato metoda spociva v provedeni n nezdvislych méfreni
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hodnot veli¢in Y, Xq,..., X, a v nalezeni hodnot él, e 9;, pii nichz funkce
n 2
S(1,....00) =Y {yi — (@1, w301, 0,)
i=1
nabyva svého minima. Vektory y;, z1,, ..., ,, oznacuji i-té pozorovani vektoru Y, Xy,..., X,,i =

1,...,n.

Nejsme-li si jisti a rozhodujeme-li se mezi nékolika modely, potom zpravidla volime ten, v
némz je hodnota funkce S(61,...,0s) — takzvany rezidudlni soucet ¢tverct — nejmensi.

V pifpadé linedrn{ regresni funkee f(z, o, ) = a+ Sz budeme minimalizovat funkei S(«, 8) =
> (yi — a — Bx;)?. Nutnou podminkou pro extrém funkce dvou proménnych je nulovost obou

parcidlnich derivaci

oS =
fe = e g =0
?)—Z = -2 ;(yz —a— fx;)x; =0,

coz vede k takzvané soustavé normalnich rovnic

n n
nat B @ = ) v
i=1 i=1
n n n
DR WIS I
i=1 i=1 i=1
jejimz feSenim dostaneme bodové odhady a a b parametru «a a 3

b Z?:1(xi —Z)yi
> (2 —T)?
_ i (@ —T)yi

a = Yy-Fr————5x=y—bT

Yoy (zi — )2

kde z = L 3" 2,7 = L3 | y;. Podminku postacujici neni tieba vySetfovat, nebot funkce

S(a, B) je ryze konvexni.

2.3.2 Jednoducha piimkova regrese

Velmi ¢astym piipadem regresni zavislosti je pfimkova regrese. Predpokladejme regresni vztah
Y = a+ BX + ¢, kde X je ndhodna veli¢ina a € je ndhodna veli¢ina s normélnim rozdélenim
N(0,0?).

Bodové odhady a a b parametru a a § ziskdme metodou nejmensich ¢tvercu ve tvaru uve-
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deném v piikladé VIII.1.6. Namérené hodnoty yi,...,¥y, lze povazovat za hodnoty realizaci
nezavislych ndhodnych veli¢in Y7, ...,Y,, s normalnim rozdélenim N (a + bx;,02). Z tohoto hle-
diska jsou bodové odhady a a b odhadovymi statistikami, a tedy ndhodnymi veli¢inami. Hodnoty
e; =y;—a—bxr;, i =1,... nsenazyvaji rezidua a lze je povazovat za odhady hodnot chybového

élenu e. Cislo §; = a + bx; je odhadem hodnoty ndhodné veli¢iny Y;.

Oznac¢me Sr = S(a,b) takzvany rezidudlni souéet Eétvercu

n n n n n
SR=Ze? ZZyi —a—bl‘i2 :ny —@Zyi _bzxiyi~
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Bodovy odhad s? rozptylu o2 chybového élenu € je potom dén vztahem s = (ns%

5y @ nazyva se

rezidualni rozptyl.

Pomoci s2 lze vyjadiit odhady rozptylu obou regresnich parametri

2\ 2 2
52 552 i1 52 S

CTny - (O @) T S 2 —na?

Statistiky T, = (asfia) alp = % maji Studentovo t-rozdéleni o (n — 2) stupnich volnosti.

Intervalové odhady pro parametry a a 8 jsou potom dany nerovnostmi

@ — Satp_o(1 — %) <a<a+ Satn_o(l— %)

b= Sptn—s(l = 2) < B < b+ Sptn-a(l - J)

kde (1—) je koeficient spolehlivosti a t,_»(1—7) je (1—3)-kvantil t-rozdéleni o (n—2) stupnich

volnosti.

V nékterych piipadech nés zajim4, zda hodnota nékterého z parametri se lisi vyznamné
od nulové hodnoty nebo ne a zda jej 1ze tudiz v regresni funkci vynechat. Oboustranné testy
nulovosti regresnich koeficientu lze zalozit na odhadovych statistikach T, = S% resp. Ty = S% a
jim odpovidajicim kritickym oborum tak, Ze pfi splnéni nerovnosti

|To| > tn—a(l — %), resp. |Th| > tn_a(l — %)7

zamitneme hypotézu o nulovosti parametru «, resp. 5, na hladiné vyznamnosti -.

Regresnim modelem se snazime vysvétlit zmény - variabilitu - vysvétlované veli¢iny ¥ pomoci

zmén vysveétlujici veliciny X. Podil ¢asti variability Y vysvétlené modelem ku celkové variabilité
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Y, zpravidla vyjddieny v procentech, se nazyva koeficient determinace R? a je ddn vztahy

S+ b —7)?

B= =S e (1 - Z”_f;—zﬁ> ’

kde Sg je rezidudlni soucet ¢tvercu.

K 1plné regresni analyze patiii analyza rezidui. Pfedevsim by mély vyhovovat predpokladu
normality, za kterého byly vSechny ptredchozi vysledky odvozeny. Pokud tomu tak neni, nelze
vysledky povazovat za duvéryhodné. K ovéfeni shody hodnot rezidui s normaéalnim rozdélenim
lze pouzit néktery z testu, uvedenych v odstavci VII.3, nebo pravdépodobnostni papir, ktery
je popsan v kapitole X. Z analyzy rezidui lze detekovat i takzvana odlehla pozorovani. To
znamena ty hodnoty, které byly chybné naméfeny nebo indikuji nesrovnalosti v modelu, a jimz
je tfeba vénovat zvlastni pozornost. Ke zjistovani téchto hodnot lze pouzit napiiklad krabicové
gragy, popsané v kapitole X.

Model linedrni regrese lze pouzit i v nékterych ptripadech, kdy zavislost mezi veli¢inami X
a Y neni linearni. Jsou to ptripady, kdy lze provést takzvanou linearizaci modelu. Vhodnou
transformaci prevedeme nelinedrni zavislost na linedrni a pouzijeme linearni regresni model.
Piitom vSak musime byt velmi opatrni, nebot ve, co bylo odvozeno pro linedrni regresni model
za predpokladu normality chybového ¢lenu e plati pouze pro ”linearizovany model”, nikoli pro
model puvodni, a to opét za predpokladu, ze ndhodnd veli¢ina, odpovidajici transformovanému

chybovému ¢lenu v linearizovaném modelu, ma normalni rozdéleni.

Priklad 2.3.2 Zdvislost mezi teplotou 0 a rychlosti posuvu v v prikladu 3.3.1. lze povaZovat za
regresni zdvislost ve tvaru @ = a.vP €, kde o a B jsou regresni koeficienty a € je ndhodnd velicina
se stredni hodnotou 1. Provedeme-li transformaci Y = Inf, X = lnv,a = Ilna,e = lneab = B,

dostaneme Y = a + bX + e, tedy linedrni vztah.

Podobné jako v pfedchozim piikladu lze linearizovat i jiné modely, napt. logaritmicky, tj.

Y =in(a+ B.X), reciproky ¥ = ﬁ a dalsi.
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Kapitola 3

Jednofaktorové experimenty

Z predchoziho textu je ziejmé, Ze velikost experiment se rychle zvySuje s mnozstvim faktoru, nebo
poctem jejich urovni. Napiiklad, pokud mame sledovat dva faktory ve tfech irovnich, je v piipadé
uplného experimentu pozadovéno pozorovani 9 (tedy 3 x 3) riznych kombinaci. Pfiddme-li tfet{
faktor se tfemi Urovnémi, pocet kombinaci naroste na 27 (3 x 3 x 3). Pfi ¢tvrtém faktoru se
tfemi urovnémi uz je to 81 kombinaci. Pouzijeme-li pouze dvé trovné pro kazdy faktor, pak v
pripadé étyi faktort potiebujeme jen 16 (2 x 2 x 2 x 2) kombinaci. Z tohoto duvodu se ¢asto
navrh experimentu omezuje na dvé trovné. Dalsiho snizeni poctu pozorovanych kombinaci 1ze
dosdhnout pii dil¢ich (neiplnych) faktoridlnich ndvrzich experimentu.

V této kapitole budeme uvazujme situaci, kdy predpokladame, ze na odezvu pusobi pouze
jediny faktor. Tento predpoklad je ¢asto zjednodusenim redlného stavu, ale z praktického hlediska

je pomérné dobfe uchopitelny, realizovatelny a snadno pochopitelny.

Piiklad 3.0.3 Spotieba niti v krejéovské vigrobé se mize ligit pri pouZiti ruznych typu Sicich
stroju. UvazZujme dva pouZivané typy: stroje s asynchronnim motorem a stroje se servomotorem.

Je prokazatelny vliv typu Siciho stroje na spotiebu?

Ptiklad 3.0.4 Pro tisténd vodivyjch drah na textiliich nebo celkovou upravu textilii vedouct k elek-
trické vodivosti textilie se nabizi vyuZiti recyklovangch uhlikovijch vldken v pruzniych kompozitnich
materidlech. Vzorky kompozitnich materidli byly zhotoveny z nanocédstic C-vldken v pomérech
50%, 10%, 80% a 90% s disperznim lepidlem. Je zkoumdn vliv koncentrace uhlikovyjch vldken na

povrchovou rezistivitu vzorki.

Priklad 3.0.5 Odolnost bakelitového krytu spinace zdvisi na teploté, pri které dochdzi k jeho

vytvrzovdni. Jakd je optimdlnd teplota pro dosaZeni nejlepsi pevnosti?
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Piiklad 3.0.6 Mdme rozhodnout, kterd metoda je vhodnéjsi pro meérend zdatrhovosti textilii. Tes-
tujeme 20 vzorku ruzniych textilii a porovndvame namérené hodnoty jednotlivimi metodami na

kazdém vzorku.

Piiklad 3.0.7 Predmétem experimentu je porovndni viparného odporu na ruznijch druzich ha-
siéskych uniforem pred a po prani. Pro méreni bylo vybrdno pét vzorki riznijch vijrobcu. Vijsledkem
jsou dvé hodnoty vyparného odporu pro kazdy vzorek, které indikuji vliv prani. Zajimd nds, ktery

vyrobee doddvd virobky vhodnéjsi z hlediska komfortnich viastnosti, mezi néz vyparny odpor patri.

Pét uvedenych piikladi mé jedno spoleéné: vzdy se jedna o predpokladanou zavislost odezvy
na jediném ovliviujicim faktoru. Rozdil je v tom, ze v prvnim ptipadé faktor nabyvéa pouze
dvou trovnf (dva typy Sicich stroju), ve druhém piipadé rozlisujeme Ctyfi trovné, zatimco ve
tfetim piipadé muze faktor, kterym je teplota, nabyvat teoreticky nekoneéné mnoha hodnot
(drovni) z né&jakého piipustného intervalu (daného technologickym postupem). Ve étvrtém a
patém piipadé se jedna o pozorovani ”po dvojicich”, kdy na jednom vzorku naméiime vzdy dvé
ruzné odezvy za ruznych urovni ovliviiujictho faktoru. V téchto piipadech muze hodnota odezvy
zaviset i na dalsich vlastnostech jednotlivych vzorki.

Tyto rozdily samoziejmé ovlivni zpusob navrzeni experimentu a predevsim analyzu jejich

vysledku. V dalsim textu si popiSeme nékteré zdkladni pristupy k feseni podobnych 1loh.

3.1 Dvouudrovnové jednofaktorové experimenty

Uvazujme nyni situace, kdy faktor nabyva pouze dvou urovni. V takovém pripadé potifebujeme
provést métreni ¢i pozorovani pii kazdé z téchto drovni. Dostaneme tak dvé skupiny hodnot
odezvy, které mezi sebou budeme porovnavat.

Pti navrhu takového experimentu musime rozhodnout nésledujici otazky:
e kolik budeme provadét replikaci (méfeni)?

e jak vybereme jednotlivé pripady?

e budeme sdruzovat méreni do bloku?

e jaké metody pouzijeme pro vyhodnoceni vysledku?

Piiklad 3.1.1 Kolikrdt je treba zmérit fyzikdlni velic¢inu jejiz presnd hodnota je m, abychom
mohli s pravdépodobnosti 0,96 turdit, Ze prumér téchto mérent se lisi od m o méné nez 22 Je

zndmo, Ze smérodatnd odchylka mérici metody je o = 4.
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Resent: Piesna hodnota m piedstavuje stfedni hodnotu méfeni X;,i =1,..., n, DX; = o2 = 16.
Pro S, =Y., je ES, = nm, DS, = 16n, pouzitim Cebysevovy nerovnosti (viz 2.1) a centraln{

limitn{ véty (viz ??7) dostdvame
P(S”—m <2> :P(‘S”_”m‘ <\/ﬁ> m2<1><\/ﬁ> - 1.

n 4y/n 2 2
Posledni vyraz ma byt roven alespon 0, 96. ijravou této nerovnosti je

20 (‘/277> > 1,96 a tedy ? > &~1(0,96) = 2,055,

tedy pocCet méfeni musi byt alespon 17. Piiklad predstavuje ulohu planovani experimentu na

zakladé pozadavkl na presnost.

3.1.1 Nezavisla méreni

Jsou-li veliciny X a Y nezavislé, pouzivame pro srovnani stiednich hodnot dvou vybéri dvouvybérovy
t-test. Necht Xi,..., X, je vybér z rozdéleni N(ux,0%) a Yi,...,Y, je vybér z rozdéleni

N(uy,0%) a tyto vybéry jsou na sobé nezavislé. Rozlisujeme dva ptipady:

(1) Oba vybéry maji stejné rozptyly c% = o%. Potom statistika

T:X_Y mn ,
S m+n
kde
1 _ _
2 n 2 m 2
S preT—1 (7 (Xi = X)? + 20, (Y - V)7

ma za platnosti nulové hypotézy H : pux = py Studentovo t-rozdéleni o m +n — 2
stupnich volnosti. Test uvedené hypotézy proti oboustranné alternativé A : ux # py na

hladiné vyznamnosti « lze tedy zalozit na nerovnosti

Test hypotézy H proti jednostrannym alternativim A; : px < py, resp. A : px > py na

hladiné vyznamnosti « je zalozen na nerovnostech

Yy—x mn
S m+n

g — X mn
S m+n > tm+n—2(a) = 7tm+n_2(0é)(]- o a)

Y

tm+n—2(1 - O‘)a
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(2) Oba vybéry maji razné rozptyly 0% # o%. Potom pouZzijeme ptiblizny test, zaloZeny na

statistice

~ X-Y ~ 1 1
T="-—, kde S? = —s% + —s%.
T e S %

Test hypotézy H : ux = py proti oboustranné alternativé na hladiné vyznamnosti « lze zalozit

na nerovnosti

lg—z _ 1 1, ! 1 5 a
— > — | —s5%tp_1(1— = — 83 tm_1(1 — =
§ 2 F [pxi ot psvieal=g)
na nerovnosti
g—z _ 1 [1, 1 5
> | 25kt (1 — =2t (1—
T <% _nsx 1( 04)+m5Y 1(1—a)

pfi jednostranné alternativé A; : px < gy a na

j—z _ 11, 1,
— < —— | —8%t_1(1 — — 8y tm_1(1 —
T ST @ 5 Sxtn 1( a)+msy 1(1—a)

pii alternativé As : ux > py -

Priklad 3.1.2 Pri zpracovdni je tieba materidl zahtdt na vysokou teplotu. Pred zpracovdnim bylo
vybrdno ndhodné 10 vzorki a zmérena jejich tvrdost. Po zpracovdni bylo opét vybrdno ndhodné

Jingch 10 vzorku, na nichz byla zméfena tvrdost. Namérené hodnoty jsou v ndsledujici tabulce:

pied | 8,15 2,98 3,00 2,75 821 3,33 295 281 38,26 288
po | 8,21 299 3,11 291 822 328 309 300 328 299

Testujte hypotézu, Ze se turdost materidlu vlivem zpracovdni nemeénd.

Reseni: Je m = n = 10. Spocteme # = 3,032,5 = 3,108,s2 = 0,03875, SZ = 0,018. Za
predpokladu, Ze rozptyl pfed i po zpracovani zustava stejny (naméfeny rozdil je nevyznamny),
pouzijeme postup, popsany v VII.2.6.a). Dostaneme hodnotu s? = 0, 02838 a testové statistiky
T = 1,009. Pii hladiné vyznamnosti a« = 0,05 je ¢18(0,975) = 2,101 a tedy hypotézu nelze

zamitnout.

Piiklad 3.1.3 Uvazujme stejnou ulohu jako v predchozim prikladu, pouze s tim rozdilem, Ze
sledovand veli¢ina je mérena pred i po zpracovini na 10 vzorcich, které byly ndhodné vybrdny

pred zacdatkem experimentu. Namérend data zustdvaji stejnd.

Resent: V tomto piipadé je tfeba vzit do tivahy zavislost, kters zde muze byt zptisobena dalsimi

vlastnostmi vzorki. Proto pouzijeme parovy t-test. Dostavame z = z—y = —0,076,s, = 0,07777.
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Testova statistika zde bude mit hodnotu T = 3,09, kterou budeme srovnivat s ¢islem tg =
(0,975) = 2,262. V tomto piipadé hypotézu zamitneme. Uvedené piiklady ukazuji, jaky vliv na
vysledek muze mit tzv. ndvrh experimentu. Druhy ptipad lépe vystihuje skute¢nost, ze namérena

data nejsou nezavisld a bere do ivahy dalsi mozné vlivy, plynouci z individuality vzorku.

Uvazujme dva nezdvislé vybéry: Xi,..., X, z rozdéleni N(ux,0%) a Y1,...,Y, z rozdélen
N(py,o0%) mizeme provést tzv. test shody rozptyli neboli F-test. K testu hypotézy H :

0% = o2 lze pouzit napiiklad statistiku

S%

F - ST

Yy
Rozdéleni statistiky F' je podle V.4.6 a V.4.9 za pfedpokladu H rozdélenim F' o (n—1) a (m—1)
stupnich volnosti. Kriticky obor pro test hypotézy H proti oboustranné alternativé A : 0% # 0%

na hladiné vyznamnosti « je uréen nerovnostmi

2 2
Sx Q. Sx o 1
7>Fn7 m— 1_*a7<7Fn7 m—1\5 __F

S%’ N b 1( 2) 52Y b 1(2) n—lym—l(l g)

kde F,, m () je a-kvantil rozdéleni F'(n, m). Tedy hypotézu zamitdme pro mald F' blizka nule a

pro velkd F' (pfi platnosti hypotézy by mélo byt F' blizké 1). Kritické obory pro test hypotézy

H proti alternativim A; : 0% > 0% Az : 0% < 0% na hlading vyznamnosti o jsou uréeny

nerovnostmi
sk 8% 1
SON > Fn—l,’m—l(l - 04)7“65117 < Fn—l,m—l(a) = (1 - O[)
Sy Sy anl,mfl

V praxi se ¢asto pouziva tzv. predpokladu normality, t.j., ze ndhodny vybér pochazi z norméalniho
rozdéleni s urcitou stfedni hodnotou a néjakym, blize neuréenym rozptylem. K ovéreni tohoto
predpokladu lze pouzit testy mormality zaloZzené na vybérovych koeficientech Sikmosti A3 a

Spicatosti A4. Pro tyto statistiky (viz. V.3.4) plati nasledujici vztahy:

E(A3) =0, Var(As) 6(n—2)

= DTS
o _ 24n(n—2)(n—3)
E(A4) = =3, Var(A) = GG s)tis)

pricemz y/nAs a /nA4 maji pfi n — oo priblizné normélniho rozdéleni. Test zalozeny na Sikmosti
zamitné hypotézu o normalité, pokud
|As| o

Vary) =172
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test zalozeny na Spicatosti zamitne hypotézu o normalité, pokud

|As — E(A4)|

Var(As) > u(l - 5)

kde u(1—%) je (1—%)-kvantil rozdéleni N (0, 1). Hladina vyznamnosti obou testii je asymptoticky
rovna «. Pfi ovéfovani normality je vhodné provést oba testy. Hypotézu nezamitneme teprve

tehdy, pokud ji nelze zamitnout obéma testy zaroven. Tyto testy jsou v nékterych ptipadech

VVVVVVVVV

Priklad 3.1.4 Pomoct testu Sikmosti a $picatosti testujte normalitu dat

z prikladu V.2.3.

Resent: Pro vybérové koeficienty sikmosti a §picatosti dostavame hodnoty Az = —0, 005364, E(As3) =
0,D(A3) = 0,129325, Ay = —0,393762, E(A4) = —0,146341, D(A4) = 0,414962. Testové statis-
tika pro test zalozeny na Sikmosti ndm dava hodnotu 0,015 a statistika pro test zalozeny na
Spicatosti je rovna 0,384. Porovnanim s 0,975-kvantilem standardn9ho normélniho rozdéleni
1(0,975) = 1,96 tedy nelze zamitnout hypotézu o normalité na hladiné vyznamnosti o = 0,05
ani jednim z testu.

Dvouvybérovy Wilcoxonuv test slouzi k testovani hypotézy o shodé distribuénich funkci
dvou vybéri. Necht {X1,...,X,} a {Y1,...,Y,,} jsou dva nezdvislé vybéry ze dvou spojitych
rozdéleni. Za platnosti hypotézy jsou tato rozdéleni totoznd a spojeny vybér { X1, ..., X, Y1,..., Y}
lze povazovat za vybér z jednoho rozdéleni. Oznaéme R;X pofadi veli¢in X; ve spojeném vybéru,
uspoiddaném podle velikosti a nechf RX = Y"" | RX. Potom je

m(m+n+1)
2

mn(m+n+ 1)

B(RY) = 12

Var(RY) =
Test lze zalozit pifmo na statistice RX a kriticky obor je potom uréen nerovnosti RX > Wiy (1 —

$), kde kritické hodnoty wp, »(1 — §) jsou tabelovany (viz napi. [An], [Sk], [Zv]). Pro pfiblizny

RX—E(RX)

IR kterd ma za platnosti hypotézy pro velké

test pouzijeme normovanou veli¢cinu W =

rozsahy m a n piiblizné rozdéleni N(0,1).

3.1.2 Zavisla pozorovani

Parovy t-test. Sledujeme-li na jednom objektu dva podobné znaky zaroven, pouzivame ndhodny
vybér dvojic ndhodnych velicin {(X1,Y1),...,(X,,Ys)}. O velicindch X; a Y; predpokldddme,
ze jsou paroveé zavislé. Napiiklad métfeni vlastnosti materidlu pred tepelnym zpracovanim a po

ném na vybranych n vzorcich.
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Predpokladejme, ze {Xi,...,X,} je ndhodny vybér z mnormalntho rozdéleni N(ux,0?) a
Yi,...,Y, je ndhodny vybér z rozdéleni N(uy,o0% ). Veliciny X; a ¥; mohou byt parové z4vislé.
Budeme testovat hypotézu o rovnosti stfednich hodnot H : px = py proti alternativé A : ux #
iy na hladiné vyznamnosti . V' tomto piipadé budeme misto puvodné sledovanych veli¢in
(X1,Y1),..., (X, Y,) pracovat s veli¢inami Zy,...,Z,, kde Z; =Y; — X;,i = 1,...,n. Protoze
X; a Y; maji normdlni rozdéleni, bude se i velicina Z 7idit normélnim rozdélenim se stfedni
hodnotou pz = py — pux a rozptylem 0%, o jehoz vztahu k rozptylim oy a oy nelze vzhledem
k mozné zavislosti nic pfedpokladat. Rovnost stiednich hodnot X a Y je ekvivalentni nulovosti
stfedni hodnoty rozdilu Z. Pro aritmeticky prumeér plati Z = Z—¢ a hodnotu vybérového rozptylu

52 spocteme podle vztahu

n

n (i -y — T+ g2

2 _
z = n—1
K testu hypotézy H : pz = 0 na hladiné vyznamnosti o pouzijeme jednovybérovy t-test (viz

VII.2.2), tedy pii oboustranné alternativé A : p # 0 hypotézu H zamitneme, pokud

=L, (1

NG

o
tn,1(1 — 7) < Z.

o Sz
=) nebo ~Z
) nebo 5

2 vn

Dalsi dva uvedené testy - znaménkovy a Wilcoxonuv - jsou castou pouzivany jako testy parové
namisto parového t-testu.

Znaménkovy test je test o hodnoté medidanu . Predpokladdme, ze vybér Xi,..., X, je
z rozdéleni se spojitou distribuéni funke{ F(z). Budeme testovat hypotézu H : x50 = x( proti
alternativé T5y # xo na hladiné vyznamnosti a.. Vytvoifme posloupnost rozdilu X; —zg, ..., X, —
xp. Oznaéme Z pocet ¢lenu této posloupnosti s kladnym znaménkem a m pocet nenulovych
rozdilia. Z je ndhodnd veli¢ina s binomickym rozdélenim (viz 11.3.2) s parametry m a % Pro

mald m lze tedy stanovit kriticky obor pro dané o urcenim celého ¢isla ¢ tak, aby byly splnény

S)G) <5< ()0)

Hypotézu H potom zamitneme, pokud Z < ¢ nebo m—c < Z. Pro vétsi m lze vyuzit aproximace

nerovnosti

binomického rozdélen{ rozdélenim normalnim (viz véta v IV.2.1) a kriticky obor vyjddfit pomoci
(1 — §)-kvantilu rozdéleni N (0, 1) nerovnosti % > u(l — §). Pro jednostranné alternativy

vytvotime kriticky obor analogicky jako v VIIL.2.1.

Jednovybérovy Wilcoxonuv test. Predpokladdme, ze {X1,..., X, } je vybér z rozdélen{

se spojitou distribuéni funkei F(z), kterd je symetrickd kolem medidnu x5y (neboli F(z50 — ) =
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1 — F (x50 + x). Budeme opét testovat hypotézu H : (50 = o) proti alternativé (x50 # xo) na
hladiné vyznamnosti . Podobné jako v VII.4.11 v tomto pfipadé vytvorime posloupnost rozdilua
X1 —xg,...,X, —xo a dile budeme pocitat pouze s nenulovymi rozdily, jejichz pocet oznacime
m. Tuto posloupnost uspoidddme vzestupné podle absolutnich hodnot a oznac¢ime R; poiadi
ndhodné veli¢iny |X; — 2¢|. Se¢teme-li pofadi R; pro vSechny éleny, pro které je X; —z9 > 0 a
tento souéet oznaéime ST, dostaneme statistiku, pro kterou za platnosti hypotézy plati

m(m+ 1)
4

m(m+1)(2m + 1)
24

E(ST) = , Var(ST) =

a pro velkd m je jeji rozdéleni pfiblizné normalni. Proto budeme pracovat radéji s normovanou

S+7E(S+). H
Var(St)

veli¢inou V' = ypotézu tedy zamitneme, pokud [V| > v(1 — §). Pro malé hodnoty

m jsou kritické hodnoty v(1 — §) tabelovany, pro velkd m lze pouzit kvantily rozdéleni N (0, 1).

3.1.3 Usporadani do bloku

Ocekdvame-li, Ze se experimentaln{ podminky budou béhem zkousek ménit (samozrejmé kromeé
cilenych zmén zkoumaného faktoru), je vhodné usporadat zkousky v blocich. V rdmci kazdého
bloku se, pokud je to mozné, vystiidaji vSechny urovné zkoumaného faktoru. Potradi stiidani
urovni faktoru je uvniti kazdého bloku ndhodné. Takovym blokum se fika uplné zndhodnéné

bloky. Neni-li moZzné v rdmci bloku vystiidat vSechny urovné zkoumaného faktoru (netplné

Piiklad 3.1.5 Pomoct experimentu zkoumdme vliv pouzitého katalyzdtoru na vytézek chemického
procesu, a chceme vybrat nejvhodnéjsi ze ctyr typu. Odezvou je vytéZek chemického procesu, tj.
mnoZstvi vyrabéné latky, zkoumany faktor, katalyzdtor, md ctyri drovné. Predpokladejme, Ze
muzZeme provést dvacet Ctyri zkousSek, pri vyvdZeném nduvrhu to znamend vidy Sest zkouSek se

stejnym katalyzdtorem. Jedna vdrka vstupni suroviny ovsem staci jen na provedeni ¢tyr zkousek.

P#i planovéani experimentu je tieba pocitat s tim, ze kvalita vstupni suroviny bude v ruznych
varkach kolisat a ptispivat tak k vétsi experimentalni chybé. Proto je vhodné volit usporadani do
bloku. Ty budou tvofeny jednotlivymi varkami vstupni suroviny. Pi jedné varce vstupni suroviny
vystiiddme vSechny tirovné zkoumaného faktoru (katalyzdtoru). Jejich pofadi se pro kazdy blok

voli ndhodné. Vysledky zkousek jsou uvedeny v tabulce a znédzornény bodovym diagramem.

Piiklad 3.1.6 Ukolem je zjistit, zdali 4 mizné typy ostit produkugji mizné zdznamy pri zjistovdnd
turdosti materidlu. Zkusebni stroj provede vryp do testovaného materidlu a podle hloubky vrypu

se usuzuje na tvrdost materidlu.
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Varka

Uroven | 1 2 3 4 5 6
Al 87 | 79 | 82 | 8 | 83 | 78
A2 93 | 84 | 89 | 96 | 86 | 87
A3 88 | 80 | 84 | 91 | 83 | 82
A4 88 | 77 | 83 | 90 | 82 | 79

Tab. 3.1: Vliv pouzitého katalyzatoru

Zde existuje pouze jeden faktor — druh ostii. Hloubka vrypu muze ovSem kromé typu ostii
zaviset do jisté miry i na materidlu, z néhoz je vzorek zhotoven. Vzorky totiz nemusi byt zcela
homogenni, nebof mohou byt rtizné tvrdé. Tim se do ndvrhu pokusu vnasi dalsi vedlejsi faktor,
a to variabilita zpusobend ruznymi etalony ze zkuSebniho materidlu. Takze variabilita méfent
obsahuje jesté variabilitu zpusobenou ruznymi etalony.

Abychom tutu zavislost eliminovali, rozhodneme se méfit na kazdém etalonu vrypy vsech
Ctyt typu ostii. To znamned, ze provedeme nejméné 4 x 4 = 16 pokusu. K tomu je zapotiebi
tedy celkem 16 vzorku, ¢tyfi z kazdého etalonu. Méfeni usporadame do ¢tyi bloku, kde blokem
bude etalon, na némz se provedou vzdy méfeni s kazdym typem ostii, tj. 4 vrypy. Protoze
v kazdém bloku budeme mit vSechny typy ostii, hovoiime o tuplném blokovém navrhu. Kdyz
poradi pokustu v ramci kazdého bloku budeme provadét ndhodné, méame ndvrh experimentu

typu uplnych znahodnénych bloku.

3.2 Jednofaktorové experimenty s vice tirovnémi

3.2.1 Ordinalni odezva

Pro vétsi pocet uvazovanych urovni pusobiciho faktoru lze pro vyhodnoceni jeho vlivu pouzit
takzvané jednofaktorové analyzu rozptylu“. Zkoumame zavislost odezvy Y na faktoru X, re-
prezentovaném diskrétnimi hodnotami (trovnémi) x1,xs, . .., T.

Jednofaktorovd analyza rozptylu davd odpovéd na otdzku, zda lze uréitym faktorem X
vysvétlovat ruznost kvantitativni odezvy Y. Predpokladd provedeni k nezavislych nahodnych
vybéru hodnot znaku Y o rozsazich ni,ns,...,n, pti drovnich z1,xo, ...,z faktoru X. To jest
celkem n = Zle n; méfeni. Zakladnim predpokladem pouziti analyzy rozptylu je, ze kazdy z
k nezavislych vybéri znaku Y pochdzi z normalntho rozdéleni N (u;,0?) se stejnym rozptylem
o2, Ziskédvame tedy celkem n pozorovani ndhodné veli¢iny Y rozdélenych do k skupin, kazd4 o
rozsahu n;, 2 = 1,..., k. V analyze rozptylu testujeme hypotézu Hy : 1 = po = --- = g oproti
alternativni hypotéze, ze alesponn dvé hodnoty p jsou ruzné.

Analyza rozptylu srovnavé variabilitu uvnitf & skupin s variabilitou mezi skupinami, charak-
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terizovanou variabilitou jejich stfednich hodnot. Jako mira variability zde slouzi stfedni soucty
kvadratickych odchylek uvnitf a mezi skupinami. Soucet kvadratickych odchylek uvniti k-té

skupiny je

4

i=1
kde §; = = Y77, y;;. Variabilita uvniti skupin se potom podili na celkovém souétu kvadratickych

nj

odchylek v experimentu hodnotou

k. nj

SSp =2 (yi; — 9;)*
j=1i=1
Oznacime-li celkovy prumér v modelu jako 3 = %Zle >0 vij, potom soucet kvadratickych
odchylek mezi skupinami se na celkovém souctu kvadratickych odchylek v experimentu podili
touto ¢asti i
SSk =Y (5, —9)*
j=1

Plati tedy, ze

k mnj
SSr =" (yi; — §)* =SSk + SSx.

j=1i=1
Tyto dvé casti celkové variability maji rizné ,stupné volnosti®, tedy jsou slozeny z ruzného
poctu nezavislych séitancu. SSF mé pocet stupnu volnosti & — 1 (coz odpovida k skupindm pro
jednotlivé tirovné faktoru), SSg mé Zle(nj — 1) = n — k stupna volnosti (n; — 1 v kazdé

skupiné). Odtud dostaneme tzv. ,stfedni soucty ¢tvercu

SSk o MSSE:SSE

MSSF:k—l —

Pokud by platila hypotéza Hy, mély by byt vSechny skupinové prumeéry priblizné stejné, tedy
s témeér nulovou variabilitou mezi nimi. Potom by M SSr mélo byt zanedbatelné vzhledem k

MSSg. Budeme tedy testovat pomér

_ MSSg

F= .
MSSEg

Pokud jsou splnény predpoklady pro pouziti této metody, tedy pokud
e métené veliCiny jsou stochasticky nezavislé a
2

e méfené veliciny maji normalni rozdéleni se stejnym rozptylem o<,

potom m4 veli¢ina F' zndmé rozdéleni pravdépodobnosti, nazyvané F-rozdéleni s parametry k—1
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an—k. To Ze je zndmé znamend, ze umime nalézt tzv. kritickou hodnotu f(k —1,n — k), kterou
nahodn4d veli¢ina s timto rozdélenim prekroé¢i jen s danou pravdépodobnosti a.

Rozhodovaci pravidlo pro zamitnuti hypotézy Hy je potom F > f(k —1,n — k).

3.2.2 Nominalni odezva

Velmi casto odezva nemd ordindlni charakter, coz znamend, ze jeji uspofadéani jejich hodnot
(pokud je méme vyjadieny ¢iselnymi hodnotami) nemd smysl. Napiiklad je-li odezvou pohlavi,
barva latky, druh omaku a podobné.

Predpoklddejme, ze odezva muze nabyvat m hodnot, ovliviiovanych jednim kvalitativnim
faktorem, ktery muze nabyvat k ruznych drovni, u nichz muze ale nemusi mit uspofddédni smysl.
V takovém ptipadé provadime pfti n replikacich N = n.k.m pozorovani a budeme sledovat ¢etnosti
vysledki n;; kdy pii i-té trovni faktoru nastala j-td Groven odezvy. Vysledky budeme zapisovat

do takzvané kontingencéni tabulky. Kontingenéni tabulka je tabulka o k fadcich a m sloupcich

Piiklad 3.2.1 Ovliviiuje barva oc¢i Rh faktor?
Provedeme 400 pozorovdni, jejichZ vysledky jsou v Tab. 3.77 a chceme testovat hypotézu o

tom, Ze barva o¢i neovliviiuje Rh faktor.

barva o¢i | RhT | Rh™ | soucet
modra 35 65 100
hnéda 94 206 300
soucet 129 271 400

Tab. 3.2: Zjisténé cetnosti kombinaci

Za predpokladu nezévislosti by (podle margindlnich souc¢tu) mélo platit:

barva o¢f | Rh* Rh™ | soucet
modré | 32,25 | 67.75 | 100
hnéda 96,75 | 203,25 300
soucet 129 271 400

Tab. 3.3: Odhadnuté ¢etnosti kombinaci

Pro test nezavislosti v kontingenéni tabulce pouzijeme testovou statistiku ve tvaru

T Z (pozorovand etnost — otekdvand cetnost)?
ocekavand cetnost

Testov4 statistika mé chi-kvadrat rozdéleni o (k — 1) x (m — 1) stupniu volnosti

2 2

C=3 (ni m:ij)Z

i=1 j=1
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V naSem piikladu je konkrétné

,  (35—132,25)2  (65—67,75)2 (94—96,75)% (206 — 203,25)%
= = 0,2289
X 32,25 et T 96,75 | 203,25 ’

Tuto hodnotu budeme srovnavat s kritickou hodnotou chi-kvadrat rozdéleni s jednim stupném

volnosti x?(0,05) = 3,84. Tedy hypotézu o nezavislosti nezamitdme.

3.2.3 Latinské c¢tverce

Uvazujme modelovou situaci, kdy predpokladdme zavislost hodnoty odezvy na jediném fak-
toru, ktery muze mit celkem & drovni. Nicméné, experiment nelze provést izolované od okolnich
podminek, které mohou vysledek také ovlivnit. V tomto ptipadé hovoiime o tzv. vedlejsich fakto-
rech. Pokud tyto vedlejsi faktory mohou nabyvat také k irovni, muzeme pro ndvrh experimentu
pouzit schéma, nazyvané latinsky ctverec.

Latinsky c¢tverec je ¢tvercova tabulka k x k, jejiz fadky odpovidaji trovnim jednoho z ve-
dlejsich faktoru, fadky odpovidaji hodnotam urovni druhého z vedlejsich faktoru. V bunkach
tabulky jsou velkymi latinskymi pismeny! vyznaceny tirovné uvazovaného hlavniho faktoru. In-
terpretace takové tabulky je nasledujici: za pusobeni kazdé z k urovni vedlejsiho faktoru pro-
vedeme k méfeni, v nichz se vystiidaji vSechny drovné druhého z vedlejsich faktoru a vSechny
urovné hlavniho faktoru. Cilem je provést k replikaci méfeni s maximalnim vylouc¢enim vliva

vedlejsich faktoru.

= | 3| QO =~
> Q| O H| o

O & | | Q w

QD =™ | W o

ot | Lol | =
vslleoliwlie| i

Tab. 3.4: Piiklad latinského ¢tverce 5 x 5.

3.3 Regresni experimenty

V matematice vyjadiujeme zavislost hodnot jedné proménné na hodnotdch druhé proménné
funkénim vztahem. V  praktickych tlohach je vsak situace slozitéjsi. Pfi méfeni hodnot sle-
dované velic¢iny, pii jejiz realizaci pusobi fada dalsich (ndhodnych) vlivi, dostdvdme soubor
namétrenych hodnot, které vykazuji ¢asto jisté odchylky proti hodnotdam, které bychom ocekavali

z teoretického rozboru sledovaného jevu nebo z jakési ocekdvané pravidelnosti.

«

LOdtud nézev ,latinsky“ ¢tverec
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Priklad 3.3.1 Pri soustruzent vznikd v misté obrdbéni na ndstroji teplota, zdavisld na rychlosti
posuvy ndstroje. Mezi teplotou 6 mérenou ve stupnich Celsia a rychlosti posuvu v v metrech za
minutu byl odvozen teoreticky vztah 0 = av®, kde o a B jsou konstanty, zdvisejici na dalsich
podminkdch experimentu. Hodnoty, které byly naméreny pri laboratornim meéreni, vsak tomuto

vztahu odpovidaji jen velmi priblizné, jak lze vidét z grafu.

Predpoklddejme, ze sledovanou ndhodnou veli¢inu Y 1ze vyjadrit jako funkei (zpravidla nendhodnych)

veli¢in X1, ..., X, a ndhodné odchylky € jako

Y:f(Xl,...,XT;al,...795)+€.

Funkce f se nazyva regresni funkce a 64,...,60, nazyvame parametry regrese. O nahodné
veliciné e, kterd se ¢asto nazyva nepravem ,chybou“, predpoklddame, ze ma symetrické rozdéleni
se stfedni hodnotou 0 a rozptylem o2. Obvykly je predpoklad normalniho rozdéleni N(0,02).
Uvedeny vztah se nazyva regresni model. Podle druhu zavislosti regresni funkce na nezndmych
parametrech 61, ...,0, potom hovoifme bud o linedrnim regresnim modelu nebo o nelinedrnim

regresnim modelu. Nadale se budeme zabyvat pouze linedrnim modelelm.

Stredn{ hodnota E(Y) je potom funkef hodnot veli¢in X7, ..., X, a nezndmych parametru

01,...,0s. Tuto vlastnost vyjadiime vztahem

E(Y) = f(xl,...,xr;el,...ﬁs),

kde z1,...,z, jsou naméfené hodnoty veli¢in X1,..., X, a 04,...,0, jsou parametry.

Nédhodné veliciné Y se iikd vysvétlovand proménna, velicindm Xi,..., X, budeme fikat
vysvétlujici proménné. Podle tvaru regresni funkce budeme mluvit o piimkové, expo-
nencialni, kvadratické, polynomické a jinych regresich. V piipadé primkové regrese rozlisujeme
podle poctu vysvétlujicich proménnych tzv. jednoduchou regresi s jednou vysveétlujici proménnou

a vicendsobnou regresi s vice vysvétlujicimi proménnymi.

V zdsadé zde méame dva problémy: ur¢it tvar (typ) regresni funkce a Pti vySetfovan{ regresnf
zavislosti je regresni funkce zpravidla zndma (vyplyva z teoretickych vztahti) nebo se jeji tvar
odhaduje (opticky, naptiklad podle X-Y grafu rozptylenosti). Proto se v dalsim textu omezime na
ilohu odhadu regresnich parametri predpoklddané regresni funkce. K tomu nejéastéji pouzivame

tzv. metodu nejmensich ¢tverct. Tato metoda spociva v provedeni n nezavislych méfeni
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hodnot veli¢in Y, X1,..., X, a v nalezeni hodnot 91, ... ,6;, pfi nichz funkce
n 2
S(1,....00) =Y {y — (@1, w301, 0,)
i=1
nabyvé svého minima. Vektory y;, z1,, ..., Z,, oznacuji i-té pozorovani vektoru Y, Xy,..., X,,i =

1,...,n.

Nejsme-li si jisti a rozhodujeme-li se mezi nékolika modely, potom zpravidla volime ten, v
némz je hodnota funkce S(61,...,0s) — takzvany reziduilni soucet ¢tvercti — nejmensi.

V piipadé linedrni regresni funkce f(x, o, 8) = a+ 2 budeme minimalizovat funkei S(«a, 8) =
Z?:l(yi — a — Bx;)?%. Nutnou podminkou pro extrém funkce dvou proménnych je nulovost obou

parcidlnich derivaci

aS n

70 = -2 ;Zl(yz' —a—fx;) =0
oS -

— = =2 i —a — PBx;)xr; =0,
5 gﬁy Bx;)

coz vede k takzvané soustavé normalnich rovnic

n n
na+ 8 Z x; = Z Yi
i=1 i=1
n n n
DT IR W
i=1 i=1 i=1
jejimz fesenim dostaneme bodové odhady a a b parametria « a 8

b Z?:1(xi - f)yz
i (2 —)?
_ Z?:l(xi —T)Yi_

a = Yy-SF—F———5r=y—bx

Yim (@i =)

kde T = %Z?:l T,y = %Z?:l ;. Podminku postaéujici neni tfeba vysetfovat, nebot funkce

S(a, B) je ryze konvexni.

3.3.1 Jednoducha primkova regrese

Velmi castym piipadem regresni zévislosti je pfimkova regrese. Predpoklddejme regresni vztah
Y = a+ BX + ¢ kde X je ndhodnd veli¢ina a € je ndhodnd velicina s normélnim rozdélenim
N(0,0?).

Bodové odhady a a b parametru a a  ziskdme metodou nejmensich ¢tverci ve tvaru uve-
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deném v piikladé VIII.1.6. Namérené hodnoty yi,...,¥y, lze povazovat za hodnoty realizaci
nez4vislych ndhodnych veli¢in Y7, ..., Y, s normélnim rozdélenim N(a + bx;,0?). Z tohoto hle-
diska jsou bodové odhady a a b odhadovymi statistikami, a tedy ndhodnymi veli¢inami. Hodnoty
e; =yi—a—bxr;,i=1,... nsenazyvaji rezidua a lze je povazovat za odhady hodnot chybového

élenu €. Cislo §; = a + bx; je odhadem hodnoty ndhodné veli¢iny Y;.

Ozna¢me Sr = S(a,b) takzvany rezidudlni souéet Etvercu
n n n n n
Sk = 26? = Zyz —a—bz;? = Zy? - azyi - bzxiyi-
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Bodovy odhad s? rozptylu o2 chybového élenu € je potom dén vztahem s? = (ns%g) a nazyva

se rezidudlni rozptyl.

Pomoci s2 lze vyjadiit odhady rozptylu obou regresnich parametrt

2y 2 2
52 82> i1 T 52 S

= ey R
¢ WZ?:l sz - (Z?:l ;)% Z?:l 5512 —nx”

Statistiky T, = (as;aa) alpg= (bgf ) maji Studentovo t-rozdélenf o (n — 2) stupnich volnosti.

Intervalové odhady pro parametry o a 8 jsou potom dany nerovnostmi
a— Satn_o(1— %) <a<a+ Sitn_o(l— %)

b= Shtn—s(1=2) < B < b+ Sptn-a(l— )

kde (1—7) je koeficient spolehlivosti a ¢, 2(1—73) je (1—3)-kvantil t-rozdéleni o (n—2) stupnich

volnosti.

V nékterych pfipadech nds zajimd, zda hodnota nékterého z parametru se lisi vyznamné

od nulové hodnoty nebo ne a zda jej lze tudiz v regresni funkci vynechat. Oboustranné testy

nulovosti regresnich koeficientli Ize zalozit na odhadovych statistikdch T, = g resp. T) = S% a

jim odpovidajicim kritickym oborum tak, Ze pii splnéni nerovnosti

|Ta| > tn—2(1 — %), resp. |Ty| > tp—o(1 — %)7

zamitneme hypotézu o nulovosti parametru «, resp. 3, na hladiné vyznamnosti -.

Regresnim modelem se snazime vysvétlit zmény - variabilitu - vysvétlované veli¢iny ¥ pomoci

zmén vysveétlujici veliciny X. Podil ¢asti variability Y vysvétlené modelem ku celkové variabilité



3.3. Regresni experimenty 52

Y, zpravidla vyjddieny v procentech, se nazyva koeficient determinace R? a je ddn vztahy

Yoii(a+ br; — )

== o :(1‘%)

kde Sg je rezidudlni soucet ¢tvercu.

K 1plné regresni analyze patiii analyza rezidui. Pfedevsim by mély vyhovovat predpokladu
normality, za kterého byly vSechny pfedchozi vysledky odvozeny. Pokud tomu tak neni, nelze
vysledky povazovat za duvéryhodné. K ovéfeni shody hodnot rezidui s normaéalnim rozdélenim
lze pouzit néktery z testu, uvedenych v odstavci VII.3, nebo pravdépodobnostni papir, ktery
je popsan v kapitole X. Z analyzy rezidui lze detekovat i takzvana odlehla pozorovani. To
znamena ty hodnoty, které byly chybné naméteny nebo indikuji nesrovnalosti v modelu, a jimz
je tfeba vénovat zvlastni pozornost. Ke zjistovani téchto hodnot lze pouzit napiiklad krabicové
gragy, popsané v kapitole X.

Model linedrni regrese lze pouzit i v nékterych ptripadech, kdy zavislost mezi veli¢inami X
a Y neni linearni. Jsou to ptipady, kdy lze provést takzvanou linearizaci modelu. Vhodnou
transformaci pfevedeme nelinearni zavislost na linearni a pouzijeme linedrni regresni model.
Piitom vSak musime byt velmi opatrni, nebot vse, co bylo odvozeno pro linedrni regresni model
za predpokladu normality chybového ¢lenu e plati pouze pro ”linearizovany model”, nikoli pro
model puvodni, a to opét za predpokladu, ze ndhodnd veli¢ina, odpovidajici transformovanému

chybovému ¢lenu v linearizovaném modelu, ma normalni rozdéleni.

Piiklad 3.3.2 Zdvislost mezi teplotou 0 a rychlosti posuvu v v prikladu 3.3.1. lze povaZovat za
regresni zdvislost ve tvaru 0 = a.vP €, kde o a B jsou regresni koeficienty a € je ndhodnd velicina
se stredni hodnotou 1. Provedeme-li transformact Y = Inf, X = lnv,a = Ina,e = lneab = B,

dostaneme Y = a + bX + e, tedy linedrni vztah.

Podobné jako v pfedchozim piikladu lze linearizovat i jiné modely, napf. logaritmicky, tj.

Y =In(a+ B.X), reciproky Y = ﬁ a dalsi.



Kapitola 4

Vicefaktorové experimenty

Ve vétsiné piipadu pusobi na odezvu vice nez pouze jediny faktor. Potom je tieba provést navrh
vicefaktorového experimenmtu. Jeho navrh je komplikovanéjsi, vyzaduje zpravidla vice méfeni
a omezeni poctu sledovanych virovni pusobicich faktorti. Takto navrzené experimenty jsou vSak
mnohem efektivnéjsi nez experimenty zkoumajici faktory po jednom v ¢ase, které zahrnuji stu-
dium zmény jediného faktoru v danou chvili a jejich vliv na vyrobek nebo proces. Zatimco
jednofaktorové experimenty jsou snadno pochopitelné, neumoznuji vysettovani toho, jak tento
faktor ovliviiuje produkt nebo proces v piitomnosti dalsich faktoru. Vztah, pii kterém se méni
vliv jednoho faktoru na vyrobek nebo postup v zavislosti na jednom nebo vice dalsich faktorech,
toru. To proto, ze v prostiedi, v némz se vyrobek nebo proces realizuje, pusobi mnoho faktoru
dohromady a ne izolované vyskyty jednotlivych faktoru v ruznych casech. Vezméme si ptiklad
interakce mezi dvéma faktory pii chemickém procesu, kde naptiklad teplota zvySuje vytéznost
jen mirné a zaroven zvysSeni tlaku samo o sobé nemé zadny vliv na vynos. Nicméné, pokud roste
teplota i tlak soucasné, vynos rychle roste. Potom fikame, Ze existuje interakce mezi témito
dvéma faktory, které ovliviiuji chemickou reakci.

Metodika DOE zajisfuje, Ze viechny faktory a jejich interakce jsou systematicky zkouméany.
Proto informace ziskané z analyzy DOE jsou mnohem spolehlivéjsi a tuplnéjsi, nez vysledky z
jednofaktorového experimentu, které ignoruji interakci a mohou vést k chybnym zdvérum.

Faktoridlni experiment slouzi ke zkoumani vice faktoru najednou a umoznuje studovat nea-
ditivni chovén{ faktoru, tj. interakce. V iplném faktoridlnim experimentu se vystiidaji vSechny
mozné kombinace trovni zkoumanych faktoru, v diléim faktoridlnim experimentu jsou nékteré
kombinace vynechany. Faktory zahrnuté do experimentu mohou mit dvé nebo vice tdrovni.

Uvazujeme-li v experimentu dva faktory, jeden napf. s dvéma a druhy se tfemi irovnémi, exis-

53
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tuje Sest kombinaci urovni téchto faktort. Z oznaceni experimentu 2x3 je vidét, kolik faktora
a s jakym poctem turovni se zkouma a kolik se provede zkousek pii jedné replikaci. Protoze se
pocet zkousSek s rostoucim poctem urovni faktoru rychle zvétsuje, je vyhodné, hlavné v prvni
fazi experimentovani, kdy je pocet N zafazenych faktoru velky, volit u vSech faktoru jen dvé
urovné. Experimenty potom oznac¢ujeme 2N. Kromé toho se pii velkém poctu faktoru pocet
zkousek zkracuje na polovinu, ¢tvrtinu atd. (dilél faktoridlni experiment). Nékdy se u vSech fak-
tora voli tfi urovné. Pokud je ovSem néktery z faktoru kategoridlni, pouzije se podle potieby i
vyS§i pocet trovni. Faktoridlni experimenty s faktory o dvou drovnich maji navic velkou vyhodu
v jednoduchém vyhodnoceni. Tyto experimenty se také v praxi nejcastéji pouzivaji.

V jedné replice experimentu se kazda kombinace tirovni objevi jen jednou. Pro rozhodovani o
existenci vlivu faktort je v8ak lepsi, provedou-li se alespon dvé repliky experimentu. Rozhodneme-
li se pro vice replikaci, dodrzujeme pfitom zasadu vyvazeného ndvrhu, to znamend, ze pocet
opakovani je ve vSech experimentdlnich bodech (tj. u vSech kombinaci) stejny. To také zna-
mena, ze ruznym urovinim jednoho faktoru odpovida stejny pocet vysledku. Vyhody vyvazeného
navrhu byly jiz zminény v tvodu kapitoly 2. Podobné jako v piipadé jediného zkoumaného
faktoru muzeme volit Uplné zndhodnény navrh nebo usporddani do bloku. Moznost snadného
vyhodnoceni vysledkt ocenime v piipadé, kdy nemame k dispozici statisticky software, ktery by
umoznil provést analyzu rozptylu pro vice nez dva faktory. Existuji-li alespon dvé repliky experi-
mentu, Ize pii vyhodnoceni pouzit t-test. V piipadé jedné repliky se doporucuje grafickd metoda
spocivajici ve vyneseni vypoctenych efektu do pravdépodobnostniho grafu. Mame-li statisticky
software, napf. Statgraphics, Statisticu nebo Minitab, je nejjednodussi pouzit k vyhodnoceni
analyzu rozptylu. Pro zkoumaéni vlivu dvou faktoru postaci nastroj v Excelu. Piipady se tfemi
a vice faktory by se daly samoziejmeé fesit s pouzitim piislusnych vzorcu, zapis se vSak stava
ponékud nepiehledny a proto se zde, pokud pujde o analyzu rozptylu pro tii a vice faktoru,

omezime jen na interpretaci vystupu z pocitace

4.1 Dvoufaktorové experimenty

V této c¢asti budeme predpokladat, ze na odezvu pusobi dva méfitelné faktory. Experiment
usporddame tak, ze zvolime dvé urovné u kazdého z faktoru a provedeme jedno méfeni za
pusobeni kazdé ze vsech moznych kombinaci virovn{ téchto faktoru. Oznacime-li irovné faktoru
A jako Ay a As, trovné faktoru B jako By a Bs, potom odpovidajici méfeni budeme oznacovat
Yij, kde © a j jsou trovné faktoru A a B. Vyuzijeme-li vSechny mozné kombinace trovni faktort,

muzeme navrh experimentu zndzornit pomoci takzvané matice ndvrhu experimentu, ktera
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vypadd takto (Tab. 4.1):

méfeni | A | B | y

1 - | - |y
2 + | = |y
3 - |+ | 12

4 + |+ | Y22

Tab. 4.1: Designovéa matice dvoufaktorového navrhu se dvéma trovnémi bez interakei.

V tabulce znaménko minus (—) oznacuje nizsf ze dvou urovni, znaménko plus (+) potom vyssi
ze dvou zvolenych trovni'. Radky matice odpovidajf jednotlivym méfenim v rdmci experimentu.
Pokud pro kazdou kombinaci drovni faktoru provedeme vice replikaci méteni, bude v kazdém
fadku ve sloupci y tolik hodnot, kolik bude replikaci.

To, co nés zpravidla v takovém experimentu zajimé, je vliv jednotlivych faktoru na velikost

odezvy. Proto zavadime pojem efektu faktoru:

Efekt faktoru = prumeérna zmeéna odezvy pii zméné urovné faktoru

Velikost efektu vyjadiujeme jako velikost zmény odezvy pii zméné turovné odpovidajictho
faktoru. V nasSem piipadé pro vyjddieni velikosti efektu faktoru A spoc¢teme prumérnou hodnotu
odezvy pfi vyssi drovni faktoru ya, = %(ym + y22) a prumérnou hodnotu odezvy pfi nizsi trovni

Ya, = 2(y11 + y12). Efekt faktoru A potom vyjadifme jako jejich rozdil

A _ Y21 + Y22 Y11 + Y12 Yo1 + Y22 — Y11 — Y12
A = yAz - yA1 = 2 - 2 2 .

Podobné pro efekt faktoru B dostavame

A Y12t Y22 Y1t Y Y2+ Y22 — Y11 — Y2
B=yp, — yp, = 5 - 5 5 :

Bystry ctendi si ihned vSimne, ze znaménka u y;; ve zlomcich napravo odpovidaji znaménktm
v matici ndvrhu experimentu pro odpovidajici faktory.

Srovnani vlivu jednotlivych faktoru lze provést také graficky. Na nasledujicim Obr. 4.1 jsou
znazornény prumérné hodnoty odezvy pii ruznych drovnich faktorua A a B. Vétsi efekt ma ten
faktor, pro néjz ma tusecka spojujici tyto prumérné odezvy vétsi sklon (mé v absolutni hodnoté

vyssi smérnici). Na tomto obrazku je to faktor A.

Je-li rozdil v hodnoté odezvy mezi dvéma drovnémi jednoho faktoru vyrazné jiny pii ruznych

drovnich druhého faktoru, napf. yo1 — ¥11 @ Y22 — Y12, hovoiime o takzvané interakci:

1V nékterych piipadech se namisto znaménka — pouziva &islice 0 a namisto znaménka + &islice 1. To lze s
vyhodou pouzit v piipadé vicedroviiovych experimenti, kdy ndm uz pouze dvé znaménka nestaci.
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‘ —
YA, -
| yBl
YA, l NBQ
A A B, B,

Obr. 4.1: Grafické zndzornéni vlivu jednotlivych faktoru.

Interakce mezi faktory = spoleéné pusobeni dvou ¢i vice faktoru na velikost odezvy

Na Obr. 4.2 vlevo je priklad situace, kdy efekty faktort neinteraguji, napravo je situace

typickd pro silnou interakce mezi faktory.

A A
: Y21 Y22
Y11 / Y22 yi 3
Y12 / Y12 : :y21
A1 A2 Al AZ
bez interakce s interakei

Obr. 4.2: Grafické znazornéni vlivu jednotlivych faktoru.

V matici ndvrhu experimentu interakci oznaéime dvojici pismen AB. Odpovidajici znaménka
pro interakci dostaneme ze znamének faktoru A a B tak, ze tato znaménka spolu ,,vynasobime*,
tedy dvojice stejnych znamének dé znaménko plus, dvojice ruznych znamének dé znaménko
minus (viz Tab. 4.2). Interpretace tohoto pravidla muze byt napfiklad takovd, ze pokud interakce
existuje, jeji vyssi vliv bude pfi stejné drovni (nizké nebo vysoké) obou faktoru. Naopak, nizkéd

uroven interakce bude ocekdvana pii rozdilnych urovnich faktora A a B.

méfeni | A | B | AB | y

1 S I M R O B
2 + | - - | yn
3 - | + - Y12

4 + | + + | Y22

Tab. 4.2: Designova matice iplného dvoufaktorového navrhu se dvéma trovnémi.

Nyni muzeme vyjadiit velikost efektu interakce AB podobné jako efekty pro jednotlivé faktory:

je to rozdil prumérné odezvy pii spolecném pusobeni obou faktort yap, = %(yn + y22) a
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prumérné odezvy pii rozdilném pusobeni obou faktort yap_ = %(ym + y12), tedy

B - _ Yty Y2t Yi2 Y1+ Y22 — Y21 — Y12
AB =Yyap, — Yap_ = 5 — 5 = 5 .

Cwvi¢eni: Uvazujme experiment, v némz byly provedeny dvé replikace pro kazdé méteni. To
znamend, 7e bylo provedeno celkem 2 x 2 x 2 méfeni. Odvod'te vzorce pro efekty jednotlivych

faktoru a interakce.

Reseni: Experimentu odpovida nasledujici matice ndvrhu:

méfeni | A | B | AB y
1 - | - + | Y11,1,Y11,2
2 + | - — | Yo1,1,Y21,2
3 - |+ - | Y12,1,¥12,2
4 + |+ |+ | Y22,1,Y22,2

Tab. 4.3: Designova matice iplného dvoufaktorového ndvrhu se dvéma trovnémi pii dvou
replikacich.

Odpovidajici efekty spocteme podle nasledujicich vztaht (s vyuzitim znamének z tabulky):

i _ _ Y21,1 +Y21,2 + Y22,1 + Y222 — Y11,1 — Y11,2 — Y12,1 — Y12,2
= YA, — YA, = 4 )
A _ Y121+ Y122 Y221+ Y222 — Y110 —Y11,2 — Y211 — Y212
B = YB, —YB, = 4 )
- _ _ Y11,1 + Y112 T Y221 + Y22,2 — Y21,1 — Y21,2 — Y12,1 — Y12,2
AB = yap, —YaB_ = 1 .

4.2 Vyhodnoceni vicefaktorialnich experimentu

Statisticky model pro dva faktory A, B:
Yij = b+ oy + Bj + (aﬁ)ij + €

kde
Yi; je odezva,
1 je spole¢nd uroven pro oba faktory,
«; oznacuje vliv i-té trovné faktoru A,
B; oznacuje vliv j-té trovné faktoru B,
(aB) j Je vliv interakce i-té a j-t¢ tirovné faktori A a B,

€;; predstavuje ndhodnou chybu pii i-té a j-té trovni faktord A a B.
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4.3 Vicefaktorialni experimenty

Statisticky model pro t#i faktory A, B a C:
Yijk = 1+ i + B+ v+ (aB),; + (a7) + (BY) ;, + (@BY) 5, + €igin

kde

Yijk je odezva,

1 je spolecna uroven pro oba faktory,

oy, B4, vk oznacuje vlivy urovni i, j, k faktoru A, B, C,

(Ozﬂ)ij7 (a’y) i (57)]. . 0znacuje vlivy interakei druhého rddu, tedy interakei dvojic faktoru
AB, AC, BC pfii odpovidajicich drovnich i, j, k,

(aﬁ’y)ij . oznacuje vlivy interakee tfetiho radu, tedy interakce vsech tif faktori dohromady
pii odpovidajicich drovnich i, j, k,

€;; pfedstavuje ndhodnou chybu pfi i-té a j-té trovni faktora A a B.

test | A | B | C | AB | AC [ BC | ABC
L [ - -1+ +[+1-
2 [+ -1-1-1T-1T+1+
3 |1+ -1+ 1 -1+
4 - 1-T+[+]-1-1H+
5 [+[+[ -1+ -1-1-
6 [+ -[+[ -1+ -1 -
T -+ F - -1+ -
8 [+l +]+[+ [+ 1 +1 +

Tabulka 4.1: Designova matice uplného trifaktorového navrhu se dvéma urovnémi

4.4 SmeésSovani ve vicefaktorialnich navrzich

S rostoucim poctem faktorti vzrista v uplném faktoridlnim experimentu rychle pocet zkousek.
Proto se ¢asto z tuspornych duvodu provadi diléi faktoridlni experiment. Ukazuje se totiz, ze v
mnoha piipadech lze pozadovanou informaci ziskat na zdkladé vhodné vybrané ¢ésti uplného fak-
toridlnfho experimentu. Experiment 2V pro N faktort s dvéma drovnémi lze zkratit na polovinu,
¢tvrtinu atd. ptivodniho rozsahu. Znaéime jej potom 2V 1, 2V =2 atd. Zkoumdame stéle vech N
faktoru, do experimentu v8ak zahrneme pouze nékteré kombinace trovni faktoru, takze celkovy
pocet zkousek bude 2V /2, 2V /4 atd. Zkraceni experimentu znamend ztratu ¢ésti informace. To
se projevi pfi vyhodnoceni vysledku. Po vynechani ¢asti zkouSek nebudeme moci odhadnout

velikost vSech efekti, které by pfichdzely v tvahu v tplném faktoridlnim experimentu. Avsak
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vzhledem k tomu, Ze nékteré ze zkoumanych faktoru se nakonec ukazi jako nedulezité a ze inter-
akce vyssiho fadu byvaji zanedbatelné, tato skute¢nost ptilis nevadi. Zkracovat lze i experimenty
s faktory o vice urovnich, pomérné casté, zejména u Taguchiho pfistupu, jsou diléi faktoridlni
experimenty s faktory o tfech trovnich. Znaéi se 3V—1 3N¥=2 atd. V téchto skriptech se vak
omezime jen na dil¢i faktoridlni experimenty s dvéma trovnémi faktoru, které jsou nejbéznéjsi.
Nésledujici schéma pfedstavuje ukdzku zkraceni na Sestnéctinu zkousek. Misto 27 = 128 zkousek
se provede jen 8 zkousek napt. pfi vyznacenych kombinacich.

Vybér kombinaci se tedy neprovadi ndhodné, ale tak, aby dusledky zkraceni experimentu
z hlediska ucinnosti vyhodnoceni byly co nejmensi. Po vynechdni ¢dsti kombinaci trovni fak-
toru zustane zachovana podstatnd vlastnost, ortogonalita, kterd zjednodusuje analyzu vysledka
a usnadiiuje interpretaci. V literatufe zabyvajici se navrhovanim experimentu i v pfislusném
softwaru jsou vSechny ndvrhy zkracenych faktoridlnich experimentt k dispozici a uzivatel tedy
nemusi kombinace trovni faktoru sdm urcovat. Pfi vybéru vhodného ndvrhu a stupné zkraceni
experimentu je ovSem tifeba rozumét urc¢itym schématum a zapisum a proto zde bude na nékolika
nejjednodussich prikladech podstata zkracovani vysvétlena.

Uvazujme ndvrh 23 s 8 kombinacemi tirovni faktort (iplny ndvrh). Z néjakych divodi je
tieba snizit potet méfeni na polovinu - vytvoiime ”diléf” faktoridlni experiment 23—, Podobné
jako pfi déleni na bloky, pouzijeme k tomu posledni sloupec ABC' (viz Tab. 4.4.2). Interakci

ABC budeme nazyvat generdtorem planu.

test | A| B | C | AB | AC | BC | ABC
1 - = -1 + + + -
a |+ | — | - — - aF +
b — |+ | - — T — S
c - |- |+ + - — aF
ab | + |+ | - | + - - -
ac |+ | — | + - + - -
bec | - |+ |+ | — - + -
abc | + | + | + | + F aF aF

Tabulka 4.2: Designova matice uplného trifaktorového navrhu se dvéma drovnémi

Experiment zkrdceny na polovinu oznacujeme 2V~ kde N je pocet faktort. V pifpadé tif
zkoumanych faktoru (N = 3) to znamena, ze ze vSech moznych kombinaci urovni faktoru A, B, C,
kterych je osm, vybirame ¢tyfi. Pii zkracovani experimentu na polovinu vychazime ze znamének
interakce nejvysstho fadu, v nasem piipadé ze znamének interakce ABC'. Jak je vidét v tabulce,
v polovingé piipadu ma interakce ABC kladné znaménko, v poloviné piipadu zéporné znaménko.
Pro experiment 23~! vybereme é&tyfi kombinace trovni vedouci ke stejnému znaménku ABC,

tedy bud’ kombinace ve stinovanych fadcich, kdy m4 interakce ABC znaménko + nebo naopak
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kombinace ve zbylych fadcich, kdy ma interakce ABC znaménko —.

Zavedme pro sloupce designové matice operaci ,,.“ jako logické ,,and“, pro které plati

potom ziejmé plati

A.B=AB, AC=AC, B.C =BC, A.B.C =ABC.

Oznatme I znaéi sloupec samych ,+“. Potom ziejmé

AA=A’=BB=B>=0C=C?*=1, AI=A, BI=B, CI=C.

Podminku vybéru potom muzeme oznacit symbolicky ABC = I. ,Vyndsobenim® této rovnosti

sloupcem A, B nebo C' dostdvame

A(ABC) =1IA, B(ABC)= BI, C(ABC)=CI,
IBC = A, IAC = B, ABI = C,

BC = A, AC = B, AB = C.

Jak tyto rovnosti interpretovat nam ukaz pohled na nésledujici tabulku.

test | A| B | C|AB | AC| BC | ABC | y
a + | - | - - - + + Y1
b | - |+ - | - + - + Yo
¢ - |- |+ | + - - + Y3

abc | + | + | + | + + + + Ya

Tabulka 4.3: Designova matice diléiho tiifaktorového navrhu se dvéma drovnémi

Protoze jsou ve sloupci ABC' dilétho xperimentu vSechna znaménka stejnd, nemuizeme od-
hadnout efekt interakce ABC'. Porovname-li znaménka ve sloupcich A a BC', zjistime, ze sloupce

jsou totozné. Znamena to, ze pomoci vztahu

Y1ty Y2tys
2 2

kde y; az y4 jsou hodnoty odezvy namérené pii danych kombinacich tirovni, ur¢ujeme vlastné

soucet efektu faktoru A a efektu interakce BC, tedy A+ BC'. Z tohoto duvodu nepozndme, zda je
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rozdil mezi praméry vysledkt zptsoben zménou trovné faktoru A nebo zménami trovni faktoru
B a C. Tomuto jevu fikame smésovani efektu a efekty faktoru A a interakce BC' oznacCujeme
nékdy jako alias efekty. K podobnému zjisténi dojdeme porovnanim sloupcu B a AC nebo C a

AB. Hlavni efekt faktoru B je smiSen s efektem interakce AC a hlavni efekt C' s interakci AB.

4.5 Vyznamné body experimentu

P#i ndvrhu experimentu rozliSujeme t¥i druhy takzvanych vyznamnych bodu. Jsou to vlastné
navrzend méfeni, lisici se v nastaveni ruznych trovni faktoru. V piipadé kdy kazdy z faktoru
bude v experimentu vystupovat ve dvou drovnich, muzeme tyto oznacit hodnotami -1 = nizs{
uroven, +1 = vyssi trovei. Pfifadme nynf kazdému méfeni vektor, jehoz jednotlivé slozky budou
odpovidat faktorum a jejich hodnoty trovnim téchto faktoru.

Vyznamné body névrhu:
e krychlové body

e centralni body

e hvézdicové body

Krychlové body: jsou v planu vzdy a je jich 2¥~P. Maji soufadnice +1. Sledujeme-li napiiklad
vliv t#{ faktoru, dostdvame 8 bodu o soufadnicich (£1,41,+1)). Nakreslime-li tyto body do
kartézské soustavy souradnic, dostaneme vrcholy krychle se stfedem v pocatku a délce strany 2
(viz obr. Obr. 4.3). Krychlové body slouzi k vypoctu efekt faktoru nebo koeficientu v linedrnim

modelu.

! 1

Obr. 4.3: Vyznamné body experimentu pro dva faktory (vlevo) a pro tfi faktory (napravo)
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Centralni body: se dopliuji do navrhu experimentu dodateéné a zpravidla se pouzivaji k
odhadu rozptylu 2. To je uziteéné zvlasté v piipadé, kdy méfeni odpovidajici centralnim bodim
nejsou replikovana, nebo pocet jejich replikaci je velmi maly a nelze z nich odhadnout rozptyl
o2, Doporuéovany pocet téchto bodi je 3—5). Centraln{ body maji v nasem zobrazeni nulové
soutadnice (pro 3 faktory je centrdlni bod (0, 0, 0)). To odpovida dals{ drovni sledovanych faktort,
kterd je nékde mezi dolni a horni uvazovanou trovni (nemusi{ byt nutné uprostied). Centraln{
body se nepouzivaji k vypoctu efektu faktoru, ale z rezidui v centrdlnich bodech muzeme spocitat
¢istou chybu méfeni.

Hveézdicové body: Pro odhad koeficientu v linedrnim modelu pouzijeme vysledky meéfent,
odpovidajici krychlovym bodim. Pro odhad koeficienti v uplném kvadratickém modelu vSak
potiebujeme dalsi méfeni. Ta jsou reprezentovana hvézdicovymi body. Nejlépe si je muzeme
znézornit na trojrozmérném obrazku xxx. Pfedstavme si kulovou plochu se stfedem v pocatku a
prochézejici vrcholy krychle. Hvézdicové body lezi na prusecicich této kulové plochy se soufadnymi
osami. V trojrozmérném piipadeé je jejich pocet 6 (2 na kazdé ose), obecné jich je 2k. Soufadnice
pro tii faktory jsou (£c,0,0), (0, %, 0), (0,0, £a). Symbol £« zde charakterizuje dalsi drovne
sledovanych faktoru, které jsou pod nizsi nebo nad vyssi irovnémi. Hvézdicové body navic jests

zptesniuji odhady regresnich koeficient.



Kapitola 5

Taguchiho robustni navrhy

Robustni ndvrh je dalsi moznosti, jak zlepsit jakost prumyslovych procesu. Hlavni mysSlenka
spo¢iva v redukci variability procesu nikoli pfimo pomoci ndrocné regulace veli¢in, které ji
zpusobuji, ale vhodnym nastavenim jinych, snadnéji ovladatelnych faktoru. Variabilitu procesu
zpusobuje jednak proménlivost ruznych méfitelnych veli¢in, jako jsou napt. zmény teploty olejové
l4zné béhem &asu pii zuslechfovani oceli, jednak rozdily mezi jednotkami vyrdbénymi soubézné
na nékolika strojich, na nékolika pozicich apod., napt. rozdily mezi destickami umisténymi na
ruznych strandch Sestibokého hranolu pii vyrobé integrovanych obvodi. V normélnim pro-
cesu muze byt udrzeni teploty ldzné na pozadované nemeénné drovni piili§ naro¢né nebo do-
konce nemozné. Zjistime-li vSak, Ze na variabilitu pruhybu pruziny zpusobenou kolisanim tep-
loty ma vliv doba zahtivani pruzin béhem tepelného zpracovani, misto naro¢né regulace teploty
se zaméiime na zajisténi vhodné doby zahfivani. Variabilitu jednotek vyrabénych na nékolika
strojich muzeme snizit peclivym sefizenim stroju, avSak odstranéni rozdili mezi jednotkami
odebiranymi z ruznych pozic Sestibokého hranolu ve zminéném piikladu se zda byt pii stavajici
konstrukci zafizeni nemozné. Ovéfime-li, Ze na variabilitu tlousfky vrstvy vytvéfené na povrchu
kiemikovych desticek v riuznych pozicich hranolu, na némz jsou umistény, mé vliv poloha trysky,
z niz proudi chemicka péara, soustifedime se na vyhledani optimalni polohy této trysky. Uvedené
priklady naznacuji, ze v poptedi zdjmu je variabilita odezvy, kterou se snazime snizit. Cilem
robustntho navrhu je snizit citlivost sledované veli¢iny na kolisani rusivych veli¢in.

Popsany problém lze feSit ruznymi zpusoby. Existuji rozdily jak v piipravé experimentu, tak
ve vyhodnoceni vysledku experimentu. Abychom mohli pouzivané postupy popsat, rozsiiime do-
sud pouzivanou terminologii o dalsi pojmy. V robustnim navrhu se rozlisuji dvé hlavni skupiny
faktort. Riditelné faktory jsou ovladatelné jak v normalnim procesu, tak béhem experimentovani,

to znamena, ze jejich irovné je mozné po nastaveni udrzet neménné. Hodnoty rusivych faktoru se
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béhem normalniho procesu obvykle méni v ¢ase, pfipadné s polohou, béhem experimentu je vSak
muzeme, aspon do jisté miry, udrzet na konstantni hodnoté. Za rusivé faktory povazujeme i kate-
goridlni faktory, napt. faktor predstavujici pozici v peci. Spole¢nou vlastnosti méfitelnych i kate-
goridlnich rusivych faktoru je to, Ze existence ruznych urovni béhem normalniho procesu je zdro-
jem nezadouci variability sledovaného znaku. Predpoklada se, ze chovani méfitelnych rusivych
veli¢in v normalnim procesu aspon pfiblizné zname. Jsou-li rusivé faktory méritelnymi veli¢inami,
voli se obvykle dvé jejich trovné, napf. ve vzdéalenosti smérodatnd odchylka od predpoklddané

stfedni hodnoty. Do experimentu jsou tedy zahrnuty jak fiditelné, tak rusivé faktory.

Myslenka robustniho ndvrhu ma puvod v Japonsku a jejim autorem je Taguchi. Princip
robustniho ndvrhu je vSeobecné uznavan, Taguchiho metody analyzy experimentalnich vysledku
jiz méné. Z pohledu statistiku jde ¢asto o teoreticky nepodlozené postupy nebo o postupy mélo
ic¢inné, to znamena, ze k rozpoznani vlivu faktoru je treba provést vétsi pocet zkousek. Metody
v8ak pro svou zdanlivou jednoduchost ziskaly v praxi zna¢nou oblibu a staly se sou¢asti nékterych
statistickych pakett obsahujicich modul pro navrhovan{ experimentt (napf. Minitab). Vymezeny
rozsah skript neumozinuje zabyvat se danou problematikou v celé §iti. Omezime se zde proto na
navrh experimentu pouzivany v origindlnim pfistupu, ukdzeme zde vSak nejen Taguchiho zpusob

vyhodnoceni, ale také jednu z dalsich moznosti.

Optimalizace

Jakmile je pozornost ziizena na dulezité faktory ovliviiujici proces, dalsim krokem je urcit nejlepsi
nastaveni téchto faktoru k dosazeni pozadovaného cile. V zavislosti na produktu nebo procesu,
ktery je pfedmétem Setieni tohoto cile miize byt bud maximalizovat, minimalizovat nebo dosazeni

cilové hodnoty odezvy.

Testovani robustnosti

Jakmile je hotovo optimalni nastaveni faktoru, které byly stanoveny, je dulezité zjistit citlivost
produktu nebo procesu na zmény, které by mohly nastat v oblasti aplikacniho prostiedi. Tyto
zmény vyplyvaji ze zmén faktoru, které mohou ovlivnit proces, ale jsou mimo kontrolu analytika.
Takové faktory jako vlhkost, teplota okoli, zmény v materialu, apod. se oznacuji jako Sumové
(vedlejsi) faktory. Je dulezité identifikovat zdroje takovych zmén a pfijmout opatfeni, kterd by

eliminovala jejich vlivy (napftiklad rozdélenim experimentu do bloku).
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5.1 Designové matice

Taguchiho experimenty vychézeji z tzv. ortogondlnich oblasti ¢i seskupeni, které tvoii slozené
designové matice. Obvykle se tyto ortogondlni oblasti oznacuji pismenem L, kde index k zna-
menad celkovy pocet pozorovani v ramci experimentu. Nejzakladnéjsimi oblastmi jsou L4, Lg, L1g,

a L3o. Vlastné se jednd o diléf faktoridlni navrhy typu 271, kde k = 3;4;5 a 6, kde jsou pouze

jinak sefazeny sloupce a namisto oznaceni pro verze faktoru ,+“ ¢i - je pouzito ¢islic 1 a 2.
L, | A|B|C
1 [ 1]1]|1
2 | 1|22
3 |2 |1]2
4 |1 2|21

Tab. 5.1: Designova matice navrhu L,

00| 1| o] ot x| wo| vo| = | B
O DO N DN | = = ]
NN = = o o] =] = D
== N o N =~ O
IS AN S RN R )
LM R N I M e R e
=N N =] =] o] N =
SIS NI IR NCTEE Nep)

Tab. 5.2: Designova matice navrhu Lg

Pro Tguchiho designové matice se pouziva oznaceni L, (XY), kde
n = pocet fadek v navrhu,

X = pocet urovni faktoru,

y = pocet sloupcu v ndvrhu = pocet faktort.

Mezi zékladni typy designovych matic v Taguchiho pfistupu patii
o [4(23) — dvoutiroviiovy navrh pro 2-3 faktory
o L3(27) — dvoutiroviiovy navrh pro 3-7 faktort
o Li5(2!) — dvoutiroviiovy ndvrh pro 4-11 faktort
e L15(2') — dvoufovitovy navrh pro 4-15 faktori
o Ly(3%) — tiftirovitovy navrh pro 2-4 faktory
e L13(2'3") — ndvrh pro 1 faktor se 2 Grovnémi a 3-7 faktorti o t¥ech trovnich

o L145(4%) — étyitirovitovy navrh pro 2-5 faktori
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5.2 Rizené a sumové faktory

V puvodnim piistupu se pro kazdou skupinu faktoru uvazuje zvldstni navrh, tzv. vnitini a vnéjsi

pole. Vnitini pole je tvofeno kombinacemi tiditelnych faktoriu, vnéjsi pole rusivymi faktory.

e fiditelné (fizené) faktory jsou takové, u nichz jsme schopni nastavit jejich trovné. Rizené

faktory tvori tzv. ,vnitini ortogondlni sestavu*

e rusivé (nefizené, sSumové) faktory lze pouze mérit. Nejsme schopni nastavit jejich trovné,

ani je nijak ovliviiovat. Tyto faktory tvori tzv. ,,vnéjsi ortogonalni sestavu®.

Kombinace trovni faktort odpovidaji faktoridlnimu ¢i diléimu faktoridlnimu navrhu. Obé
pole jsou krizena, coz znamenad, ze v kazdém bodé vnitiniho pole, tj. pfi dané kombinaci drovni
fiditelnych faktort, se vystiidaji vSechny body vnéjsiho pole, tj. kombinace trovni rusivych fak-
tort. Provadi se tolik replikaci, kolik je kombinaci drovni ve vnéjsi sestavé. V kazdém bodé
vnitiniho pole se z naméfenych hodnot sledované veliciny vypoctou urcité charakteristiky a
déle jsou analyzovany hodnoty téchto souhrnnych charakteristik. Jednou z charakteristik je
prumér, druhd charakteristika meéti variabilitu hodnot odezvy. Taguchi pouzivé charakteristiku
»signdl /sum*

sila signdlu (citlivost)? u?

S/N = = S

sfla Sumu (variabilita)? o2

Charakteristik typu signdl/sum existuje celd fada, nejbéznéjsi jsou vsak ndsledujici ¢tyii, pouzivané
pii statickém navrhu, kdy sledovand veli¢ina (vystup procesu) by méla byt konstantni (na rozdil
od dynamického ndvrhu, kdy se sledovand veli¢ina meéni v zdvislosti na signdlu).

Odhady stfedni hodnoty a rozptylu ziskdme z dat:

Ptitom hodnoty ¥;,; zna¢i pozorovani k-té replikace v i-tém bodé vnitiniho pole pii j-té kom-
binaci rusivych faktort, 3; je primér vypocteny ze vSech pozorovan{ v i-tém bodé a S? znaéf
vybérovy rozptyl.

Chceme-li v procesu dosdhnout co nejmensf{ stfedni hodnoty (a zdrovern co nejmensi variabi-

lity), pouzijeme charakteristiku zvanou ,mensi je lepsi“, danou vzorcem

1 A
Zi:*lologlom;k 1yz'2jk'



67 Kap. 5: Taguchiho robustni navrhy

Toto lze pouzit v pripadé, kdy hodnoty responzni veli¢iny jsou kladné a cilova hodnota je nula.
Naopak, chceme-li dosdhnout co nejvétsi stfedni hodnoty, pouzijeme kritérium ,vétsi je lepsi®,

dané vztahem

1 < 1
z; = —10log;, Wy ZZ o

j=1k=1 7ijk
I v tomto ptipadé museji byt hodnoty responzni veli¢iny kladné. Jakousi ,oboustrannou varian-
tou“, kdy pozadujeme, aby stfedni hodnota byl rovna néjaké pfedem dané noiminalni hodnoté,
predstavuje kritérium zalozené na vyrazu

R

z; = —10log;, o

Pti hledéni robustniho navrhu resime dvé dlohy. Nejdiive zkoumame, které fiditelné faktory
maji vliv na charakteristiku variability (at uz jde o pomér signél/sum ¢i logaritmus rozptylu)
a urCujeme tdrovné vlivnych faktort, pii nichz bude variabilita redukovéana. V dalsim kroku
zkoumame vliv Fiditelnych faktoru na prumeér a ocekdavame, ze najdeme aspon jeden faktor, ktery
nemd zaroven vliv na variabilitu. Pomoci nastaveni tohoto faktoru, pfipadné dalsich, upravime
stfedni hodnotu procesu. Vzhledem k tomu, Ze pro vnitini pole se ¢asto vyuzivd diléi faktoridlni
navrh, dochézi ke smésovani nékterych efektu. Taguchi obchdzi tento problém tim, ze predem
predpokldd4 existenci pouze vybranych interakei (nebo naopak zédné interakce nepiedpokladd) a
prifazeni sloupcu matice navrhu jednotlivych faktortim ¢i interakcim provadi tak, aby ke smiSeni
vybranych efektu nedochézelo. To znamend, Ze se vychazi z ur¢ité predbézné znalosti procesu.

Taguchiho piistup se da bez rizika pouzit tam, kde jsme si jisti, Ze interakce mezi faktory jsou
zanedbatelné ¢i dokonce neexistuji. Analyza rozptylu je silné zalozena na predpokladu normality,
coz veli¢ina s2 nespliiuje. Presto ale aplikovand analyza rozptylu na s2 muze cokoliv objevit
pro snizovani drovné variability podle trovni fizenych i nefizenych faktoru. Aplikace Taguchiho
névrhu je v praxi mezi inzenyry hodné oblibend, i kdyz ze strany matematickych statistiku je silné
jeho pristup kritizovan, ze neni zcela korektni a hlavné neumi vyhodnotit pfipadné interakce mezi
fiditelnymi a rusSivymi faktory, coz lze v rameci faktoridlnich ndvrhu napt. fesit pomoci ndhodnych

faktoru zapojenych do experimentu.
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Kapitola 6

DOE v MINITABu

6.1 Program MINITAB

Minitab je pocitacovy program urceny pro statistickou analyzu dat. Byl vyvinut na Pensylvanské
statn{ université (Pensylvania State University) tymem védcu v roce 1972. Program byl puvodné
byl uréen pro podporu vyuky statistiky, nicméné je urcen pro uzivatele jak z oblasti praxe, tak
z vysokych skol. Software nabizi feSeni pro uzivatele vSech drovni znalosti statistiky. Jeho vykon
a jednoduchost pouzivani z ného ucinily vedouci software na svété v oblasti vyuky statistiky,
analyzy dat a v neposledni fadé i v oblasti zlepSovani kvality.

Soucasnd verze Minitab 16 obsahuje prostfedi pro préci s daty (ve formé tabulkového edi-
toru), pro zdkladni popisnou statistickou analyzu, pro tvorbu modeli, pro préci s ¢asovymi
fadami, navrhy experimenti a mnoho dalsich funkci. Velkou podporu mé grafické znazornéni
dat a vysledkil analyz. Program umoznuje export dat a vysledku analyz do programu Micro-
soft Office (Excel, PowerPoint a Word). Kromé moznosti préce s vlastnimi daty nabiz{ i mnoho

predpfipravenych komentovanych piikladu a cviceni.
Zde je strucny ptrehled nékterych funkei a vlastnosti, které v Minitabu naleznete:

Spréava dat a soubort Aplikace Minitab pfijima data v mnoha forméatech soubort a uchovava

Vasi praci v jediném, automaticky usporadaném souboru projektu.

Nejmodernéjsi grafy s moznosti editace Jasné a piehledné grafy se snadno vytvéreji pro

jakykoliv tucel. prravy se provadi intuitivné pomoci mysi.

Popisn4 statistika Sirok4 nabidka jednoduchych, ale vykonnych nastroji, které vam pomohou

s provadénim rychlych vyhodnoceni a srovnani.
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Regresni analyza Linedrni, polynomicka, logistickd a dalsi regresni modely pomdahaji nalézt a

popsat vztahy mezi odezvou a jednim nebo vice prediktory.

Analyza rozptylu Srozumitelnd sada nastroju obsahujici nastroje ANOVA, GLM, analyzu

stfednich hodnot a dalsi.

s > 2

Statistické Fizeni procesu Ziskejte kontrolu nad svymi procesy pomoci sady regula¢nich dia-

gramu a dal§ich nastroju.

Nastroje rizeni kvality Diky nastrojum pro analyzu zpusobilosti procesu, Paretové grafu a

dalsim vykonnym néstrojum budou procesy odpovidat Vasim ocekavanim.

Analyza systému méfeni Analyza opakovatelnosti a reprodukovatelnosti méfeni (Gage R&R)

a dalsf souvisejici néstroje zajistuji kvalitu vagich dat, kterd analyzujete.

Plinované experimenty Siroké nabidka dostupnych experimentélnich plant, nyni véetné

planu D-optimal a planu na bézi vzdéalenosti.

Analyza spolehlivosti/analyza pFeziti Spocitejte si zivotnost Vami pouzivanych ¢i proddvanych

produkti, predpovidejte ¢etnost poruch, nastavte si parametry zaruky atd.

Sila testu a rozsah vzorka Shirejte spravné mnozstvi dat pro danou situaci. Umoznuje pouzit

Power kiivky k vizualizaci vztahu mezi rozsahem vzorku a silou testu.

Multivarianéni analyza Analyza hlavnich komponent, analyza klastru a dals{ vicerozmérné

nastroje.

Casové fady a piedpovédi Rozsahls sbirka analyz souvisejicich s ¢asem, napifklad analyza

trendu a dekompozice. Nyni s auto, ¢astetnou nebo cross korelaci.

Neparametricka statistika Umoznuje provadéni nezbytnych analyz i s daty, kterd nemaji

normalni rozdéleni.
Tabulky Chi-kvadrat, Fisher a dalsi nastroje na béazi tabulek.
Simulace a rozdéleni Generujte ndhodnd ¢isla, vybirejte ndhodné vzorky a mnohem vic.

Makra a prizpusobitelnost Muzete automatizovat analyzy, které provadite pravidelné, prizpusobovat

nabidky a nastaveni nebo dokonce integrovat jiné programy pomoci objektu Minitab COM.
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6.2 Vytvoreni navrhu experimentu

Nastroje pro vytvéareni faktoridlnich ndvrhu experimentu najdeme ve funkci Stat hlavni nabidky,
v podnabidce DOE > Factorial > Create Factorial Design. V Obr. 6.6.2 jsou vidét i dalsi moznosti
(napf. Taguchiho experimenty). Pro faktoridlni ndvrhty lze nastavit pocet faktoru a pocet jejich
drovni.

2% MINITAB - Untitled

] File Edit Data Calc | Stat Graph Editor Tools Window Help
|SR|g| sz exsisic 2AgQedCRE08%en@EE B2 hiy 4o
i >
.
ANOVA 3
DOE »
510/
Control Charts » Response Surface
Welcome to Minite  oualiy Tooks > Mixture > Py for. Analyze Yariabiity,..
i . N .
e B I (L
Multivariate > B oy Desion
Time Series s I Type of Design
Tables » & 2-level f: ial (default g ] (2 to 15 factors)
Nonparametrics > ¢ 2-level factorial (specify generators] (2 to 15 factors)
EDA > ¢ Plackett-Burman design (2 to 47 factors)
Power and Sample Size » ¢ General full factorial design (2 to 15 factors)
Number of factors: | 2 ¥ Display Available Designs... |
Designs... | Factors... |
Options... | Results... |
Help OK | Cancel |

Obr. 6.1: Vytvoreni faktorialniho navrhu

Vytvofeni dilétho experimentu muzeme provést stisknutim tlacitka Designs.... Po ném se
nyam objevi nabidkové okno, v némz lze vybrat kromé typu experimentu (iplny nebo dilé{) také
pocet replikaci, pocet centralnich bodu a piipadné bloky.

Create Factorial Design - Designs m

Designs Runs Resolution 2**(k-p)

1/2 fraction .
Full factorial g Full 2%%3

Number of center points per block: | 0 vl

Number of replicates for corner points: | 2 vl

Number of blocks: | 1 vl
Help | OK | Cancel

Obr. 6.2: Nastaveni typu experimentu

Nastaveni typu a vlastnosti navrhovaného experimentu ma za nasledek preddefinovéan{ sloupcu

a rfadku v tabulkovém editoru pro vstup dat.
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6.3 Vstup dat

Po odsouhlasen{ vybéru typu experimentu a jeho vlastnosti (stiskem tlacitka OK na panelu viz.

Obr. 6.6.2) se ve vysledkovém okné objevi zdkladn{ informace o navrhovaném experimentu:

2% MINITAB - Untitled

J File Edit Data Calc Stat Graph Editor Tools Window Help
|z@ &l smalo- Bt 145028 CREONI R EEREE

9.10.2012 20:59:54

Welcome to Minitab, press Fl for help.

Fractional Factorial Design

Factors: 3 Base Design: 3; 4 Resolution: III
Runs: 8 Replicates: 2  Fraction: 1/2
Blocks: 1 Center pts (total): 0

* NOTE * Some main effects are confounded with two-way interactions.

Design Generators: C = 4B

Alias Structure
I + ABC
A + BC

B + AC
C+ AB

Obrazek 6.1: Zakladni informace o experimentu

a v dolni ¢asti obrazovky najdeme predvyplnénou ¢ast fadku v tabulkovém editoru, slouzici pro

vstup dat. Navrzend méfeni obsahuji vsechny kombinace moznych trovni zic¢astnénych faktort,

pricemz kazdy fadek vlastniho navrhu je zde zastoupen tolikrat, jaky je pozadovany pocet repli-

kaci. Pfitom kombinace trovni faktoru jsou zde jiz zndhodnény, coz je zfejmé z prvniho sloupce

puvodnich poradi (v uspofddané matici ndvrhu) a druhy sloupec uddvé, v jakém poradi by se

méla méfeni postupné uskutecnovat.

4 C1 (o3 a C4 C5 C6 C7 (8] 9 C10 C11
StdOrder|RunOrder| CenterPt| Blocks A B C
1 8 1 1 1 1 1 1
2 5 2 1 1 -1 -1 1
3 2 3 1 1 1 -1 -1
4 1 4 1 1 -1 -1 1
5 3 5 1 1 -1 1 -1
6 4 6 1 1 1 1 1
7 7 7 1 1 -1 1 -1
8 ] 8 1 1 1 -1 -1
9
Obrézek 6.2: Vstup dat
Nameétené hodnoty budeme zapisovat do sloupce C8, pripadné C9 a dalsich.

Data lze do programu MINITAB také importovat ze souboru, vytvofeného napiiklad v MS
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Cube Pl (data means) for CB i ~loix|

Factorial Fit: C8 versus A:B: C Cube Plot (data means) for C8

Estinated Effects and Coefficients for C8 (coded units)

Tern Ettect Coet SE Coef T 4

Constant 91,13 2,951 30,88 0,000

A -126,25 -63,13 2,951 -21,39 0,000

B -19,75 -9,87 2,951 -3,35 0,044

c -9,75 -4,88 2,951 =-1,65 0,197

A*B 3,75 1,88 2,951 0,64 0,570 1650

A*C 6,75 3,37 2,951 1,14 0,336 1

B*C -14,75 -7,38 2,951 -2,50 0,088

A*B*C 13,75 6,88 2,951 2,33 0,102

ct Pt -15,63 5,111  -3,06 0,055

x|

$ = §,34666 R-5q = 99,405 R-Sq(ad)) = 97,79% E
4
L 160,0 |
4
K :
(B s =] [¥] 3 c4 c5 (

1 StdOrder | |CenterPt| Blocks A |
4] 1 1 1 0 1 0 m o @
3] 2 4 2 1 1 1 1 -1 22 Number of replicates for corner points: 1 vI
| 4173 5 3 1 1 -1 -1 1 172 |
| 5] 4 2 4 1 1 1 -1 -1 37 | Number of blocks: 1
| €] 5 6 5 1 1 1 Rl 1 3 |
| 7| 6 ] 3 0 1 0 0 0 <)

£ 7 10 7 0 1 0 0 0 71|| Help I oK I Cancel
| €| 8 3 8 1 1 -1 1 -1 165
| 1] 9 12 9 0 1 0 0 0 82

1| 10 7 10 1 1 -1 1 1 120
1 1 8 " 1 1 1 1 1 18
1] 12 1 12 1 1 -1 -1 -1 160
| 1] 13
J 14

4

a

Obrézek 6.3: Vstup dat a jejich zobrazeni ve formeé krychle

Excelu nebo z databéaze pies rozhrani ODBC. Vlastné lze importovat data z jakéhokoli programu,

pokud budou v textovém forméatu a oddélovacem ;.

2EMINITAB - Untitled

J File Edit Data Calc Stat Graph Editor Tools Window Help

0 wew... akh |5 1) E ®?§|J*@

(= Open Project... Ctrl+0
& save Project Ctr+s

Save Project As... 5

[
[

Project Description...
for help.

'ﬁ" Open Worksheet...

B save Current Worksheet
Save Current Worksheet As...
‘Worksheet Description...
Close Worksheet

Eg Query Database (ODBC)...
Open Graph...

Save Window Rs, ., Export Special Text...

&) Print Worksheet... Ctrl+P Run an Exec...

Print Setup...

Exit

Obrézek 6.4: Vstup dat a jejich zobrazeni ve formé krychle
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6.4 Vyhodnoceni vysledku experimentu

Main Effects Plot {data means) for SN rati = Dlﬂ
Main Effects Plot (data means) for SN ratios
A B
17,70
17,651 /
17,60 4 /
g
= 17,554
<
= 17,50 : . ; .
2 1 2 1 2
= C D
5
2 17,704
17,65 - /‘
17,60 /
17,55
17,50 T T T T
1 1 2
Signal-to-noise: Larger is better

Obréazek 6.4: Hodnoceni kontrolnich diagramu

& session

Columns of L8({2**7) Array

1247 Main Effects Plot (data means) for SN ral (=] 9|
Taguchi Analysis: Q1-; Q2-; @3- Q1+; Q2+; Q3+ versus Main Effects Plot (data means) for SN ratios
Linear Model Analysis: SN ratios versus A; B; C: D A B
Estinated Model Coefficients for SN ratios 17,704
Ternm Coef SE Coef T P 17,65 /
Constant 17,6221 0,02173 810,956 0,000
Al -0,1028 0,02173 -4,732 0,018 - 17,60
Bl -0,0696 0,02173 -3,205 0,049 2 1755
c1 -0,0420 0,02173 -1,931 0,148 o Uiedeq
D1 -0,0845 0,02173 -3,890 0,030 =

’ ’ ’ ’ = 17.50 T T T T
$ = 0,06146 R-Sq = 94,5% R-Sgladj) = 87,2% s 1 2 1 2

2 T D
®
Analysis of Variance for $N ratios é 17,704
Source DF  Seq 55  Adj 35 Adj M3 F 17,65 /
1 0,08460 0,08460 0,084602 22,40 17604 /
B 1 0,03879 0,03879 0,038791 10,27 '
c 1 0,01409 0,01409 0,014088 3,73 17.554
D 1 0,05715 0,05715 0,057154 15,13 '
Residual Error 3 0,01133 0,01133 0,003778 17,50 . . . .
Total 7 0,20597 1 2 1 2
Signal-to-noise: Larger is better

Obrazek 6.5: Hodnoceni kontrolnich diagramu

ca c10
A | B | ¢ | b | an- | 02 | 03 | o1+ | 02+ | 03+ [ [ |

1 1 1 1 1 78 762 744 718 718 725
| 2 | 1 1 2 2 750 78 7AD 750 756 740
BN 1 2 1 2 794 800 788 732 744 744
| 4] 1 2 2 1 778 77 7B 750 725 712
5 | 2 1 1 2 78 781 7E8 78 7E0 759
| 6 | 2 1 2 1 7E 78 775 783 775 15
| 7 | 2 2 1 1 7p3 809 706 756 789 762
' 8 | 2 2 2 2 815 818 7@ 788 788 744
9 |

10 |
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Colusns of L8(2**7) Arzay

L2477

Taguchi Analysis: Q1< 02-; 03+ 014 02+; Q3+ Versus A:B: C: D
Linear Model Analysis: SN ratios versus AB: C: D
Estinated Model Coefficients for SN ratios
Tern Coet SE Coet T v
Constant 17,6221 0,02173 810,95 0,000
1 -0,1028 0,02173 -4,732 0,018
1 -0,0696 0,02173 -3,205 0,049
L -0,0420 0,02173 -1,931 0,149
1 -0,0848 0,02173 -3,890 0,030

3 = 0,06146 R-3q = 94,5\ R-3q(ed)) = 07,20

Analysis of Varience for 3N ratios

Soutee DF  Seq 33 Ad) S A4y M3 4 r
A 1 0,00460 0,00460 0,004602 22,40 0,010
b 1 0,0387% 0,0367% 0,038791 10,27 0,048
c 1 0,01405 0,01409 0,014088 3,73 0,149

v 1 0,05715 0,05715 0,057154 15,13 0,030
Residual Exror I 0,01133 0,08133 0,002770
Total 7 0,20597

P R N ) PR

815 88 788 788 788 748

pcame >

Regression »

FEactorial »
Control Charts » Response Surface  »
Quality Tools » Mixture »
rostinyirne D > oo o ..
S T
f\lwam.ate : En Modify Design... 3, Define Custom Taguchi Design...
:';Se"e’ %, Display Design...
Tables >
eSS » [Tg' predict Taguchi Resuls. ..
EDA »
Power and Sample Size »

1 1 1 1 78 782 7A4 7108 718 725
1 1 2 2 M 1% s 18 1% 740
1 2 1 2 794 80 7M 1R M TM
1 2 2 1 778 778 m 5 725 702
2 1 1 2 7% 7@ 788 1; 78 18
2 1 2 1 758 755 175 753 175 75
2 2 1 1 789 e 708 756 769 782
2 2 2 2 815 8@ @ 1@ 1@ M

Obrazek 6.7: Hodnoceni kontrolnich diagramt
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6.5 Reseny piiklad z praxe

V této casti si ukazeme konkrétni postup pii navrhu a vyhodnoceni experimentu pomoci pro-
gramu Minitab. V dalsim textu se omezime pouze na ¢innosti, spojené s pouzitim tohoto pro-
gramu. To znamend, ze zde nebudeme popisovat vSechny kroky navrhu experimentu, jako je

napftiklad analyza procesu ¢i detailni provedeni zkousek.

Ucinnost a odolnost antibakteridlniho Géinku na upravenych textiliich.

6.5.1 Navrh experimentu

Cilem experimentu je sledovani tbytku U¢innosti antibakteridlnich tprav textilii v zdvislosti na
poctu cyklu prani. Na zakladé analyzy procesu byly vytvofeny zdkladni hypotézy, které by mél

experiment potvrdit ¢i vyvratit:
e Uc¢innost antibakterialni ipravy muze byt ruznd na ruznych antibakteridlnich tpravach.

e Uc¢innost se ziejmé meéni s poc¢tem pracich cyklu.

Zaroven byly pri analyze vybrany ¢tyri druhy materidlu, na kterych bude experiment probihat.

Jako vhodny se ukazal navrh 2-faktorového experimentu, v némz

e prvni faktor je typ materidlu. Jsou uvazovany 4 typy materiali, lisici se slozenim (pomérem
bavlny a umélych vliken SeaCell, TreviraBioactive) nebo impregnaci antibakteridlnim

ptipravkem.

e druhym faktorem je pocet cyklu prani. Méfeni bude provadéno pfed pranim (0 cykli), po

1 vypréni, po 25 cyklech a po 40 cyklech prani.

e od kazdého typu materidlu budou pfipraveny 2 vzorky pro kazdy ze ¢tyf uvazovanych poctu

pracich cykli. Tedy celkem budeme mit 32 vzorku.
Soucasti navrhu je i zpusob pripravy vzorki a provedeni jednotlivych méfeni.

Na&s vytvoreny navrh experimentu nyni vlozime do programu Minitab, v némz bude probihat
i vyhodnoceni. Spustime program Minitab a budeme postupovat podle Obr. 6.6.2: v hlavni
nabidce vybereme funkci statistiky (Stat), v ni metodu DOE, déle faktoridlni ndvrh (Factorial)

a jeho vytvofeni (Create Factorial Design ...).
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Nyni budeme pracovat s nabidkou v okné Create Factorial Design. Nejprve zasSkrtneme
moznost General full fractional design, nebot uvazujeme vice nez dvoutroviiovy navrh. Po volbé
tlacitka Designs ... se ndm otevie okénko, v némz muzeme nastavit ndzvy faktora (zvolili jsme
Material a prani) a pocty jejich drovni (v nasem piipadé jsou 4 pro oba faktory). Pocet replikaci
(Number of replicates) nastavime na hodnotu 2.

k Create Factorial Design x|

Type of Design

" 2-level factorial [default generators) (2 to 15 factors)
" 2-level factorial [specify generators) (2 to 15 factors)
¢ Plackett-Burman design (2 to 47 factors) Factor Name ‘ Number of Levels |
& General full factorial design (2 to 15 factors) A Material | 4
B prani 4

Number of factors: | 2 ¥ Display Available Designs... I

Designs... | Factors... I

Onti Result

P | | Number of replicates: [_23
Help | OK | Cancel | I~ Block on replicates
Help | OK | Cancel

Obrazek 6.8: Vytvoreni faktoridlniho navrhu

Volba Factors ... ndm dovoli oznacit hodnoty jednotlivych trovni faktori. Zde jsme oznadili
jednotlivé druhy materidlu velkymi pismeny: A (60% Bavlna, 20% SeaCell active, 20% Sea-
Cell pure), B (50% Bavlna, 50% TreviraBioactive), C (50% Bavlna, 30% Smartcell sensitive,
SeaCell pure) a D (100% Bavina impregnovana antibakteridlnim prostiedkem SILVERPLUS®
protection), pocty cyklu prani potom hodnotami 0, 1, 25 a 40.

)

Create Factorial Design - Factors m
Factor Name Type | Levels | Level Values |
A Material | Text j 4 4 B c D
B prani MNumeric :I 4 1] 1 25 40

Help | OK I Cancel

Obréazek 6.9: Nastaveni faktoru

Déle zvolime randomizaci navrhu. To proto, abychom vylouéili moznou zavislost méfeni danou

potadim vzorku nebio pocty cyklu prani. Randomizaci nastavime zaskrtnutim policka v okné
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Options .... Jesté pouzijeme volbu Results ..., v niz nastavime moznosti vystupu vysledku na
Summary table and design table. V tomto formatu se ndm vysledky ukazi na plose sessions a
bude mozné je tak i vytisknout ¢ ulozit. Nyni ukon¢ime névrh stiskem tlacitka OK. Vzapéti
se nam ukaze tabulka navrhu jak v poli sessions, tak i v tzv. Worksheetu. Do ného budeme
zapisovat vysledky méfeni, postupné fadek po fadku. Zndhodnéné poradi se zde projevuje tim,
ze jednotlivé fadky ve worksheetu jsou uz oznaceny tirovnémi faktoru (ve sloupcich Matreridl a

prani v ndhodném poradi.

2% MINITAB - Untitled

J File Edit Data Calc Stat Graph Editor Tools Window Help

EC I R =R Y AN T ) |a®
Run Blk A4 B
1 1 2 2
2 1 4 2
31 31
4 111
5 1 4 3 {88 worksheet 5 *+*
5 15 o_._c
Py 11 2 StdOrder|RunOrder| PtType | Blocks |Material | prani
9 1 4 3 1 B 1 1 1B 1
w1 4 2 —
1 1 2 4 2 30 2 1 1D 1
12 11 4 3 25 3 1 1C 0
ij i ;1 : 4 1 4 1 1A 0
s 1z 1 5 31 5 1 1D 25
16 13 2 6 29 6 1 1D 0
17 11 3 —
1a 11 2 7 26 7 1 1C 1
19 1 4 4 8 2 8 1 1A 1
;2 i f 43; 9 15 9 1 1D 25
22 1 41 10 14 10 1 1D 1
23 111 11 24 " 1 1B 40
24 1 2 1
25 13 4 12 4 12 1 1A 40
26 1 1 3 13 16 13 1 1D 40
;; i g i 14 7 14 1 1B 25
23 12 2 15 21 15 1 1B 0
30 01 3 1 16 10 16 1 1C 1
31 1 2 4 o
32 12 3 17 19 17 1 1A 25
18 18 18 1 1A 1
19 32 19 1 1D 40
20 27 20 1 1C 25
| [ 21 | 20 21 1 1A i
22 13 22 1 10D 0
23 1 1A
1 1B
1 1C
1 TA
1 1C
1 1C
1 1B
1 1C
1 1B
1 1B

Obréazek 6.10: Worksheet
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6.5.2 Priprava vzorkt a méreni

Vzorky, které budou prochézet pracim cyklem, budou vyprany podle doporuc¢eného praciho po-

stupu v souladu s normou CSN EN ISO 6330 (80 0821).

Po prani budou testovany zmény antibakteridlnich vlastnosti antibakteridlné upravenych tex-
tilii. Pfipravené a vyprané vzorky budou vystaveny vlivu kvasného roztoku a bude sledovan
proces fermentace. Béhem procesu fermentace kvasinky preménuji jednoduché cukry (glukosa,
fruktosa) na ethanol (alkohol) a CO2 (oxid uhli¢ity), ktery uchdzi do okolntho vzduchu. Prin-
cip experimentu je zalozen na sledovani doby fermentace, po kterou se uvoliiuje oxid uhlicity a

odpovida aktivité kvasinek.

Do této tabulky zapiSseme namétrené hodnoty do sloupce C7, ktery navic oznac¢ime jako doba.

c1 (&) G c4 c5.T C6 7 -
StdOrder|RunOrder| PtType | Blocks | Material| prani [doba
2 30 2 1 1 D 1 261 _
3 |25 3 1 1 c 0 240
4 |1 4 1 1 A 0 230
5 |31 5 1 1 D 2 258
6 |29 B 1 1 D 0 243
7 |6 7 1 1 C 1 240
8 |2 8 1 1 A 1 230
9 |15 9 1 1 D 25 262
| 10 |14 10 1 1 D 1 257
[ 11 |24 1 1 1 B 40 211
12 |4 12 1 1 A 40 120
13 |16 13 1 1 D 40 269
14 |7 14 1 1 B 25 209
| 15 |21 15 1 1 B 0 190
16 |10 16 1 1 c 1 237
17 |19 17 1 1 A 25 190
18 |18 18 1 1 A 1 232
19 |32 19 1 1 D 40 273
| 20 |27 20 1 1 c 25 240
21 |20 21 1 1 A 40 118
22 |13 2 1 1 D 0 250
| 23 |17 2 1 1 A 0 229
[ 24 |5 24 1 1 B 0 188
25 |12 25 1 1 c 40 237
| 26 |3 26 1 1 A 2 *
27 |11 27 1 1 c 25 241
' 28 |28 28 1 1 c 40 240
29 |22 29 1 1 B 1 192
30 |9 30 1 1 c 0 242
31 3 3 1 1 B 40 210
32 |23 2 1 1 B 25 212
[ 33 | -
KN 2/

Obrazek 6.11: Namétrené hodnoty doby fermentace
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6.5.3 Analyza vysledki

Nyni ptikro¢ime k analyze vysledki experimentu. V hlavni nabidce pouzijeme opét cestu Stat —
DOE — Factorial. Zde se ndm objevily dalsi dvé pfistupné funkce: Analyze Factorial Design ...
a Factorial Plots ....

Stat Graph Editor Tools Window Help

kT

8 Basic Statistics DI “ r’r“a-
»

Reagression

ANOYA »
t Control Charts » Response Surface  » Un Define Custom Factorial Design...

Quality Tools » Mixture. » [ PY Pre-

Reliability/Survival » Taguchi

Multivariate 4

- ! Iv ;‘im Modify Design... yze

Time Series i 4 F q

o Display Design... X Eactorial Plots...

Tables

Monparametrics » e e

EDA » & Overlaid Contour Plat, .

F PP
Power and Sample Size » & Response Optimizer

Obrazek 6.12: Vyhodnoceni experimentu

Podivejme se nejprve na grafy efektu hlavnich faktori. Vybereme funkci Factorial Plots ....

Zde mame moznost zaskrtnout jednu nebo obé moznosti:

e graf hlavnich efektu (Main effects) zobrazujici stfedni hodnoty odezvy pii jednotlivych
urovnich hlavnich faktoru. Muzeme si navic vybrat, zda chceme stfedni hodnoty piimo

z naméfenych dat nebo odhadnuté stfedni hodnoty z modelu.

e graf interakei (Interaction) zobrazujici hodnoty stfednich hodnot odezvy pro ruzné trovné

druhého faktoru ve ¢tytech kiivkach, kazdé pro jednu hodnotu prvniho faktoru.

\-‘actorial Plots | x|
v Main effects (response versus levels of 1 factor) Setup...
Factorial Plots - Main Effects [ ]
[V Interaction (response versus levels of 2 factors) Setup...
c7 doba Responses:
Type of Means to Use in Plots
¢ Data Means Factors to Include in Plots
& Fitted Means Available: Selected:
Help OK Cancel > Biprani
>>
<
<L

Select Options...
Help

Cancel |

Obréazek 6.13: Grafy hlavnich efektu a interakci

Déle je tifeba nastavit odezvu a faktory. K tomu slouzi funkce Setup .... Zde vybérem ze
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seznamu proménnych zvolime, kterd bude odezvou (doba), které hlavnimi faktory (Mereni, prani)
a pro ktere kombinace faktoru chceme zobrazit interakce.

Po stisku tla¢itka OK dostaneme zaskrtnuté grafy, z nichz lze vyéist vlivy hlavnich faktoru,
pripadné pritomnost vlivu interakci. Tyto grafy neposkytuji kvantitativni idaje a tudiz na jejich
zékladé 1ze pouze ,ziskat dojem* o vlivu jednotlivych faktoru ¢i interakci. Nicméné, jako voditko

pro dalsi analyzu jsou uzitecné.

+ Main tffects plot (data means) for doba

Main Effects Plot (data means) for doba

P[] E3 |} 1 ioteraction Plot (dats means) for doba

Interaction Plot (data means) for doba

Malerial pran 260 s Mate
— —.—
=0 » 260 Py =
/ s . -c
250 / 240 » - . . -0
/
/ R )

/
240 ’ ) N ) gt -
20 SR
70 e PR Y .
- ~- 180 \

20 R 160 \\
210 \_ el \
2 ~ 12 .

Obrézek 6.14: Hlavni efekty faktoru a interakce

Mean

Mean of doba

Z grafu nalevo je zfejmé, ze vliv materidlu je pomérné velky, pficemz nejlepsi vysledky vyka-
zuje materidl D a nejhorsi materidl A. V pfipadé materidlu A odolnost vyrazné klesd s po¢tem
pracich cyklu na rozdil od ostatnich ti{ materidla, jak lze vidét na Obr. 6.13 napravo. Tento

vyrazny trend ovliviiuje ziejmé i graf hlavnich efektu v pravé ¢asti levého grafu.
Y y i) J

7 predchozich grafu je zfejmé, ze hlavni faktory i jejich interakce maji vliv na odezvu. Jak
velky a vyznamny, to ndm povi kvantitativni analyza. Tu vyvoldme volbou funkce Analyze Fac-

torial Design ....

Analyze Factorial Design [ X}
Cc7 doba Responses:

| Covariales...l Predidiun...l
Graphs... |  Results... |
Select I
Weights... |

Help |

Terms...

Storage... I

o]

Cancel |

Obrézek 6.15: Analyze Factorial Design ...
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Panel pro analyzu vysledku experimentu nabizi nékolik funkei:

e Terms ... pro nastaveni stupné interakce. V nasem ptipadeé lze volit 1 (bez interakce) nebo

2 (interakce mezi dvéma uvazovanymi faktory)

e Covariates ... je panel pro vybér kovariat v modelu. Tyto kovariaty museji byt ulozeny jako

sloupec v pracovnim seSité.
e Graphs ... umoznuje nastaveni vystupnich grafu vybérem z nékolika moznosti

e Results ... nastavuje tvar vystupu. Pokud nezvolime nic (Do not display), je zdkladem
tabulka analyzy rozptylu (ANOVA Table) a k ni lze vybrat dals{ informace (covariate,

coefficients, unusual observations)

e Storage ... pro uloZeni rezidui, odhadu, parametru modelu a dalsich informaci. Tyto tdaje

budou ulozeny jako sloupce tabulky v pracovnim sesitu ( Worksheet).

o Weights ... je panel pro vybér vah pro vazeny odhad odezvy. Tyto vahy museji byt ulozeny

jako sloupec v pracovnim sesité.

V nasem pifpadé pouze nastavime typ vystupu s rezidui a stiskneme OK (odezva a faktory spolu
s interakcemi uz médme nastaveny z predchoziho kroku (nastaveni pro grafy hlavnich efektu a

interakefl). Poté dostaneme piehled vysledku kvantitativni analyzy.

General Linear Model: doba versus Material; prani

Factor Type Levels Values
Material fixed 4 A; B; C; D

prani fixed 4 0; 1; 25; 40

N4&s model uvazujeme ve tvaru
Yij = p+a; + 85 + (aﬁ)ij + €5

kde y;; je doba fermentace pro i-tou troven faktoru materidl a j-tou troven poctu cykli prani,
i je spolecnd droven pro oba faktory, a; oznacuje vliv i-té irovné faktoru material, 5; oznacuje
vliv j-té urovné faktoru prani, (aﬁ) i je vliv interakce i-té a j-té irovné faktoru a ¢;; predstavuje
ndhodnou chybu pfi i-té a j-té irovni odpovidajicich faktoru (reziduum). Statistickou vyznamnost

vlivu faktor a jejich interakce vyhodnotime pomoci analyzy rozptylu:
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Analysis of Variance for doba, using Adjusted SS for Tests

Source DF Seq SS Adj SS Adj MS F P
Material 3 24804,0 24804,0 8268,0 4724,57 0,000
prani 3 1983,3 1983,3 661,1 377,76 0,000

Material*prani 9 15232,2 15232,2 1692,5 967,13 0,000
Error 16 28,0 28,0 1,8

Total 31 42047,5

S =1,32288 R-Sq = 99,93}, R-Sq(adj) = 99,87%

Z tabulky analyzy rozptylu je vidét, ze vliv obou faktoru i jejich interakce jsou statisticky
vyznamné. O tom svédci prakticky nulové p-hodnoty v poslednim sloupci. Hodnoty koeficientu
determinace R—Sq jsou blizké jedné, coz vypovidé o tom, ze nas model vysvétluje témér vsechnu
variabilitu namérenych dat a tedy je dobrym modelem. Odhady jednotlivych efektu (koeficientt

modelu) jsou v dalsf édsti textového vystupu:

Term Coef SE Coef T P
Constant 223,125 0,234 954,12 0,000
Material
A -30,5000 0,4050 -75,30 0,000
B -23,0000 0,4050 -56,78 0,000
C 16,5000 0,4050 40,74 0,000
prani
0 4,2500 0,4050 10,49 0,000
1 7,12560 0,4050 17,59 0,000
25 1,87560  0,4050 4,63 0,000
Material*prani
A 0 32,6250 0,7016 46,50 0,000
A 1 30,7500 0,7016 43,83 0,000
A 25 -4,5000 0,7016 -6,41 0,000
B 0 -14,3750 0,7016 -20,49 0,000
B 1 -16,7500 0,7016 -23,88 0,000
B 25 7,5000 0,7016 10,69 0,000

C 0 -3,8750 0,7016 -5,52 0,000
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C 1 -6,7500 0,7016 -9,62 0,000

C 25 -1,0000 0,7016 -1,43 0,173

Zde Constant odpovida spole¢nému efektu p, material A, B, C odpovida efektum a1, as, as,
prani 0, 1, 25 odpovida efektum i, 82, 83 a ve spodni poloviné tabulky jsou hodnoty efektu
interakci. Vsimnéme si, ze vysledkova tabulka neobsahuje hodnoty efekt pro materidl D a pocet
cyklt prani 40. Tyto efekty lze snadno dopocitat z podminky 2?21 a;=0a 2?21 B; = 0. Odtud
dostdvame a4 = 37,000 a B4 = —13,250.

Nésledujici odhady stfednich hodnot odezvy pro jednotlivé drovné faktoru a pro interakce

jsme uz vidéli graficky znézornéné v Obr. 6.14:

Least Squares Means for doba

Material Mean SE Mean
A 192,6  0,4677
B 200,1 0,4677
C 239,6 0,4677
D 260,1 0,4677
prani

0 227,4 0,4677

1 230,3 0,4677
25 225,0 0,4677
40 209,9 0,4677
Material*prani
A 0 229,5 10,9354
A 1 230,5 10,9354
A 25 190,0 10,9354
A 40 120,5 0,9354
B 0 190,0 10,9354
B 1 190,5 0,9354
B 25 209,5 0,9354
B 40 210,5 10,9354
C 0 240,0 0,9354
C 1 240,0 0,9354

C 25 240,5 10,9354
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C 40
D 0
D 1
D 25
D 40

238,0 10,9354
250,0 10,9354
260,0 10,9354
260,0 0,9354
270,5 0,9354

Volba Graphs ... ndm nabizi fadu grafu zobrazujicich predevsim rezidua. Zvolime ,,¢tyfi v jed-

nom“ (Four in one) obsahujici: normélni pravdépodobnostni papir pro rezidua (Normal Proba-

bility Plot of the Residuals), graf rezidui pro odhadnuté hodnoty (Residuals Versus the Fitted

Values), histogram rezidui (Histogram of the Residuals) a graf rezidui pro jednotlivd métren{

(Residuals Versus the Order of the Data). Vystup je na Obr. 6.16.

Percent

Residual Plots for doba
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a0

50

Frequency
iy

Residual Plots for doba

Normal Probability Plot of the Residuals

Residuals Versus the Fitted Values

I[=1 B3

Residual

! [ [
%3 A 0 1 2 100 180 200 250
Residual Fitted Value
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2
' A A j/\/\.
m
2 0 A i i
3 | VVY W ¥ Vv
-1
-2
2 - 0 1 2 2 {6 sMPRNIEBD2HDE TR

Residual

Obserwvation Order

Obréazek 6.16: Analyza rezidui

Z histogramu vidime, ze v krajnich hodnotach zjiSenych rezidui (v bodech -2 a +2) existuje

vice pozorovani, nez by odpovidalo normanimu rozdéleni. V pravém dolnim grafu na obr. 6.16 je

vidét, ze existuji ¢tyfi méreni v nichz rezidua v nasem modelu nabyvji extrémnich hodnot. Tato

méfen{ jsou identifikovéna v textovém vystupu jako neobvykld pozorovdni (unusual observations):

Unusual Observations for doba

Obs

5 258,000 260,000

9 262,000 260,000

doba

Fit SE Fit
0,935 -2,000
0,935 2,000

Residual St Resid

-2,14 R

2,14 R
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256 236,000 238,000 0,935 -2,000 -2,14 R

28 240,000 238,000 0,935 2,000 2,14 R

R denotes an observation with a large standardized residual.

Grafy na Obr. 6.16 nam ukazuji, ze by mohl byt problém s normalitou rezidui. Provedeme
tedy jesté test normality rezidui.
Ulozime nejprve rezidua do datové tabulky nastavenim funkce Storage ... v panelu analyzy

faktoridlniho experimentu:

Analyze Factorial Design X|

[ daha Recnnoncec*

nlyze FactorlDesign-storage /-
Fit Residuals Model Information Other
v I~ Coefficients [~ Hi [leverage)
v Residuals [~ Design matrix [~ Cook's distance
v Standardized residuals [~ DFITS

I~ Deleted residuals

Help | OK I Cancel |
; .

T
Graphs... | Results... | Storage... |

Select |
Weights...
Help | OK | Cancel |

Obrézek 6.17: Ulozeni rezidui a predikce

Vybrali jsme ulozen{ odhadovanych hodnot (Fits), rezidui (Residuals) a standardizovanych
rezidui (Standardized Residuals). Spoctend data se ulozi do sloupcu tabulky pod ndzvy FITSI,
RESI1 a SRESI.

Test normality nalezneme v hlavni nabidce pod polozkou Stat — Basic statistics. Zde muzeme
vybrat bud’ funkci Normality test ...nebo Graphicel Summary .... Normality test ... nabizi nékolik
testi normality: Anderson-Darlinguv test, test Ryan-Joiner (obdoba Shapiro-Wilkova testu) a
Kolmogorov-Smirnovuv test. V nasem piipadé, kdy nezndme stfedni hodnotu ani rozptyl, je
nejvhodnéjsi pouzit Anderson-Darlinguv test. Jeho vysledek je zobrazen na Obr. 6.18 vpravo.
Funkce Graphical Summary ... ndm poskytne podobny vysledek pouze s tim rozdilem, ze data

zobrazuje v histogramu a krabicovém grafu (viz Obr. 6.18 vlevo).

Z vysledku je ziejmé, ze hypotézu o normalité nelze zamitnout na hladiné vyznamnosti 7,5%.
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=+ Summary for RESI1 M [=] B3 || - Probability Plot of RESI1 [_[Of x|
Summary for RESI1

Probability Plot of RESI1

#aderson-Darling Normality Test Naormal

ASquared 088
Pvalue 0075 )
e oo Mean  5.320071E-15
an !
Sthev 085038 3"7"’ O'Eﬁg:
Verance  0.80323 )
Skewness  -0,000000 a0 AD 0584
Kurtosis 0.477762 P-Value 0078
N 804
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fst Quartie  -0.50000 =
Median 0.00000 g 54
3rd Quartile 050000 2 50+
2 Bl d i E] Maximum 200000 S
95% Confidence Interval for Mean 30
‘ I 03465 034285 20
95% Confidence Interval for Median
-0,50000 0.50000 g
95% Confidence Interval for StDev 5
95% Corfidence Intervals 078162 1.26351
near —_—
U T T
weom ]+ . 4 1 0 1 2
RESI1
o5 3 3 3 )

Obrazek 6.18: Test normality

6.5.4 Zavér

Cilem experimentu bylo sledovani ubytku dc¢innosti antibakterialnich uprav textilii v zavislosti
na poc¢tu cyklu prani. Na zakladé vysledku méteni lze konstatovt, Zze i¢innost antibakteridlnich
uprav se vyrazneé lisi v zavislosti na pouzitych materidlech. Pokles 1i¢innosti v zavislosti na poctu
pracich cyklu je pouze ,optickd“ (viz Obr. 6.14 vlevo). Zde se projevuje silny vliv interakce
materidl*prand. Pokles i¢innosti s po¢tem pracich cyklu je vyrazny pouze v piipadé materidlu A
(60% Bavlna, 20% SeaCell active, 20% SeaCell pure). U ostatnich pouzitych materidla je tomu

spise naopak (viz Obr. 6.14 vpravo).
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