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2.3 Regresńı analýza . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
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3.2.1 Ordinálńı odezva . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
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3.3.1 Jednoduchá př́ımková regrese . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

4 Vı́cefaktorové experimenty 53
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4.3 Vı́cefaktoriálńı experimenty . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
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Úvod

Většina našich znalost́ı o okolńım světě je źıskávána na základě experimentováńı. Malé děti ex-

perimentuj́ı s věcmi kolem sebe, s chováńım lid́ı, zv́ı̌rat, zkoušej́ı co se stane když ... Jako dospěĺı

použ́ıváme experiment k ověřeńı našich představ, teoríı a logických úvah. K tomu využ́ıváme

znalost́ı a zkušenost́ı, źıskaných také na základě výsledk̊u experimentováńı ostatńıch lid́ı. Ex-

perimentálńı ověřováńı předpoklad̊u a rozv́ıjených teoríı je jednou ze základńıch činnost́ı ve

vědeckém zkoumáńı. Experiment je často jediným zdrojem informace v situaci, kdy teoretické

znalosti nestač́ı nebo je nelze použ́ıt vzhledem ke složitým reálným podmı́nkám.Historie řízení jakosti

Zkusíme něěco jiného ...

Přřemýšlýme dále ...

Cosi zkusíme

Přřemýšlení o problému

...

Typický "starý" přřístup 
k řřešení problému:

• funguje v jednotlivých 
přřípadech a jen s něěkolika 
málo lidmi

• ččasto ččekáme velmi dlouho 
na výsledek

• vyžaduje zkušenost a intuici

• lze jej využít pouze v 
omezeném okruhu aplikací

čtvrtek, 23. února 12

Obrázek 1: Postup metodou po-

kusu a omylu.

Experiment může prob́ıhat r̊uzným zp̊usobem. Zřejmě

nejstarš́ım a nejčastěji použ́ıvaným př́ıstupem je tak-

zvaná metoda pokusu a omylu. Tato metoda je výsledkem

spontánńıho chováńı a je nejméně efektivńı. Může být

úspěšná poze tehdy, je-li spojena se zkušenost́ı a intuićı. Lze ji

použ́ıt pouze v jednotlivých př́ıpadech a v omezeném okruhu

aplikaćı, přičemž výsledek je nejistý a může se dostavit až za

velmi dlouhou dobu.

Se stále moderněǰśımi technologickými postupy se stávaj́ı

i výrobky a procesy stále v́ıce komplikované. Vzhledem

k tomu, že náklady na experimentováńı se prudce zvyšujúı,

pro analytika, který má omezené finančńı zdroje a čas, se

stává nemožné, aby prozkoumal množstv́ı faktor̊u, které

ovlivňuj́ı tyto složité procesy pomoćı metody pokusu a omylu.

Proto je třeba využ́ıvat techniky, které identifikuj́ı vliv d̊uležitých faktor̊u t́ım nejefektivněǰśım

zp̊usobem a ř́ıd́ı proces nejlepš́ıho nastaveńı těchto d̊uležitých faktor̊u pro uspokojeńı stále ros-

toućı poptávky po zlepšeńı kvality a zvýšeńı produktivity. Techniky plánováńı experiment̊u po-

skytuj́ı výkonné a účinné metody k dosažeńı uvedených ćıl̊u.
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Úvod iv

Systematický př́ıstup k řešeńı problémů předpokládá týmovou práci a objektivńı plánováńı

jednotlivých krok̊u. Tento text se zaměřuje na navrhováńı experiment̊u předevš́ım ve stroj́ırenstv́ı

a technickém výzkumu. Experiment budeme chápat jako sérii zkoušek prováděných systema-

tickým zp̊usobem za účelem lepš́ıho porozuměńı stávaj́ıćım proces̊um, nebo k prozkoumáńı

nového produktu či procesu. Nástroj pro vytvářeńı takového zp̊usobu experimentováńı se označuje

zkratkou DOE z anglického ”Design Of Experiments”. Vyhodnoceńı výsledk̊u zkoušek se provád́ı

pomoćı matematicko-statistických metod. Proto se DOE často považuje za jednu z oblast́ı apli-

kované statistiky. Experimenty jsou velmi často d̊uležitým nástrojem při ř́ızeńı kvality a jsou

jednou z hlavńıch činnost́ı při zlepšováńı proces̊u v souvislosti s aplikaćı zásad Six Sigma. Z to-

hoto d̊uvodu jsou i součást́ı managementu kvality.Historie řízení jakosti

Predikce procesu na základěě analýzy 
výsledkůů

• týmová práce a společčné 
rozhodování

• vyžaduje být aktivní a 
objektivněě plánovat 
experimenty

• prvním krokem je vždy plán 
experimentu

• experimenty jsou prováděěny v 
náhodném pořřadí

• zahrnuje přředvídání a 
ověěřřování oččekávaných 
výsledkůů přřed provedením 
experimentu

• důůraz na optimalituVerifikace, potvrzení 
(ověěřřovací experimenty) 

Vedení experimentůů

Popis provedení experimentůů

Vymezení faktorůů, 
analýza vlivůů a závislostí

        k řřešení problému:

čtvrtek, 23. února 12

Obrázek 2: Systematické kroky při návrhu

experimentu.

Návrh experimentu se snaž́ı o źıskáńı maximálńıho

množstv́ı informaćı s minimem vynaložených zdroj̊u.

Pro úspěšný návrh a vyhodnoceńı experimentu je

nutná spolupráce jak expert̊u z výroby, tak i tech-

nik̊u designér̊u a odborńık̊u z oblasti aplikované ma-

tematické statistiky. Pro úspěšnou realizaci experi-

mentu je nezbytná i podpora vrcholového vedeńı

firmy. Ačkoli podstata DOE spoč́ıvá v efektivńım

vyhodnoceńı poměrně malého množstv́ı zkoušek,

přesto může být provedeńı celého experimentu velmi

nákladnou záležitost́ı. To je také – spolu s oba-

vou o zhoršeńı kvality produkce po dobu experi-

mentováńı – jedńım z nejčastěǰśıch d̊uvod̊u odmı́táńı

těchto metod v praktickém provozu. Proto zde hraje

kĺıčovou roli rozhodnut́ı odpovědných manažer̊u

podniku, kteř́ı na základě ekonomické rozvahy nař́ıd́ı potřebné kroky.

Z hlediska ř́ızeńı kvality je navrhováńı a vyhodnocováńı experiment̊u
”
nikdy nekonč́ıćı př́ıběh“.

Výsledky předchoźıch experiment̊u jsou často vstupńımi informacemi pro daľśı, navazuj́ıćı expe-

rimenty, které zpřesňuj́ı modely závislost́ı mezi odezvou a faktory, zpřesňuj́ı počet p̊usob́ıćıch

faktor̊u a jejich sledovaných úrovńı. Je d̊uležité mı́t tento proces pod kontrolou, nebot’ jen tak

lze zajistit jeho efektivitu a dosáhnout požadovaných úspor při výrobě. Znalost základńıch zásad

při navrhováńı a vyhodnocováńı experiment̊u patř́ı k základńım dovednostem a je d̊uležitá jak

pro ty, kteř́ı experimenty sami prováděj́ı, tak i pro ty, kteř́ı využ́ıvaj́ı jejich výsledk̊u, tedy i pro

pracovńıky ve vedeńı firmy.



v Úvod

Prováděńı a vyhodnoceńı pr̊umyslových experiment̊u je dnes už nepředstavitelné bez soft-

warové podpory. Existuje řada programových produkt̊u, které usnadńı návrh a umožńı analýzu

výsledk̊u experimentu. Nicméně i zde plat́ı pravidlo, že tyto relativně mocné nástroje muśı ř́ıdit

odborńık, který v́ı co a jak správně v určité situaci použ́ıt. Pokud tyto nástroje použ́ıvá laik,

může doj́ıt k chybnému vyhodnoceńı předpoklad̊u, výběru nevhodné metody a v neposledńı řadě

k chybné interpretaci výsledk̊u.

Tento učebńı text si klade za ćıl seznámit čtenáře se základńımi principy navrhováńı expe-

riment̊u a vyhodnoceńı jejich výsledk̊u. Pro snazš́ı porozuměńı se předpokládá alespoň částečná

znalost základńıch statistických pojmů, jako jsou: náhodná veličina, stochastická nezávislost,

rozděleńı pravděpodobnosti, distribučńı funkce, hustota, středńı hodnota, rozptyl a daľśı. Proto

je v prvńı kapitole zařazeno
”
Statistické repetitorium“. Čtenáři, kteř́ı tyto metody znaj́ı jej mo-

hou klidně přesločit.

Př́ıklady v textu uvedené jsou zpravidla zjednodušené. Důvodem je snaha o jejich lepš́ı a

názorněǰśı výklad. Skutečné reálné úlohy bývaj́ı často mnohem složitěǰśı a jejich řešeńı přesahuje

rámec tohoto textu. Pro řešeńı některých př́ıklad̊u jsme použili statistický program MINITAB,

který obsahuje řadu nástroj̊u určených př́ımo pro DOE. Kromě tohoto programu existuje i řada

daľśıch, v́ıce či méně složitých softwarových produkt̊u, umožňuj́ıćıch v podstatě totéž. Nejjed-

nodušš́ım nástrojem pro vyhodnoceńı výsledk̊u experimentu může být i tabulkový procesor typu

MS Excel, který také v některých př́ıpadech použijeme.



Kapitola 1

Základy navrhováńı experiment̊u

1.1 Historie ř́ızeńı kvality

Stoj́ıme-li před úlohou provést výběr z několika stejných či podobných výrobk̊u které se nab́ızej́ı

za stejnou či podobnou cenu, rozhodneme se na základě jejich kvality. Je tedy přirozené, že

s rozvojem obchodu a hromadné výroby se stále častěji objevuje pojem kvalita. Obsah tohoto

pojmu je přitom velmi široký a silně záviśı na individualitě zákazńıka. S nar̊ustaj́ıćım množstv́ım

nab́ızeného zbož́ı však požadavky na jeho kvalitu dostávaj́ı stále v́ıce objektivńı charakter.

V dnešńım pojet́ı je kvalita výrobku charakterizována souborem objektivně měřitelných znak̊u

a je definována v normě. To umožňuje jej́ı sledováńı, kontrolu a ř́ızeńı.

Rozvoj pr̊umyslové výroby na konci 19. a počátku 20. stolet́ı přináš́ı potřebu zajǐstěńı kva-

lity výroby
”
ve velkém“, tedy nikoli kvality jednotlivých výrobk̊u při kusové výrobě, ale kvalitu

velkého množstv́ı výrobk̊u v sériové výrobě. K dosažeńı kvalitńı výroby vedly dvě cesty: jed-

nak zajǐstěńı kvality technologickými prostředky a výběrem materiálu, jednak kontrola kvality,

která by vyloučila z produkce nevyhovuj́ıćı výrobky. Druhá cesta znamenala rozvoj takzvané

”
statistické přej́ımky“.

Rozvoj statistických teoríı použitelných pro pr̊umyslovou praxi přinesl r̊ust výroby po prvńı

světové válce v minulém stolet́ı. Americký profesor W. A. Shewhart ve třicátých letech položil

základy kontroly výrobńıch proces̊u pomoćı statistických metod ve své knize
”
Statistical Method

from the Viewpoint of Quality Control“. Druhý výrazný skok v rozvoji statistických nástroj̊u pro

kontrolu kvality nastal v obdob́ı druhé světové války a v raně poválečném obdob́ı předevš́ım d́ıky

zbrojńımu pr̊umyslu. Pozornost výrobc̊u se soustředila na vlastńı výrobu a technickou kontrolu

vstup̊u a výstup̊u.

Od poloviny minulého stolet́ı začaly výrazně nar̊ustat požadavky zákazńık̊u na výrobky a
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1.2. Historie DOE 2

jejich kvalitu. Bylo zřejmé, že výrobek, který pouze plńı technologické parametry, nemuśı být na

trhu úspěšný a že zákazńıci zohledňuj́ı i daľśı kritéria jako hezký vzhled, spolehlivost, úspornost,

komfort při už́ıváńı apod. Současně se stupňovaly požadavky na prodejńı a poprodejńı servis a

návazné služby. Novou situaci a klima na světových trźıch plně pochopili japonšt́ı stratégové a

manažeři. Ti jako prvńı docenili teorii W. E. Deminga o komplexńım př́ıstupu k ř́ızeńı kvality a s

pomoćı jeho metod prokázali, že toto chápáńı kvality je nejen konkurenčńı výhodou, ale i účinným

nástrojem na cestě k prosperitě. S vývojem ř́ızeńı kvality je spojena řada významných osobnost́ı,

k nimž patř́ı Walter A. Shewhart, William E. Deming, Joseph M. Juran, Armand V. Feigenbaum,

Kaoru Ishikawa, Yoshi Tsurumi, Philip B. Crosby.

1.2 Historie DOE

• Klasický př́ıstup - R. A. Fisher (20. léta 20. stolet́ı). Návrh experiment̊u (DOE) je založen

na statistických metodách, studiu společných efekt̊u několika proměnných vliv̊u určeńım

kombinace hodnot faktor̊u pro optimálńı výsledek

• Taguchiho př́ıstup (40. léta 20. stolet́ı) standardizoval a zjednodušil použit́ı technik DOE,

navrhl koncept zlepšováńı kvality ve všech fáźıch návrhu a výroby

• K významnému rozš́ı̌reńı metody DOE v USA a Evropě došlo až v 80. letech 20. stolet́ı



3 Kap. 1: Základy navrhováńı experiment̊u

1.3 Základńı pojmy

Aby nedocházelo k nedorozuměńım a nepřesným výklad̊um, zavedeme si několik základńıch

pojmů, které se v souvislosti s navrhováńım experiment̊u použ́ıvaj́ı. Tyto pojmy definuje i norma

ČSN ISO 3534-3 (viz [9]).

Proces je posloupnost operaćı či děj̊u, které systematicky přetvářej́ı vstupy na výstupy. Podle

normy ČSN EN ISO 9000:2006 charakterizován jako
”
soubor vzájemně souvisej́ıćıch nebo vzájem-

ně p̊usob́ıćıch činnost́ı, který přeměňuje vstupy na výstupy“. Výrobńı proces tedy představuje

posloupnost po sobě jdoućıch činnost́ı, kde se snaž́ıme za pomoci lidského zdroje, technických

prostředk̊u a technologie vytvořit produkt nebo službu, t́ım že přeměňujeme vstupńı prvky na

výstupńı produkty. Výrobńı proces můžeme také definovat jako činnost, při ńıž se uskutečňuje

soubor pracovńıch, technologických a př́ırodńıch proces̊u, který měńı tvar a jakost vstupńıho

materiálu.

Experiment je test nebo série test̊u (pokus̊u), provedená za účelem zvýšeńı kvality produktu

nebo procesu, př́ıpadně zvýšeńı jejich efektivity. Slouž́ı ke

• stanoveńı charakteristik procesu a jeho optimalizace

• vyhodnoceńı vlastnost́ı materiál̊u

• návrh a vývoj produkt̊u

• stanoveńı tolerance komponent a vstupńıch veličin

Všechny experimenty jsou navržené experimenty, některé dobře, jiné špatně.

Návrh experimentu

• zkracuje dobu pro návrh a vývoj nových produkt̊u

• zlepšuje fungováńı stávaj́ıćıch proces̊u

• zvyšuje spolehlivost a zlepšuje kvalitu výrobk̊u

• zvyšuje robustnost výrobk̊u a proces̊u

• umožňuje vyhodnoceńı r̊uzných variant, výběr komponent, nastaveńı parametr̊u a systémo-

vých toleranćı
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Odezva – výstupńı veličina, která je měřitelná, zpravidla spojitá.

Náhodný vliv – neznáme jeho př́ıčiny, nelze jej odstranit. Zp̊usobuje variabilitu, kterou lze

měřit (experimentálńı chyba) a lze jej předv́ıdat. Snaha je co nejv́ıce jej sńıžit.

Systematický vliv – je zp̊usoben známými vlivy (vymezitelnými př́ıčinami). Projevuje se

např́ıklad trendem, periodicitou, posunut́ım. Snaž́ıme se jej popsat a kvantifikovat.

Faktory – vstupńı veličiny, které mohou být kvalitativńı (kategoriálńı) nebo kvantitativńı (diskrét-

ńı, spojité). Rozlǐsujeme hlavńı, vedleǰśı a blokové.

Interakce – současné p̊usobeńı několika (alespoň dvou) faktor̊u.

Replikace – opakováńı zkoušek za (přibližně) stejných podmı́nek (úrovńı faktor̊u). Umožňuj́ı

měřit náhodnou variabilitu a oddělit ji od variability celkové.

Znáhodněńı – stanoveńı pořad́ı zkoušek podle náhodného
”
zamı́cháńı“. Do jisté mı́ry může

eliminovat vedleǰśı vlivy a zajǐst’uje vyšš́ı mı́ru
”
nezávislosti“ jednotlivých pokus̊u.

Uspořádáńı do blok̊u – slouž́ı ke snižováńı náhodné variability (variability náhodné složky).

V rámci bloku prob́ıhaj́ı zkoušky za přibližně stejných experimentálńıch podmı́nek (ale při

r̊uzných kombinaćıch úrovńı faktor̊u). Blok často představuje jednu repliku experimentu.
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1.4 Návrh a analýza experimentu v pěti kroćıch

Hlavńım ćılem experimentu je odhaleńı závislost́ı a vztah̊u mezi r̊uznými veličinami, př́ıpadně

optimálńı (z určitého hlediska) nastaveńı vstupńıch parametr̊u procesu tak, aby jeho výstupy

splňovaly požadovańı kriteria. Požadavek na provedeńı experimentu obvykle přicháźı z vlastńı

výroby, kde je potřeba vyřešit problémy spojené s nestabilitou, sńıženou kvalitou výrobk̊u,

potřebou provést optimalizaci, nastaveńı parametr̊u a daľśı. Naš́ım ćılem je obvykle nalézt př́ıčiny

neshod nebo zjistit optimálńı nastaveńı výrobńıch podmı́nek. Požadavky mohou přicházet také

z odděleńı marketingu či hodnoceńı kvality.

Úvod do plánování experimentů

Predikce procesu na základěě analýzy 
výsledkůů

• Analýza procesu

• Návrh experimentu

• Provedení zkoušek

• Analýza výsledkůů

• Závěěry
Verifikace, potvrzení 

(ověěřřovací experimenty) 

Vedení experimentůů

Popis provedení experimentůů

Vymezení faktorůů, 
analýza vlivůů a závislostí

čtvrtek, 23. února 12

Obr. 1.1: Návrh a analýza experimentu

v pěti kroćıch.

Návrh a analýzu experimentu obvykle provád́ıme

v pěti na sebe navazuj́ıćıch kroćıch:

• Analýza procesu

• Návrh experimentu

• Provedeńı zkoušek

• Analýza výsledk̊u

• Závěry

Tyto kroky by měly být provedeny vždy všechny

a v daném pořad́ı. Často se tyto kroky cyklicky opa-

kuj́ı a experiment se provád́ı v́ıcestupňově. V prvńım

kole provedeme hrubou analýzu a vyčleńıme nej-

vlivněǰśı faktory a později návrh zjemňujeme upřesňováńım okruhu vlivných faktor̊u a hledáńım

jemněǰśıch závislost́ı.

1.4.1 Analýza procesu

Návrh a analýza experiment̊u spoč́ıvá v pochopeńı vlivu r̊uzných proměnných na ostatńı proměnné.

Ćılem je nalézt vztah mezi př́ıčinami a následkem, v matematické terminologii je to vztah mezi

nezávislými proměnnými a závislou proměnnou, která nás zaj́ımá. Závisle proměnnou zde bu-

deme nazývat odezvou a nezávisle proměnné se nazývaj́ı faktory. K určeńı nejvhodněǰśı odezvy a

identifikaci možných vlivných faktor̊u by měl být vytvořen tým složený z odborńık̊u v r̊uzných

oborech, týkaj́ıćıch se produktu nebo procesu. Týmový př́ıstup podporuje synergii, která dává

bohatš́ı soubor podnět̊u ke studiu, a tedy i komplexněǰśı experiment.
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• Definice procesu

• Volba odezvy

Plánování experimentů - Analýza procesu

procesvstupy výstupy

kontrolovatelné parametry

nekontrolovatelné parametry
čtvrtek, 23. února 12

Obr. 1.2: Schematické znázorněńı výrobńıho procesu.

K identifikaci d̊uležitých faktor̊u, které ovlivňuj́ı systém se použ́ıvaj́ı takzvané screeningové

experimenty. Tyto pokusy jsou prováděny na základě výzkumu a s využit́ım předchoźı znalosti

systému. Z velké skupiny potenciálńıch faktor̊u vyčleňuj́ı d̊uležité faktory a zaměřuj́ı pozornost

na kĺıčové faktory, které vyžaduj́ı daľśı podrobnou analýzu.

1.4.2 Návrh experimentu

Pr̊uběh experimentu je d̊uležité pečlivě naplánovat ještě před začátkem vlastńıho testováńı a

sběrem dat. V této fázi je třeba mı́t zformulované d̊ukladné a přesné určeńı ćıl̊u, jaká je třeba

provést vyšetřeńı, vyhodnoceńı potřebného času a zdroj̊u k dosažeńı ćıle a integrovat předchoźı

znalosti k provedeńı vlastńıch experiment̊u. Pečlivě plánované experimenty vždy vedou k lepš́ımu

pochopeńı produktu nebo procesu.

Experimenty prob́ıhaj́ı při r̊uzných hodnotách faktor̊u, tzv. úrovńıch. Při každé provedené

zkoušce budeme sledovat odezvu na nějakou, často předem stanovenou, kombinaci úrovńı sledo-

vaných faktor̊u. Tyto zvolené kombinace úrovńı sledovaných faktor̊u se označuj́ı jako
”
ošetřeńı“.

Pokud je pro každé ošetřeńı proveden stejný počet pozorováńı odezvové veličiny, označujeme

návrh experimentu jako homogenńı. Opakovaná pozorováńı při stejném ošetřeńı jsou potom

označována jako replikace.

Počet ošetřeńı experimentu je stanoven na základě počtu úrovńı sledovaného faktoru v experi-

mentu. Např́ıklad, pokud provád́ıme experiment, v němž sledujeme dva faktory, každý s konečným

počtem úrovńı. Bude-li mı́t prvńı faktor r úrovńı a druhý s úrovńı, potom bude zřejmě potřeba

provést pozorováńı při r × s kombinaćıch. Pokud jsou pozorovány všechny možné kombinace

úrovńı faktor̊u, budeme experiment označovat jako úplný faktoriálńı. Pokud pozorujeme pouze

některé kombinace úrovńı faktor̊u, řekneme že experiment je d́ılč́ı faktoriálńı. V př́ıpadě úplných

faktoriálńıch návrh̊u experiment̊u je třeba prověřit všechny faktory a jejich vzájemné interakce,

zat́ımco u d́ılč́ıch faktoriálńıch návrh̊u experiment̊u některé nebo všechny interakce chyb́ı, protože

ne všechny kombinace jsou pozorovány. Dı́lč́ı faktoriálńı návrhy se často použ́ıvaj́ı jako screenin-
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gové experimenty na počátku experimentováńı. V tomto stádiu máme na základě úvodńı analýzy

procesu vyčleněný velký počet možných vliv̊u na odezvu a muśıme rozhodnout o významnosti

jejich vlivu. Přitom očekáváme, že většina hlavńıch efekt̊u a jejich interakćı bude nevýznamná a

pro daľśı experimenty je budeme moci vyloučit.

Obecně lze ř́ıci, že větš́ı počet faktor̊u lépe popisuje model a můžeme zkoumat vliv v́ıce

interakćı, na druhou stranu se návrh komplikuje velkým množstv́ım měřeńı která vedou ke složité

a nepřehledné analýze.

Norma ČSN ISO 3534/3 (Navrhováńı experiment̊u, 1993) rozlǐsuje tyto základńı

typy experiment̊u:

• Jednofaktorové experimenty

• Úplné v́ıcefaktoriálńı experimenty (znáhodněńı, uspořádáńı do blok̊u)

• Sńıžeńı počtu zkoušek (latinské, řeckolatinské čtverce pro vyloučeńı vlivu rušivých faktor̊u)

• Dı́lč́ı faktoriálńı návrh (počátečńı vyhledáváńı vlivných faktor̊u)

• Hierarchický návrh (vyhledáńı největš́ıch zdroj̊u variability)

• Optimálńı návrhy (optimálńı odezvové plochy)

• Taguchiho ortogonálńı návrhy (robustńı návrhy)

Jednofaktorové experimenty

To jsou návrhy, kde je předmětem šetřeńı pouze jediný faktor a ćılem je určit, zda se odezva

lǐśı významně při r̊uzných úrovńıch tohoto faktoru. Faktor může být bud’ kvalitativńı nebo

kvantitativńı. V př́ıpadě kvalitativńıch faktor̊u (např. r̊uzńı dodavatelé, r̊uzné materiály, apod.)

neńı možná extrapolace a testováńı se provád́ı na jednotlivých úrovńıch. Vliv na odezvu může

být určen pouze pro tyto úrovně. Na druhou stranu, je-li faktorem kvantitativńı veličina (jako je

teplota, napět́ı, zat́ıžeńı, atd.), pro výpočet efekt̊u je zpravidla k dispozici vždy dostatek údaj̊u,

nebot’ lze využ́ıt odhady a předpovědi. K vyhodnoceńı lze použ́ıt modely v́ıcenásobné lineárńı

regrese a daľśı statistické metody.

Úplné v́ıcefaktoriálńı návrhy

Ve úplném v́ıcefaktoriálńım experimentu je při každé zkoušce uvažován vliv několika faktor̊u

současně. Stejně jako v jednofaktorovém experimentu, i zde rozlǐsujeme kvalitativńı a kvantita-

tivńı faktory. Ćılem těchto návrh̊u je identifikovat faktory, které maj́ı významný vliv na odezvu,
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stejně jako zkoumat vliv všech jejich interakćı (v závislosti na použité konstrukci experimentu).

Každý každý faktor může mı́t r̊uzný počet úrovńı.

Dvouúrovňové úplné faktoriálńı návrhy

Z hlediska volby počtu úrovńı sledovaných faktor̊u je nejjednodušš́ım (a také nejčastěǰśım)

př́ıpadem dvouúrovňový experiment, kdy uvažované faktory sledujeme pouze ve dvou úrovńıch.

Takovýmito experimenty jsme však schopni odhalit pouze lineárńı závislosti, ale už ne závislosti

složitěǰśı. Máme-li pochybnosti o lineárńı závislosti odezvy a faktoru, voĺıme tři úrovně, vyj́ımečně

v́ıce, nebot’ potom se návrh stává velmi komplikovaný a vyžaduje velmi mnoho měřeńı.

Dı́lč́ı faktoriálové experimenty

Zat́ımco v úplných experimentech je při větš́ım počtu faktor̊u a jejich úrovńı počet sledovaných

kombinaćı zpravidla vysoký, tyto d́ılč́ı návrhy dovoluj́ı sńıžit počet kombinaćı úrovńı faktor̊u

na zlomek počtu, potřebného při úplném návrhu. V takových př́ıpadech však nejsme schopni

vyhodnotit efekty všech možných interakćı.

Taguchiho ortogonálńı návrhy

Taguchiho ortogonálńı experimenty jsou relativně jednoduché konstrukce. Použ́ıvaj́ı se k odhadu

hlavńıch efekt̊u s použit́ım jen několika kombinaćı úrovńı faktor̊u. Tyto návrhy jsou určeny jak

pro dvouúrovňové faktoriálńı experimenty, tak i pro prozkoumáńı hlavńıch účink̊u faktor̊u s v́ıce

než dvěmi úrovněmi bez interakćı.

Taguchiho postup umožňuje nastaveńı těchto faktor̊u k dosažeńı požadovaného ćıle. V závislosti

na produktu nebo procesu, který je předmětem šetřeńı tohoto ćıle může být bud’ maximalizovat,

minimalizovat nebo dosažeńı ćılové hodnoty odezvy.

Optimálńı odezvové plochy

Jedná se o speciálńı návrhy, které se použ́ıvaj́ı k nastaveńı úrovńı faktor̊u pro dosažeńı optimálńı

hodnoty odezvy.

Spolehlivostńı DOE

Jedná se o zvláštńı kategorii, zahrnuj́ıćı klasické typy experiment̊u, jako jsou např́ıklad dvouúrovňové

experimenty, v kombinaci se spolehlivostńımi metodami. Ćılem je zkoumat vliv r̊uzných faktor̊u

na životnost př́ıstroje. Ve spolehlivostńım DOE je odezvou délka života zkoumaného objektu
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(např. věk, mı́le, cykly, atd.). Data mohou obsahovat cenzorovaná pozorováńı (závěsy, interval

data).

1.4.3 Provedeńı zkoušek

Sebelepš́ı návrh je bez pečlivého a d̊usledného provedeńı vlastńıch zkoušek a měřeńı samoúčelný.

Pro jeho úspěšnou realizaci je potřeba věnovat velkou pozornost předevš́ım

• dodržeńı zachováńı stejných podmı́nek okolńıho prostřed́ı (měřeńı v bloćıch),

• přesné nastaveńı kombinaćı úrovńı sledovaných faktor̊u,

• respektovat navržené znáhodněńı v experimentu, i za cenu jistých komplikaćı (např́ıklad

při opakovaném nastavováńı úrovńı některého z faktor̊u),

• maximálńımu vyloučeńı šumových faktor̊u, jako je např́ıklad vněǰśı teplota, denńı doba,

lidský faktor a daľśı.

Zvláště při velkém počtu měřeńı je často nemožné provést všechna v jednom dni a za naprosto

stejných podmı́nek. Pokud návrh experimentu s touto situaćı explicitně nepoč́ıtá (např́ıklad

rozděleńım měřeńı do blok̊u), je třeba věnovat velkou pozornost zachováńı alespoň přibližně

stejných podmı́nek. Důležitá je randomizace. Ta má za ćıl právě minimalizaci vlivu nesledovaných

potenciálńıch faktor̊u, které nav́ıc často nemůžeme ani ovlivnit. Randomizace neboli znáhodněńı

stanov́ı přesně pořad́ı měřeńı a muśı být součást́ı plánu experimentu.

Samozřejmost́ı je dodržeńı základńıch metrologických zásad. Sem patř́ı aplikace analýzy me-

trologického systému (MSA) před zahájeńım vlastńıch zkoušek. T́ımto krokem zajist́ıme, že met-

rologické prostředky i užité metody měřeńı jsou vhodné pro měřeńı sledovaných faktor̊u a odezvy

výrobńıho procesu.

1. Ověř́ıme, zda veškeré metrologické prostředky jsou řádně vedeny v rámci metrologického

řádu organizace. T́ım máme na mysli, že metrologické prostředky podléhaj́ı řádné evidenci

a periodické kontrole, v jej́ımž pr̊uběhu jsou ověřovány, respektive rekalibrovány.

2. Daľśım krokem je ověřeńı systému měřeńı. V pr̊uběhu tohoto kroku ověřujeme, zda při

použit́ı zvoleného měřidla a metody měřeńı v konkrétńım prostřed́ı pro r̊uzné operátory

źıskáváme naměřené hodnoty s minimálńı odchylkou od hodnoty konvenčně správné.

Metodika MSA ověřuje r̊uzné vlivy na variabilitu měřeńı a v některých př́ıpadech dokáže po-

psat př́ıspěvky jednotlivých složek variability. Tyto složky obvykle děĺıme na př́ıspěvek operátora,

měřidla, metody a prostřed́ı.
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1.4.4 Analýza výsledk̊u

Vzhledem k tomu, že hodnoty odezvy při r̊uzných kombinaćıch úrovńı sledovaných faktor̊u nikdy

dopředu neznáme, považujeme odezvu vždy za náhodnou veličinu. Jednotlivá měřeńı si můžeme

představit jako jakýsi
”
náhodný výběr“ z možných realizaćı. K analýze výsledk̊u měřeńı potom

použ́ıváme metody matematické statistiky. Tyto metody je třeba volit jednak v závislosti na

charakteru odezvy, jednak na jej́ım pravděpodobnostńım chováńı. Zde máme na mysli předevš́ım

jej́ı předpokládané rozděleńı pravděpodobnosti. Zjednodušeně lze volbu metody pro vyhodnoceńı

výsledk̊u navržených experiment̊u zobrazit v rozhodovaćım stromě (viz Obr. 1.3):

ano                                    ne

kvalitativní                                    kvantitativní
odezva

spojitá
chí-kvadrát test 

homogenity,
kontingenční 

tabulka

ano                                    ne

GLIM,
K-Wnormální

regrese,
t-test,

ANOVA

regrese,
Wilcoxon

Kruskal-Wallis
Friedman

Obr. 1.3: Volba metody pro vyhodnoceńı výsledk̊u měřeńı v experimentu.

Stanoveńı metody pro analýzu výsledk̊u měřeńı je součást́ı návrhu experimentu. Pro návrháře

experimentu a pro experimentátora je d̊uležité znát tyto metody a předevš́ım předpoklady

pro jejich použit́ı. Zároveň je d̊uležité uvědomit si, co znamená porušeńı těchto předpoklad̊u

pro konečné závěry. Základńı přehled některých matematicko-statistických metod je předmětem

jiného kurzu a zde je uveden v př́ıloze. Aplikaci těchto metod zpravidla provád́ıme prostřednictv́ım

poč́ıtačového programu, což ovšem neznamená, že nemuśıme tětmo metodám rozumět a znát je-

jich principy. Naopak, mechanické použ́ıváńı softwarových prostředk̊u bez znalosti v nich obsažených

metod je velmi
”
nebezpečné“ a může být zaváděj́ıćı. Nav́ıc, tyto znalosti uplatńıme při interpre-

taci výsledk̊u.
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1.4.5 Závěry

Tato posledńı fáze zahrnuje potvrzeńı nejlepš́ıho nastaveńı faktor̊u. Může představovat několik na-

vazuj́ıćıch experiment̊u pro potvrzeńı, že systém funguje podle přáńı a všechny ćıle byly splněny.
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Kapitola 2

Stochastické repetitorium . . .

Jednou ze základńıch vlastnost́ı př́ırody a světa kolem nás je variabilita. Variabilita zp̊usobuje, že

provedeme-li dvakrát po sobě stejnou činnost, pokaždé bude jej́ı výsledek trochu jiný. Dokonce

budeme-li pozorovat opakovaně tentýž jev, dostaneme odlǐsné výsledky. Odchylky se vyskytuj́ı

v př́ırodě, at’ už jde o pevnost v tahu určitého výrobku z oceli, obsah kofeinu v energetických

nápoj́ıch, nebo vzdálenost, kterou uraźı vaše vozidlo za den. Variabilitu lze také zaznamenat při

měřeńı r̊uzných pr̊uběh̊u procesu, prob́ıhaj́ıćıch za stejných podmı́nek, při stejně nastavených pa-

rametrech a za stejného p̊usobeńı vněǰśıch faktor̊u. Přirozené změny, které se vyskytuj́ı v procesu,

přestože jsou všechny podmı́nky zachovány na stejné úrovni, často nazýváme náhodným šumem.

Při prováděńı experiment̊u, při nichž zkoumáme vliv r̊uzných faktor̊u na proces, je d̊uležité

dokázat odlǐsit změny v procesu zp̊usobené těmito faktory od změn zp̊usobených náhodným

šumem. K tomuto účelu lze použ́ıt řadu statistických metod. Proto je i v této učebnici věnována

velká část právě náhodným veličinám, pravděpodobnostńımu rozložeńı a statistickým metodám

testováńı hypotéz. Je d̊uležité źıskat jasnou představu o pravděpodobnostńım chováńı sledo-

vamných veličin (faktor̊u), abychom mohli určit, zda jejich vliv na odezvu je významný či nikoliv.

Proto klademe d̊uraz na testováńı hypotéz které najde př́ımé použit́ı při analýze a vyhodnoceńı

navržených experiment̊u. Při vyhodnocováńı zp̊usobu ovlivněńı odezvy sledovanými faktory a

kvantifikaci tohoto vlivu se uplatńı metody regresńı analýzy, která je také součást́ı tohoto repe-

titoria.

13
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2.1 Náhodná veličina

2.1.1 Rozděleńı náhodné veličiny

Pod pojmem (reálná) náhodná veličina budeme rozumět reálnou veličinu X, kterou jsme

schopni pozorovat nebo měřit, ale jej́ıž hodnoty nejsme schopni určit před konkrétńım měřeńım

či pozorováńım. V jistém smyslu si náhodnou veličinu můžeme představovat jako č́ıselnou repre-

zentaci výsledk̊u náhodného pokusu. Při aplikaci matematicko-statistických metod rozlǐsujeme

mezi vlastńı náhodnou veličinou, kterou zpravidla označujeme velkými ṕısmeny a jej́ımi realiza-

cemi, které označujeme obvykle malými ṕısmeny. Hodnoty náhodné veličiny X neznáme a pouze

o nich v́ıme, že lež́ı v nějaké známé množině, zat́ımco jej́ı realizace x jsou konkrétńı naměřené

či napozorované hodnoty. Práce s náhodnými veličinami se tak výrazně odlǐsuje od práce s ma-

tematickými funkcemi jako je sinus, exponenciela nebo mocnina. Na rozd́ıl od matematických

funkćı nelze např́ıklad nakreslit graf náhodné veličiny. Nelze stanovit jej́ı pr̊uběh nebo limitu.

Lze pouze stanovit jej́ı pravděpodobnostńı charakteristiky.

Budeme-li náhodnou veličinu měřit či pozorovat opakovaně za přibližně stejných podmı́nek,

může tato nabývat r̊uzných hodnot reálných č́ısel. Mı́ru očekáváńı, že hodnota náhodné veličiny

bude ležet v intervalu I, nazýváme pravděpodobnost́ı tohoto intervalu a budeme ji zapisovat

formuĺı P (X ∈ I). Pravděpodobnost splňuje několik základńıch pravidel, takzvaných axiom̊u:

• P (X ∈ ∅) = 0, kde ∅ je prázdná množina,

• Jsou-li A a B dva disjunktńı intervaly, potom P (X ∈ A ∪B) = P (X ∈ A) + P (X ∈ B),

• P (X ∈ AC) = 1− P (X ∈ A), kde AC je doplněk intervalu A v množině reálných č́ısel.

Uvažujme dvě náhodné veličiny X a Y . Je-li P (Y = y) > 0 pro nějaké y ∈ R, potom výraz

P (X = x |Y = y) =
P (X = x ∧ Y = y)

P (Y = y)

nazveme podmı́něnou pravděpodobnost́ı toho, že veličina X nabyde hodnoty x za podmı́nky, že

veličina Y nabyla hodnoty y. Pomoćı podmı́něné pravděpodobnosti definujeme tzv. stochastickou

nezávislost dvou náhodných veličin: veličiny X a Y jsou stochasticky nezávislé právě když pro

libovolné hodnoty x, y ∈ R plat́ı P (X = x ∧ Y = y) = P (X = x).P (Y = y).

Stochastická nezávislost náhodných veličin je d̊uležitou podmı́nkou řady matematicko-statistických

metod a postup̊u. Jej́ı diagnostika však bývá často velmi složitá a obt́ıžná.
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Funkce F (x) definovaná vztahem

F (x) = P (X ≤ x)

se nazývá distribučńı funkce náhodné veličiny X. (Tento zápis je zjednodušen vynecháńım

složené závorky u jevu {X ≤ x}.) Základńı vlastnosti této funkce jsou shrnuty v následuj́ıćım

výčtu:

(1) 0 ≤ F (x) ≤ 1 pro každé x ∈ R,

(2) limx→−∞ F (x) = 0, limx→∞F (x) = 1,

(3) limh→0+
F (x+ h) = F (x), tj. F je zprava spojitá1,

(4) je-li x1 ≤ x2, potom F (x1) ≤ F (x2), tj. F je neklesaj́ıćı.

Tyto vlastnosti jsou též postačuj́ıćı pro to, aby daná funkce F (x) byla distribučńı funkćı

nějaké náhodné veličiny. Často se použ́ıvá daľśı vlastnost: pro reálná č́ısla a ≤ b plat́ı

P (a < X ≤ b) = P ({X ≤ b} ∩ {X > a}) = P ({X ≤ b} − {X ≤ a})

= P (X ≤ b)− P (x ≤ a) = F (b)− F (a).

Distribučńı funkce F (x) se nazývá diskrétńı, existuje-li konečná nebo spočetná posloupnost

bod̊u {xi} a posloupnost kladných č́ısel pi splňuj́ıćıch
∑
i pi = 1 takové, že

F (x) =
∑
i:xi≤x

pi

pro libovolné reálné č́ıslo x ∈ R. Diskrétńı distribučńı funkce má schodovitý tvar, se skoky

velikosti pi v bodech xi. Má-li náhodná veličina X diskrétńı distribučńı funkci, tj. pi = P (X =

xi), ř́ıkáme, že X má diskrétńı rozděleńı pravděpodobnosti, stručně diskrétńı rozděleńı.

Distribučńı funkce F (x) se nazývá absolutně spojitá, jestliže existuje spojitá nezáporná

funkce f(x) nazývaná hustota pravděpodobnosti, stručně hustota, taková, že

F (x) =

∫ x

−∞
f(t)dt

1V některých učebnićıch se můžete setkat s poněkud jinou definićı distribučńı funkce: F (x) = P (X < x) (s
ostrou nerovnost́ı). Takováto distribučńı funkce potom bude spojitá zleva.
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pro každé x ∈ R. Má-li náhodná veličina X absolutně spojitou distribučńı funkci, ř́ıkáme, že X

má spojité rozděleńı pravděpodobnosti, stručně spojité rozděleńı.

Hustota pravděpodobnosti f(x) muśı splňovat rovnost
∫
R
f(x)dx = 1. Existuje-li derivace F ′

distribučńı funkce bodě x, potom je F ′(x) = f(x). Pro a, b ∈ R, a < b, plat́ı

P (a < X ≤ b) = F (b)− F (a) =

∫ b

a

f(t)dt

Tedy pravděpodobnost toho, že spojitá náhodná veličina bude mı́t hodnoty v nějakém inter-

valu 〈a, b〉 je tedy plocha pod křivkou hustoty nad intervalem 〈a, b〉.

Pravděpodobnostńı vlastnosti náhodné veličiny jsou plně popsány jej́ı distribučńı funkćı. Po-

moćı distribučńı funkce lze určit rozděleńı pravděpodobnosti {pi}∞i=1 v př́ıpadě diskrétńı náhodné

veličiny nebo hustotu f(x) v př́ıpadě spojité náhodné veličiny. To plat́ı i obráceně: známe-li

rozděleńı pravděpodobnosti {pi}∞i=1 nebo hustotu f(x), můžeme naj́ıt distribučńı funkci F (x).

2.1.2 Charakteristiky náhodných veličin

Kromě základńıch pravděpodobnostńıch charakteristik náhodné veličiny, kterými je jej́ı rozděleńı

pravděpodobnosti, distribučńı funkce či hustota, se často použ́ıvaj́ı i daľśı, odvozené charakteris-

tiky. Mezi ně patř́ı předevš́ım momenty a kvantily.

Z momentových charakteristik jsou nejznáměǰśı středńı hodnota jako mı́ra polohy a roz-

ptyl (resp. směrodatná odchylka) jako mı́ra rozptýlenosti, šikmost a špičatost. Z kvantil̊u jsou

nejznáměǰśı minimum a maximum, dolńı a horńı decily, kvartily, medián. Z kvantil̊u jsou odvo-

zeny i kritické hodnoty pro r̊uzné testy statistických hypotéz.

Středńı hodnota E(X) náhodné veličiny X s diskrétńım resp. spojitým rozděleńım je hodnota

E(X) =
∞∑
i=1

xipi, resp. E(X) =

∫ ∞
−∞

xf(x)dx.

Často budeme psát stručněji pouze EX (bez závorek). Středńı hodnota je ve skutečnosti prvńı

obecný moment náhodné veličiny X a často bývá také označována jako očekávaná hodnota.

Rozptyl V ar(X) náhodné veličiny X (s diskrétńım nebo spojitým rozděleńım) je hodnota

V ar(X) = E(X − E(X))2.

Druhá odmocnina rozptylu je nazývána směrodatnou odchylkou náhodné veličiny X a bu-
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deme ji obvykle označovat σ(X). Rozptyl je ve skutečnosti tzv. druhý centrálńı moment náhodné

veličiny X.

V př́ıpadě, že neznáme rozděleńı pravděpodobnosti náhodné veličiny, odhadujeme tyto cha-

rakteristiky pomoćı naměřených hodnot při náhodném výběru2. Máme-li k dispozici n měřeńı

náhodné veličiny X, tedy hodnoty x1, x2, . . . , xn, potom středńı hodnotu nejlépe odhadneme

pomoćı aritmetického pr̊uměru (tzv. výběrového pr̊uměru):

E(X) = x̄ =
1

n

n∑
i=1

xi.

Pro odhad rozptylu použ́ıváme zpravidla dvě varianty: výběrový rozptyl s2 při malých rozsaźıch

výběru (pro malá n) nebo odhad rozptylu základńıho souboru σ̂2 pro ve+¡+ě¡lká n:

s2
X =

1

n− 1

n∑
i=1

(xi − x̄)2 =
1

n− 1

( n∑
i=1

x2
i − nx̄2

)
, resp. σ̂2 =

1

n

n∑
i=1

(xi − x̄)2 =
1

n

n∑
i=1

x2
i − x̄2.

Vztah mezi středńı hodnotou a rozptylem popisuje takzvaná
”
Čebyševova nerovnost“:

Čebyševova nerovnost: Pro náhodnou veličinu X s konečnou středńı hodnotou µ a rozptylem

σ2 plat́ı pro libovolné reálné č́ıslo ε > 0 nerovnost

P
(
|X − E(X)| ≥ ε

)
≤ V ar(X)

ε2
. (2.1)

Často se pracuje s takzvanými normovanými momenty. Jsou to vlastně obecné momenty

normované náhodné veličiny U = X−E(X)
σ(X) . Z těchto moment̊u jsou d̊uležité ν3 a ν4, které

popisuj́ı tvar jej́ıho rozděleńı. Normovaný moment ν3 se nazývá koeficient šikmosti a je mı́rou

symetrie rozděleńı. Koeficient šikmosti je roven nule např́ıklad pro náhodné veličiny, jejichž

rozděleńı pravděpodobnosti je symetrické kolem středńı hodnoty, je kladný pro jednovrcholové

hustoty šikmé zprava (obr.2.1), naopak záporný pro jednovrcholové hustoty šikmé zleva.

Normovaný moment ν4 je nazýván koeficientem špičatosti nebo také kurtoze a je mı́rou

toho, jak rychle klesá pravděpodobnost extrémńıch hodnot (směrem k −∞ nebo do +∞).

Při studiu chováńı náhodné veličiny si zpravidla klademe otázku: jaká je pravděpodobnost

α, že sledovaná náhodná veličina X nepřekroč́ı předem danou hodnotu x? Často je však kla-

dena i opačná otázka: jakou hodnotu x nepřekroč́ı sledovaná náhodná veličina s předem danou

pravděpodobnost́ı α? Odpověd’ nám dávaj́ı kvantily rozděleńı náhodné veličiny, které tvoř́ı

2Náhodný výběr znamená, že měř́ıme sledovanou veličinu opakovaně, za přibližně stejných podmı́nek a nezávisle
na předchoźıch maměřených hodnotách. T́ım by měla být zajǐstěna tzv. reprezentativnost, tedy zastoupeńı jed-
notlivých hodnot ve výběru odpov́ıdaj́ıćı neznámému rozděleńı pravděpodobnosti.



2.1. Náhodná veličina 18

Obrázek 2.1: Hustoty nesymetrických rozděleńı a jejich koeficienty šikmosti.

daľśı d̊uležitou skupinou charakteristik náhodné veličiny.

Mějme nějaké 0 < α < 1. Potom α-kvantilem náhodné veličinyX nazýváme takovou největš́ı

hodnotu xα, pro kterou je

P (X ≤ xα) ≤ α.

Má-li náhodná veličina X absolutně spojitou distribučńı funkci F (x), která je rostoućı pro ta x,

pro která 0 < F (x) < 1, potom existuje xα takové, že P (X ≤ xα) = α a je xα = F−1(α), kde

F−1 je inverzńı funkce k F . Vyjádřeno pomoćı hustoty f je
∫ xα
−∞ f(x)dx = α, viz obr.2.2.

Obrázek 2.2: Vztah mezi pravděpodobnost́ı α a α-kvantilem xα.

Pravděpodobnost se často vyjadřuje v procentech. Potom budeme hovořit o 100α%-kvantilu

náhodné veličiny. Podobně jako v př́ıpadě moment̊u i zde plat́ı tvrzeńı, že známe-li všechny

α-kvantily náhodné veličiny X pro všechna α ∈ 〈0, 1〉, potom máme úplnou informaci o jej́ım

pravděpodobnostńım chováńı.
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Mezi všemi kvantily má významné postaveńı 50%-kvantil, který budeme označovat x0,5 a

budeme jej nazývat mediánMe(X) náhodné veličinyX. Medián se také někdy nazývá prostředńı

hodnota z hlediska pravděpodobnosti, nebot’ pravděpodobnost, že náhodná veličina X nabyde

hodnoty menš́ı než Me(X) je rovna 0,5 což je stejná hodnota jako pravděpodobnost, že X bude

mı́t hodnotu větš́ı než Me(X). Vedle středńı hodnoty je to daľśı takzvaná charakteristika polohy

náhodné veličiny X.

Při analýze dat se často použ́ıvaj́ı takzvané kvartily. To jsou 25%, 50% a 75% kvantily.

Přitom 25%-kvantil se nazývá dolńı kvartil, 50%-kvantil je již zmı́něný medián a 75%-kvantil

je horńı kvartil. Spolu s minimem a maximem se těmto charakteristikám ř́ıká pět Tukeyho

charakteristik podle zakladatele takzvané
”
pr̊uzkumové analýzy dat“, amerického statistika Johna

Tukeye.

Ve statistice se dále pracuje s takzvaným horńım a dolńım 5%-kvantilem. To jsou 5%- a

95%-kvantily. Podobně se můžete setkat i s pojmem horńı nebo dolńı decil – tedy 10%- nebo

90%-kvantil.

2.1.3 Normálńı rozděleńı pravděpodobnosti N(µ, σ2).

Model normálńıho rozděleńı má bohatou historii. Postupně byl objevován a opět zapomı́nám, až

se trvale dostal do pořed́ı zájmu teorie pravděpodobnosti a předevš́ım matematické statistiky.

Prvńı, kdo popsal zvonovou křivku hustoty normálńıho rozděleńı byl A. Moivre3 v roce 1733.

K normálńımu modelu se dostal zobecněńım binomického modelu při házeńı minćı. V té době

mu nikdo nevěnoval zvláštńı pozornost a křivka i rovnice upadly v zapomenut́ı. Až na přelomu

18. a 19. stolet́ı ji znovu
”
objevili“ Gauss4 a Laplace5 při zkoumáńı astronomických měřeńı.

Byli postaveni před úlohu z mnoha měřeńı, zat́ıžených chybou, určit hodnotu, která se bude co

nejv́ıce bĺıžit skutečnosti. Odtud źıskal tento model př́ıvlastek
”
model rozděleńı chyb měřeńı“ a

odpov́ıdaj́ıćı křivka hudtoty se někdy též nazývá
”
Gaussova“. Třet́ı, kdo tento model objevil a

zároveň prvńı, kdo jej nazval
”
normálńım“, byl Quételet6 v roce 1835. Normálńı křivku dostal

3Abraham de Moivre (1667–1754) byl francouzský matematik žij́ıćı větš́ı část svého života v Anglii.
4Carl Friedrich Gauss (1777–1855)byl jeden z největš́ıch matematik̊u a fyzik̊u všech dob. Zabýval se teoríı

č́ısel, matematickou analýzou, geometríı, geodézíı, magnetismem, astronomíı, optikou. Někdy bývá označován za

”
kńıžete matematiky“ nebo

”
největš́ıho matematika od dob antiky“ – silně ovlivnil většinu oblast́ı svého oboru.

5Pierre Simon de Laplace (1749–1827) byl francouzský matematik, fyzik, astronom a politik; člen Francouzské
akademie věd, královské společnosti v Londýně a Komise pro mı́ry a váhy. Laplace je právem považován za
jednoho z největš́ıch vědc̊u v̊ubec. Zanechal monumentálńı d́ılo již svým rozsahem. Zabýval se matematickou
analýzou, teoríı pravděpodobnosti, nebeskou mechanikou, teoríı potenciálu, zavedl pojem Laplaceovy transfor-
mace, užil tzv. Laplace̊uv operátor (v parciálńı diferenciálńı rovnici pro potenciál silového pole). Je autorem
teorie o vzniku slunečńı soustavy z rotuj́ıćı mlhoviny (Kantova-Laplaceova teorie) a mnoha daľśıch teoríı a metod
s mnoha aplikacemi

6Lambert Adolphe Jacques Qételet (1796–1874). Belgický vědec, jeden ze zakladatel̊u Královské statistické
společnosti v Londýně
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v souvislosti s měřeńım obvodu prsou 5738 skotských voják̊u a představou jakéhosi
”
normálńıho“,

neboli pr̊uměrného jedince. Od té doby si model normálńıho rozděleńı začal budovat svoji pevnou

pozici ve všech oblastech vědy.

Obrázek 2.3: Distribučńı funkce a hustota normálńıho rozděleńı.

Hustota pravděpodobnosti: f(x) = 1
σ
√

2π
exp

(
− (x−µ)2

2σ2

)
, x ∈ R

Distribučńı funkce F (x) =
∫ x
−∞ f(t)dt, x ∈ R

Základńı charakteristiky : E(X) = µ

V ar(X) = σ2

Poněkud nepř́ıjemné v tomto modelu je to, že distribučńı funkci, která je dána výše uvedeným

integrálem, nelze vyjádřit konečnou analytickou formuĺı; jej́ı hodnoty se poč́ıtaj́ı pomoćı dis-

tribučńı funkce takzvaného normovaného normálńıho rozděleńı (viz dále). V současné době to

však neńı zásadńı omezeńı, nebot’ řada programů (včetně tabulkového procesoru MS Excel) uměj́ı

distribučńı funkci normálńıho rozděleńı spoč́ıtat s dostatečnou přesnost́ı.

Obrázek 2.4: Vliv parametr̊u µ a σ normálńıho rozděleńı na tvar křivky.

Parametry normálńıho rozděleńı lze interpretovat jako parametr polohy EY = µ a parametr

měř́ıtka V arY = σ2, vzhledem k symetrii rozděleńı je µ též mediánem i modem. Význam

směrodatné odchylky σ je ilustrován obr. 2.4, kde je znázorněna pravděpodobnost toho, že Y se
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lǐśı od středńı hodnoty µ v absolutńı hodnotě o méně než kσ, k = 1, 2, 3.

Často v praktických výpočtech použ́ıváme následuj́ıćı vlastnost normálńıho rozděleńı: Má-

li náhodná veličina X normálńı rozděleńı pravděpodobnosti se středńı hodnotou µ a rozpty-

lem σ2 (X ≈ N(µ, σ2)), potom pro libovolné konstanty a, b ∈ R, a > 0 má veličina Y =

X−b
a opět normálńı rozděleńı se středńı hodnotou µ − b a rozptylem

(
σ
a

)2
, neboli pat́ı (Y ≈

N
(
µ− b,

(
σ
a

)2)
).

Náhodná veličina Z má normované normálńı rozděleńı, nebo též standardńı normálńı

rozděleńı, (Z ≈ N(0, 1)), je-li jej́ı hustota rovna φ(z) = 1√
2π
e−

z2

2 , z ∈ R. Př́ıslušná distribučńı

funkce se označuje obvykle symbolem Φ a lze ji vyjádřit jako

Φ(z) =
1

2π

∫ z

−∞
e−

t2

2 dt.

Hodnoty této funkce se poč́ıtaj́ı rozvojem v řadu a integraćı člen po členu, nebo jsou uvedeny

v takzvaných
”
Statistických tabulkách“.

n-tý obecný moment pro liché n = (2k− 1) je vždy roven nule; tedy je EZ(2k−1) = 0, k ∈ N .

Pro n sudé, n = 2k je EZ2k =
√

2
π

∫∞
0
z2ke−

z2

2 dz. Po substituci z
2

2 = t dostaneme7

EZ2k =

√
2

π

∫ ∞
0

(2t)
2k−1

2 e−tdt =
2k√
(π)

Γ(k +
1

2
) = (2k − 1)!! = 1.3.5 . . . (2k − 1)

Toto rozděleńı se použ́ıvá např́ıklad tehdy, je-li třeba porovnat vlastnosti v́ıce náhodných

veličin s r̊uzným normálńım rozděleńım. S takzvanou normalizaćı náhodné veličiny jsme se už

setkali při definici normovaných moment̊u v odstavci 1.2. Jestliže má náhodná veličina X obecné

normálńı rozděleńı (X ≈ N(µ, σ)), vytvoř́ıme normalizovanou náhodnou veličinu Z = X−µ
σ . Tato

veličina má normované normálńı rozděleńı (Z ≈ N(0, 1)). Vztah mezi hustotou f(x) veličiny X

a hustotou φ(z) veličiny Z je následuj́ıćı:

f(x) =
1

σ
√

2π
e−

(x−µ)2

2σ2 =
1

σ
√

2π
e−

z2

2 =
1

σ
φ(z).

neboli

f(x) =
1

σ
φ

(
x− µ
σ

)
.

Distribučńı funkci F (x) veličiny X lze vyjádřit podobně pomoćı Φ(z), nebot’ plat́ı

F (x) = Φ(
x− µ
σ

).

7Symbol (2k−1)!! se použ́ıvá k vyjádřeńı
”
lichého“ faktoriálu, tedy součinu všech lichých č́ısel od 1 do (2k−1).
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To lze snadno ověřit, dosad́ıme-li do integrálu pro F (x) substituci x−µ
σ = z, dx = σdz.

Praktický význam normálńıho rozděleńı vyplývá i z takzvané
”
centrálńı limitńı věty“.

2.2 Testováńı statistických hypotéz

2.2.1 Test statistické hypotézy

Pod pojmem statistické hypotézy si budeme představovat jakékoli tvrzeńı o jevu statistické

povahy. Např́ıklad tvrzeńı o délce životnosti výrobku, o nezávislosti výsledku na použité metodě,

tvrzeńı o pravděpodobnostńım rozděleńı sledované veličiny a podobně. Ověřováńı, zda hypotéza

plat́ı či nikoli, je předmětem statistického testováńı. Toto provád́ıme na základě pozorováńı

(měřeńı) nějakého výběru (experimentu).

Test statistické hypotézy H proti alternativńı hypotéze A je rozhodovaćı pravidlo,

podle něhož na základě realizace náhodného výběru rozhodujeme mezi dvěma tvrzeńımi - sledova-

nou hypotézou a doplňkovou, tzv. alternativńı hypotézou A. Výsledkem našeho rozhodováńı

je bud’ zamı́tnut́ı hypotézy H ve prospěch alternativy A či jej́ı nezamı́tnut́ı. Skutečnost, že hy-

potézu nezamı́táme, neznamená, že naměřená data tto hypotézu potvrzuj́ı, ale pouze to, že ji

nevyvracej́ı. Toto rozhodovaćı pravidlo je určeno testovou statistikou T (X) a množinou ν,

které ř́ıkáme kritický obor. Vlastńı rozhodováńı potom prob́ıhá pomoćı indikátorové funkce

Iν(T (X)) =


1 pokud T (X) ∈ ν,

0 pokud T (X) /∈ ν.

Pokud je hodnota indikátorové funkce rovna 1, tedy T (X) ∈ ν potom hypotézu H zamı́táme.

V opačném př́ıpadě ř́ıkáme, že hypotézu nelze zamı́tnout. Naše úsiĺı přitom zaměř́ıme na kon-

strukci testu, to znamená na určeńı testové statistiky T a kritického oboru ν, pomoćı nichž

budeme moci co nejlépe rozhodnout o zamı́tnut́ı hypotézy.

Př́ıklad 2.2.1 Při dodávce rezistor̊u je pro nás z hlediska použitelnosti rozhoduj́ıćı velikost od-

poru součástky. Výrobce udává nominálńı hodnotu, od ńı̌z se však věťsina naměřených hodnot

lǐśı. Jak rozhodnout, zda je pro nás dodávka přijatelná.

Řešeńı: Naše měřeńı však může podléhat náhodným vliv̊um. Kontrola dodávky spoč́ıvá ve sta-

noveńı rozhodovaćıho pravidla, kterým chceme otestovat hypotézu, že skutečný odpor je roven

nominálńı hodnotě.
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Při výše popsaném rozhodovaćım pravidle se můžeme dopustit chyby dvěma zp̊usoby. Bud’

budeme př́ılǐs př́ısńı a zamı́tneme hypotézu, která plat́ı - to je chyba prvńıho druhu - nebo

naopak tuto hypotézu nezamı́tneme, i když je nesprávná - v tomto př́ıpadě se jedná o chybu

druhého druhu. Obě mohou mı́t nepř́ıjemné d̊usledky, a proto budeme zřejmě za
”
lepš́ı“ test

považovat ten test, při kterém bude pravděpodobnost obou chyb co nejmenš́ı. Přitom zpravidla

č́ım menš́ı bude pravděpodobnost chyby 1. druhu, t́ım větš́ı bude pravděpodobnost chyby 2.

druhu a naopak. V takovém př́ıpadě nelze nalézt test minimalizuj́ıćı obě chyby současně. Proto

postupujeme následuj́ıćım zp̊usobem.

Při kontrukci testu požadujeme, aby pravděpodobnost chyby 1. druhu byl menš́ı nebo rovna

danému č́ıslu α, kterému ř́ıkáme hladina významnosti testu. Přitom obvykle voĺıme α =

0, 05; 0, 01 apod. Potom hledáme testovou statistiku T (X) a kritický obor να, tak aby

P (T (X)) ∈ να|Hplati) ≤ α

P (T (X)) /∈ να|H neplat́ı) byla minimálńı.

Kritický obor je zpravidla interval, ohraničený tzv. kritickými hodnotami. Test potom

prob́ıhá tak, že spočteme hodnotu testové statistiky, porovnáme ji s kritickými hodnotami,

odpov́ıdaj́ıćımi hladině významnosti α, a rozhodneme o zamı́tnut́ı či nezamı́tnut́ı hypotézy.

V některých př́ıpadech - předevš́ım při testováńı pomoćı poč́ıtače - se použ́ıvá jiný postup.

Spočte se hodnota testové statistiky a k ńı nejmenš́ı kritický obor, při kterém bychom ještě

mohli na základě této hodnoty zamı́tnout hypotézu proti dané alternativě. Hladina významnosti,

odpov́ıdaj́ıćı tomuto kritickému oboru, se nazývá p-hodnota. Kdybychom volili hladinu význam-

nosti větš́ı, než je tato hodnota, mohli bychom ještě hypotézu zamı́tnout. Je-li tato p-hodnota

př́ılǐs malá, hypotézu zamı́táme. Např́ıklad, spočteme-li pro daná data p-hodnotu rovnou 0, 005

znamená to, že pro jakékoliv α větš́ı než 0, 005 bychom měli hypotézu zamı́tnout. Konkrétně pro

α = 0, 01 už hypotézu zamı́táme.

Širokou tř́ıdu test̊u tvoř́ı testy hypotéz o parametrech pravděpodobnostńıho rozděleńı. V tomto

př́ıpadě předpokládáme, že pravděpodobnostńı rozděleńı je určitého typu a záviśı na neznámých

parametrech. Předpokládejme, že neznámý parametr θ může nabývat hodnot z nějaké množiny

Θ. Uvažujme hypotézu H : θ = θ0. Alternativńı hypotéza může být bud’ A : θ 6= θ0, tak-

zvaná oboustranná alternativa při této alternativě mluv́ıme o oboustranném testu), nebo

A1 : θ ≤ θ0 či A2 : θ ≥ θ0 tzv. jednostranné alternativy (jimž odpov́ıdaj́ı tzv. jednostranné

testy).
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Funkci Pν(θ), která každé hodnotě parametru θ ∈ Θ přǐrad́ı pravděpodobnost P (T (X) ∈

ν|θ) nazýváme silofunkćı testu. Je to vlastně pravděpodobnost zamı́tnut́ı hypotézy H, má-li

parametr hodnotu θ. Hodnotu silofunkce v bodě θ = θ1 nazýváme silou testu vzhledem

k alternativě θ = θ1 a použ́ıváme ji k pro hodnoceńı kvality testu.

2.2.2 Testy o parametrech normálńıho rozděleńı

V prvńı části tohoto odstavce uvedeme několik parametrických test̊u, které se použ́ıvaj́ı při

výběru X = X1, . . . , Xn z rozděleńı N(µ, σ2). Tyto testy se zabývaj́ı hypotézami o parametrech

µ a σ. Přitom rozlǐsujeme několik př́ıpad̊u:

Předpokládejme, že hodnotu σ známe. Budeme testovat nulovou hypotézu H : µ = µ0 proti

alternativě A : µ 6= µ0 na hladině významnosti α. Test založ́ıme na statistice X̄−µ
σ

√
n, která má,

za předpokladu platnosti hypotézy, rozděleńı N(0, 1). Kritický obor je potom určen nerovnost́ı

|X̄ − µ|
σ

√
n > u(1− α

2
)

kde u(1 − α
2 ) je (1 − α

2 )-kvantil rozděleńı N(0, 1). Pokud bude hodnota výběrového pr̊uměru

x̄ = 1
n

∑n
i=1 xi źıskaná z pozorováńı x1, . . . , xn ležet v intervalu

µ0 −
σ√
n
u(1− α

2
) < x̄ < µ0 +

σ√
n
u(1− α

2
)

hypotézu nezamı́tneme na hladině významnosti α. V opačném př́ıpadě hypotézu zamı́táme.

Poznámka: Srovnejte tento výsledek s intervalem spolehlivosti v VI.3.2. Hypotézu H ne-

zamı́tneme tehdy, když hypotetická hodnota µ0 bude ležet v 100(1−α)% intervalu spolehlivosti,

zkonstruovaném na základě pozorováńı x1, . . . , xn.

Při jednostranné alternativě A1 : µ < µ0 resp. A2 : µ > µ0 bude kritický obor určen nerovnost́ı

x̄− µ0

σ

√
n ≤ u(α), resp.

x̄− µ0

σ

√
n ≥ u(1− α)

Jednovýběrový t-test. Nejčastěǰśım př́ıpadem je test hypotézy H : µ = µ0 proti alternativě A :

µ 6= µ0 na hladině významnosti α při neznámé hodnotě σ. Neznámou hodnotou σ nahrazujeme

jej́ım odhadem S a test založ́ıme na statistice x̄−µ0

S

√
n. Plat́ı-li hypotéza H, má tato statistika

Studentovo t-rozděleńı o (n − 1) stupńıch volnosti (viz V.4.6). Kritický obor je potom určen

nerovnost́ı

|x̄− µ0|
§

√
n > tn−1(1− α

2
)
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kde tn−1(1− α
2 ) je (1− α

2 )-kvantil rozděleńı t o n− 1 stupńıch volnosti.

Pro jednostranné testy proti alternativám µ < µ0 resp. µ > µ0 bude kritický obor určen

nerovnostmi

x̄− µ0

§
√
n ≤ −tn−1(1− α)

x̄− µ0

§
√
n ≥ tn−1(1− α)

Pro výběry o velkém rozsahu n lze t-test použ́ıt (přibližně) i bez předpokladu normality

výběru. Podle centrálńı limitńı věty IV.2.4 má totiž výběrový pr̊uměr X̄ v limitě pro n →

∞ normálńı rozděleńı N(µ, σ2) a tedy statistika x̄−µ0

§
√
n má přibližně Studentovo t-rozděleńı

o (n− 1) stupńıch volnosti.

Chceme-li testovat hypotézu o rozptylu H : σ2 = σ2
0 proti alternativě A : σ2 6= σ2

0 na hladině

významnosti α, můžeme použ́ıt statistiku (n−1)S2

σ2 , která má za platnosti hypotézy (viz V.4.6)

rozděleńı χ o n− 1 stupńıch volnosti. Označme s2 hodnotu výběrového rozptylu s2 = 1
n−1Σ(i =

1)n(xi−x̄), źıskanou z pozorováńı x1, . . . , xn. V tomto př́ıpadě je kritický obor pro oboustrannou

alternativu A : σ2 6= sigma2
0 určen nerovnostmi

s2 <
χ(n− 1)2(α2 )σ2

0

n− 1
a
χ(n− 1)2( 1−α

2 )σ2
0

n− 1
< s2

zat́ımco pro jednostranné alternativy A1 : σ2 < σ2
0 resp. A2 : σ2 > σ2

0 dostaneme kritické obory

s2 <
χ(n− 1)2(α)σ2

0

n− 1
resp.

χ(n− 1)2(1− α)σ2
0

n− 1
< s2,

symbol χ(n− 1)2(α) zde označuje α-kvantil ch́ı-kvadrát rozděleńı o (n− 1) stupńıch volnosti.

Párový t-test. Sledujeme-li na jednom objektu dva podobné znaky zároveň, použ́ıváme náhodný

výběr dvojic náhodných veličin {(X1, Y1), . . . , (Xn, Yn)}. O veličinách Xi a Yi předpokládáme,

že jsou párově závislé. Např́ıklad měřeńı vlastnosti materiálu před tepelným zpracováńım a po

něm na vybraných n vzorćıch.

Předpokládejme, že {X1, . . . , Xn} je náhodný výběr z normálńıho rozděleńı N(µX , σ
2) a

Y1, . . . , Yn je náhodný výběr z rozděleńı N(µY , σ
2
Y ). Veličiny Xi a Yi mohou být párově závislé.

Budeme testovat hypotézu o rovnosti středńıch hodnot H : µX = µY proti alternativě A : µX 6=

µY na hladině významnosti α. V tomto př́ıpadě budeme mı́sto p̊uvodně sledovaných veličin

(X1, Y1), . . . , (Xn, Yn) pracovat s veličinami Z1, . . . , Zn, kde Zi = Yi −Xi, i = 1, . . . , n. Protože

Xi a Yi maj́ı normálńı rozděleńı, bude se i veličina Z ř́ıdit normálńım rozděleńım se středńı

hodnotou µZ = µY −µX a rozptylem σ2
Z , o jehož vztahu k rozptyl̊um σX a σY nelze vzhledem

k možné závislosti nic předpokládat. Rovnost středńıch hodnot X a Y je ekvivalentńı nulovosti
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středńı hodnoty rozd́ılu Z. Pro aritmetický pr̊uměr plat́ı z̄ = x̄−ȳ a hodnotu výběrového rozptylu

s2
Z spočteme podle vztahu

s2
Z =

1

n− 1
Σnn=1(xi − yi − x̄+ ȳ)2.

K testu hypotézy H : µZ = 0 na hladině významnosti α použijeme jednovýběrový t-test (viz

VII.2.2), tedy při oboustranné alternativě A : µ 6= 0 hypotézu H zamı́tneme, pokud

z̄ = − sZ√
n
tn−1(1− α

2
) nebo

sZ√
n
tn−1(1− α

2
) < z̄.

Jsou-li veličiny X a Y nezávislé, použ́ıváme pro srovnáńı středńıch hodnot dvou výběr̊u

dvouvýběrový t-test. Necht’ X1, . . . , Xn je výběr z rozděleńı N(µX , σ
2
X) a Y1, . . . , Ym je výběr

z rozděleńı N(µY , σ
2
Y ) a tyto výběry jsou na sobě nezávislé. Rozlǐsujeme dva př́ıpady:

(1) Oba výběry maj́ı stejné rozptyly σ2
X = σ2

Y . Potom statistika

T =
X̄ − Ȳ
S

√
mn

m+ n
,

kde

S2 =
1

m+ n− 2

[
Σni=1(Xi − X̄)2 + Σmj=1(Yj − Ȳ )2

]
má za platnosti nulové hypotézy H : µX = µY Studentovo t-rozděleńı o m + n − 2

stupńıch volnosti. Test uvedené hypotézy proti oboustranné alternativě A : µX 6= µY na

hladině významnosti α lze tedy založit na nerovnosti

ȳ − x̄
S

√
mn

m+ n
≥ tm+n−2(1− 1

2
α).

Test hypotézy H proti jednostranným alternativám A1 : µX ≤ µY , resp. A2 : µX ≥ µY na

hladině významnosti α je založen na nerovnostech

ȳ − x̄
S

√
mn

m+ n
≥ tm+n−2(1− α),

ȳ − x̄
S

√
mn

m+ n
≥ tm+n−2(α) = −tm+n−2(α)(1− α)

(2) Oba výběry maj́ı r̊uzné rozptyly σ2
X 6= σ2

Y . Potom použijeme přibližný test, založený na

statistice
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T̃ =
X̄ − Ȳ
S̃

, kde S̃2 =
1

n
s2
X +

1

m
s2
Y .

Test hypotézy H : µX = µY proti oboustranné alternativě na hladině významnosti α lze založit

na nerovnosti

|ȳ − x̄|
S̃

≥ 1

S̃2

[
1

n
s2
Xtn−1(1− α

2
) +

1

m
s2
Y tm−1(1− α

2
)

]
na nerovnosti

ȳ − x̄
S̃
≥ 1

S̃2

[
1

n
s2
Xtn−1(1− α) +

1

m
s2
Y tm−1(1− α)

]
při jednostranné alternativě A1 : µX ≤ µY a na

ȳ − x̄
S̃
≤ − 1

S̃2

[
1

n
s2
Xtn−1(1− α) +

1

m
s2
Y tm−1(1− α)

]

při alternativě A2 : µX ≥ µY .

Př́ıklad 2.2.2 Při zpracováńı je třeba materiál zahřát na vysokou teplotu. Před zpracováńım bylo

vybráno náhodně 10 vzork̊u a změřena jejich tvrdost. Po zpracováńı bylo opět vybráno náhodně

jiných 10 vzork̊u, na nichž byla změřena tvrdost. Naměřené hodnoty jsou v následuj́ıćı tabulce:

před 3,15 2,98 3,00 2,75 3,21 3,33 2,95 2,81 3,26 2,88

po 3,21 2,99 3,11 2,91 3,22 3,28 3,09 3,00 3,28 2,99

Testujte hypotézu, že se tvrdost materiálu vlivem zpracováńı neměńı.

Řešeńı: Je m = n = 10. Spočteme x̄ = 3, 032, ȳ = 3, 108, s2
x = 0, 03875, s2

y = 0, 018. Za

předpokladu, že rozptyl před i po zpracováńı z̊ustává stejný (naměřený rozd́ıl je nevýznamný),

použijeme postup, popsaný v VII.2.6.a). Dostaneme hodnotu s2 = 0, 02838 a testové statistiky

T = 1, 009. Při hladině významnosti α = 0, 05 je t18(0, 975) = 2, 101 a tedy hypotézu nelze

zamı́tnout.

Př́ıklad 2.2.3 Uvažujme stejnou úlohu jako v předchoźım př́ıkladu, pouze s t́ım rozd́ılem, že

sledovaná veličina je měřena před i po zpracováńı na 10 vzorćıch, které byly náhodně vybrány

před začátkem experimentu. Naměřená data z̊ustávaj́ı stejná.

Řešeńı: V tomto př́ıpadě je třeba vźıt do úvahy závislost, která zde může být zp̊usobena daľśımi

vlastnostmi vzork̊u. Proto použijeme párový t-test. Dostáváme z̄ = x̄−ȳ = −0, 076, sz = 0, 07777.

Testová statistika zde bude mı́t hodnotu T = 3, 09, kterou budeme srovnávat s č́ıslem t9 =

(0, 975) = 2, 262. V tomto př́ıpadě hypotézu zamı́tneme. Uvedené př́ıklady ukazuj́ı, jaký vliv na
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výsledek může mı́t tzv. návrh experimentu. Druhý př́ıpad lépe vystihuje skutečnost, že naměřená

data nejsou nezávislá a bere do úvahy daľśı možné vlivy, plynoućı z individuality vzork̊u.

Uvažujme dva nezávislé výběry: X1, . . . , Xn z rozděleńı N(µX , σ
2
X) a Y1, . . . , Yn z rozděleńı

N(µY , σ
2
Y ) můžeme provést tzv. test shody rozptyl̊u neboli F-test. K testu hypotézy H :

σ2
X = σ2

Y lze použ́ıt např́ıklad statistiku

F =
S2
X

S2
Y

Rozděleńı statistiky F je podle V.4.6 a V.4.9 za předpokladu H rozděleńım F o (n−1) a (m−1)

stupńıch volnosti. Kritický obor pro test hypotézy H proti oboustranné alternativě A : σ2
X 6= σ2

Y

na hladině významnosti α je určen nerovnostmi

s2
X

s2
Y

≥ Fn−1,m−1(1− α

2
)a
s2
X

s2
Y

≤ Fn−1,m−1(
α

2
) =

1

Fn−1,m−1(1− α
2 )

kde Fn,m(α) je α-kvantil rozděleńı F (n,m). Tedy hypotézu zamı́táme pro malá F bĺızká nule a

pro velká F (při platnosti hypotézy by mělo být F bĺızké 1). Kritické obory pro test hypotézy

H proti alternativám A1 : σ2
X ≥ σ2

Y A2 : σ2
X ≤ σ2

Y na hladině významnosti α jsou určeny

nerovnostmi

s2
X

s2
Y

≥ Fn−1,m−1(1− α)resp.
s2
X

s2
Y

≤ Fn−1,m−1(α) =
1

Fn−1,m−1
(1− α)

2.2.3 Testy dobré shody

Při vyhodnoceńı výsledk̊u experimentu velmi často předpokládáme, že naměřené hodnoty jsou

realizacemi náhodných veličin s normálńım rozděleńım. K prověřeńı hypotézy o typu rozděleńı,

z něhož byl výběr poř́ızen použ́ıváme takzvané testy dobré shody. Jedná se tedy o hypotézy

o shodě teoretického a empirického rozděleńı.

Test hypotézy, že náhodný výběr pocháźı z rozděleńı se spojitou známou distribučńı funkćı

F0(x), můžeme provést pomoćı takzvaného Kolmogorov-Smirnovova testu. Tento test je

založen na statistice

D = supx∈R

{
|Fn(x)− F0(x)|

}
,

kde empirická distribučńı funkce Fn(x) je definována v paragrafu V.3.6. Pomoćı této definice
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lze statistiku D zapsat také ve tvaru

D = max1≤i≤n

{
max

[∣∣∣∣F0(X(i))−
i

n

∣∣∣∣, ∣∣∣∣F0(X(i))−
i− 1

n

∣∣∣∣]}

Hypotéza H : F (x) = F0(x) bude zamı́tnuta na hladině významnosti α ve prospěch alterna-

tivy A : F (x) 6= F0(x) alespoň pro jedno x, jestliže D ≤ Dn(1− α), přičemž hodnoty Dn(1− α)

jsou malá n tabelovány viz [Ja]) a pro velká n(n > 100) lze použ́ıt aproximaci (viz [Zv])

Dn(1− α) ∼=
√
− 1

2n
ln
α

2
.

Tento test lze správně použ́ıt pouze pro takové hypotézy, které určuj́ı funkci F0, jednoznačně,

včetně jej́ıch parametr̊u.

χ2-test dobré shody vycháźı z tř́ıdńıho rozděleńı náhodného výběru. Nejprve tedy prove-

deme rozklad naměřených hodnot do disjunktńıch tř́ıdńıch interval̊u pomoćı zvoleného děleńı

a0 < a1 < a2 < · · · < ak a spočteme četnosti ni (viz V.2.1). Dále spočteme hypotetické

pravděpodobnosti pi = F0(ai) − F0(ai−1). Při volbě tř́ıdńıch interval̊u se doporučuje dodržet

zásadu aby teoretické četnosti npi pro všechna i byly větš́ı nebo alespoň rovny č́ıslu 5. Hypotézu,

že výběr je z rozděleńı s distribučńı funkćı F0(x) potom testujeme pomoćı statistiky

χ2 = Σki=1

(ni − npi)2

npi

Při tomto postupu je třeba rozlǐsit dva př́ıpady:

a) Hypotézu určuje distribučńı funkci jednoznačně, včetně parametr̊u. Potom má statistika χ2

asyptoticky, to znamená přibližně pro velká n, rozděleńı χ2(k − 1). Bude-li tedy

χ2 ≥ χ2
k−1(1− α)

kde χ2
k−1(1−α) je (1−α)-kvantil rozděleńı χ2(k−1) zamı́tneme nulovou hypotézu H : X1, . . . , Xn

pocháźı z rozděleńı s distribučńı funkćı F0(x) proti alternativě A :toto rozděleńı je jiné, na

hladině významnosti α

b) Teoretické četnosti pi záviśı na l neznámých parametrech. V takovém př́ıpadě použijeme při

výpočtu pi odhady těchto parametr̊u. Přitom se sńıž́ı počet stupň̊u volnosti rozděleńı statistiky

χ2 právě o počet odhadnutých parametr̊u na (k− 1− l). Kritický obor při hladině významnosti

α potom bude dán nerovnost́ı

χ2 ≥ χ2
k−1−l(1− α)
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K ověřeńı předpokladu normálńıho rozděleńı lze použ́ıt testy normality založené na výběrových

koeficientech šikmosti A3 a špičatosti A4. Pro tyto statistiky (viz. V.3.4) plat́ı následuj́ıćı

vztahy:

E(A3) = 0, V ar(A3) = 6(n−2)
(n+1)(n+3)

E(A4) = − 6
n+1 , V ar(A4) = 24n(n−2)(n−3)

(n+1)2(n+3)(n+5)

přičemž
√
nA3 a

√
nA4 maj́ı při n→∞ přibližně normálńıho rozděleńı. Test založený na šikmosti

zamı́tně hypotézu o normalitě, pokud

|A3|√
V ar(A3)

≥ u(1− α

2
)

test založený na špičatosti zamı́tne hypotézu o normalitě, pokud

|A4 − E(A4)|√
V ar(A4)

≥ u(1− α

2
)

kde u(1− α
2 ) je (1− α

2 )-kvantil rozděleńı N(0, 1). Hladina významnosti obou test̊u je asymptoticky

rovna α. Při ověřováńı normality je vhodné provést oba testy. Hypotézu nezamı́tneme teprve

tehdy, pokud ji nelze zamı́tnout oběma testy zároveň. Tyto testy jsou v některých př́ıpadech

citlivěǰśı na porušeńı normality než χ2 test, podrobněǰśı informace nalezne čtenář v [An].

2.2.4 Některé neparametrické testy

Znaménkový test je test o hodnotě mediánu (viz V.3.7). Předpokládáme, že výběr X1, . . . , Xn

je z rozděleńı se spojitou distribučńı funkćı F (x). Budeme testovat hypotézu H : x̃50 = x0 proti

alternativě x̃50 6= x0 na hladině významnosti α. Vytvoř́ıme posloupnost rozd́ıl̊u X1−x0, . . . , Xn−

x0. Označme Z počet člen̊u této posloupnosti s kladným znaménkem a m počet nenulových

rozd́ıl̊u. Z je náhodná veličina s binomickým rozděleńım (viz II.3.2) s parametry m a 1
2 . Pro

malá m lze tedy stanovit kritický obor pro dané α určeńım celého č́ısla c tak, aby byly splněny

nerovnosti
c∑
i=1

(
m

i

)(
1

2

)m
≤ α

2
<

c+1∑
i=1

(
m

i

)(
1

2

)m
Hypotézu H potom zamı́tneme, pokud Z < c nebo m−c < Z. Pro větš́ı m lze využ́ıt aproximace

binomického rozděleńı rozděleńım normálńım (viz věta v IV.2.1) a kritický obor vyjádřit pomoćı

(1 − α
2 )-kvantilu rozděleńı N(0, 1) nerovnost́ı |2Z−m|√

m
≥ u(1 − α

2 ). Pro jednostranné alternativy

vytvoř́ıme kritický obor analogicky jako v VII.2.1.

Jednovýběrový Wilcoxon̊uv test. Předpokládáme, že {X1, . . . , Xn} je výběr z rozděleńı

se spojitou distribučńı funkćı F (x), která je symetrická kolem mediánu x̃50 (neboli F (x̃50−x) =



31 Kap. 2: Stochastické repetitorium . . .

1 − F (x̃50 + x). Budeme opět testovat hypotézu H : (x̃50 = x0) proti alternativě (x̃50 6= x0) na

hladině významnosti α. Podobně jako v VII.4.l i v tomto př́ıpadě vytvoř́ıme posloupnost rozd́ıl̊u

X1− x0, . . . , Xn− x0 a dále budeme poč́ıtat pouze s nenulovými rozd́ıly, jejichž počet označ́ıme

m. Tuto posloupnost uspořádáme vzestupně podle absolutńıch hodnot a označ́ıme R+
i pořad́ı

náhodné veličiny |Xi − x0|. Sečteme-li pořad́ı R+
i pro všechny členy, pro které je Xi − x0 > 0 a

tento součet označ́ıme S+, dostaneme statistiku, pro kterou za platnosti hypotézy plat́ı

E(S+) =
m(m+ 1)

4
, V ar(S+) =

m(m+ 1)(2m+ 1)

24

a pro velká m je jej́ı rozděleńı přibližně normálńı. Proto budeme pracovat raději s normovanou

veličinou V = S+−E(S+)√
V ar(S+)

. Hypotézu tedy zamı́tneme, pokud |V | ≥ v(1 − α
2 ). Pro malé hodnoty

m jsou kritické hodnoty v(1− α
2 ) tabelovány, pro velká m lze použ́ıt kvantily rozděleńı N(0, 1).

Dvouvýběrový Wilcoxon̊uv test slouž́ı k testováńı hypotézy o shodě distribučńıch funkćı

dvou výběr̊u. Necht’ {X1, . . . , Xn} a {Y1, . . . , Ym} jsou dva nezávislé výběry ze dvou spojitých

rozděleńı. Za platnosti hypotézy jsou tato rozděleńı totožná a spojený výběr {X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Ym}

lze považovat za výběr z jednoho rozděleńı. Označme RXi pořad́ı veličin Xi ve spojeném výběru,

uspořádaném podle velikosti a necht’ RX =
∑n
i=1R

X
i . Potom je

E(RX) =
m(m+ n+ 1)

2
, V ar(RX) =

mn(m+ n+ 1)

12

Test lze založit př́ımo na statistice RX a kritický obor je potom určen nerovnost́ı RX ≥ wm,n(1−
α
2 ), kde kritické hodnoty wm,n(1− α

2 ) jsou tabelovány (viz např. [An], [Sk], [Zv]). Pro přibližný

test použijeme normovanou veličinu W = RX−E(RX)√
D(RX)

, která má za platnosti hypotézy pro velké

rozsahy m a n přibližně rozděleńı N(0, 1).

Oba uvedené testy - znaménkový i Wilcoxon̊uv - jsou častou použ́ıvány jako testy párové

namı́sto párového t-testu.

2.3 Regresńı analýza

2.3.1 Regresńı závislost

V matematice vyjadřujeme závislost hodnot jedné proměnné na hodnotách druhé proměnné

funkčńım vztahem. V praktických úlohách je však situace složitěǰśı. Při měřeńı hodnot sle-

dované veličiny, při jej́ıž realizaci p̊usob́ı řada daľśıch (náhodných) vliv̊u, dostáváme soubor

naměřených hodnot, které vykazuj́ı často jisté odchylky proti hodnotám, které bychom očekávali
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z teoretického rozboru sledovaného jevu nebo z jakési očekávané pravidelnosti.

Př́ıklad 2.3.1 Při soustružeńı vzniká v mı́stě obráběńı na nástroji teplota, závislá na rychlosti

posuvu nástroje. Mezi teplotou θ měřenou ve stupńıch Celsia a rychlost́ı posuvu v v metrech za

minutu byl odvozen teoretický vztah θ = αvβ, kde α a β jsou konstanty, závisej́ıćı na daľśıch

podmı́nkách experimentu. Hodnoty, které byly naměřeny při laboratorńım měřeńı, však tomuto

vztahu odpov́ıdaj́ı jen velmi přiblǐzně, jak lze vidět z grafu.

Předpokládejme, že sledovanou náhodnou veličinu Y lze vyjádřit jako funkci (zpravidla nenáhodných)

veličin X1, . . . , Xr a náhodné odchylky ε jako

Y = f(X1, . . . , Xr; θ1, . . . , θs) + ε.

Funkce f se nazývá regresńı funkce a θ1, . . . , θs nazýváme parametry regrese. O náhodné

veličině ε, která se často nazývá neprávem
”
chybou“, předpokládáme, že má symetrické rozděleńı

se středńı hodnotou 0 a rozptylem σ2. Obvyklý je předpoklad normálńıho rozděleńı N(0, σ2).

Uvedený vztah se nazývá regresńı model. Podle druhu závislosti regresńı funkce na neznámých

parametrech θ1, . . . , θs potom hovoř́ıme bud’ o lineárńım regresńım modelu nebo o nelineárńım

regresńım modelu. Nadále se budeme zabývat pouze lineárńım modelelm.

Středńı hodnota E(Y ) je potom funkćı hodnot veličin X1, . . . , Xr a neznámých parametr̊u

θ1, . . . , θs. Tuto vlastnost vyjádř́ıme vztahem

E(Y ) = f(x1, . . . , xr; θ1, . . . , θs),

kde x1, . . . , xr jsou naměřené hodnoty veličin X1, . . . , Xr a θ1, . . . , θs jsou parametry.

Náhodné veličině Y se ř́ıká vysvětlovaná proměnná, veličinám X1, . . . , Xr budeme ř́ıkat

vysvětluj́ıćı proměnné. Podle tvaru regresńı funkce budeme mluvit o př́ımkové, expo-

nenciálńı, kvadratické, polynomické a jiných regreśıch. V př́ıpadě př́ımkové regrese rozlǐsujeme

podle počtu vysvětluj́ıćıch proměnných tzv. jednoduchou regresi s jednou vysvětluj́ıćı proměnnou

a v́ıcenásobnou regresi s v́ıce vysvětluj́ıćımi proměnnými.

V zásadě zde máme dva problémy: určit tvar (typ) regresńı funkce a Při vyšetřováńı regresńı

závislosti je regresńı funkce zpravidla známa (vyplývá z teoretických vztah̊u) nebo se jej́ı tvar

odhaduje (opticky, např́ıklad podle X-Y grafu rozptýlenosti). Proto se v daľśım textu omeźıme na

úlohu odhadu regresńıch parametr̊u předpokládané regresńı funkce. K tomu nejčastěji použ́ıváme

tzv. metodu nejmenš́ıch čtverc̊u. Tato metoda spoč́ıvá v provedeńı n nezávislých měřeńı
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hodnot veličin Y,X1, . . . , Xr a v nalezeńı hodnot θ̂1, . . . , θ̂s, při nichž funkce

S(θ1, . . . , θs) =
n∑
i=1

[
yi − f(x1i , . . . , xri ; θ1, . . . , θs)

]2

nabývá svého minima. Vektory yi, x1i , . . . , xri označuj́ı i-té pozorováńı vektoru Y,X1, . . . , Xr, i =

1, . . . , n.

Nejsme-li si jisti a rozhodujeme-li se mezi několika modely, potom zpravidla voĺıme ten, v

němž je hodnota funkce S(θ1, . . . , θs) – takzvaný reziduálńı součet čtverc̊u – nejmenš́ı.

V př́ıpadě lineárńı regresńı funkce f(x, α, β) = α+βx budeme minimalizovat funkci S(α, β) =∑n
i=1(yi −α− βxi)2. Nutnou podmı́nkou pro extrém funkce dvou proměnných je nulovost obou

parciálńıch derivaćı

∂S

∂α
= −2

n∑
i=1

(yi − α− βxi) = 0

∂S

∂β
= −2

n∑
i=1

(yi − α− βxi)xi = 0,

což vede k takzvané soustavě normálńıch rovnic

nα+ β

n∑
i=1

xi =

n∑
i=1

yi

α

n∑
i=1

xi + β

n∑
i=1

x2
i =

n∑
i=1

yixi

jej́ımž řešeńım dostaneme bodové odhady a a b parametr̊u α a β

b =

∑n
i=1(xi − x)yi∑n
i=1(xi − x)2

a = y −
∑n
i=1(xi − x)yi∑n
i=1(xi − x)2

x = y − bx

kde x = 1
n

∑n
i=1 xi, y = 1

n

∑n
i=1 yi. Podmı́nku postačuj́ıćı neńı třeba vyšetřovat, nebot’ funkce

S(α, β) je ryze konvexńı.

2.3.2 Jednoduchá př́ımková regrese

Velmi častým př́ıpadem regresńı závislosti je př́ımková regrese. Předpokládejme regresńı vztah

Y = α + βX + ε, kde X je náhodná veličina a ε je náhodná veličina s normálńım rozděleńım

N(0, σ2).

Bodové odhady a a b parametr̊u α a β źıskáme metodou nejmenš́ıch čtverc̊u ve tvaru uve-
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deném v př́ıkladě VIII.1.6. Naměřené hodnoty y1, . . . , yn lze považovat za hodnoty realizaćı

nezávislých náhodných veličin Y1, . . . , Yn s normálńım rozděleńım N(a+ bxi, σ
2). Z tohoto hle-

diska jsou bodové odhady a a b odhadovými statistikami, a tedy náhodnými veličinami. Hodnoty

ei = yi−a−bxi, i = 1, . . . , n se nazývaj́ı rezidua a lze je považovat za odhady hodnot chybového

členu ε. Č́ıslo ŷi = a+ bxi je odhadem hodnoty náhodné veličiny Yi.

Označme SR = S(a, b) takzvaný reziduálńı součet čtverc̊u

SR =
n∑
i=1

e2
i =

n∑
i=1

yi − a− bxi2 =
n∑
i=1

y2
i − a

n∑
i=1

yi − b
n∑
i=1

xiyi.

Bodový odhad s2 rozptylu σ2 chybového členu ε je potom dán vztahem s2 = SR
(n−2) a nazývá se

reziduálńı rozptyl.

Pomoćı s2 lze vyjádřit odhady rozptylu obou regresńıch parametr̊u

S2
a =

s2
∑n
i=1 x

2
i

n
∑n
i=1 x

2
i − (

∑n
i=1 xi)

2
, S2

b =
s2∑n

i=1 x
2
i − nx2

Statistiky Tα = (a−α)
Sa

a Tβ = (b−β)
Sb

maj́ı Studentovo t-rozděleńı o (n− 2) stupńıch volnosti.

Intervalové odhady pro parametry α a β jsou potom dány nerovnostmi

a− Satn−2(1− γ

2
) ≤ α ≤ a+ Satn−2(1− γ

2
)

b− Sbtn−2(1− γ

2
) ≤ β ≤ b+ Sbtn−2(1− γ

2
)

kde (1−γ) je koeficient spolehlivosti a tn−2(1− γ
2 ) je (1− γ

2 )-kvantil t-rozděleńı o (n−2) stupńıch

volnosti.

V některých př́ıpadech nás zaj́ımá, zda hodnota některého z parametr̊u se lǐśı významně

od nulové hodnoty nebo ne a zda jej lze tud́ıž v regresńı funkci vynechat. Oboustranné testy

nulovosti regresńıch koeficient̊u lze založit na odhadových statistikách Ta = a
Sa

resp. Tb = b
Sb

a

jim odpov́ıdaj́ıćım kritickým obor̊um tak, že při splněńı nerovnosti

|Ta| ≥ tn−2(1− γ

2
), resp. |Tb| ≥ tn−2(1− γ

2
),

zamı́tneme hypotézu o nulovosti parametru α, resp. β, na hladině významnosti γ.

Regresńım modelem se snaž́ıme vysvětlit změny - variabilitu - vysvětlované veličiny Y pomoćı

změn vysvětluj́ıćı veličiny X. Pod́ıl části variability Y vysvětlené modelem ku celkové variabilitě
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Y , zpravidla vyjádřený v procentech, se nazývá koeficient determinace R2 a je dán vztahy

R2 =

∑n
i=1(a+ bxi − y)2∑n

i=1(yi − y)2
=

(
1− SR∑n

i=1(yi − y2

)
,

kde SR je reziduálńı součet čtverc̊u.

K úplné regresńı analýze patř́ı i analýza rezidúı. Předevš́ım by měly vyhovovat předpokladu

normality, za kterého byly všechny předchoźı výsledky odvozeny. Pokud tomu tak neńı, nelze

výsledky považovat za d̊uvěryhodné. K ověřeńı shody hodnot rezidúı s normálńım rozděleńım

lze použ́ıt některý z test̊u, uvedených v odstavci VII.3, nebo pravděpodobnostńı paṕır, který

je popsán v kapitole X. Z analýzy rezidúı lze detekovat i takzvaná odlehlá pozorováńı. To

znamená ty hodnoty, které byly chybně naměřeny nebo indikuj́ı nesrovnalosti v modelu, a jimž

je třeba věnovat zvláštńı pozornost. Ke zjǐst’ováńı těchto hodnot lze použ́ıt např́ıklad krabicové

gragy, popsané v kapitole X.

Model lineárńı regrese lze použ́ıt i v některých př́ıpadech, kdy závislost mezi veličinami X

a Y neńı lineárńı. Jsou to př́ıpady, kdy lze provést takzvanou linearizaci modelu. Vhodnou

transformaćı převedeme nelineárńı závislost na lineárńı a použijeme lineárńı regresńı model.

Přitom však muśıme být velmi opatrńı, nebot’ vše, co bylo odvozeno pro lineárńı regresńı model

za předpokladu normality chybového členu ε plat́ı pouze pro ”linearizovaný model”, nikoli pro

model p̊uvodńı, a to opět za předpokladu, že náhodná veličina, odpov́ıdaj́ıćı transformovanému

chybovému členu v linearizovaném modelu, má normálńı rozděleńı.

Př́ıklad 2.3.2 Závislost mezi teplotou θ a rychlost́ı posuvu v v př́ıkladu 3.3.1. lze považovat za

regresńı závislost ve tvaru θ = α.vβ .ε, kde α a β jsou regresńı koeficienty a ε je náhodná veličina

se středńı hodnotou 1. Provedeme-li transformaci Y = lnθ,X = lnv, a = lnα, e = lnεab = β,

dostaneme Y = a+ bX + e, tedy lineárńı vztah.

Podobně jako v předchoźım př́ıkladu lze linearizovat i jiné modely, např. logaritmický, tj.

Y = ln(α+ β.X), reciproký Y = 1
α+β.X a daľśı.
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Kapitola 3

Jednofaktorové experimenty

Z předchoźıho textu je zřejmé, že velikost experiment se rychle zvyšuje s množstv́ım faktor̊u, nebo

počtem jejich úrovńı. Např́ıklad, pokud máme sledovat dva faktory ve třech úrovńıch, je v př́ıpadě

úplného experimentu požadováno pozorováńı 9 (tedy 3× 3) r̊uzných kombinaćı. Přidáme-li třet́ı

faktor se třemi úrovněmi, počet kombinaćı naroste na 27 (3 × 3 × 3). Při čtvrtém faktoru se

třemi úrovněmi už je to 81 kombinaćı. Použijeme-li pouze dvě úrovně pro každý faktor, pak v

př́ıpadě čtyř faktor̊u potřebujeme jen 16 (2 × 2 × 2 × 2) kombinaćı. Z tohoto d̊uvodu se často

návrh experimentu omezuje na dvě úrovně. Daľśıho sńıžeńı počtu pozorovaných kombinaćı lze

dosáhnout při d́ılč́ıch (neúplných) faktoriálńıch návrźıch experiment̊u.

V této kapitole budeme uvažujme situaci, kdy předpokládáme, že na odezvu p̊usob́ı pouze

jediný faktor. Tento předpoklad je často zjednodušeńım reálného stavu, ale z praktického hlediska

je poměrně dobře uchopitelný, realizovatelný a snadno pochopitelný.

Př́ıklad 3.0.3 Spotřeba nit́ı v krejčovské výrobě se m̊uže lǐsit při použit́ı r̊uzných typ̊u šićıch

stroj̊u. Uvažujme dva použ́ıvané typy: stroje s asynchronńım motorem a stroje se servomotorem.

Je prokazatelný vliv typu šićıho stroje na spotřebu?

Př́ıklad 3.0.4 Pro tǐstěńı vodivých drah na textilíıch nebo celkovou úpravu textilíı vedoućı k elek-

trické vodivosti textilie se nab́ıźı využit́ı recyklovaných uhĺıkových vláken v pružných kompozitńıch

materiálech. Vzorky kompozitńıch materiál̊u byly zhotoveny z nanočástic C-vláken v poměrech

50%, 70%, 80% a 90% s disperzńım lepidlem. Je zkoumán vliv koncentrace uhĺıkových vláken na

povrchovou rezistivitu vzork̊u.

Př́ıklad 3.0.5 Odolnost bakelitového krytu sṕınače záviśı na teplotě, při které docháźı k jeho

vytvrzováńı. Jaká je optimálńı teplota pro dosažeńı nejlepš́ı pevnosti?

37
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Př́ıklad 3.0.6 Máme rozhodnout, která metoda je vhodněǰśı pro měřeńı zátrhovosti textilíı. Tes-

tujeme 20 vzork̊u r̊uzných textilíı a porovnáváme naměřené hodnoty jednotlivými metodami na

každém vzorku.

Př́ıklad 3.0.7 Předmětem experimentu je porovnáńı výparného odporu na r̊uzných druźıch ha-

sičských uniforem před a po prańı. Pro měřeńı bylo vybráno pět vzork̊u r̊uzných výrobc̊u. Výsledkem

jsou dvě hodnoty výparného odporu pro každý vzorek, které indikuj́ı vliv prańı. Zaj́ımá nás, který

výrobce dodává výrobky vhodněǰśı z hlediska komfortńıch vlastnost́ı, mezi něž výparný odpor patř́ı.

Pět uvedených př́ıklad̊u má jedno společné: vždy se jedná o předpokládanou závislost odezvy

na jediném ovlivňuj́ıćım faktoru. Rozd́ıl je v tom, že v prvńım př́ıpadě faktor nabývá pouze

dvou úrovńı (dva typy šićıch stroj̊u), ve druhém př́ıpadě rozlǐsujeme čtyři úrovně, zat́ımco ve

třet́ım př́ıpadě může faktor, kterým je teplota, nabývat teoreticky nekonečně mnoha hodnot

(úrovńı) z nějakého př́ıpustného intervalu (daného technologickým postupem). Ve čtvrtém a

pátém př́ıpadě se jedná o pozorováńı ”po dvojićıch”, kdy na jednom vzorku naměř́ıme vždy dvě

r̊uzné odezvy za r̊uzných úrovńı ovlivňuj́ıćıho faktoru. V těchto př́ıpadech může hodnota odezvy

záviset i na daľśıch vlastnostech jednotlivých vzork̊u.

Tyto rozd́ıly samozřejmě ovlivńı zp̊usob navržeńı experimentu a předevš́ım analýzu jejich

výsledk̊u. V daľśım textu si poṕı̌seme některé základńı př́ıstupy k řešeńı podobných úloh.

3.1 Dvouúrovňové jednofaktorové experimenty

Uvažujme nyńı situace, kdy faktor nabývá pouze dvou úrovńı. V takovém př́ıpadě potřebujeme

provést měřeńı či pozorováńı při každé z těchto úrovńı. Dostaneme tak dvě skupiny hodnot

odezvy, které mezi sebou budeme porovnávat.

Při návrhu takového experimentu muśıme rozhodnout následuj́ıćı otázky:

• kolik budeme provádět replikaćı (měřeńı)?

• jak vybereme jednotlivé př́ıpady?

• budeme sdružovat měřeńı do blok̊u?

• jaké metody použijeme pro vyhodnoceńı výsledk̊u?

Př́ıklad 3.1.1 Kolikrát je třeba změřit fyzikálńı veličinu jej́ı̌z přesná hodnota je m, abychom

mohli s pravděpodobnost́ı 0, 96 tvrdit, že pr̊uměr těchto měřeńı se lǐśı od m o méně než 2? Je

známo, že směrodatná odchylka měřićı metody je σ = 4.
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Řešeńı: Přesná hodnota m představuje středńı hodnotu měřeńı Xi, i = 1, . . . , n,DXi = σ2 = 16.

Pro Sn =
∑n
i=1 je ESn = nm,DSn = 16n, použit́ım Čebyševovy nerovnosti (viz 2.1) a centrálńı

limitńı věty (viz ??) dostáváme

P

(∣∣∣∣Snn −m
∣∣∣∣ < 2

)
= P

(∣∣∣∣Sn − nm4
√
n

∣∣∣∣ < √n2
)
≈ 2Φ

(√
n

2

)
− 1.

Posledńı výraz má být roven alespoň 0, 96. Úpravou této nerovnosti je

2Φ

(√
n

2

)
≥ 1, 96 a tedy

√
n

2
≥ Φ−1(0, 96) = 2, 055,

tedy počet měřeńı muśı být alespoň 17. Př́ıklad představuje úlohu plánováńı experimentu na

základě požadavk̊u na přesnost.

3.1.1 Nezávislá měřeńı

Jsou-li veličinyX a Y nezávislé, použ́ıváme pro srovnáńı středńıch hodnot dvou výběr̊u dvouvýběrový

t-test. Necht’ X1, . . . , Xn je výběr z rozděleńı N(µX , σ
2
X) a Y1, . . . , Ym je výběr z rozděleńı

N(µY , σ
2
Y ) a tyto výběry jsou na sobě nezávislé. Rozlǐsujeme dva př́ıpady:

(1) Oba výběry maj́ı stejné rozptyly σ2
X = σ2

Y . Potom statistika

T =
X̄ − Ȳ
S

√
mn

m+ n
,

kde

S2 =
1

m+ n− 2

[
Σni=1(Xi − X̄)2 + Σmj=1(Yj − Ȳ )2

]
má za platnosti nulové hypotézy H : µX = µY Studentovo t-rozděleńı o m + n − 2

stupńıch volnosti. Test uvedené hypotézy proti oboustranné alternativě A : µX 6= µY na

hladině významnosti α lze tedy založit na nerovnosti

ȳ − x̄
S

√
mn

m+ n
≥ tm+n−2(1− 1

2
α).

Test hypotézy H proti jednostranným alternativám A1 : µX ≤ µY , resp. A2 : µX ≥ µY na

hladině významnosti α je založen na nerovnostech

ȳ − x̄
S

√
mn

m+ n
≥ tm+n−2(1− α),

ȳ − x̄
S

√
mn

m+ n
≥ tm+n−2(α) = −tm+n−2(α)(1− α)
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(2) Oba výběry maj́ı r̊uzné rozptyly σ2
X 6= σ2

Y . Potom použijeme přibližný test, založený na

statistice

T̃ =
X̄ − Ȳ
S̃

, kde S̃2 =
1

n
s2
X +

1

m
s2
Y .

Test hypotézy H : µX = µY proti oboustranné alternativě na hladině významnosti α lze založit

na nerovnosti

|ȳ − x̄|
S̃

≥ 1

S̃2

[
1

n
s2
Xtn−1(1− α

2
) +

1

m
s2
Y tm−1(1− α

2
)

]
na nerovnosti

ȳ − x̄
S̃
≥ 1

S̃2

[
1

n
s2
Xtn−1(1− α) +

1

m
s2
Y tm−1(1− α)

]
při jednostranné alternativě A1 : µX ≤ µY a na

ȳ − x̄
S̃
≤ − 1

S̃2

[
1

n
s2
Xtn−1(1− α) +

1

m
s2
Y tm−1(1− α)

]

při alternativě A2 : µX ≥ µY .

Př́ıklad 3.1.2 Při zpracováńı je třeba materiál zahřát na vysokou teplotu. Před zpracováńım bylo

vybráno náhodně 10 vzork̊u a změřena jejich tvrdost. Po zpracováńı bylo opět vybráno náhodně

jiných 10 vzork̊u, na nichž byla změřena tvrdost. Naměřené hodnoty jsou v následuj́ıćı tabulce:

před 3,15 2,98 3,00 2,75 3,21 3,33 2,95 2,81 3,26 2,88

po 3,21 2,99 3,11 2,91 3,22 3,28 3,09 3,00 3,28 2,99

Testujte hypotézu, že se tvrdost materiálu vlivem zpracováńı neměńı.

Řešeńı: Je m = n = 10. Spočteme x̄ = 3, 032, ȳ = 3, 108, s2
x = 0, 03875, s2

y = 0, 018. Za

předpokladu, že rozptyl před i po zpracováńı z̊ustává stejný (naměřený rozd́ıl je nevýznamný),

použijeme postup, popsaný v VII.2.6.a). Dostaneme hodnotu s2 = 0, 02838 a testové statistiky

T = 1, 009. Při hladině významnosti α = 0, 05 je t18(0, 975) = 2, 101 a tedy hypotézu nelze

zamı́tnout.

Př́ıklad 3.1.3 Uvažujme stejnou úlohu jako v předchoźım př́ıkladu, pouze s t́ım rozd́ılem, že

sledovaná veličina je měřena před i po zpracováńı na 10 vzorćıch, které byly náhodně vybrány

před začátkem experimentu. Naměřená data z̊ustávaj́ı stejná.

Řešeńı: V tomto př́ıpadě je třeba vźıt do úvahy závislost, která zde může být zp̊usobena daľśımi

vlastnostmi vzork̊u. Proto použijeme párový t-test. Dostáváme z̄ = x̄−ȳ = −0, 076, sz = 0, 07777.
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Testová statistika zde bude mı́t hodnotu T = 3, 09, kterou budeme srovnávat s č́ıslem t9 =

(0, 975) = 2, 262. V tomto př́ıpadě hypotézu zamı́tneme. Uvedené př́ıklady ukazuj́ı, jaký vliv na

výsledek může mı́t tzv. návrh experimentu. Druhý př́ıpad lépe vystihuje skutečnost, že naměřená

data nejsou nezávislá a bere do úvahy daľśı možné vlivy, plynoućı z individuality vzork̊u.

Uvažujme dva nezávislé výběry: X1, . . . , Xn z rozděleńı N(µX , σ
2
X) a Y1, . . . , Yn z rozděleńı

N(µY , σ
2
Y ) můžeme provést tzv. test shody rozptyl̊u neboli F-test. K testu hypotézy H :

σ2
X = σ2

Y lze použ́ıt např́ıklad statistiku

F =
S2
X

S2
Y

Rozděleńı statistiky F je podle V.4.6 a V.4.9 za předpokladu H rozděleńım F o (n−1) a (m−1)

stupńıch volnosti. Kritický obor pro test hypotézy H proti oboustranné alternativě A : σ2
X 6= σ2

Y

na hladině významnosti α je určen nerovnostmi

s2
X

s2
Y

≥ Fn−1,m−1(1− α

2
)a
s2
X

s2
Y

≤ Fn−1,m−1(
α

2
) =

1

Fn−1,m−1(1− α
2 )

kde Fn,m(α) je α-kvantil rozděleńı F (n,m). Tedy hypotézu zamı́táme pro malá F bĺızká nule a

pro velká F (při platnosti hypotézy by mělo být F bĺızké 1). Kritické obory pro test hypotézy

H proti alternativám A1 : σ2
X ≥ σ2

Y A2 : σ2
X ≤ σ2

Y na hladině významnosti α jsou určeny

nerovnostmi

s2
X

s2
Y

≥ Fn−1,m−1(1− α)resp.
s2
X

s2
Y

≤ Fn−1,m−1(α) =
1

Fn−1,m−1
(1− α)

V praxi se často použ́ıvá tzv. předpokladu normality, t.j., že náhodný výběr pocháźı z normálńıho

rozděleńı s určitou středńı hodnotou a nějakým, bĺıže neurčeným rozptylem. K ověřeńı tohoto

předpokladu lze použ́ıt testy normality založené na výběrových koeficientech šikmosti A3 a

špičatosti A4. Pro tyto statistiky (viz. V.3.4) plat́ı následuj́ıćı vztahy:

E(A3) = 0, V ar(A3) = 6(n−2)
(n+1)(n+3)

E(A4) = − 6
n+1 , V ar(A4) = 24n(n−2)(n−3)

(n+1)2(n+3)(n+5)

přičemž
√
nA3 a

√
nA4 maj́ı při n→∞ přibližně normálńıho rozděleńı. Test založený na šikmosti

zamı́tně hypotézu o normalitě, pokud

|A3|√
V ar(A3)

≥ u(1− α

2
)
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test založený na špičatosti zamı́tne hypotézu o normalitě, pokud

|A4 − E(A4)|√
V ar(A4)

≥ u(1− α

2
)

kde u(1− α
2 ) je (1− α

2 )-kvantil rozděleńı N(0, 1). Hladina významnosti obou test̊u je asymptoticky

rovna α. Při ověřováńı normality je vhodné provést oba testy. Hypotézu nezamı́tneme teprve

tehdy, pokud ji nelze zamı́tnout oběma testy zároveň. Tyto testy jsou v některých př́ıpadech

citlivěǰśı na porušeńı normality než χ2 test, podrobněǰśı informace nalezne čtenář v [An].

Př́ıklad 3.1.4 Pomoćı test̊u šikmosti a špičatosti testujte normalitu dat

z př́ıkladu V.2.3.

Řešeńı: Pro výběrové koeficienty šikmosti a špičatosti dostáváme hodnotyA3 = −0, 005364, E(A3) =

0, D(A3) = 0, 129325, A4 = −0, 393762, E(A4) = −0, 146341, D(A4) = 0, 414962. Testová statis-

tika pro test založený na šikmosti nám dává hodnotu 0,015 a statistika pro test založený na

špičatosti je rovna 0, 384. Porovnáńım s 0, 975-kvantilem standardn9ho normálńıho rozděleńı

u(0, 975) = 1, 96 tedy nelze zamı́tnout hypotézu o normalitě na hladině významnosti α = 0, 05

ani jedńım z test̊u.

Dvouvýběrový Wilcoxon̊uv test slouž́ı k testováńı hypotézy o shodě distribučńıch funkćı

dvou výběr̊u. Necht’ {X1, . . . , Xn} a {Y1, . . . , Ym} jsou dva nezávislé výběry ze dvou spojitých

rozděleńı. Za platnosti hypotézy jsou tato rozděleńı totožná a spojený výběr {X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Ym}

lze považovat za výběr z jednoho rozděleńı. Označme RXi pořad́ı veličin Xi ve spojeném výběru,

uspořádaném podle velikosti a necht’ RX =
∑n
i=1R

X
i . Potom je

E(RX) =
m(m+ n+ 1)

2
, V ar(RX) =

mn(m+ n+ 1)

12

Test lze založit př́ımo na statistice RX a kritický obor je potom určen nerovnost́ı RX ≥ wm,n(1−
α
2 ), kde kritické hodnoty wm,n(1− α

2 ) jsou tabelovány (viz např. [An], [Sk], [Zv]). Pro přibližný

test použijeme normovanou veličinu W = RX−E(RX)√
D(RX)

, která má za platnosti hypotézy pro velké

rozsahy m a n přibližně rozděleńı N(0, 1).

3.1.2 Závislá pozorováńı

Párový t-test. Sledujeme-li na jednom objektu dva podobné znaky zároveň, použ́ıváme náhodný

výběr dvojic náhodných veličin {(X1, Y1), . . . , (Xn, Yn)}. O veličinách Xi a Yi předpokládáme,

že jsou párově závislé. Např́ıklad měřeńı vlastnosti materiálu před tepelným zpracováńım a po

něm na vybraných n vzorćıch.
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Předpokládejme, že {X1, . . . , Xn} je náhodný výběr z normálńıho rozděleńı N(µX , σ
2) a

Y1, . . . , Yn je náhodný výběr z rozděleńı N(µY , σ
2
Y ). Veličiny Xi a Yi mohou být párově závislé.

Budeme testovat hypotézu o rovnosti středńıch hodnot H : µX = µY proti alternativě A : µX 6=

µY na hladině významnosti α. V tomto př́ıpadě budeme mı́sto p̊uvodně sledovaných veličin

(X1, Y1), . . . , (Xn, Yn) pracovat s veličinami Z1, . . . , Zn, kde Zi = Yi −Xi, i = 1, . . . , n. Protože

Xi a Yi maj́ı normálńı rozděleńı, bude se i veličina Z ř́ıdit normálńım rozděleńım se středńı

hodnotou µZ = µY −µX a rozptylem σ2
Z , o jehož vztahu k rozptyl̊um σX a σY nelze vzhledem

k možné závislosti nic předpokládat. Rovnost středńıch hodnot X a Y je ekvivalentńı nulovosti

středńı hodnoty rozd́ılu Z. Pro aritmetický pr̊uměr plat́ı z̄ = x̄−ȳ a hodnotu výběrového rozptylu

s2
Z spočteme podle vztahu

s2
Z =

1

n− 1
Σnn=1(xi − yi − x̄+ ȳ)2.

K testu hypotézy H : µZ = 0 na hladině významnosti α použijeme jednovýběrový t-test (viz

VII.2.2), tedy při oboustranné alternativě A : µ 6= 0 hypotézu H zamı́tneme, pokud

z̄ = − sZ√
n
tn−1(1− α

2
) nebo

sZ√
n
tn−1(1− α

2
) < z̄.

Daľśı dva uvedené testy - znaménkový a Wilcoxon̊uv - jsou častou použ́ıvány jako testy párové

namı́sto párového t-testu.

Znaménkový test je test o hodnotě mediánu . Předpokládáme, že výběr X1, . . . , Xn je

z rozděleńı se spojitou distribučńı funkćı F (x). Budeme testovat hypotézu H : x̃50 = x0 proti

alternativě x̃50 6= x0 na hladině významnosti α. Vytvoř́ıme posloupnost rozd́ıl̊u X1−x0, . . . , Xn−

x0. Označme Z počet člen̊u této posloupnosti s kladným znaménkem a m počet nenulových

rozd́ıl̊u. Z je náhodná veličina s binomickým rozděleńım (viz II.3.2) s parametry m a 1
2 . Pro

malá m lze tedy stanovit kritický obor pro dané α určeńım celého č́ısla c tak, aby byly splněny

nerovnosti
c∑
i=1

(
m

i

)(
1

2

)m
≤ α

2
<

c+1∑
i=1

(
m

i

)(
1

2

)m
Hypotézu H potom zamı́tneme, pokud Z < c nebo m−c < Z. Pro větš́ı m lze využ́ıt aproximace

binomického rozděleńı rozděleńım normálńım (viz věta v IV.2.1) a kritický obor vyjádřit pomoćı

(1 − α
2 )-kvantilu rozděleńı N(0, 1) nerovnost́ı |2Z−m|√

m
≥ u(1 − α

2 ). Pro jednostranné alternativy

vytvoř́ıme kritický obor analogicky jako v VII.2.1.

Jednovýběrový Wilcoxon̊uv test. Předpokládáme, že {X1, . . . , Xn} je výběr z rozděleńı

se spojitou distribučńı funkćı F (x), která je symetrická kolem mediánu x̃50 (neboli F (x̃50−x) =
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1 − F (x̃50 + x). Budeme opět testovat hypotézu H : (x̃50 = x0) proti alternativě (x̃50 6= x0) na

hladině významnosti α. Podobně jako v VII.4.l i v tomto př́ıpadě vytvoř́ıme posloupnost rozd́ıl̊u

X1− x0, . . . , Xn− x0 a dále budeme poč́ıtat pouze s nenulovými rozd́ıly, jejichž počet označ́ıme

m. Tuto posloupnost uspořádáme vzestupně podle absolutńıch hodnot a označ́ıme R+
i pořad́ı

náhodné veličiny |Xi − x0|. Sečteme-li pořad́ı R+
i pro všechny členy, pro které je Xi − x0 > 0 a

tento součet označ́ıme S+, dostaneme statistiku, pro kterou za platnosti hypotézy plat́ı

E(S+) =
m(m+ 1)

4
, V ar(S+) =

m(m+ 1)(2m+ 1)

24

a pro velká m je jej́ı rozděleńı přibližně normálńı. Proto budeme pracovat raději s normovanou

veličinou V = S+−E(S+)√
V ar(S+)

. Hypotézu tedy zamı́tneme, pokud |V | ≥ v(1 − α
2 ). Pro malé hodnoty

m jsou kritické hodnoty v(1− α
2 ) tabelovány, pro velká m lze použ́ıt kvantily rozděleńı N(0, 1).

3.1.3 Uspořádáńı do blok̊u

Očekáváme-li, že se experimentálńı podmı́nky budou během zkoušek měnit (samozřejmě kromě

ćılených změn zkoumaného faktoru), je vhodné uspořádat zkoušky v bloćıch. V rámci každého

bloku se, pokud je to možné, vystř́ıdaj́ı všechny úrovně zkoumaného faktoru. Pořad́ı stř́ıdáńı

úrovńı faktoru je uvnitř každého bloku náhodné. Takovým blok̊um se ř́ıká úplné znáhodněné

bloky. Neńı-li možné v rámci bloku vystř́ıdat všechny úrovně zkoumaného faktoru (neúplné

bloky), je plánováńı experimentu složitěǰśı. T́ımto př́ıpadem se zde ale nebudeme zabývat.

Př́ıklad 3.1.5 Pomoćı experimentu zkoumáme vliv použitého katalyzátoru na výtěžek chemického

procesu a chceme vybrat nejvhodněǰśı ze čtyř typ̊u. Odezvou je výtěžek chemického procesu, tj.

množstv́ı vyráběné látky, zkoumaný faktor, katalyzátor, má čtyři úrovně. Předpokládejme, že

m̊užeme provést dvacet čtyři zkoušek, při vyváženém návrhu to znamená vždy šest zkoušek se

stejným katalyzátorem. Jedna várka vstupńı suroviny ovšem stač́ı jen na provedeńı čtyř zkoušek.

Při plánováńı experimentu je třeba poč́ıtat s t́ım, že kvalita vstupńı suroviny bude v r̊uzných

várkách koĺısat a přisṕıvat tak k větš́ı experimentálńı chybě. Proto je vhodné volit uspořádáńı do

blok̊u. Ty budou tvořeny jednotlivými várkami vstupńı suroviny. Při jedné várce vstupńı suroviny

vystř́ıdáme všechny úrovně zkoumaného faktoru (katalyzátoru). Jejich pořad́ı se pro každý blok

voĺı náhodně. Výsledky zkoušek jsou uvedeny v tabulce a znázorněny bodovým diagramem.

Př́ıklad 3.1.6 Úkolem je zjistit, zdali 4 r̊uzné typy ostř́ı produkuj́ı r̊uzné záznamy při zjǐst’ováńı

tvrdost́ı materiálu. Zkušebńı stroj provede vryp do testovaného materiálu a podle hloubky vrypu

se usuzuje na tvrdost materiálu.
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Várka

Úroveň 1 2 3 4 5 6
A1 87 79 82 89 83 78
A2 93 84 89 96 86 87
A3 88 80 84 91 83 82
A4 88 77 83 90 82 79

Tab. 3.1: Vliv použitého katalyzátoru

Zde existuje pouze jeden faktor – druh ostř́ı. Hloubka vrypu může ovšem kromě typu ostř́ı

záviset do jisté mı́ry i na materiálu, z něhož je vzorek zhotoven. Vzorky totiž nemuśı být zcela

homogenńı, nebot’ mohou být r̊uzně tvrdé. T́ım se do návrhu pokusu vnáš́ı daľśı vedleǰśı faktor,

a to variabilita zp̊usobená r̊uznými etalony ze zkušebńıho materiálu. Takže variabilita měřeńı

obsahuje ještě variabilitu zp̊usobenou r̊uznými etalony.

Abychom tutu závislost eliminovali, rozhodneme se měřit na každém etalonu vrypy všech

čtyř typ̊u ostř́ı. To znamneá, že provedeme nejméně 4 × 4 = 16 pokus̊u. K tomu je zapotřeb́ı

tedy celkem 16 vzork̊u, čtyři z každého etalonu. Měřeńı uspořádáme do čtyř blok̊u, kde blokem

bude etalon, na němž se provedou vždy měřeńı s každým typem ostř́ı, tj. 4 vrypy. Protože

v každém bloku budeme mı́t všechny typy ostř́ı, hovoř́ıme o úplném blokovém návrhu. Když

pořad́ı pokus̊u v rámci každého bloku budeme provádět náhodně, máme návrh experimentu

typu úplných znáhodněných blok̊u.

3.2 Jednofaktorové experimenty s v́ıce úrovněmi

3.2.1 Ordinálńı odezva

Pro větš́ı počet uvažovaných úrovńı p̊usob́ıćıho faktoru lze pro vyhodnoceńı jeho vlivu použ́ıt

takzvané
”
jednofaktorové analýzu rozptylu“. Zkoumáme závislost odezvy Y na faktoru X, re-

prezentovaném diskrétńımi hodnotami (úrovněmi) x1, x2, . . . , xk.

Jednofaktorová analýza rozptylu dává odpověd’ na otázku, zda lze určitým faktorem X

vysvětlovat r̊uznost kvantitativńı odezvy Y . Předpokládá provedeńı k nezávislých náhodných

výběr̊u hodnot znaku Y o rozsaźıch n1, n2, . . . , nk při úrovńıch x1, x2, . . . , xk faktoru X. To jest

celkem n =
∑k
i=1 ni měřeńı. Základńım předpokladem použit́ı analýzy rozptylu je, že každý z

k nezávislých výběr̊u znaku Y pocháźı z normálńıho rozděleńı N(µi, σ
2) se stejným rozptylem

σ2. Źıskáváme tedy celkem n pozorováńı náhodné veličiny Y rozdělených do k skupin, každá o

rozsahu ni, i = 1, . . . , k. V analýze rozptylu testujeme hypotézu H0 : µ1 = µ2 = · · · = µk oproti

alternativńı hypotéze, že alespoň dvě hodnoty µ jsou r̊uzné.

Analýza rozptylu srovnává variabilitu uvnitř k skupin s variabilitou mezi skupinami, charak-
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terizovanou variabilitou jejich středńıch hodnot. Jako mı́ra variability zde slouž́ı středńı součty

kvadratických odchylek uvnitř a mezi skupinami. Součet kvadratických odchylek uvnitř k-té

skupiny je

SSj =

nj∑
i=1

(yij − ȳj)2, j = 1, . . . k,

kde ȳj = 1
nj

∑nj
i=1 yij . Variabilita uvnitř skupin se potom pod́ıĺı na celkovém součtu kvadratických

odchylek v experimentu hodnotou

SSE =
k∑
j=1

nj∑
i=1

(yij − ȳj)2.

Označ́ıme-li celkový pr̊uměr v modelu jako ȳ = 1
n

∑k
j=1

∑nj
i=1 yij , potom součet kvadratických

odchylek mezi skupinami se na celkovém součtu kvadratických odchylek v experimentu pod́ıĺı

touto část́ı

SSF =
k∑
j=1

(ȳj − ȳ)2.

Plat́ı tedy, že

SST =

k∑
j=1

nj∑
i=1

(yij − ȳ)2 = SSF + SSE .

Tyto dvě části celkové variability maj́ı r̊uzné
”
stupně volnosti“, tedy jsou složeny z r̊uzného

počtu nezávislých sč́ıtanc̊u. SSF má počet stupň̊u volnosti k − 1 (což odpov́ıdá k skupinám pro

jednotlivé úrovně faktoru), SSE má
∑k
j=1(nj − 1) = n − k stupň̊u volnosti (nj − 1 v každé

skupině). Odtud dostaneme tzv.
”
středńı součty čtverc̊u“

MSSF =
SSF
k − 1

a MSSE =
SSE
n− k

.

Pokud by platila hypotéza H0, měly by být všechny skupinové pr̊uměry přibližně stejné, tedy

s téměř nulovou variabilitou mezi nimi. Potom by MSSF mělo být zanedbatelné vzhledem k

MSSE . Budeme tedy testovat poměr

F =
MSSF
MSSE

.

Pokud jsou splněny předpoklady pro použit́ı této metody, tedy pokud

• měřené veličiny jsou stochasticky nezávislé a

• měřené veličiny maj́ı normálńı rozděleńı se stejným rozptylem σ2,

potom má veličina F známé rozděleńı pravděpodobnosti, nazývané F -rozděleńı s parametry k−1
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a n− k. To že je známé znamená, že umı́me nalézt tzv. kritickou hodnotu f(k− 1, n− k), kterou

náhodná veličina s t́ımto rozděleńım překroč́ı jen s danou pravděpodobnost́ı α.

Rozhodovaćı pravidlo pro zamı́tnut́ı hypotézy H0 je potom F ≥ f(k − 1, n− k).

3.2.2 Nominálńı odezva

Velmi často odezva nemá ordinálńı charakter, což znamená, že jej́ı uspořádáńı jej́ıch hodnot

(pokud je máme vyjádřeny č́ıselnými hodnotami) nemá smysl. Např́ıklad je-li odezvou pohlav́ı,

barva látky, druh omaku a podobně.

Předpokládejme, že odezva může nabývat m hodnot, ovlivňovaných jedńım kvalitativńım

faktorem, který může nabývat k r̊uzných úrovńı, u nichž může ale nemuśı mı́t uspořádáńı smysl.

V takovém př́ıpadě provád́ıme při n replikaćıchN = n.k.m pozorováńı a budeme sledovat četnosti

výsledk̊u nij kdy při i-té úrovni faktoru nastala j-tá úroveň odezvy. Výsledky budeme zapisovat

do takzvané kontingenčńı tabulky. Kontingenčńı tabulka je tabulka o k řádćıch a m sloupćıch

Př́ıklad 3.2.1 Ovlivňuje barva oč́ı Rh faktor?

Provedeme 400 pozorováńı, jejichž výsledky jsou v Tab. 3.?? a chceme testovat hypotézu o

tom, že barva oč́ı neovlivňuje Rh faktor.

barva oč́ı Rh+ Rh− součet
modrá 35 65 100
hnědá 94 206 300
součet 129 271 400

Tab. 3.2: Zjǐstěné četnosti kombinaćı

Za předpokladu nezávislosti by (podle marginálńıch součt̊u) mělo platit:

barva oč́ı Rh+ Rh− součet
modrá 32,25 67,75 100
hnědá 96,75 203,25 300
součet 129 271 400

Tab. 3.3: Odhadnuté četnosti kombinaćı

Pro test nezávislosti v kontingenčńı tabulce použijeme testovou statistiku ve tvaru

T =
∑ (pozorovaná četnost− očekávaná četnost)2

očekávaná četnost

Testová statistika má ch́ı-kvadrát rozděleńı o (k − 1)× (m− 1) stupň̊u volnosti

χ2 =
2∑
i=1

2∑
j=1

(nij −mij)
2

mij
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V našem př́ıkladu je konkrétně

χ2 =
(35− 32, 25)2

32, 25
+

(65− 67, 75)2

67, 75
+

(94− 96, 75)2

96, 75
+

(206− 203, 25)2

203, 25

.
= 0, 2289

Tuto hodnotu budeme srovnávat s kritickou hodnotou ch́ı-kvadrát rozděleńı s jedńım stupněm

volnosti χ2
1(0, 05) = 3, 84. Tedy hypotézu o nezávislosti nezamı́táme.

3.2.3 Latinské čtverce

Uvažujme modelovou situaci, kdy předpokládáme závislost hodnoty odezvy na jediném fak-

toru, který může mı́t celkem k úrovńı. Nicméně, experiment nelze provést izolovaně od okolńıch

podmı́nek, které mohou výsledek také ovlivnit. V tomto př́ıpadě hovoř́ıme o tzv. vedleǰśıch fakto-

rech. Pokud tyto vedleǰśı faktory mohou nabývat také k úrovńı, můžeme pro návrh experimentu

použ́ıt schéma, nazývané latinský čtverec.

Latinský čtverec je čtvercová tabulka k × k, jej́ıž řádky odpov́ıdaj́ı úrovńım jednoho z ve-

dleǰśıch faktor̊u, řádky odpov́ıdaj́ı hodnotám úrovńı druhého z vedleǰśıch faktor̊u. V buňkách

tabulky jsou velkými latinskými ṕısmeny1 vyznačeny úrovně uvažovaného hlavńıho faktoru. In-

terpretace takové tabulky je následuj́ıćı: za p̊usobeńı každé z k úrovńı vedleǰśıho faktoru pro-

vedeme k měřeńı, v nichž se vystř́ıdaj́ı všechny úrovně druhého z vedleǰśıch faktor̊u a všechny

úrovně hlavńıho faktoru. Ćılem je provést k replikaćı měřeńı s maximálńım vyloučeńım vliv̊u

vedleǰśıch faktor̊u.

1 2 3 4 5
1 A B C D E
2 E A B C D
3 D E A B C
4 C D E A B
5 B C D E A

Tab. 3.4: Př́ıklad latinského čtverce 5× 5.

3.3 Regresńı experimenty

V matematice vyjadřujeme závislost hodnot jedné proměnné na hodnotách druhé proměnné

funkčńım vztahem. V praktických úlohách je však situace složitěǰśı. Při měřeńı hodnot sle-

dované veličiny, při jej́ıž realizaci p̊usob́ı řada daľśıch (náhodných) vliv̊u, dostáváme soubor

naměřených hodnot, které vykazuj́ı často jisté odchylky proti hodnotám, které bychom očekávali

z teoretického rozboru sledovaného jevu nebo z jakési očekávané pravidelnosti.

1Odtud název
”
latinský“ čtverec
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Př́ıklad 3.3.1 Při soustružeńı vzniká v mı́stě obráběńı na nástroji teplota, závislá na rychlosti

posuvu nástroje. Mezi teplotou θ měřenou ve stupńıch Celsia a rychlost́ı posuvu v v metrech za

minutu byl odvozen teoretický vztah θ = αvβ, kde α a β jsou konstanty, závisej́ıćı na daľśıch

podmı́nkách experimentu. Hodnoty, které byly naměřeny při laboratorńım měřeńı, však tomuto

vztahu odpov́ıdaj́ı jen velmi přiblǐzně, jak lze vidět z grafu.

Předpokládejme, že sledovanou náhodnou veličinu Y lze vyjádřit jako funkci (zpravidla nenáhodných)

veličin X1, . . . , Xr a náhodné odchylky ε jako

Y = f(X1, . . . , Xr; θ1, . . . , θs) + ε.

Funkce f se nazývá regresńı funkce a θ1, . . . , θs nazýváme parametry regrese. O náhodné

veličině ε, která se často nazývá neprávem
”
chybou“, předpokládáme, že má symetrické rozděleńı

se středńı hodnotou 0 a rozptylem σ2. Obvyklý je předpoklad normálńıho rozděleńı N(0, σ2).

Uvedený vztah se nazývá regresńı model. Podle druhu závislosti regresńı funkce na neznámých

parametrech θ1, . . . , θs potom hovoř́ıme bud’ o lineárńım regresńım modelu nebo o nelineárńım

regresńım modelu. Nadále se budeme zabývat pouze lineárńım modelelm.

Středńı hodnota E(Y ) je potom funkćı hodnot veličin X1, . . . , Xr a neznámých parametr̊u

θ1, . . . , θs. Tuto vlastnost vyjádř́ıme vztahem

E(Y ) = f(x1, . . . , xr; θ1, . . . , θs),

kde x1, . . . , xr jsou naměřené hodnoty veličin X1, . . . , Xr a θ1, . . . , θs jsou parametry.

Náhodné veličině Y se ř́ıká vysvětlovaná proměnná, veličinám X1, . . . , Xr budeme ř́ıkat

vysvětluj́ıćı proměnné. Podle tvaru regresńı funkce budeme mluvit o př́ımkové, expo-

nenciálńı, kvadratické, polynomické a jiných regreśıch. V př́ıpadě př́ımkové regrese rozlǐsujeme

podle počtu vysvětluj́ıćıch proměnných tzv. jednoduchou regresi s jednou vysvětluj́ıćı proměnnou

a v́ıcenásobnou regresi s v́ıce vysvětluj́ıćımi proměnnými.

V zásadě zde máme dva problémy: určit tvar (typ) regresńı funkce a Při vyšetřováńı regresńı

závislosti je regresńı funkce zpravidla známa (vyplývá z teoretických vztah̊u) nebo se jej́ı tvar

odhaduje (opticky, např́ıklad podle X-Y grafu rozptýlenosti). Proto se v daľśım textu omeźıme na

úlohu odhadu regresńıch parametr̊u předpokládané regresńı funkce. K tomu nejčastěji použ́ıváme

tzv. metodu nejmenš́ıch čtverc̊u. Tato metoda spoč́ıvá v provedeńı n nezávislých měřeńı
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hodnot veličin Y,X1, . . . , Xr a v nalezeńı hodnot θ̂1, . . . , θ̂s, při nichž funkce

S(θ1, . . . , θs) =
n∑
i=1

[
yi − f(x1i , . . . , xri ; θ1, . . . , θs)

]2

nabývá svého minima. Vektory yi, x1i , . . . , xri označuj́ı i-té pozorováńı vektoru Y,X1, . . . , Xr, i =

1, . . . , n.

Nejsme-li si jisti a rozhodujeme-li se mezi několika modely, potom zpravidla voĺıme ten, v

němž je hodnota funkce S(θ1, . . . , θs) – takzvaný reziduálńı součet čtverc̊u – nejmenš́ı.

V př́ıpadě lineárńı regresńı funkce f(x, α, β) = α+βx budeme minimalizovat funkci S(α, β) =∑n
i=1(yi −α− βxi)2. Nutnou podmı́nkou pro extrém funkce dvou proměnných je nulovost obou

parciálńıch derivaćı

∂S

∂α
= −2

n∑
i=1

(yi − α− βxi) = 0

∂S

∂β
= −2

n∑
i=1

(yi − α− βxi)xi = 0,

což vede k takzvané soustavě normálńıch rovnic

nα+ β

n∑
i=1

xi =

n∑
i=1

yi

α

n∑
i=1

xi + β

n∑
i=1

x2
i =

n∑
i=1

yixi

jej́ımž řešeńım dostaneme bodové odhady a a b parametr̊u α a β

b =

∑n
i=1(xi − x)yi∑n
i=1(xi − x)2

a = y −
∑n
i=1(xi − x)yi∑n
i=1(xi − x)2

x = y − bx

kde x = 1
n

∑n
i=1 xi, y = 1

n

∑n
i=1 yi. Podmı́nku postačuj́ıćı neńı třeba vyšetřovat, nebot’ funkce

S(α, β) je ryze konvexńı.

3.3.1 Jednoduchá př́ımková regrese

Velmi častým př́ıpadem regresńı závislosti je př́ımková regrese. Předpokládejme regresńı vztah

Y = α + βX + ε, kde X je náhodná veličina a ε je náhodná veličina s normálńım rozděleńım

N(0, σ2).

Bodové odhady a a b parametr̊u α a β źıskáme metodou nejmenš́ıch čtverc̊u ve tvaru uve-
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deném v př́ıkladě VIII.1.6. Naměřené hodnoty y1, . . . , yn lze považovat za hodnoty realizaćı

nezávislých náhodných veličin Y1, . . . , Yn s normálńım rozděleńım N(a+ bxi, σ
2). Z tohoto hle-

diska jsou bodové odhady a a b odhadovými statistikami, a tedy náhodnými veličinami. Hodnoty

ei = yi−a−bxi, i = 1, . . . , n se nazývaj́ı rezidua a lze je považovat za odhady hodnot chybového

členu ε. Č́ıslo ŷi = a+ bxi je odhadem hodnoty náhodné veličiny Yi.

Označme SR = S(a, b) takzvaný reziduálńı součet čtverc̊u

SR =
n∑
i=1

e2
i =

n∑
i=1

yi − a− bxi2 =
n∑
i=1

y2
i − a

n∑
i=1

yi − b
n∑
i=1

xiyi.

Bodový odhad s2 rozptylu σ2 chybového členu ε je potom dán vztahem s2 = SR
(n−2) a nazývá

se reziduálńı rozptyl.

Pomoćı s2 lze vyjádřit odhady rozptylu obou regresńıch parametr̊u

S2
a =

s2
∑n
i=1 x

2
i

n
∑n
i=1 x

2
i − (

∑n
i=1 xi)

2
, S2

b =
s2∑n

i=1 x
2
i − nx2

Statistiky Tα = (a−α)
Sa

a Tβ = (b−β)
Sb

maj́ı Studentovo t-rozděleńı o (n− 2) stupńıch volnosti.

Intervalové odhady pro parametry α a β jsou potom dány nerovnostmi

a− Satn−2(1− γ

2
) ≤ α ≤ a+ Satn−2(1− γ

2
)

b− Sbtn−2(1− γ

2
) ≤ β ≤ b+ Sbtn−2(1− γ

2
)

kde (1−γ) je koeficient spolehlivosti a tn−2(1− γ
2 ) je (1− γ

2 )-kvantil t-rozděleńı o (n−2) stupńıch

volnosti.

V některých př́ıpadech nás zaj́ımá, zda hodnota některého z parametr̊u se lǐśı významně

od nulové hodnoty nebo ne a zda jej lze tud́ıž v regresńı funkci vynechat. Oboustranné testy

nulovosti regresńıch koeficient̊u lze založit na odhadových statistikách Ta = a
Sa

resp. Tb = b
Sb

a

jim odpov́ıdaj́ıćım kritickým obor̊um tak, že při splněńı nerovnosti

|Ta| ≥ tn−2(1− γ

2
), resp. |Tb| ≥ tn−2(1− γ

2
),

zamı́tneme hypotézu o nulovosti parametru α, resp. β, na hladině významnosti γ.

Regresńım modelem se snaž́ıme vysvětlit změny - variabilitu - vysvětlované veličiny Y pomoćı

změn vysvětluj́ıćı veličiny X. Pod́ıl části variability Y vysvětlené modelem ku celkové variabilitě
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Y , zpravidla vyjádřený v procentech, se nazývá koeficient determinace R2 a je dán vztahy

R2 =

∑n
i=1(a+ bxi − y)2∑n

i=1(yi − y)2
=

(
1− SR∑n

i=1(yi − y2

)
,

kde SR je reziduálńı součet čtverc̊u.

K úplné regresńı analýze patř́ı i analýza rezidúı. Předevš́ım by měly vyhovovat předpokladu

normality, za kterého byly všechny předchoźı výsledky odvozeny. Pokud tomu tak neńı, nelze

výsledky považovat za d̊uvěryhodné. K ověřeńı shody hodnot rezidúı s normálńım rozděleńım

lze použ́ıt některý z test̊u, uvedených v odstavci VII.3, nebo pravděpodobnostńı paṕır, který

je popsán v kapitole X. Z analýzy rezidúı lze detekovat i takzvaná odlehlá pozorováńı. To

znamená ty hodnoty, které byly chybně naměřeny nebo indikuj́ı nesrovnalosti v modelu, a jimž

je třeba věnovat zvláštńı pozornost. Ke zjǐst’ováńı těchto hodnot lze použ́ıt např́ıklad krabicové

gragy, popsané v kapitole X.

Model lineárńı regrese lze použ́ıt i v některých př́ıpadech, kdy závislost mezi veličinami X

a Y neńı lineárńı. Jsou to př́ıpady, kdy lze provést takzvanou linearizaci modelu. Vhodnou

transformaćı převedeme nelineárńı závislost na lineárńı a použijeme lineárńı regresńı model.

Přitom však muśıme být velmi opatrńı, nebot’ vše, co bylo odvozeno pro lineárńı regresńı model

za předpokladu normality chybového členu ε plat́ı pouze pro ”linearizovaný model”, nikoli pro

model p̊uvodńı, a to opět za předpokladu, že náhodná veličina, odpov́ıdaj́ıćı transformovanému

chybovému členu v linearizovaném modelu, má normálńı rozděleńı.

Př́ıklad 3.3.2 Závislost mezi teplotou θ a rychlost́ı posuvu v v př́ıkladu 3.3.1. lze považovat za

regresńı závislost ve tvaru θ = α.vβ .ε, kde α a β jsou regresńı koeficienty a ε je náhodná veličina

se středńı hodnotou 1. Provedeme-li transformaci Y = lnθ,X = lnv, a = lnα, e = lnεab = β,

dostaneme Y = a+ bX + e, tedy lineárńı vztah.

Podobně jako v předchoźım př́ıkladu lze linearizovat i jiné modely, např. logaritmický, tj.

Y = ln(α+ β.X), reciproký Y = 1
α+β.X a daľśı.



Kapitola 4

Vı́cefaktorové experimenty

Ve většině př́ıpad̊u p̊usob́ı na odezvu v́ıce než pouze jediný faktor. Potom je třeba provést návrh

v́ıcefaktorového experimenmtu. Jeho návrh je komplikovaněǰśı, vyžaduje zpravidla v́ıce měřeńı

a omezeńı počtu sledovaných úrovńı p̊usob́ıćıch faktor̊u. Takto navržené experimenty jsou však

mnohem efektivněǰśı než experimenty zkoumaj́ıćı faktory po jednom v čase, které zahrnuj́ı stu-

dium změny jediného faktoru v danou chv́ıli a jejich vliv na výrobek nebo proces. Zat́ımco

jednofaktorové experimenty jsou snadno pochopitelné, neumožňuj́ı vyšetřováńı toho, jak tento

faktor ovlivňuje produkt nebo proces v př́ıtomnosti daľśıch faktor̊u. Vztah, při kterém se měńı

vliv jednoho faktoru na výrobek nebo postup v závislosti na jednom nebo v́ıce daľśıch faktorech,

se nazývá interakce. Často jsou vzájemné účinky faktor̊u d̊uležitěǰśı než vliv jednotlivých fak-

tor̊u. To proto, že v prostřed́ı, v němž se výrobek nebo proces realizuje, p̊usob́ı mnoho faktor̊u

dohromady a ne izolované výskyty jednotlivých faktor̊u v r̊uzných časech. Vezměme si př́ıklad

interakce mezi dvěma faktory při chemickém procesu, kde např́ıklad teplota zvyšuje výtěžnost

jen mı́rně a zároveň zvýšeńı tlaku samo o sobě nemá žádný vliv na výnos. Nicméně, pokud roste

teplota i tlak současně, výnos rychle roste. Potom ř́ıkáme, že existuje interakce mezi těmito

dvěma faktory, které ovlivňuj́ı chemickou reakci.

Metodika DOE zajǐst’uje, že všechny faktory a jejich interakce jsou systematicky zkoumány.

Proto informace źıskané z analýzy DOE jsou mnohem spolehlivěǰśı a úplněǰśı, než výsledky z

jednofaktorového experimentu, které ignoruj́ı interakci a mohou vést k chybným závěr̊um.

Faktoriálńı experiment slouž́ı ke zkoumáńı v́ıce faktor̊u najednou a umožňuje studovat nea-

ditivńı chováńı faktor̊u, tj. interakce. V úplném faktoriálńım experimentu se vystř́ıdaj́ı všechny

možné kombinace úrovńı zkoumaných faktor̊u, v d́ılč́ım faktoriálńım experimentu jsou některé

kombinace vynechány. Faktory zahrnuté do experimentu mohou mı́t dvě nebo v́ıce úrovńı.

Uvažujeme-li v experimentu dva faktory, jeden např. s dvěma a druhý se třemi úrovněmi, exis-

53
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tuje šest kombinaćı úrovńı těchto faktor̊u. Z označeńı experimentu 2x3 je vidět, kolik faktor̊u

a s jakým počtem úrovńı se zkoumá a kolik se provede zkoušek při jedné replikaci. Protože se

počet zkoušek s rostoućım počtem úrovńı faktor̊u rychle zvětšuje, je výhodné, hlavně v prvńı

fázi experimentováńı, kdy je počet N zařazených faktor̊u velký, volit u všech faktor̊u jen dvě

úrovně. Experimenty potom označujeme 2N. Kromě toho se při velkém počtu faktor̊u počet

zkoušek zkracuje na polovinu, čtvrtinu atd. (d́ılč́ı faktoriálńı experiment). Někdy se u všech fak-

tor̊u voĺı tři úrovně. Pokud je ovšem některý z faktor̊u kategoriálńı, použije se podle potřeby i

vyšš́ı počet úrovńı. Faktoriálńı experimenty s faktory o dvou úrovńıch maj́ı nav́ıc velkou výhodu

v jednoduchém vyhodnoceńı. Tyto experimenty se také v praxi nejčastěji použ́ıvaj́ı.

V jedné replice experimentu se každá kombinace úrovńı objev́ı jen jednou. Pro rozhodováńı o

existenci vlivu faktor̊u je však lepš́ı, provedou-li se alespoň dvě repliky experimentu. Rozhodneme-

li se pro v́ıce replikaćı, dodržujeme přitom zásadu vyváženého návrhu, to znamená, že počet

opakováńı je ve všech experimentálńıch bodech (tj. u všech kombinaćı) stejný. To také zna-

mená, že r̊uzným úrovńım jednoho faktoru odpov́ıdá stejný počet výsledk̊u. Výhody vyváženého

návrhu byly již zmı́něny v úvodu kapitoly 2. Podobně jako v př́ıpadě jediného zkoumaného

faktoru můžeme volit úplně znáhodněný návrh nebo uspořádáńı do blok̊u. Možnost snadného

vyhodnoceńı výsledk̊u oceńıme v př́ıpadě, kdy nemáme k dispozici statistický software, který by

umožnil provést analýzu rozptylu pro v́ıce než dva faktory. Existuj́ı-li alespoň dvě repliky experi-

mentu, lze při vyhodnoceńı použ́ıt t-test. V př́ıpadě jedné repliky se doporučuje grafická metoda

spoč́ıvaj́ıćı ve vyneseńı vypočtených efekt̊u do pravděpodobnostńıho grafu. Máme-li statistický

software, např. Statgraphics, Statisticu nebo Minitab, je nejjednodušš́ı použ́ıt k vyhodnoceńı

analýzu rozptylu. Pro zkoumáńı vlivu dvou faktor̊u postač́ı nástroj v Excelu. Př́ıpady se třemi

a v́ıce faktory by se daly samozřejmě řešit s použit́ım př́ıslušných vzorc̊u, zápis se však stává

poněkud nepřehledný a proto se zde, pokud p̊ujde o analýzu rozptylu pro tři a v́ıce faktor̊u,

omeźıme jen na interpretaci výstup̊u z poč́ıtače

4.1 Dvoufaktorové experimenty

V této části budeme předpokládat, že na odezvu p̊usob́ı dva měřitelné faktory. Experiment

uspořádáme tak, že zvoĺıme dvě úrovně u každého z faktor̊u a provedeme jedno měřeńı za

p̊usobeńı každé ze všech možných kombinaćı úrovńı těchto faktor̊u. Označ́ıme-li úrovně faktoru

A jako A1 a A2, úrovně faktoru B jako B1 a B2, potom odpov́ıdaj́ıćı měřeńı budeme označovat

yij , kde i a j jsou úrovně faktoru A a B. Využijeme-li všechny možné kombinace úrovńı faktor̊u,

můžeme návrh experimentu znázornit pomoćı takzvané matice návrhu experimentu, která
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vypadá takto (Tab. 4.1):

měřeńı A B y
1 – – y11

2 + – y21

3 – + y12

4 + + y22

Tab. 4.1: Designová matice dvoufaktorového návrhu se dvěma úrovněmi bez interakćı.

V tabulce znaménko minus (–) označuje nižš́ı ze dvou úrovńı, znaménko plus (+) potom vyšš́ı

ze dvou zvolených úrovńı1. Řádky matice odpov́ıdaj́ı jednotlivým měřeńım v rámci experimentu.

Pokud pro každou kombinaci úrovńı faktor̊u provedeme v́ıce replikaćı měřeńı, bude v každém

řádku ve sloupci y tolik hodnot, kolik bude replikaćı.

To, co nás zpravidla v takovém experimentu zaj́ımá, je vliv jednotlivých faktor̊u na velikost

odezvy. Proto zavád́ıme pojem efektu faktoru:

Efekt faktoru = pr̊uměrná změna odezvy při změně úrovně faktoru

Velikost efektu vyjadřujeme jako velikost změny odezvy při změně úrovně odpov́ıdaj́ıćıho

faktoru. V našem př́ıpadě pro vyjádřeńı velikosti efektu faktoru A spočteme pr̊uměrnou hodnotu

odezvy při vyšš́ı úrovni faktoru ȳA2 = 1
2 (y21 + y22) a pr̊uměrnou hodnotu odezvy při nižš́ı úrovni

ȳA1
= 1

2 (y11 + y12). Efekt faktoru A potom vyjádř́ıme jako jejich rozd́ıl

Â = ȳA2
− ȳA1

=
y21 + y22

2
− y11 + y12

2
=
y21 + y22 − y11 − y12

2
.

Podobně pro efekt faktoru B dostáváme

B̂ = ȳB2
− ȳB1

=
y12 + y22

2
− y11 + y21

2
=
y12 + y22 − y11 − y21

2
.

Bystrý čtenář si ihned všimne, že znaménka u yij ve zlomćıch napravo odpov́ıdaj́ı znaménk̊um

v matici návrhu experimentu pro odpov́ıdaj́ıćı faktory.

Srovnáńı vlivu jednotlivých faktor̊u lze provést také graficky. Na následuj́ıćım Obr. 4.1 jsou

znázorněny pr̊uměrné hodnoty odezvy při r̊uzných úrovńıch faktor̊u A a B. Větš́ı efekt má ten

faktor, pro nějž má úsečka spojuj́ıćı tyto pr̊uměrné odezvy větš́ı sklon (má v absolutńı hodnotě

vyšš́ı směrnici). Na tomto obrázku je to faktor A.

Je-li rozd́ıl v hodnotě odezvy mezi dvěma úrovněmi jednoho faktoru výrazně jiný při r̊uzných

úrovńıch druhého faktoru, např. y21 − y11 a y22 − y12, hovoř́ıme o takzvané interakci:

1V některých př́ıpadech se namı́sto znaménka – použ́ıvá č́ıslice 0 a namı́sto znaménka + č́ıslice 1. To lze s
výhodou použ́ıt v př́ıpadě v́ıceúrovňových experiment̊u, kdy nám už pouze dvě znaménka nestač́ı.
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Obr. 4.1: Grafické znázorněńı vlivu jednotlivých faktor̊u.

Interakce mezi faktory = společné p̊usobeńı dvou či v́ıce faktor̊u na velikost odezvy

Na Obr. 4.2 vlevo je př́ıklad situace, kdy efekty faktor̊u neinteraguj́ı, napravo je situace

typická pro silnou interakce mezi faktory.
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Obr. 4.2: Grafické znázorněńı vlivu jednotlivých faktor̊u.

V matici návrhu experimentu interakci označ́ıme dvojićı ṕısmen AB. Odpov́ıdaj́ıćı znaménka

pro interakci dostaneme ze znamének faktor̊u A a B tak, že tato znaménka spolu
”
vynásob́ıme“,

tedy dvojice stejných znamének dá znaménko plus, dvojice r̊uzných znamének dá znaménko

minus (viz Tab. 4.2). Interpretace tohoto pravidla může být např́ıklad taková, že pokud interakce

existuje, jej́ı vyšš́ı vliv bude při stejné úrovni (ńızké nebo vysoké) obou faktor̊u. Naopak, ńızká

úroveň interakce bude očekávána při rozd́ılných úrovńıch faktor̊u A a B.

měřeńı A B AB y
1 – – + y11

2 + – – y21

3 – + – y12

4 + + + y22

Tab. 4.2: Designová matice úplného dvoufaktorového návrhu se dvěma úrovněmi.

Nyńı můžeme vyjádřit velikost efektu interakce AB podobně jako efekty pro jednotlivé faktory:

je to rozd́ıl pr̊uměrné odezvy při společném p̊usobeńı obou faktor̊u ȳAB+
= 1

2 (y11 + y22) a
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pr̊uměrné odezvy při rozd́ılném p̊usobeńı obou faktor̊u ȳAB− = 1
2 (y21 + y12), tedy

ÂB = ȳAB+ − ȳAB− =
y11 + y22

2
− y21 + y12

2
=
y11 + y22 − y21 − y12

2
.

Cvičeńı: Uvažujme experiment, v němž byly provedeny dvě replikace pro každé měřeńı. To

znamená, že bylo provedeno celkem 2 × 2 × 2 měřeńı. Odvod’te vzorce pro efekty jednotlivých

faktor̊u a interakce.

Řešeńı: Experimentu odpov́ıdá následuj́ıćı matice návrhu:

měřeńı A B AB y
1 – – + y11,1, y11,2

2 + – – y21,1, y21,2

3 – + – y12,1, y12,2

4 + + + y22,1, y22,2

Tab. 4.3: Designová matice úplného dvoufaktorového návrhu se dvěma úrovněmi při dvou
replikaćıch.

Odpov́ıdaj́ıćı efekty spočteme podle následuj́ıćıch vztah̊u (s využit́ım znamének z tabulky):

Â = ȳA2
− ȳA1

=
y21,1 + y21,2 + y22,1 + y22,2 − y11,1 − y11,2 − y12,1 − y12,2

4
,

B̂ = ȳB2 − ȳB1 =
y12,1 + y12,2 + y22,1 + y22,2 − y11,1 − y11,2 − y21,1 − y21,2

4
,

ÂB = ȳAB+ − ȳAB− =
y11,1 + y11,2 + y22,1 + y22,2 − y21,1 − y21,2 − y12,1 − y12,2

4
.

4.2 Vyhodnoceńı v́ıcefaktoriálńıch experiment̊u

Statistický model pro dva faktory A, B:

yij = µ+ αi + βj +
(
αβ
)
ij

+ εij

kde

yij je odezva,

µ je společná úroveň pro oba faktory,

αi označuje vliv i-té úrovně faktoru A,

βj označuje vliv j-té úrovně faktoru B,(
αβ
)
ij

je vliv interakce i-té a j-té úrovně faktor̊u A a B,

εij představuje náhodnou chybu při i-té a j-té úrovni faktor̊u A a B.
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4.3 Vı́cefaktoriálńı experimenty

Statistický model pro tři faktory A, B a C:

yijk = µ+ αi + βj + γk +
(
αβ
)
ij

+
(
αγ
)
ik

+
(
βγ
)
jk

+
(
αβγ

)
ijk

+ εijk

kde

yijk je odezva,

µ je společná úroveň pro oba faktory,

αi, βj , γk označuje vlivy úrovńı i, j, k faktor̊u A,B,C,(
αβ
)
ij
,
(
αγ
)
ik
,
(
βγ
)
jk

označuje vlivy interakćı druhého řádu, tedy interakćı dvojic faktor̊u

AB,AC,BC při odpov́ıdaj́ıćıch úrovńıch i, j, k,(
αβγ

)
ijk

označuje vlivy interakce třet́ıho řádu, tedy interakce všech tř́ı faktor̊u dohromady

při odpov́ıdaj́ıćıch úrovńıch i, j, k,

εij představuje náhodnou chybu při i-té a j-té úrovni faktor̊u A a B.

test A B C AB AC BC ABC
1 – – – + + + –
2 + – – – – + +
3 – + – – + – +
4 – – + + – – +
5 + + – + – – –
6 + – + – + – –
7 – + + – – + –
8 + + + + + + +

Tabulka 4.1: Designová matice úplného tř́ıfaktorového návrhu se dvěma úrovněmi

4.4 Směšováńı ve v́ıcefaktoriálńıch návrźıch

S rostoućım počtem faktor̊u vzr̊ustá v úplném faktoriálńım experimentu rychle počet zkoušek.

Proto se často z úsporných d̊uvod̊u provád́ı d́ılč́ı faktoriálńı experiment. Ukazuje se totiž, že v

mnoha př́ıpadech lze požadovanou informaci źıskat na základě vhodně vybrané části úplného fak-

toriálńıho experimentu. Experiment 2N pro N faktor̊u s dvěma úrovněmi lze zkrátit na polovinu,

čtvrtinu atd. p̊uvodńıho rozsahu. Znač́ıme jej potom 2N−1, 2N−2 atd. Zkoumáme stále všech N

faktor̊u, do experimentu však zahrneme pouze některé kombinace úrovńı faktor̊u, takže celkový

počet zkoušek bude 2N/2, 2N/4 atd. Zkráceńı experimentu znamená ztrátu části informace. To

se projev́ı při vyhodnoceńı výsledk̊u. Po vynecháńı části zkoušek nebudeme moci odhadnout

velikost všech efekt̊u, které by přicházely v úvahu v úplném faktoriálńım experimentu. Avšak
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vzhledem k tomu, že některé ze zkoumaných faktor̊u se nakonec ukáž́ı jako ned̊uležité a že inter-

akce vyšš́ıho řádu bývaj́ı zanedbatelné, tato skutečnost př́ılǐs nevad́ı. Zkracovat lze i experimenty

s faktory o v́ıce úrovńıch, poměrně časté, zejména u Taguchiho př́ıstupu, jsou d́ılč́ı faktoriálńı

experimenty s faktory o třech úrovńıch. Znač́ı se 3N−1, 3N−2 atd. V těchto skriptech se však

omeźıme jen na d́ılč́ı faktoriálńı experimenty s dvěma úrovněmi faktor̊u, které jsou nejběžněǰśı.

Následuj́ıćı schéma představuje ukázku zkráceńı na šestnáctinu zkoušek. Mı́sto 27 = 128 zkoušek

se provede jen 8 zkoušek např. při vyznačených kombinaćıch.

Výběr kombinaćı se tedy neprovád́ı náhodně, ale tak, aby d̊usledky zkráceńı experimentu

z hlediska účinnosti vyhodnoceńı byly co nejmenš́ı. Po vynecháńı části kombinaćı úrovńı fak-

tor̊u z̊ustane zachována podstatná vlastnost, ortogonalita, která zjednodušuje analýzu výsledk̊u

a usnadňuje interpretaci. V literatuře zabývaj́ıćı se navrhováńım experiment̊u i v př́ıslušném

softwaru jsou všechny návrhy zkrácených faktoriálńıch experiment̊u k dispozici a uživatel tedy

nemuśı kombinace úrovńı faktor̊u sám určovat. Při výběru vhodného návrhu a stupně zkráceńı

experimentu je ovšem třeba rozumět určitým schémat̊um a zápis̊um a proto zde bude na několika

nejjednodušš́ıch př́ıkladech podstata zkracováńı vysvětlena.

Uvažujme návrh 23 s 8 kombinacemi úrovńı faktor̊u (úplný návrh). Z nějakých d̊uvod̊u je

třeba sńıžit počet měřeńı na polovinu - vytvoř́ıme ”d́ılč́ı”faktoriálńı experiment 23−1. Podobně

jako při děleńı na bloky, použijeme k tomu posledńı sloupec ABC (viz Tab. 4.4.2). Interakci

ABC budeme nazývat generátorem plánu.

test A B C AB AC BC ABC
1 – – – + + + –
a + – – – – + +
b – + – – + – +
c – – + + – – +

ab + + – + – – –
ac + – + – + – –
bc – + + – – + –
abc + + + + + + +

Tabulka 4.2: Designová matice úplného tř́ıfaktorového návrhu se dvěma úrovněmi

Experiment zkrácený na polovinu označujeme 2N−1, kde N je počet faktor̊u. V př́ıpadě tř́ı

zkoumaných faktor̊u (N = 3) to znamená, že ze všech možných kombinaćı úrovńı faktor̊u A,B,C,

kterých je osm, vyb́ıráme čtyři. Při zkracováńı experimentu na polovinu vycháźıme ze znamének

interakce nejvyšš́ıho řádu, v našem př́ıpadě ze znamének interakce ABC. Jak je vidět v tabulce,

v polovině př́ıpad̊u má interakce ABC kladné znaménko, v polovině př́ıpad̊u záporné znaménko.

Pro experiment 23−1 vybereme čtyři kombinace úrovńı vedoućı ke stejnému znaménku ABC,

tedy bud’ kombinace ve st́ınovaných řádćıch, kdy má interakce ABC znaménko + nebo naopak
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kombinace ve zbylých řádćıch, kdy má interakce ABC znaménko –.

Zaved’me pro sloupce designové matice operaci
”
.“ jako logické

”
and“, pro které plat́ı

+ .− = −, + .+ = +, − .− = +,

potom zřejmě plat́ı

A.B = AB, A.C = AC, B.C = BC, A.B.C = ABC.

Označme I znač́ı sloupec samých
”
+“. Potom zřejmě

A.A = A2 = B.B = B2 = C.C = C2 = I, A.I = A, B.I = B, C.I = C.

Podmı́nku výběru potom můžeme označit symbolicky ABC = I.
”
Vynásobeńım“ této rovnosti

sloupcem A,B nebo C dostáváme

A(ABC) = IA, B(ABC) = BI, C(ABC) = CI,

IBC = A, IAC = B, ABI = C,

BC = A, AC = B, AB = C.

Jak tyto rovnosti interpretovat nám ukáž pohled na následuj́ıćı tabulku.

test A B C AB AC BC ABC y
a + – – – – + + y1

b – + – – + – + y2

c – – + + – – + y3

abc + + + + + + + y4

Tabulka 4.3: Designová matice d́ılč́ıho tř́ıfaktorového návrhu se dvěma úrovněmi

Protože jsou ve sloupci ABC d́ılč́ıho xperimentu všechna znaménka stejná, nemůžeme od-

hadnout efekt interakce ABC. Porovnáme-li znaménka ve sloupćıch A a BC, zjist́ıme, že sloupce

jsou totožné. Znamená to, že pomoćı vztahu

y1 + y4

2
− y2 + y3

2

kde y1 až y4 jsou hodnoty odezvy naměřené při daných kombinaćıch úrovńı, určujeme vlastně

součet efektu faktoru A a efektu interakce BC, tedy A+BC. Z tohoto d̊uvodu nepoznáme, zda je
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rozd́ıl mezi pr̊uměry výsledk̊u zp̊usoben změnou úrovně faktoru A nebo změnami úrovńı faktoru

B a C. Tomuto jevu ř́ıkáme směšováńı efekt̊u a efekty faktoru A a interakce BC označujeme

někdy jako alias efekty. K podobnému zjǐstěńı dojdeme porovnáńım sloupc̊u B a AC nebo C a

AB. Hlavńı efekt faktoru B je smı́̌sen s efektem interakce AC a hlavńı efekt C s interakćı AB.

4.5 Významné body experimentu

Při návrhu experimentu rozlǐsujeme tři druhy takzvaných významných bod̊u. Jsou to vlastně

navržená měřeńı, lǐśıćı se v nastaveńı r̊uzných úrovńı faktor̊u. V př́ıpadě kdy každý z faktor̊u

bude v experimentu vystupovat ve dvou úrovńıch, můžeme tyto označit hodnotami -1 = nižš́ı

úroveň, +1 = vyšš́ı úroveň. Přǐrad’me nyńı každému měřeńı vektor, jehož jednotlivé složky budou

odpov́ıdat faktor̊um a jejich hodnoty úrovńım těchto faktor̊u.

Významné body návrhu:

• krychlové body

• centrálńı body

• hvězdicové body

Krychlové body: jsou v plánu vždy a je jich 2k−p. Maj́ı souřadnice ±1. Sledujeme-li např́ıklad

vliv tř́ı faktor̊u, dostáváme 8 bod̊u o souřadnićıch (±1,±1,±1)). Nakresĺıme-li tyto body do

kartézské soustavy souřadnic, dostaneme vrcholy krychle se středem v počátku a délce strany 2

(viz obr. Obr. 4.3). Krychlové body slouž́ı k výpočtu efekt̊u faktor̊u nebo koeficient̊u v lineárńım

modelu.

Obr. 4.3: Významné body experimentu pro dva faktory (vlevo) a pro tři faktory (napravo)
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Centrálńı body: se doplňuj́ı do návrhu experimentu dodatečně a zpravidla se použ́ıvaj́ı k

odhadu rozptylu σ2. To je užitečné zvláště v př́ıpadě, kdy měřeńı odpov́ıdaj́ıćı centrálńım bod̊um

nejsou replikována, nebo počet jejich replikaćı je velmi malý a nelze z nich odhadnout rozptyl

σ2. Doporučovaný počet těchto bod̊u je 3 – 5). Centrálńı body maj́ı v našem zobrazeńı nulové

souřadnice (pro 3 faktory je centrálńı bod (0, 0, 0)). To odpov́ıdá daľśı úrovni sledovaných faktor̊u,

která je někde mezi dolńı a horńı uvažovanou úrovńı (nemuśı být nutně uprostřed). Centrálńı

body se nepouž́ıvaj́ı k výpočtu efekt̊u faktor̊u, ale z rezidúı v centrálńıch bodech můžeme spoč́ıtat

čistou chybu měřeńı.

Hvězdicové body: Pro odhad koeficient̊u v lineárńım modelu použijeme výsledky měřeńı,

odpov́ıdaj́ıćı krychlovým bod̊um. Pro odhad koeficient̊u v úplném kvadratickém modelu však

potřebujeme daľśı měřeńı. Ta jsou reprezentována hvězdicovými body. Nejlépe si je můžeme

znázornit na trojrozměrném obrázku xxx. Představme si kulovou plochu se středem v počátku a

procházej́ıćı vrcholy krychle. Hvězdicové body lež́ı na pr̊useč́ıćıch této kulové plochy se souřadnými

osami. V trojrozměrném př́ıpadě je jejich počet 6 (2 na každé ose), obecně jich je 2k. Souřadnice

pro tři faktory jsou (±α, 0, 0), (0,±α, 0), (0, 0,±α). Symbol ±α zde charakterizuje daľśı úrovně

sledovaných faktor̊u, které jsou pod nižš́ı nebo nad vyšš́ı úrovněmi. Hvězdicové body nav́ıc ještš

zpřesňuj́ı odhady regresńıch koeficient̊u.
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Taguchiho robustńı návrhy

Robustńı návrh je daľśı možnost́ı, jak zlepšit jakost pr̊umyslových proces̊u. Hlavńı myšlenka

spoč́ıvá v redukci variability procesu nikoli př́ımo pomoćı náročné regulace veličin, které ji

zp̊usobuj́ı, ale vhodným nastaveńım jiných, snadněji ovladatelných faktor̊u. Variabilitu procesu

zp̊usobuje jednak proměnlivost r̊uzných měřitelných veličin, jako jsou např. změny teploty olejové

lázně během času při zušlecht’ováńı oceli, jednak rozd́ıly mezi jednotkami vyráběnými souběžně

na několika stroj́ıch, na několika pozićıch apod., např. rozd́ıly mezi destičkami umı́stěnými na

r̊uzných stranách šestibokého hranolu při výrobě integrovaných obvod̊u. V normálńım pro-

cesu může být udržeńı teploty lázně na požadované neměnné úrovni př́ılǐs náročné nebo do-

konce nemožné. Zjist́ıme-li však, že na variabilitu pr̊uhybu pružiny zp̊usobenou koĺısáńım tep-

loty má vliv doba zahř́ıváńı pružin během tepelného zpracováńı, mı́sto náročné regulace teploty

se zaměř́ıme na zajǐstěńı vhodné doby zahř́ıváńı. Variabilitu jednotek vyráběných na několika

stroj́ıch můžeme sńıžit pečlivým seř́ızeńım stroj̊u, avšak odstraněńı rozd́ıl̊u mezi jednotkami

odeb́ıranými z r̊uzných pozic šestibokého hranolu ve zmı́něném př́ıkladu se zdá být při stávaj́ıćı

konstrukci zař́ızeńı nemožné. Ověř́ıme-li, že na variabilitu tloušt’ky vrstvy vytvářené na povrchu

křemı́kových destiček v r̊uzných pozićıch hranolu, na němž jsou umı́stěny, má vliv poloha trysky,

z ńıž proud́ı chemická pára, soustřed́ıme se na vyhledáńı optimálńı polohy této trysky. Uvedené

př́ıklady naznačuj́ı, že v popřed́ı zájmu je variabilita odezvy, kterou se snaž́ıme sńıžit. Ćılem

robustńıho návrhu je sńıžit citlivost sledované veličiny na koĺısáńı rušivých veličin.

Popsaný problém lze řešit r̊uznými zp̊usoby. Existuj́ı rozd́ıly jak v př́ıpravě experimentu, tak

ve vyhodnoceńı výsledk̊u experimentu. Abychom mohli použ́ıvané postupy popsat, rozš́ı̌ŕıme do-

sud použ́ıvanou terminologii o daľśı pojmy. V robustńım návrhu se rozlǐsuj́ı dvě hlavńı skupiny

faktor̊u. Řiditelné faktory jsou ovladatelné jak v normálńım procesu, tak během experimentováńı,

to znamená, že jejich úrovně je možné po nastaveńı udržet neměnné. Hodnoty rušivých faktor̊u se
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během normálńıho procesu obvykle měńı v čase, př́ıpadně s polohou, během experimentu je však

můžeme, aspoň do jisté mı́ry, udržet na konstantńı hodnotě. Za rušivé faktory považujeme i kate-

goriálńı faktory, např. faktor představuj́ıćı pozici v peci. Společnou vlastnost́ı měřitelných i kate-

goriálńıch rušivých faktor̊u je to, že existence r̊uzných úrovńı během normálńıho procesu je zdro-

jem nežádoućı variability sledovaného znaku. Předpokládá se, že chováńı měřitelných rušivých

veličin v normálńım procesu aspoň přibližně známe. Jsou-li rušivé faktory měřitelnými veličinami,

voĺı se obvykle dvě jejich úrovně, např. ve vzdálenosti směrodatná odchylka od předpokládané

středńı hodnoty. Do experimentu jsou tedy zahrnuty jak řiditelné, tak rušivé faktory.

Myšlenka robustńıho návrhu má p̊uvod v Japonsku a jej́ım autorem je Taguchi. Princip

robustńıho návrhu je všeobecně uznáván, Taguchiho metody analýzy experimentálńıch výsledk̊u

již méně. Z pohledu statistik̊u jde často o teoreticky nepodložené postupy nebo o postupy málo

účinné, to znamená, že k rozpoznáńı vlivu faktoru je třeba provést větš́ı počet zkoušek. Metody

však pro svou zdánlivou jednoduchost źıskaly v praxi značnou oblibu a staly se součást́ı některých

statistických paket̊u obsahuj́ıćıch modul pro navrhováńı experiment̊u (např. Minitab). Vymezený

rozsah skript neumožňuje zabývat se danou problematikou v celé š́ı̌ri. Omeźıme se zde proto na

návrh experimentu použ́ıvaný v originálńım př́ıstupu, ukážeme zde však nejen Taguchiho zp̊usob

vyhodnoceńı, ale také jednu z daľśıch možnost́ı.

Optimalizace

Jakmile je pozornost zúžena na d̊uležité faktory ovlivňuj́ıćı proces, daľśım krokem je určit nejlepš́ı

nastaveńı těchto faktor̊u k dosažeńı požadovaného ćıle. V závislosti na produktu nebo procesu,

který je předmětem šetřeńı tohoto ćıle může být bud’ maximalizovat, minimalizovat nebo dosažeńı

ćılové hodnoty odezvy.

Testováńı robustnosti

Jakmile je hotovo optimálńı nastaveńı faktor̊u, které byly stanoveny, je d̊uležité zjistit citlivost

produktu nebo procesu na změny, které by mohly nastat v oblasti aplikačńıho prostřed́ı. Tyto

změny vyplývaj́ı ze změn faktor̊u, které mohou ovlivnit proces, ale jsou mimo kontrolu analytika.

Takové faktory jako vlhkost, teplota okoĺı, změny v materiálu, apod. se označuj́ı jako šumové

(vedleǰśı) faktory. Je d̊uležité identifikovat zdroje takových změn a přijmout opatřeńı, která by

eliminovala jejich vlivy (např́ıklad rozděleńım experimentu do blok̊u).
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5.1 Designové matice

Taguchiho experimenty vycházej́ı z tzv. ortogonálńıch oblast́ı či seskupeńı, které tvoř́ı složené

designové matice. Obvykle se tyto ortogonálńı oblasti označuj́ı ṕısmenem Lk, kde index k zna-

mená celkový počet pozorováńı v rámci experimentu. Nejzákladněǰśımi oblastmi jsou L4, L8, L16,

a L32. Vlastně se jedná o d́ılč́ı faktoriálńı návrhy typu 2k−1, kde k = 3; 4; 5 a 6, kde jsou pouze

jinak seřazeny sloupce a namı́sto označeńı pro verze faktor̊u
”
+“ či

”
-“ je použito č́ıslic 1 a 2.

L4 A B C
1 1 1 1
2 1 2 2
3 2 1 2
4 2 2 1

Tab. 5.1: Designová matice návrhu L4

L4 A B C D E F G
1 1 1 1 1 1 1 1
2 1 1 1 2 2 2 2
3 1 2 2 1 1 2 2
4 1 2 2 2 2 1 1
5 2 1 2 1 2 1 2
6 2 1 2 2 1 2 1
7 2 2 1 1 2 2 1
8 2 2 1 2 1 1 2

Tab. 5.2: Designová matice návrhu L8

Pro Tguchiho designové matice se použ́ıvá označeńı Ln(Xy), kde

n = počet řádek v návrhu,

X = počet úrovńı faktor̊u,

y = počet sloupc̊u v návrhu = počet faktor̊u.

Mezi základńı typy designových matic v Taguchiho př́ıstupu patř́ı

• L4(23) – dvouúrovňový návrh pro 2–3 faktory

• L8(27) – dvouúrovňový návrh pro 3–7 faktor̊u

• L12(211) – dvouúrovňový návrh pro 4–11 faktor̊u

• L16(215) – dvouŕovňový návrh pro 4–15 faktor̊u

• L9(34) – tř́ıúrovňový návrh pro 2–4 faktory

• L18(2137) – návrh pro 1 faktor se 2 úrovněmi a 3–7 faktor̊u o třech úrovńıch

• L16(45) – čtyřúrovňový návrh pro 2–5 faktor̊u
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5.2 Řı́zené a šumové faktory

V p̊uvodńım př́ıstupu se pro každou skupinu faktor̊u uvažuje zvláštńı návrh, tzv. vnitřńı a vněǰśı

pole. Vnitřńı pole je tvořeno kombinacemi řiditelných faktor̊u, vněǰśı pole rušivými faktory.

• řiditelné (ř́ızené) faktory jsou takové, u nichž jsme schopni nastavit jejich úrovně. Ř́ızené

faktory tvoř́ı tzv.
”
vnitřńı ortogonálńı sestavu“

• rušivé (neř́ızené, šumové) faktory lze pouze měřit. Nejsme schopni nastavit jejich úrovně,

ani je nijak ovlivňovat. Tyto faktory tvoř́ı tzv.
”
vněǰśı ortogonálńı sestavu“.

Kombinace úrovńı faktor̊u odpov́ıdaj́ı faktoriálńımu či d́ılč́ımu faktoriálńımu návrhu. Obě

pole jsou kř́ıžena, což znamená, že v každém bodě vnitřńıho pole, tj. při dané kombinaci úrovńı

řiditelných faktor̊u, se vystř́ıdaj́ı všechny body vněǰśıho pole, tj. kombinace úrovńı rušivých fak-

tor̊u. Provád́ı se tolik replikaćı, kolik je kombinaćı úrovńı ve vněǰśı sestavě. V každém bodě

vnitřńıho pole se z naměřených hodnot sledované veličiny vypočtou určité charakteristiky a

dále jsou analyzovány hodnoty těchto souhrnných charakteristik. Jednou z charakteristik je

pr̊uměr, druhá charakteristika měř́ı variabilitu hodnot odezvy. Taguchi použ́ıvá charakteristiku

”
signál/šum“

S/N =
śıla signálu

śıla šumu
=

(citlivost)2

(variabilita)2
=
µ2

σ2
.

Charakteristik typu signál/šum existuje celá řada, nejběžněǰśı jsou však následuj́ıćı čtyři, použ́ıvané

při statickém návrhu, kdy sledovaná veličina (výstup procesu) by měla být konstantńı (na rozd́ıl

od dynamického návrhu, kdy se sledovaná veličina měńı v závislosti na signálu).

Odhady středńı hodnoty a rozptylu źıskáme z dat:

µ̂ = ȳi =
1

M

M∑
j=1

ȳij =
1

M

M∑
j=1

[
1

p

p∑
k=1

yijk

]
,

σ̂2 = S–i2 =
1

Mp

M∑
j=1

p∑
k=1

(yijk − ȳi)2.

Přitom hodnoty yijk znač́ı pozorováńı k-té replikace v i-tém bodě vnitřńıho pole při j-té kom-

binaci rušivých faktor̊u, ȳi je pr̊uměr vypočtený ze všech pozorováńı v i-tém bodě a S2
i znač́ı

výběrový rozptyl.

Chceme-li v procesu dosáhnout co nejmenš́ı středńı hodnoty (a zároveň co nejmenš́ı variabi-

lity), použijeme charakteristiku zvanou
”
menš́ı je lepš́ı“, danou vzorcem

zi = −10 log10

1

Mp

M∑
j=1

p∑
k=1

y2
ijk.
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Toto lze použ́ıt v př́ıpadě, kdy hodnoty responzńı veličiny jsou kladné a ćılová hodnota je nula.

Naopak, chceme-li dosáhnout co největš́ı středńı hodnoty, použijeme kritérium
”
větš́ı je lepš́ı“,

dané vztahem

zi = −10 log10

1

Mp

M∑
j=1

p∑
k=1

1

y2
ijk

.

I v tomto př́ıpadě musej́ı být hodnoty responzńı veličiny kladné. Jakousi
”
oboustrannou varian-

tou“, kdy požadujeme, aby středńı hodnota byl rovna nějaké předem dané noiminálńı hodnotě,

představuje kritérium založené na výrazu

zi = −10 log10

ȳ2
i

S2
i

.

Při hledáńı robustńıho návrhu řeš́ıme dvě úlohy. Nejdř́ıve zkoumáme, které řiditelné faktory

maj́ı vliv na charakteristiku variability (at’ už jde o poměr signál/šum či logaritmus rozptylu)

a určujeme úrovně vlivných faktor̊u, při nichž bude variabilita redukována. V daľśım kroku

zkoumáme vliv řiditelných faktor̊u na pr̊uměr a očekáváme, že najdeme aspoň jeden faktor, který

nemá zároveň vliv na variabilitu. Pomoćı nastaveńı tohoto faktoru, př́ıpadně daľśıch, uprav́ıme

středńı hodnotu procesu. Vzhledem k tomu, že pro vnitřńı pole se často využ́ıvá d́ılč́ı faktoriálńı

návrh, docháźı ke směšováńı některých efekt̊u. Taguchi obcháźı tento problém t́ım, že předem

předpokládá existenci pouze vybraných interakćı (nebo naopak žádné interakce nepředpokládá) a

přǐrazeńı sloupc̊u matice návrhu jednotlivých faktor̊um či interakćım provád́ı tak, aby ke smı́̌seńı

vybraných efekt̊u nedocházelo. To znamená, že se vycháźı z určité předběžné znalosti procesu.

Taguchiho př́ıstup se dá bez rizika použ́ıt tam, kde jsme si jisti, že interakce mezi faktory jsou

zanedbatelné či dokonce neexistuj́ı. Analýza rozptylu je silně založena na předpokladu normality,

což veličina s2 nesplňuje. Přesto ale aplikovaná analýza rozptylu na s2 může cokoliv objevit

pro snižováńı úrovně variability podle úrovńı ř́ızených i neř́ızených faktor̊u. Aplikace Taguchiho

návrh̊u je v praxi mezi inženýry hodně obĺıbená, i když ze strany matematických statistik̊u je silně

jeho př́ıstup kritizován, že neńı zcela korektńı a hlavně neumı́ vyhodnotit př́ıpadné interakce mezi

řiditelnými a rušivými faktory, což lze v rámci faktoriálńıch návrh̊u např. řešit pomoćı náhodných

faktor̊u zapojených do experimentu.
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Kapitola 6

DOE v MINITABu

6.1 Program MINITAB

Minitab je poč́ıtačový program určený pro statistickou analýzu dat. Byl vyvinut na Pensylvánské

státńı universitě (Pensylvania State University) týmem vědc̊u v roce 1972. Program byl p̊uvodně

byl určen pro podporu výuky statistiky, nicméně je určen pro uživatele jak z oblasti praxe, tak

z vysokých škol. Software nab́ıźı řešeńı pro uživatele všech úrovńı znalost́ı statistiky. Jeho výkon

a jednoduchost použ́ıváńı z něho učinily vedoućı software na světě v oblasti výuky statistiky,

analýzy dat a v neposledńı řadě i v oblasti zlepšováńı kvality.

Současná verze Minitab 16 obsahuje prostřed́ı pro práci s daty (ve formě tabulkového edi-

toru), pro základńı popisnou statistickou analýzu, pro tvorbu model̊u, pro práci s časovými

řadami, návrhy experiment̊u a mnoho daľśıch funkćı. Velkou podporu má grafické znázorněńı

dat a výsledk̊u analýz. Program umožňuje export dat a výsledk̊u analýz do programů Micro-

soft Office (Excel, PowerPoint a Word). Kromě možnosti práce s vlastńımi daty nab́ıźı i mnoho

předpřipravených komentovaných př́ıklad̊u a cvičeńı.

Zde je stručný přehled některých funkćı a vlastnost́ı, které v Minitabu naleznete:

Správa dat a soubor̊u Aplikace Minitab přij́ımá data v mnoha formátech soubor̊u a uchovává

Vaši práci v jediném, automaticky uspořádaném souboru projektu.

Nejmoderněǰśı grafy s možnost́ı editace Jasné a přehledné grafy se snadno vytvářej́ı pro

jakýkoliv účel. Úpravy se provád́ı intuitivně pomoćı myši.

Popisná statistika Široká nab́ıdka jednoduchých, ale výkonných nástroj̊u, které vám pomohou

s prováděńım rychlých vyhodnoceńı a srovnáńı.
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Regresńı analýza Lineárńı, polynomická, logistická a daľśı regresńı modely pomáhaj́ı nalézt a

popsat vztahy mezi odezvou a jedńım nebo v́ıce prediktory.

Analýza rozptylu Srozumitelná sada nástroj̊u obsahuj́ıćı nástroje ANOVA, GLM, analýzu

středńıch hodnot a daľśı.

Statistické ř́ızeńı proces̊u Źıskejte kontrolu nad svými procesy pomoćı sady regulačńıch dia-

gramů a daľśıch nástroj̊u.

Nástroje ř́ızeńı kvality Dı́ky nástroj̊um pro analýzu zp̊usobilosti proces̊u, Paretově grafu a

daľśım výkonným nástroj̊um budou procesy odpov́ıdat Vašim očekáváńım.

Analýza systému měřeńı Analýza opakovatelnosti a reprodukovatelnosti měřeńı (Gage R&R)

a daľśı souvisej́ıćı nástroje zajǐst’uj́ı kvalitu vašich dat, která analyzujete.

Plánované experimenty Široká nab́ıdka dostupných experimentálńıch plán̊u, nyńı včetně

plán̊u D-optimal a plán̊u na bázi vzdálenosti.

Analýza spolehlivosti/analýza přežit́ı Spoč́ıtejte si životnost Vámi použ́ıvaných či prodávaných

produkt̊u, předpov́ıdejte četnost poruch, nastavte si parametry záruky atd.

Śıla testu a rozsah vzork̊u Sb́ırejte správné množstv́ı dat pro danou situaci. Umožňuje použ́ıt

Power křivky k vizualizaci vztahu mezi rozsahem vzorku a śılou testu.

Multivariančńı analýza Analýza hlavńıch komponent, analýza klastr̊u a daľśı v́ıcerozměrné

nástroje.

Časové řady a předpovědi Rozsáhlá sb́ırka analýz souvisej́ıćıch s časem, např́ıklad analýza

trend̊u a dekompozice. Nyńı s auto, částečnou nebo cross korelaćı.

Neparametrická statistika Umožňuje prováděńı nezbytných analýz i s daty, která nemaj́ı

normálńı rozděleńı.

Tabulky Ch́ı-kvadrát, Fisher a daľśı nástroje na bázi tabulek.

Simulace a rozděleńı Generujte náhodná č́ısla, vyb́ırejte náhodné vzorky a mnohem v́ıc.

Makra a přizp̊usobitelnost Můžete automatizovat analýzy, které provád́ıte pravidelně, přizp̊usobovat

nab́ıdky a nastaveńı nebo dokonce integrovat jiné programy pomoćı objekt̊u Minitab COM.
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6.2 Vytvořeńı návrhu experimentu

Nástroje pro vytvářeńı faktoriálńıch návrh̊u experiment̊u najdeme ve funkci Stat hlavńı nab́ıdky,

v podnab́ıdce DOE > Factorial > Create Factorial Design. V Obr. 6.6.2 jsou vidět i daľśı možnosti

(např. Taguchiho experimenty). Pro faktoriálńı návrhty lze nastavit počet faktor̊u a počet jejich

úrovńı.

Obr. 6.1: Vytvořeńı faktoriálńıho návrhu

Vytvořeńı d́ılč́ıho experimentu můžeme provést stisknut́ım tlač́ıtka Designs.... Po něm se

nýám objev́ı nab́ıdkové okno, v němž lze vybrat kromě typu experimentu (úplný nebo d́ılč́ı) také

počet replikaćı, počet centrálńıch bod̊u a př́ıpadné bloky.

Obr. 6.2: Nastaveńı typu experimentu

Nastaveńı typu a vlastnost́ı navrhovaného experimentu má za následek předdefinováńı sloupc̊u

a řádk̊u v tabulkovém editoru pro vstup dat.
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6.3 Vstup dat

Po odsouhlaseńı výběru typu experimentu a jeho vlastnost́ı (stiskem tlač́ıtka OK na panelu viz.

Obr. 6.6.2) se ve výsledkovém okně objev́ı základńı informace o navrhovaném experimentu:

Obrázek 6.1: Základńı informace o experimentu

a v dolńı části obrazovky najdeme předvyplněnou část řádk̊u v tabulkovém editoru, slouž́ıćı pro

vstup dat. Navržená měřeńı obsahuj́ı všechny kombinace možných úrovńı zúčastněných faktor̊u,

přičemž každý řádek vlastńıho návrhu je zde zastoupen tolikrát, jaký je požadovaný počet repli-

kaćı. Přitom kombinace úrovńı faktor̊u jsou zde již znáhodněny, což je zřejmé z prvńıho sloupce

p̊uvodńıch pořad́ı (v uspořádané matici návrhu) a druhý sloupec udává, v jakém pořad́ı by se

měla měřeńı postupně uskutečňovat.

Obrázek 6.2: Vstup dat

Naměřené hodnoty budeme zapisovat do sloupce C8, př́ıpadně C9 a daľśıch.

Data lze do programu MINITAB také importovat ze souboru, vytvořeného např́ıklad v MS
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Vícefaktoriální návrhy experimentů                            
Příklad:  

Obrázek 6.3: Vstup dat a jejich zobrazeńı ve formě krychle

Excelu nebo z databáze přes rozhrańı ODBC. Vlastně lze importovat data z jakéhokoli programu,

pokud budou v textovém formátu a oddělovačem ;.

Obrázek 6.4: Vstup dat a jejich zobrazeńı ve formě krychle
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6.4 Vyhodnoceńı výsledku experimentu

Obrázek 6.4: Hodnoceńı kontrolńıch diagramů

Obrázek 6.5: Hodnoceńı kontrolńıch diagramů
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Obrázek 6.6: Hodnoceńı kontrolńıch diagramů

Obrázek 6.7: Hodnoceńı kontrolńıch diagramů
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6.5 Řešený př́ıklad z praxe

V této části si ukážeme konkrétńı postup při návrhu a vyhodnoceńı experimentu pomoćı pro-

gramu Minitab. V daľśım textu se omeźıme pouze na činnosti, spojené s použit́ım tohoto pro-

gramu. To znamená, že zde nebudeme popisovat všechny kroky návrhu experimentu, jako je

např́ıklad analýza procesu či detailńı provedeńı zkoušek.

Účinnost a odolnost antibakteriálńıho účinku na upravených textilíıch.

6.5.1 Návrh experimentu

Ćılem experimentu je sledováńı úbytku účinnosti antibakteriálńıch úprav textilíı v závislosti na

počtu cykl̊u prańı. Na základě analýzy procesu byly vytvořeny základńı hypotézy, které by měl

experiment potvrdit či vyvrátit:

• účinnost antibakteriálńı úpravy může být r̊uzná na r̊uzných antibakteriálńıch úpravách.

• účinnost se zřejmě měńı s počtem praćıch cykl̊u.

Zároveň byly při analýze vybrány čtyři druhy materiálu, na kterých bude experiment prob́ıhat.

Jako vhodný se ukázal návrh 2-faktorového experimentu, v němž

• prvńı faktor je typ materiálu. Jsou uvažovány 4 typy materiál̊u, lǐśıćı se složeńım (poměrem

bavlny a umělých vláken SeaCell, TreviraBioactive) nebo impregnaćı antibakteriálńım

př́ıpravkem.

• druhým faktorem je počet cykl̊u prańı. Měřeńı bude prováděno před prańım (0 cykl̊u), po

1 vypráńı, po 25 cyklech a po 40 cyklech prańı.

• od každého typu materiálu budou připraveny 2 vzorky pro každý ze čtyř uvažovaných počt̊u

praćıch cykl̊u. Tedy celkem budeme mı́t 32 vzork̊u.

Součást́ı návrhu je i zp̊usob př́ıpravy vzork̊u a provedeńı jednotlivých měřeńı.

Náš vytvořený návrh experimentu nyńı vlož́ıme do programu Minitab, v němž bude prob́ıhat

i vyhodnoceńı. Spust́ıme program Minitab a budeme postupovat podle Obr. 6.6.2: v hlavńı

nab́ıdce vybereme funkci statistiky (Stat), v ńı metodu DOE, dále faktoriálńı návrh (Factorial)

a jeho vytvořeńı (Create Factorial Design ...).
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Nyńı budeme pracovat s nab́ıdkou v okně Create Factorial Design. Nejprve zaškrtneme

možnost General full fractional design, nebot’ uvažujeme v́ıce než dvouúrovňový návrh. Po volbě

tlač́ıtka Designs ... se nám otevře okénko, v němž můžeme nastavit názvy faktor̊u (zvolili jsme

Material a prani) a počty jejich úrovńı (v našem př́ıpadě jsou 4 pro oba faktory). Počet replikaćı

(Number of replicates) nastav́ıme na hodnotu 2.

Obrázek 6.8: Vytvořeńı faktoriálńıho návrhu

Volba Factors ... nám dovoĺı označit hodnoty jednotlivých úrovńı faktor̊u. Zde jsme označili

jednotlivé druhy materiál̊u velkými ṕısmeny: A (60% Bavlna, 20% SeaCell active, 20% Sea-

Cell pure), B (50% Bavlna, 50% TreviraBioactive), C (50% Bavlna, 30% Smartcell sensitive,

SeaCell pure) a D (100% Bavlna impregnovaná antibakteriálńım prostředkem SILVERPLUS R©

protection), počty cykl̊u prańı potom hodnotami 0, 1, 25 a 40.

Obrázek 6.9: Nastaveńı faktor̊u

Dále zvoĺıme randomizaci návrhu. To proto, abychom vyloučili možnou závislost měřeńı danou

pořad́ım vzork̊u nebio počty cykl̊u prańı. Randomizaci nastav́ıme zaškrtnut́ım poĺıčka v okně
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Options .... Ještě použijeme volbu Results ..., v ńıž nastav́ıme možnosti výstupu výsledk̊u na

Summary table and design table. V tomto formátu se nám výsledky ukáž́ı na ploše sessions a

bude možné je tak i vytisknout či uložit. Nyńı ukonč́ıme návrh stiskem tlač́ıtka OK. Vzápět́ı

se nám ukáže tabulka návrhu jak v poli sessions, tak i v tzv. Worksheetu. Do něho budeme

zapisovat výsledky měřeńı, postupně řádek po řádku. Znáhodněné pořad́ı se zde projevuje t́ım,

že jednotlivé řádky ve worksheetu jsou už označeny úrovněmi faktor̊u (ve sloupćıch Matreriál a

prani v náhodném pořad́ı.

Obrázek 6.10: Worksheet
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6.5.2 Př́ıprava vzork̊u a měřeńı

Vzorky, které budou procházet praćım cyklem, budou vyprány podle doporučeného praćıho po-

stupu v souladu s normou ČSN EN ISO 6330 (80 0821).

Po prańı budou testovány změny antibakteriálńıch vlastnost́ı antibakteriálně upravených tex-

tilíı. Připravené a vyprané vzorky budou vystaveny vlivu kvasného roztoku a bude sledován

proces fermentace. Během procesu fermentace kvasinky přeměňuj́ı jednoduché cukry (glukosa,

fruktosa) na ethanol (alkohol) a CO2 (oxid uhličitý), který ucháźı do okolńıho vzduchu. Prin-

cip experimentu je založen na sledováńı doby fermentace, po kterou se uvolňuje oxid uhličitý a

odpov́ıdá aktivitě kvasinek.

Do této tabulky zaṕı̌seme naměřené hodnoty do sloupce C7, který nav́ıc označ́ıme jako doba.

Obrázek 6.11: Naměřené hodnoty doby fermentace



6.5. Řešený př́ıklad z praxe 80

6.5.3 Analýza výsledk̊u

Nyńı přikroč́ıme k analýze výsledk̊u experimentu. V hlavńı nab́ıdce použijeme opět cestu Stat→

DOE → Factorial. Zde se nám objevily daľśı dvě př́ıstupné funkce: Analyze Factorial Design ...

a Factorial Plots ....

Obrázek 6.12: Vyhodnoceńı experimentu

Pod́ıvejme se nejprve na grafy efekt̊u hlavńıch faktor̊u. Vybereme funkci Factorial Plots ....

Zde máme možnost zaškrtnout jednu nebo obě možnosti:

• graf hlavńıch efekt̊u (Main effects) zobrazuj́ıćı středńı hodnoty odezvy při jednotlivých

úrovńıch hlavńıch faktor̊u. Můžeme si nav́ıc vybrat, zda chceme středńı hodnoty př́ımo

z naměřených dat nebo odhadnuté středńı hodnoty z modelu.

• graf interakćı (Interaction) zobrazuj́ıćı hodnoty středńıch hodnot odezvy pro r̊uzné úrovně

druhého faktoru ve čtyřech křivkách, každé pro jednu hodnotu prvńıho faktoru.

Obrázek 6.13: Grafy hlavńıch efekt̊u a interakćı

Dále je třeba nastavit odezvu a faktory. K tomu slouž́ı funkce Setup .... Zde výběrem ze
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seznamu proměnných zvoĺıme, která bude odezvou (doba), které hlavńımi faktory (Mereni, prani)

a pro ktere kombinace faktoru chceme zobrazit interakce.

Po stisku tlač́ıtka OK dostaneme zaškrtnuté grafy, z nichž lze vyč́ıst vlivy hlavńıch faktor̊u,

př́ıpadně př́ıtomnost vlivu interakćı. Tyto grafy neposkytuj́ı kvantitativńı údaje a tud́ıž na jejich

základě lze pouze
”
źıskat dojem“ o vlivu jednotlivých faktor̊u či interakćı. Nicméně, jako vod́ıtko

pro daľśı analýzu jsou užitečné.

Obrázek 6.14: Hlavńı efekty faktor̊u a interakce

Z grafu nalevo je zřejmé, že vliv materiálu je poměrně velký, přičemž nejlepš́ı výsledky vyka-

zuje materiál D a nejhorš́ı materiál A. V př́ıpadě materiálu A odolnost výrazně klesá s počtem

praćıch cykl̊u na rozd́ıl od ostatńıch tř́ı materiál̊u, jak lze vidět na Obr. 6.13 napravo. Tento

výrazný trend ovlivňuje zřejmě i graf hlavńıch efekt̊u v pravé části levého grafu.

Z předchoźıch graf̊u je zřejmé, že hlavńı faktory i jejich interakce maj́ı vliv na odezvu. Jak

velký a významný, to nám pov́ı kvantitativńı analýza. Tu vyvoláme volbou funkce Analyze Fac-

torial Design ....

Obrázek 6.15: Analyze Factorial Design ...
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Panel pro analýzu výsledk̊u experimentu nab́ıźı několik funkćı:

• Terms ... pro nastaveńı stupně interakce. V našem př́ıpadě lze volit 1 (bez interakce) nebo

2 (interakce mezi dvěma uvažovanými faktory)

• Covariates ... je panel pro výběr kovariát v modelu. Tyto kovariáty musej́ı být uloženy jako

sloupec v pracovńım sešitě.

• Graphs ... umožňuje nastaveńı výstupńıch graf̊u výběrem z několika možnost́ı

• Results ... nastavuje tvar výstupu. Pokud nezvoĺıme nic (Do not display), je základem

tabulka analýzy rozptylu (ANOVA Table) a k ńı lze vybrat daľśı informace (covariate,

coefficients, unusual observations)

• Storage ... pro uložeńı rezidúı, odhad̊u, parametr̊u modelu a daľśıch informaćı. Tyto údaje

budou uloženy jako sloupce tabulky v pracovńım sešitu (Worksheet).

• Weights ... je panel pro výběr vah pro vážený odhad odezvy. Tyto váhy musej́ı být uloženy

jako sloupec v pracovńım sešitě.

V našem př́ıpadě pouze nastav́ıme typ výstupu s rezidui a stiskneme OK (odezva a faktory spolu

s interakcemi už máme nastaveny z předchoźıho kroku (nastaveńı pro grafy hlavńıch efekt̊u a

interakćı). Poté dostaneme přehled výsledk̊u kvantitativńı analýzy.

General Linear Model: doba versus Material; prani

Factor Type Levels Values

Material fixed 4 A; B; C; D

prani fixed 4 0; 1; 25; 40

Náš model uvažujeme ve tvaru

yij = µ+ αi + βj +
(
αβ
)
ij

+ εij

kde yij je doba fermentace pro i-tou úroveň faktoru materiál a j-tou úroveň počtu cykl̊u prańı,

µ je společná úroveň pro oba faktory, αi označuje vliv i-té úrovně faktoru material, βj označuje

vliv j-té úrovně faktoru prani,
(
αβ
)
ij

je vliv interakce i-té a j-té úrovně faktor̊u a εij představuje

náhodnou chybu při i-té a j-té úrovni odpov́ıdaj́ıćıch faktor̊u (reziduum). Statistickou významnost

vlivu faktor̊u a jejich interakce vyhodnot́ıme pomoćı analýzy rozptylu:



83 Kap. 6: DOE v MINITABu

Analysis of Variance for doba, using Adjusted SS for Tests

Source DF Seq SS Adj SS Adj MS F P

Material 3 24804,0 24804,0 8268,0 4724,57 0,000

prani 3 1983,3 1983,3 661,1 377,76 0,000

Material*prani 9 15232,2 15232,2 1692,5 967,13 0,000

Error 16 28,0 28,0 1,8

Total 31 42047,5

S = 1,32288 R-Sq = 99,93% R-Sq(adj) = 99,87%

Z tabulky analýzy rozptylu je vidět, že vliv obou faktor̊u i jejich interakce jsou statisticky

významné. O tom svědč́ı prakticky nulové p-hodnoty v posledńım sloupci. Hodnoty koeficientu

determinace R−Sq jsou bĺızké jedné, což vypov́ıdá o tom, že náš model vysvětluje téměř všechnu

variabilitu naměřených dat a tedy je dobrým modelem. Odhady jednotlivých efekt̊u (koeficient̊u

modelu) jsou v daľśı části textového výstupu:

Term Coef SE Coef T P

Constant 223,125 0,234 954,12 0,000

Material

A -30,5000 0,4050 -75,30 0,000

B -23,0000 0,4050 -56,78 0,000

C 16,5000 0,4050 40,74 0,000

prani

0 4,2500 0,4050 10,49 0,000

1 7,1250 0,4050 17,59 0,000

25 1,8750 0,4050 4,63 0,000

Material*prani

A 0 32,6250 0,7016 46,50 0,000

A 1 30,7500 0,7016 43,83 0,000

A 25 -4,5000 0,7016 -6,41 0,000

B 0 -14,3750 0,7016 -20,49 0,000

B 1 -16,7500 0,7016 -23,88 0,000

B 25 7,5000 0,7016 10,69 0,000

C 0 -3,8750 0,7016 -5,52 0,000
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C 1 -6,7500 0,7016 -9,62 0,000

C 25 -1,0000 0,7016 -1,43 0,173

Zde Constant odpov́ıdá společnému efektu µ, material A, B, C odpov́ıdá efekt̊um α1, α2, α3,

prani 0, 1, 25 odpov́ıdá efekt̊um β1, β2, β3 a ve spodńı polovině tabulky jsou hodnoty efekt̊u

interakćı. Všimněme si, že výsledková tabulka neobsahuje hodnoty efekt̊u pro materiál D a počet

cykl̊u prańı 40. Tyto efekty lze snadno dopoč́ıtat z podmı́nky
∑4
i=1 αi = 0 a

∑4
j=1 βj = 0. Odtud

dostáváme α4 = 37, 000 a β4 = −13, 250.

Následuj́ıćı odhady středńıch hodnot odezvy pro jednotlivé úrovně faktor̊u a pro interakce

jsme už viděli graficky znázorněné v Obr. 6.14:

Least Squares Means for doba

Material Mean SE Mean

A 192,6 0,4677

B 200,1 0,4677

C 239,6 0,4677

D 260,1 0,4677

prani

0 227,4 0,4677

1 230,3 0,4677

25 225,0 0,4677

40 209,9 0,4677

Material*prani

A 0 229,5 0,9354

A 1 230,5 0,9354

A 25 190,0 0,9354

A 40 120,5 0,9354

B 0 190,0 0,9354

B 1 190,5 0,9354

B 25 209,5 0,9354

B 40 210,5 0,9354

C 0 240,0 0,9354

C 1 240,0 0,9354

C 25 240,5 0,9354
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C 40 238,0 0,9354

D 0 250,0 0,9354

D 1 260,0 0,9354

D 25 260,0 0,9354

D 40 270,5 0,9354

Volba Graphs ... nám nab́ıźı řadu graf̊u zobrazuj́ıćıch předevš́ım rezidua. Zvoĺıme
”
čtyři v jed-

nom“ (Four in one) obsahuj́ıćı: normálńı pravděpodobnostńı paṕır pro rezidua (Normal Proba-

bility Plot of the Residuals), graf rezidúı pro odhadnuté hodnoty (Residuals Versus the Fitted

Values), histogram rezidúı (Histogram of the Residuals) a graf rezidúı pro jednotlivá měřeńı

(Residuals Versus the Order of the Data). Výstup je na Obr. 6.16.

Obrázek 6.16: Analýza rezidúı

Z histogramu vid́ıme, že v krajńıch hodnotách zjǐsených rezidúı (v bodech -2 a +2) existuje

v́ıce pozorováńı, než by odpov́ıdalo normáńımu rozděleńı. V pravém dolńım grafu na obr. 6.16 je

vidět, že existuj́ı čtyři měřeńı v nichž rezidua v našem modelu nabývj́ı extrémńıch hodnot. Tato

měřeńı jsou identifikována v textovém výstupu jako neobvyklá pozorováńı (unusual observations):

Unusual Observations for doba

Obs doba Fit SE Fit Residual St Resid

5 258,000 260,000 0,935 -2,000 -2,14 R

9 262,000 260,000 0,935 2,000 2,14 R



6.5. Řešený př́ıklad z praxe 86

25 236,000 238,000 0,935 -2,000 -2,14 R

28 240,000 238,000 0,935 2,000 2,14 R

R denotes an observation with a large standardized residual.

Grafy na Obr. 6.16 nám ukazuj́ı, že by mohl být problém s normalitou rezidúı. Provedeme

tedy ještě test normality rezidúı.

Ulož́ıme nejprve rezidua do datové tabulky nastaveńım funkce Storage ... v panelu analýzy

faktoriálńıho experimentu:

Obrázek 6.17: Uložeńı rezidúı a predikce

Vybrali jsme uložeńı odhadovaných hodnot (Fits), rezidúı (Residuals) a standardizovaných

rezidúı (Standardized Residuals). Spočtená data se ulož́ı do sloupc̊u tabulky pod názvy FITS1,

RESI1 a SRES1.

Test normality nalezneme v hlavńı nab́ıdce pod položkou Stat→ Basic statistics. Zde můžeme

vybrat bud’ funkci Normality test ...nebo Graphicel Summary .... Normality test ... nab́ıźı několik

test̊u normality: Anderson-Darling̊uv test, test Ryan-Joiner (obdoba Shapiro-Wilkova testu) a

Kolmogorov-Smirnov̊uv test. V našem př́ıpadě, kdy neznáme středńı hodnotu ani rozptyl, je

nejvhodněǰśı použ́ıt Anderson-Darling̊uv test. Jeho výsledek je zobrazen na Obr. 6.18 vpravo.

Funkce Graphical Summary ... nám poskytne podobný výsledek pouze s t́ım rozd́ılem, že data

zobrazuje v histogramu a krabicovém grafu (viz Obr. 6.18 vlevo).

Z výsledk̊u je zřejmé, že hypotézu o normalitě nelze zamı́tnout na hladině významnosti 7,5%.
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Obrázek 6.18: Test normality

6.5.4 Závěr

Ćılem experimentu bylo sledováńı úbytku účinnosti antibakteriálńıch úprav textilíı v závislosti

na počtu cykl̊u prańı. Na základě výsledku měřeńı lze konstatovt, že účinnost antibakteriálńıch

úprav se výrazně lǐśı v závislosti na použitých materiálech. Pokles účinnosti v závislosti na počtu

praćıch cykl̊u je pouze
”
optická“ (viz Obr. 6.14 vlevo). Zde se projevuje silný vliv interakce

materiál*prańı. Pokles účinnosti s počtem praćıch cykl̊u je výrazný pouze v př́ıpadě materiálu A

(60% Bavlna, 20% SeaCell active, 20% SeaCell pure). U ostatńıch použitých materiál̊u je tomu

sṕı̌se naopak (viz Obr. 6.14 vpravo).
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