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Podminena pravdepodobnost
P(ANB) =7

[P(A N B) = P(A).P(B|A)J

A B
[P(BA) - P(134<21>B)] 0
pAB) = L (];4(;)3)
Priklad:

Je znamo, ze v dlouhodobém pruméru je mezi 1000 dodanych komponent
3,28% vadnych vyrobku pochazejicich od vyrobce A, 1,08% vadnych vyrobku
od vyrobce B, 59,64% bezvadnych vyrobku od vyrobce A a zbytek (36%) jsou
bezvadné vyrobky od vyrobce B.

Jaka je pravdepodobnost, ze vybrany vadny vyrobek je od vyrobce A”?



Podminena pravdepodobnost

Priklad:

Je znamo, Ze v dlouhodobém pruméru je mezi 1000 dodanych komponent
3,28% vadnych vyrobku pochazejicich od vyrobce A, 1,08% vadnych vyrobku
od vyrobce B, 59,64% bezvadnych vyrobku od vyrobce A a zbytek (36%) jsou
bezvadné vyrobky od vyrobce B.

Co je zadano? P(vyrobek je od A a je vadny)= 0,0328 = P(ANYV)
P(vyrobek je od B a je vadny)= 0,0108 =P(BNV)
P(vyrobek je od A a je bezvadny)= 0,5964 = P(ANV°)
P(vyrobek je od B a je bezvadny)= 0,36 = P(BNV°)

A B

vada (V) | 0,0328 | 0,0108

bez vady | 0,5964 | 0,36




Podminena pravdepodobnost

Priklad:

Je znamo, Ze v dlouhodobém pruméru je mezi 1000 dodanych komponent
3,28% vadnych vyrobku pochazejicich od vyrobce A, 1,08% vadnych vyrobku
od vyrobce B, 59,64% bezvadnych vyrobku od vyrobce A a zbytek (36%) jsou
bezvadné vyrobky od vyrobce B.

Co je zadano? P(vyrobek je od A a je vadny)= 0,0328 = P(ANYV)
P(vyrobek je od B a je vadny)= 0,0108 =P(BNV)
Na co se ptame?  P(vyrobek je od A a je bezvadny)=0,5964 = P(ANV®)
Jaka je pravde- P(vyrobek je od B a je bezvadny)= 0,36 = P(BnN VC)
podobnost, ze
vybrany vadny A B |celkem
vyrobek je od
vyrobce A? vada (V) | 0,0328 | 0,0108 | 0,0436 | = P(V)
P(ANV

P(A|V) == (P(V) ) bez vady | 0,5964 | 0,3600 | 0,9564 | = P(VY)

_0,0328 0. 7523 celkem | 0,6292 | 0,3708 | 1,0000

0,0436

X pﬂq) X p{@)



Podminena pravdepodobnost

Priklad:

Je znamo, Ze v dlouhodobém pruméru je mezi 1000 dodanych komponent
3,28% vadnych vyrobku pochazejicich od vyrobce A, 1,08% vadnych vyrobku
od vyrobce B, 59,64% bezvadnych vyrobku od vyrobce A a zbytek (36%) jsou
bezvadné vyrobky od vyrobce B.

Co je zadano? P(vyrobek je od A a je vadny)= 0,0328 = P(ANYV)
P(vyrobek je od B a je vadny)= 0,0108 =P(BNV)
Na co se ptame? P(vyrobek je od A a je bezvadny)= 0,5964 = P(ANVY)
Jaka je pravde- P(vyrobek je od B a je bezvadny)= 0,36 = P(BnN VC)
podobnost, ze
vybrany vadny A B |celkem
vyrobek je od
vyrobce A? vada (V) | 0,0328 | 0,0108 | 0,0436 | = P(V)
P(ANV
P(A|V) =7= (P(V) ) bez vady | 0,5964 | 0,3600 | 0,9564 | = P(VY)
2
_ 0,0328 _(0.7523 celkem |(0,6292)| 0,3708 | 1,0000

X pﬂq) X p{@)



Stochasticka nezavislost

P(AN B) = P(A).P(B|A)

pB|A) = L (];4(2)3)
A A B
Pap) = T2 20 | 0

Obecné je P(A|B) # P(A) => potom fikame, Zze A a B jsou stochasticky zavislé

Pokud ale P(A|B) = P(A) => potom fikame, ze A a B jsou stochasticky nezavislé

Jsou-li jevy A a B stochasticky nezavislé, potom plati P(ANB)=P(A).P(B) a naopak.




Stochasticka nezavislost

Priklad:

Je znamo, Ze v dlouhodobém pruméru je mezi 1000 dodanych komponent
3,28% vadnych vyrobku pochazejicich od vyrobce A, 1,08% vadnych vyrobku

od vyrobce B, 59,64% bezvadnych vyrobku od vyrobce A a zbytek (36%) jsou
bezvadné vyrobky od vyrobce B.

Jaka je pravdepodobnost, ze vybrany vadny vyrobek je od vyrobce A”?

P(AV) —7— P(ANYV) A B celkem
P(V) vada (V) | 0,0328 | 0,0108 | 0,0436

0,0328
= 5 ou3g 0, 7523) bez vady | 0,5964 | 0,3600 | 0,9564
celkem |(0,6292)| 0,3708 | 1,0000

Lze povazovat vyskyt vady stochasticky zavisly na vyrobci?

Zde je P(A|V) # P(A) =>AaV jsou stochasticky zavislé.



Stochasticka nezavislost

Priklad:

Bylo dotazovano 800 absolventt CVUT a UK. Z vyzkumu plyne, Ze 336
dotazovanych jsou absolventi CVUT ktefi pracuji dale ve svém oboru, 224
dotazanych absovovalo UK a pracuji také ve svém oboru. Ve 144 pripadech
odpové&di bylo zjisténo, Ze absolventi CVUT ve svém oboru nepracuji a
zbyvajicich 96 jsou absolventi UK, ktefi také nepracuji ve svém oboru.

Lze povazovat uplatneni se v oboru studia stochasticky zavislé na absolvovane
univerzité?

CVUT UK celkem

v oboru 336 224 560

mimo obor| 144 96 240

celkem 480 320 800




Stochasticka nezavislost

Priklad:

Bylo dotazovano 800 absolventt CVUT a UK. Z vyzkumu plyne, Ze 336
dotazovanych jsou absolventi CVUT ktefi pracuji dale ve svém oboru, 224
dotazanych absovovalo UK a pracuji také ve svém oboru. Ve 144 pripadech
odpové&di bylo zjisténo, Ze absolventi CVUT ve svém oboru nepracuji a
zbyvajicich 96 jsou absolventi UK, ktefi také nepracuji ve svém oboru.

Lze povazovat uplatneni se v oboru studia stochasticky zavislé na absolvovane
univerzité?

CVUT UK celkem

v oboru 0,42 0,28 0,7

mimo obor | 0,18 0,12 0,3

celkem 0,6 0,4 1,0




Stochasticka nezavislost

Priklad:

Bylo dotazovano 800 absolventt CVUT a UK. Z vyzkumu plyne, Ze 336
dotazovanych jsou absolventi CVUT ktefi pracuji dale ve svém oboru, 224
dotazanych absovovalo UK a pracuji také ve svém oboru. Ve 144 pripadech
odpové&di bylo zjisténo, Ze absolventi CVUT ve svém oboru nepracuji a
zbyvajicich 96 jsou absolventi UK, ktefi také nepracuji ve svém oboru.

Lze povazovat uplatneni se v oboru studia stochasticky zavislé na absolvovane

univerzité?
C
P(TNO)=0,42=0,6-0,7= P(T) - P(O) I 1™ | celkem
P(TN0)=0,28=0,4-0,7= P(T°) - P(O) 0, 0,42 | 0,28 0,7
Cy\ _ . C
P(TNO% =0,18=0,6-0,3= P(T) - P(OY) OC 018 | 012 0.3
P(T°N0%) =0,12=0,4-0,3 = P(T°) - P(O%)
celkem 0,6 0,4 1,0

=> Jevy T a O jsou stochasticky nezavislé



Veta o uplné pravdepodobnosti

Uplne pokrytl' (): {H17H27H37H4}: H; ﬂHj — @, Hq{ U H, UH3 UH, = ()

Hi | Hs Hs H,

Predpokladejme, ze zname

P(H,), P(H,), P(Hs), P(Hy)
Musi byt A
P(Hy) + P(Hz) + P(Hs) + P(Hy) =1 | ‘ ‘ {)

Obecné&: Uplnym pokrytim mnoziny elementarnich jeva Q rozumime takovou
mnozinu {H;}"_, jevl z jevového pole F, které jsou vzajemné po
dvou disjunktni, tedy je H; N H; =0, i # j, i,j =1,2,...,n, aplati

Umzn
=1

Dale predpokladejme, ze mame nahodny jev A € F, jehoz pravdépodobnost
nas zajima.



Veta o uplné pravdepodobnosti

Uplne pokrytl' (): {H17H27H37H4}: H; ﬂHj — @, Hq{ U H, UH3 UH, = ()

Hi | Hs Hs H,

Predpokladejme, ze zname

P(H,), P(H,), P(Hs), P(Hy)
Musi byt A
P(Hy) + P(Hz) + P(Hs) + P(Hy) =1 | | ‘ {)

Jev A Ize rozlozit na nékolik disjunktnich jevu:
A=(ANH)UANH;)U(ANH3)U (AN Hy) .
atedy plati P(A) = P(ANHy) + P(AN Hy) + P(AN Hs) + P(ANHy) = | | P(AN Hy)

1=1

Predpokladejme dale, 2e zndme P(A|H.), P(A|H,), P(A|H3), P(A|H,)
avime,zeje P(ANH;)=P(A|H;) - P(H;), i=1,2,3,4. Potom dostavame

P(A) = P(A|H,)P(Hy) + P(A|Hy)P(H,) + P(A|Hs)P(Hs) + P(A|Hy)P(Hy) = P(A|H;)P(H;)

=



Veta o uplné pravdepodobnosti

Uplné pokryti € : {H17H27H37H4}: H,"H; = O, Hi UHyUH3UH,; =)

Hy |[H> Hs Hy

Predpokladejme, ze zname

P(H,), P(H,), P(Hs), P(Hy)
Musi byt A
P(Hy) + P(Hz) + P(Hs) + P(Hy) =1 | | ‘ {)

Obecné: Méjme nahodny jev A € F . Je-li{H;};—; aplné pokryti mnoziny {2 ,

potom plati P(A) = P(A|H;)P(H;).
1=1




Veta o uplné pravdepodobnosti

Priklad:

Na trhu jsou vyrobky od ¢tyf vyrobcl v poradi A, B, C a D v poméru 1:2:4:5.
Zmetkovitost je u téchto vyrobcu po rfadé 0,5%, 0,8%, 0,3% a 0,3%. Jaka je
pravdépodobnost, ze nahodné vybrany vyrobek na trhu bude vadny?

- Experiment spociva v tom, ze nahodné vybereme jeden vyrobek na trhu.
« Trh Ize rozdélit na 12 dild: 1 od vyrobce A, 2 dily od vyrobce B, 4 dily od C

a 5 dilu od D.
- Nikdo jiny na trh nedodava a vyrobek ma vzdy pouze jednoho vyrobce.

Tim dostavame uplné pokryti trhu: H1=4, H>=B, H3=C, Hs=D.
+ Z pomeéru vyrobcl na trhu odhadneme pravdépodobnosti toho, Zze
nahodné vybrany vyrobek je od daného vyrobce:
P(H)=1/12, P(H»)=1/6, P(H3)=1/3, P(H5)=5/12.
- Ze zadani zname i pravdépodobnosti vyroby vadného vyrobku u
jednotlivych vyrobcU:
P(A|H1)=0,005, P(A|H2)=0,008, P(A|H3)=0,003, P(A|H5)=0,003.
- Tedy podle véty o uplné pravdépodobnosti je
P(4)=0,005.1/12 + 0,008.2/12 + 0,003. 4/12 + 0,003.5/12

Vybrali jsme vadny vyrobek. Nyni se ptame: jaka je pravdépodobnost, Ze je od
vyrobce A?



Bayesova veta

Priklad:

Na trhu jsou vyrobky od ¢tyf vyrobcl v poradi A, B, C a D v poméru 1:2:4:5.
Zmetkovitost je u téchto vyrobcu po rfadé 0,5%, 0,8%, 0,3% a 0,3%. Jaka je
pravdépodobnost, ze nahodné vybrany vadny vyrobek na trhu byl vyroben
vyrobcem A?

- Otazka zni: Jaka je pravdépodobnost P(Hi|4)= ?

- Zname P(Hi)=1/12 (= pravdépodobnost toho, ze vybereme vyrobek od
vyrobce A pred provedenim experimentu — tzv. ,,apriorni pravdépodobnost*)

- Vime, s jakou pravdépodobnosti vyrobce A vyrabi zmetky: P(4|H1)=0,005.

- Tedy jsme schopni vyjadfit pradvépodobnost, s jakou se na trhu vyskytuje
vadny vyrobek od vyrobce A: P(ANH1)=P(A|H1).P(H1)=0,005.1/12

- Podle véty o uplné pravdépodobnosti jsme spocetli P(4)= 0,004.

- Dosazenim do vzorce pro podminénou pravdépodobnost dostaneme vysledek:

P(ANH,) P(A|H,)P(H) 0,005
PU|4) P(A) P(A) 12 - 0,004

(= pravdépodobnost toho, Ze jsme vybrali vyrobek od vyrobce A poté, co
zname vysledek experimentu — tzv. ,aposteriorni pravdépodobnost®)




Bayesova veta

Uplne pokrytl' (): {H17H27H37H4}: H; ﬂHj — @, Hq{ U H, UH3 UH, = ()

Hy |[H> Hs Hy

Predpokladejme, ze zname

P(H,), P(H,), P(Hs), P(Hy)
Musi byt A
P(Hy) + P(Hz) + P(Hs) + P(Hy) =1 | | ‘ {)

Véta o uplné pravdépodobnosti: Mé&jme nahodny jev A € F. Je-li {H;};—;

(piné pokryti mnoziny 2, potom plati P(A) = P(A|H;)P(H;).
1=1

Bayesova véta: Méjme nahodny jev A € F takovy, ze P(A) # 0. Je-li {H;};—,

Uplné pokryti mnoziny €2, potom pro libovolné 7 =1,2,...,n plati
P(A|H;)P(H,;)
P(H;|A) = =5
) = S p(alH,) P(H,)




Bayesova veta

Uvazujme sledovany vysledek Z (vyskyt urcité vlastnosti, stavu)

Provedeme experiment, test, ktery skonci vysledkem E.

aposteriorni _ (vérohodnost E pfi Z )(apriorni pravdépodobnost Z )
pravdépodobnost Z | (evidence E)

Priklad:

Chcete koupit ojety vlz urcité znacky a cca 5 let stary. Je znamo, Ze takovéto
vozy maji vadnou prevodovku pfiblizné ve 30 % pfripadl. Ke koupi pfizvete
kamarada automechanika, ktery vybrany vuz projede a fekne svlj nazor.
Kamarad vSak neni dokonaly a zhruba v 10 % pfipadl oznadi jako bezvadny
vuz, ktery ma vadu. Na druhou stranu, v 85 % pozna bezvadny vuz. Jakou mate
Sanci, pokud date na radu kamarada, Ze koupite viz s vadou?

Uvazujme sledovany vysledek Z = vada (Z, ZC tvori uplné pokryti)

Provedeme diagnosticky test, ktery skonci vysledkem E pokud neni diagnostikovana
C [] [ 7 []
vada, E€ pokud vada diagnostikovana je. E|Z)P(Z)

P(E)

pz|E) = £



Bayesova veta
0,030

@\@
/ - 0 - P(ZIE) = 50340595 = 0.048
\ }, 0,595
@\@ 0,105

Priklad:

Chcete koupit ojety vlz urcité znacky a cca 5 let stary. Je znamo, Ze takovéto
vozy maji vadnou prevodovku pfiblizné ve 30 % pfripadl. Ke koupi pfizvete
kamarada automechanika, ktery vybrany vuz projede a fekne svlj nazor.
Kamarad vSak neni dokonaly a zhruba v 10 % pfipadl oznadi jako bezvadny
vUz, ktery ma vadu. Na druhou stranu, v 85 % pozna bezvadny vuz. Jakou mate
Sanci, pokud date na radu kamarada, Zze koupite viz s vadou?

Uvazujme sledovany vysledek Z = vada (Z, ZC tvori uplné pokryti)

Provedeme diagnosticky test, ktery skonci vysledkem E pokud neni diagnostikovana
C [] [} 7 []
vada, E€ pokud vada diagnostikovana je. PUIIE) P(E|Z)P(Z)
- P(B)




Bayesova veta

},@ 0,030
090~ N

0,270 0.03

(2
/ P(ZIE) = 503+0,505 — 0048
\@ &,@ 0595 — .~
\@ 0,105

Priklad:

Chcete koupit ojety vlz urcité znacky a cca 5 let stary. Je znamo, Ze takovéto
vozy maji vadnou prevodovku pfiblizné ve 30 % pfripadl. Ke koupi pfizvete
kamarada automechanika, ktery vybrany vuz projede a fekne svlj nazor.
Kamarad vSak neni dokonaly a zhruba v 10 % pfipadl oznadi jako bezvadny
vUz, ktery ma vadu. Na druhou stranu, v 85 % pozna bezvadny vuz. Jakou mate
Sanci, pokud date na radu kamarada, Ze koupite viz s vadou?

Uvazujme sledovany vysledek Z = vada (Z, ZC tvori uplné pokryti)

Provedeme diagnosticky test, ktery skonci vysledkem E pokud neni diagnostikovana
C [] [} 7 []
vada, E€ pokud vada diagnostikovana je. PUIIE) P(E|Z)P(Z)
- P(B)




Bayesova veta
0,030

@\@
< " (®) o P(Z|E):0»0g£03,595 0,048
085 #(E) 055 — .
@\@ 0,105

Priklad:

Chcete koupit ojety vlz urcité znacky a cca 5 let stary. Je znamo, Ze takovéto
vozy maji vadnou prevodovku pfiblizné ve 30 % pfripadl. Ke koupi pfizvete
kamarada automechanika, ktery vybrany vuz projede a fekne svlj nazor.
Kamarad vSak neni dokonaly a zhruba v 10 % pfipadl oznadi jako bezvadny

vUz, ktery ma vadu. Na druhou stranu, v 85 % pozna bezvadny vuz. Jakou mate
Sanci, pokud date na radu kamarada, Ze koupite viz s vadou?

Uvazujme sledovany vysledek Z = vada (Z, ZC tvori uplné pokryti)
Provedeme diagnosticky test, ktery skonci vysledkem E pokud neni diagnostikovana
vada, E€ pokud vada diagnostikovana je.

puip) - PEDPE)

Tedy dame-li na radu kamarada automechanika, P(E)
nase riziko koupé vadneho vozu se snizi ze 30 % na 4,8 %.




Bayesova veta

Priklad:

Télo kompresoru musi byt 100% hermeticky uzavreno. V priméru jeden ze sta
kompresorU trochu netésni a je tfeba jej rozlozit a znovu slozit. Zkouska tésnosti
odhali vadny vyrobek s pravdépodobnosti 0,8. Naproti tomu, s pravdépodob-
nosti 0,05 oznaci chybné jako vadny bezvadny vyrobek. Jaka je pravdé-
podobnost vady u vyrobku, ktery zkouska oznacila jako vadny?

bézny test na lince: test ve zkuSebné:
0,0080 0,0111

Q @
y \@ 0,0020 o y \@ 0,0028
kompresor

0,93 @ 0,9405 \@ 0,8179
_0.0080 00111
P(ZIE) = 510080+0,0495 01391 P(ZIE) = 50111400042 %7255

konfirmaci test ve zkuSebneé: P(Z|E) =(0,9769



Diagnosticke testy

Snazime se detekovat néjaky jev Z (vadu, nemoc) pomoci diagnostického testu E

* Predpokladame, ze apriorni pravdépodobnost (= prevalence jevu Z) je znama
a je rovna p.

e P(E|Z)=a= pravdépodobnost toho, ze test spravné detekuje jev Z
(=senzitivita testu)

e P(EC| Z€) = b = pravdépodobnost toho, ze test spravné detekuje
nepritomnost jevu Z (=specifita testu)

° P(E)=P(E|Z).P(Z) + P(E|ZC).P(ZC) = a.p + (1- b).(1-p) = pravdépodobnost
pozitivniho testu (=evidence)

* P(E| Z€) = pravdépodobnost faleSné pozitivniho vysledku je (1-b)

e P(EC€|Z) = pravdépodobnost faleSné negativniho vysledku je (1-a)

E\Z)P(Z)
P(E)

P Y . ey ,
e P(Z|F) = ( = pravdepodobnost toho, ze pozitivhe testovany

¢lovék bude skute¢né nemocny.

Priklad:

Prevalence nemoci v populaci je 10 %. Testy pouzité k jeji detekci maji vysokou
senzitivitu 95 % a specifitu 90 %. Presto pravdepodobnost, Zze pozitivhe
testovany Clovék tuto nemoc opravdu ma, je pouhych 51,4 %



Diagnosticke testy

P(Z|E)

0,9

0,8

0,7

0,6

0,5

0,4

0,3

0,2

0,1

0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 0,4 0,45

®2a=0,95; b=0,9 ®2a=0,9; b=0,8 a=0,95; b=0,95

Prevalence nemoci v populaci je 20 %. Testy pouzité k jeji detekci maji vysokou
senzitivitu 95 % a specifitu 90 %. Presto pravdepodobnost, Zze pozitivhe
testovany Clovék tuto nemoc opravdu ma, je 70 %



