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3. Nahodna velicina

KlicCoveé pojmy: «Nahodna veli¢ina, diskrétni, spojita:;
* Rozdéleni pravdepodobnosti, distribucni funkce;
» pravdepodobnostni funkce, hustota pravd.;
» Stredni hodnota n.v., centralni momenty (rozptyl,
smerodatna odchylka, sikmost, SpiCatost);
* p-kvantil rozdeleni n.v.;
* median, modus;

Klicove vztahy: . ajternativni model

* Binomicky model

* Hypergeometricky model

» Geometricky model

* Model rovhomerneho rozdeleni



Co mame?
1. elementarni nahodné jevy Q

2.jevovepole - (1) (e F
2) Ace F=AeF

(3) Ay, Ay, --eF=|JAeF
i=1
3. Pravdépodobnost (@) vAe F: P(A)c{(0,1)

(b) P(0)=0, P(Q) =1
(c) jsou-li A1, Az, - € F, po dvou disjunktni, potom

P (Uf; Az’) — 2;21 P (Az)

= (92, F, P) .... pravdépodobnostni prostor , ,
P P P Co nam chybi?

4. Nahodna velicina: X: 2 — R

Pfesngji: méfitelna funkce X : (%, F) — (R, B)
VieR: {weQ:X(w)<z}eF

PHwe: X(w)<z})=F(z), R



Nahodna velic¢ina X:(Q,F) = (R,B)
{we: X(w) € (—oco0,x)} €F

{(X<z}eF

Distribucni funkce nahodné veliCiny: F(z) =P (X <zx), z € R

DistribuCni funkce odpovida na otazku: S jakou pravdépodobnosti nahodna
veliCina neprekrocCi hodnotu x?

Pro distribucni funkci plati:
1) je neklesajici <y = {X <z} C{X<y}=>PX <z)<PX <y = F(zr)<F(y).

2) lim F(z)= lim P(X<z)=0; lim F(z)= lim P(X<x)=1

Tr— — 00 Tr— — 00 T—r—+00 T——+00

3) F(x)je zprava spojita lim F(x)= F(xg) 4

r—xo+ L Tt T E
A
A /_
o—-O0




Nahodna veli¢ina X : (Q,F) = (R,B)

diskrétni nahodna veliCina
RozliSujeme dva pripady: \/
__—» a) spocetné podmnoziny S C R

Nahodna veliCina je funkce z (2 do
b) souvislé podmnoziny () C R

A

spojita nahodna veliCina

a) Diskretni nahodna veliCina:
* obor hodnot = {x;, x2, ..., xs, ...}

« pravdépodobnostni funkce: P(X=x;) = p;, i=1, 2, ...
vzdycky musi platit, e  pi € (0,1), sz- =1

- distribuéni funkce: F(z) = P(X < z) Z pi, T€R




Nahodna veli¢ina X : (Q,F) = (R,B)

RozliSujeme dva pripady:

Nahodna veligina je funkce z @ do — @) SPocetné podmnoziny 5 C R

b) souvislé podmnoziny () C R

b) Spojita nahodna veliCina:
» obor hodnot = (a,b) Ci {a, ©) nebo cele R

* nutné plati: P(x) =0, Vz € (a,b)

 hustota pravdepodobnosti: nezaporna, spojita funkce f(x) pro kterou plati:

F(z) = / " f(t)dt, VreR

—+00
vzdycky musi byt / f(t)dt =1

— 0




Charakteristiky nahodné veli¢iny - Momenty

+00
Stfedni hodnota: FE(X) :/ rdF(x)

— OO

a) v ptipadé diskrétni ndhodné veliciny E(X) =) zp;
1=1

©. @)

b) v pfipadé spojité nahodné veli¢iny E(X) = / xf(x)dx

— 0

Stredni hodnota je linearni funkcional:
je aditivni: E(X +Y)=FE(X)+E(Y)
a je homogenni: E(kX) =kE(X), ke R
0,20

0,15

v ’ v o ;o 0,10
Stredni hodnota tvori jakési
‘teziste rozdeleni” nahodne veliCiny: |

0,00

25



Charakteristiky nahodné veli¢iny - Momenty

+00
Obecné momenty: 1i(X) = E(XF) = / R dF ()

pi(X) = Z zip; v diskrétnim pFipadé (pro d.n.v.)
1=1 +o0
e (X) = / 2¥ f(x)dz  ve spojitém pfipadé (pro s.n.v.)

— OO

Centralni momenty: Xc=X-EWX)=X-u ..... centrovana nahodna veliCina
+00
(X) = B(XE) = EX =) = [ (@ = w*dF(a)

— OO

1) (X)) = B(Xe) = B(X — i) = B(X) — p = E(X) — E(X) = 0



Charakteristiky nahodné veli¢iny - Momenty

2) n(X)=EX —-p)?=FEX%-2uX +pu?) =EX? —-2uE(X
+ (E(X)) — B(X?) — (E(X))

2
— E(X2) — Q(E(X))
2
= p2(X) — (Ml(X))

druhy centralni moment = rozptyl :

(mira variability)

odvozenou charakteristikou je
smerodatna odchylka:

dalSi odvozenou charakteristikou je
variacni koeficient:

3) Treti centralni moment je mirou
symetrie; koeficient Sikmosti:

4) Ctvrty centralni moment je mirou
koncentrace; koeficient Spicatosti:

2

o(X) =/ Var(X) = VE(X — )’
_o(X)  V(»)
YTEX) T
- _ E(X -EX)*
Shew(X) (VCLT(X))S/2
Kurt(X) = BX - EX)T _
(Var(X))



Charakteristiky nahodné veli¢iny - Kvantily

Kvantilova funkce: To =F (o)

Casto se ptame: Jakou hodnotu sledovana nadhodna veli¢ina nepfekrodi s danou
pravdépodobnosti?

.. tedy pro zadané «a € (0,1) hleddame Z, € R tak, Zze F(%,) < «

. je-li F(x) spojita a prosta, potom je T, = F ' («)

« v ostatnich pripadech je to takova maximalni hodnota z, pro kterou plati:
P(X <,) > a azarovel P(X < ,) < a (tzv. pseudoinverze).

* nékdy hovofime o 7, jako o a-kvantilu nebo o 100a%-kvantilu
nahodné veliCiny X .

Patri sem:
- minimum ( Zo), maximum (Z1,0),
- median (Zo,5 ),
- dolni decil (zo.1) a horni decil (
- dolni kvartil (0,25 ), horni kvartil
- adalsi....

9),
0,75)

’Qzég’



Charakteristiky nahodné velic¢iny - dalsi ...

Patri sem napriklad :
- modus (nejpravdepodobnegjsi hodnota)
- rozpéti (z1 — o),
- mezikvartilova odchylka (zo 75 — %o 25)

- adalsi ....
v diskrétnim pfipadé:  %moa = max{p;;i =1,2,...}
ve spojitém pripadé: Tmod = argmax{ f(z); x € R}
P(X = x) =0 2
P(X € (xg; dz)) = f(xp)dx 0,15 '

25

30



Charakteristiky nahodné veliciny - ...

Charakteristiky podle funkce:

- miry polohy - posouvaji se s nahodnou veliCinou:
je-li @ mirou polohy veli¢iny X, potom veli€ina X+d ma miru polohy 6-+d

(patfi sem stfedni hodnota, kvantily, modus, ...)

- miry rozptylenosti (variability) - jsou invariantni vuci posunuti:
je-li 8 mirou variability veli€iny X, potom je mirou variability i veliCiny X+d
(patfi sem rozptyl, smérodatna odchylka, ruzna rozpéti, ...)

- miry symetrie (Sikmost)

oznacime-li §ikmost = y, potom S

y >0 — zeSikmené zprava (doleva)

. 0 5 10 15 20 25 30
y =0 — symetrické
y <0 — zeSikmené zleva (doprava) @ "7 modus
............ medlan

stfedni hodnota



Rozdéleni pravdépodobnosti nahodné veli¢iny - rizné modely

Pravdéepodobnostni model = popis experimentu, pfi nemz se realizuje nahodna
veliCina (jedna Ci vice) s n€jakym rozdélenim pravdepodobnosti
= (Q, F, P) .... pravdépodobnostni prostor

1) Model diskrétniho rovnomeéerného rozdéleni

Experiment, pfi némz muze nastat jeden z n moznych vysledku. Predpokladame,
ze kazdy z nich je stejné mozny, tedy vsSechny maji stejnou pravdepodobnost.

Q={a, ar, ..., an}, Xe {x1,x2, ..., X}, PX=xi)=1/n, i=12,..., n

B(X) Z”: 1 12"”': i 4 X S e
— Ly— — — r; =X
) n n -
1=1 1=1 lcooooooooo .'..
Var(X) = 1 ixz — z° . = >
n<— " 123 .. n 123 .. n
1 1)(2 1
Xe {l,2, .., n}=> E(X):n;_ E(XZ): (n+ )én‘l' )
n? —1

Var(X) = B(X?) — (E(X))* =

12



Rozdéleni pravdépodobnosti nahodné veli¢iny - rizné modely

2) Alternativni model (model alternativniho rozdeleni)
Experiment, pfi némz muze nastat pouze jeden ze dvou moznych vysledku.
Q={a, ax}, Xe{0,1}, PX=1)=p => PX=0)=1-p
E(X)=0-(1-p)+1-p=p E(X?)=0"-(1-p)+1°-p=p
Var(X) = E(X?) — (E(z))* =p — p* = p(1 - p)

3) Bernoulliho model (model binomického rozdéeleni)

Experiment, pri nemz opakujeme n-krat nezavisle na sobé alternativni pokus za
stejnych podminek. Zajima nas pocet ,uspéchu”, tedy kolikrat nastal vysledek ,1°.

absolutni Cetnost kladnych vysledkd = souget pozorovani Y = X,
1=1

n

P(Y =k)= (k)pk(l —p)”_k, k=0,1,...,n. Y ~ Bin(n,p)

CviCeni: 1) Ukazte, Ze soucet téchto pravdepodobnosti je roven jedné.
2) Spoctete stredni hodnotu a rozptyl veliCiny Y podle definice.



Rozdéleni pravdépodobnosti nahodné veli¢iny - rizné modely

3) Bernoulliho model (model binomického rozdeleni)

absolutni etnost kladnych vysledkd = souget pozorovani Y = X,
1=1

EY) = E(;Xz) = ;E(Xz) = np Var(Y)=E(Y —np)* =np(1 —p)

. 7 v s 4 o . . ’ o v V4 7 x> ]- =
relativni Cetnost kladnych vysledku = aritmeticky prumeér pozorovani X = — E X;
n
1=1

E(X) = E(%éX) = %E(iX) = %ZZ;E(X@-) = %npzp

Var(X) = B(X — p)? = p(ln_ P)




Rozdéleni pravdépodobnosti nahodné veli¢iny - rizné modely

3) Bernoulliho model (model binomického rozdeleni)

Experiment, pfi némz z mnoziny N prvku, mezi nimiz je M prvku s urCitou vlastnosti,
vybirame nahodné postupné » prvku tak, Zze po kazdém vybéru vybrany prvek
vratime zpet mezi ostatni. Zajima nas kolikrat vybereme prvek s danou vilastnosti.

P(vybereme prvek s danou vlastnosti) = =, Y = pocet vybranych prvkili s danou vlastnosti

R A1 N o

/1 ™S~
(n-k)-krat vybereme prvek

pocet i-tic
s pravdépodobnosti (1- % )

Vv n prvcich k-krat vybereme prvek
s pravdépodobnosti 3



Rozdéleni pravdépodobnosti nahodné veli¢iny - rizné modely

3) Bernoulliho model (model binomického rozdeleni)

Experiment, pfi némz z mnoziny N prvku, mezi nimiz je M prvku s urCitou vlastnosti,
vybirame nahodné postupné » prvku tak, Zze po kazdém vybéru vybrany prvek
vratime zpet mezi ostatni. Zajima nas kolikrat vybereme prvek s danou vilastnosti.

P(vybereme prvek s danou vlastnosti) = =, Y = pocet vybranych prvkili s danou vlastnosti

A1 N R

Priklad 1: Hazeni kostkou: hazime tremi hracimi kostkami soucCasné (nebo jednou
trikrat po sobé). Jaka je pravdépodobnost, ze padnou alespon dvé sestky?

Priklad 2: Kontrola jakosti: Z vyrobni linky odebirame nezavisle na sobé 10 vyrobku.
Vime, ze v produkci jsou 3% vadnych. Jaka je pravdéepodobnost, ze
pri vyberu vybereme alespon 1 zmetek?

Priklad 3: Losovani zaméstnance: kazdy den v tydnu losujeme jednoho z 15t
zameéstnancu, ktery provede odpoledni uklid. Mezi zaméstnanci 10 Zen.

Jaka je pravdepodobnost, ze v tydnu vybereme sameé zeny?



Priklad 1: Hazeni kostkou: hazime tfemi hracimi kostkami soucasne (nebo jednou
trikrat po sobé). Jaka je pravdépodobnost, ze padnou alespon dvé sestky?

0,8

X = pocCet Sestek

k |P(X=k)
0,67579383
0,2828923
0,0394733
0,001836

WIiN (= O




Priklad 2: Kontrola jakosti: Z vyrobni linky odebirame nezavisle na sobé 10 vyrobku.
Vime, ze v produkci jsou 3% vadnych. Jaka je pravdépodobnost, ze
pfi vybéru vybereme alespon 1 zmetek?

0,8
X = pocCet vybranych

Oblast grafu o
Lg zmetku

0,7
k [P{X=k)
0,6 o| 0,7374241
0 1| 0,2280693
2| 0,0317416
" 3| 0,0026179
4| 0,0001417
0,3 5| 5,259€-06
6| 1,355£-07
0,2 7| 2,395E-09
8| 2,778e-11
0.1 9| 1,909E-13
; 10| 5,905E-16



Priklad 3: Losovani zaméstnance: kazdy den v tydnu losujeme jednoho z 15ti
zaméstnancu, ktery provede odpoledni uklid. Mezi zaméstnanci 10 Zen.
Jaka je pravdépodobnost, ze v tydnu vybereme sameé zeny?

M ™~

Oblast grafu X = pocCet vybranych
Zen
0,3
k |P(X=k)
0,25 0| 0,0041152
1| 0,0411523
0,2 2| 0,1646091
3| 0,3292181
0,15 4| 0,3292181
5/ 0,1316872
0,1
0,05
0
0 1 2 3 4 5



Binomické rozdéleni Ize pro velka n a relativné mala & aproximovat spojitym
normalnim rozdelenim

0.25
|

0.20
|

0.15
1

0.10
|

0.05
|

?
H



Binomické rozdéleni Ize pro velka n a relativné mala & aproximovat spojitym

normalnim rozdélenim

0.25
|

0.20
|

0.15
1

0.10
|

0.05
|

\

/

r*




Rozdéleni pravdépodobnosti nahodné veli¢iny - rizné modely

4) Hypergeometricky model (model vybéeru bez vraceni)

Experiment, pfi némz z mnoziny N prvku, mezi nimiz je M prvku s urCitou vlastnosti,
vybirame nahodné postupné n prvku tak, Zze po kazdém vybéru vybrany prvek
nevracime zpét mezi ostatni. Zajima nas kolik prvku s danou vlastnosti vybereme.

k prvkl s danou vlastnosti z celkového poc¢tu M muzeme vybrat celkem (]\;) zpusoby

zbylych n-k prvkld bez této vlastnost mizeme vybrat celkem (]\;:24) zpusoby

celkovy pocet moznych n vybéru z N prvku je (Z)

Tedve  PIX — I - N=12,...., M<N, n<N,
edy: — k) =
d ( ) (V) max{0, n+ M — N} <k <min{n, M}
M
E(X)=n—
Hypergeometricke rozdeleni N
s parametry N, M, n. Var(X) = ”M(]]VVQ—(;)(]\Q)— M)



Rozdéleni pravdépodobnosti nahodné veli¢iny - rizné modely

4) Hypergeometricky model (model vybéeru bez vraceni)

Priklad 4: Sportka: 49 Cisel, ze kterych 6 vyhrava (jsou vytazeny). Jaka je
pravdepodobnost, ze pri vyberu 6ti Cisel vybereme 4 z tazenych?

Priklad 5: Kontrola jakosti: 1000 vyrobku, mezi nimi jsou 3% vadnych. Jaka je
pravdépodobnost, ze pfi vybéru 10 vyrobku vybereme alespon 1 zmetek?

Priklad 6: Vybér uchazecu o praci: z 15ti uchaze€u o zaméstnani, mezi kterymi
je 10 zen, vybirame anonymne podle vysledku testu 5 osob.
Jaka je pravdéepodobnost, ze to budou sameé zeny?



Priklad 4: Sportka: 49 Cisel, ze kterych 6 vyhrava (jsou vytazeny). Jaka je
pravdepodobnost, ze pri vybéru 6ti Cisel vybereme 4 z tazenych?

0,5 X = pocCet uhodnutych
0,45 tazenych Cisel
04 k |P(X=k)
0| 0,43596498
0,35 1| 0,41301945
03 2| 0,13237803
3| 0,0176504
0,25 4| 0,00096862
0,2 5/ 1,845E-05
6| 7,1511E-08
0,15
0,1
0,05
0



Priklad 5: Kontrola jakosti: 1000 vyrobku, mezi nimi jsou 3% vadnych. Jaka je
pravdépodobnost, ze pfi vybéru 10 vyrobku vybereme alespon 1 zmetek?

0,8
0,7
0,6
0,5
0,4
0,3
0,2

0,1

X = pocCet vybranych

zmetku

P(X=k)

0,73639189

0,229883

0,03118475

0,00241792

0,00011851

3,8317E-06

8,2637E-08

1,172E-09

1,0443E-11

VI |INOT | WINI=IO

5,2686E-14

(WY
(-

1,1406E-16




Priklad 6: VVybér uchazecu o praci: z 15ti uchazeCu o zaméstnani, mezi kterymi
je 10 zen, vybirame anonymne podle vysledku testu 5 osob.
Jaka je pravdéepodobnost, ze to budou sameé zeny?

045 X = po&et muz(i
0.4 ve vyberu
- k |P(X=k)
' 0| 0,08391608
0,3 1| 0,34965035
0,25 2| 0,3996004
3| 0,14985015
0,2 4| 0,01665002
0,15 5 0,000333

0,1

0,05




5) Geometricky model (diskrétni doba zivota)

X je pocCet kroku, které je tfeba udinit, aby nastal prvni vyskyt sledovaného jevu
1 1—p
E(X)=- Var(X) =
(X) ) (X) e




5) Geometricky model (diskrétni doba zivota)

X je pocCet kroku, které je tfeba udinit, aby nastal prvni vyskyt sledovaného jevu
1 1—p
E(X)=- Var(X) =
(X) . (X) e

Y je pocCet kroku, které prfedchazeji prvnimu vyskytu sledovaného jevu

[P(Y = k) =p(1 _p)k] E(Y) = 1].%]9 Var(Y) = 1p—2p

k=0.1,...

Je-li sledovany jev porucha, potom se Y nazyva “diskrétni doba zivota”



5) Geometricky model (diskrétni doba zivota)

30 -

p *

—30 "

P(|X —pu| <30) =®(3) — ®(—3) =20(3) — 1 =0,9973
P(|X — p| > 30) = 0,0027

N = pocet inspekci pred signalem

1 1
— 0.0027 E(N) = - — — 370
p="5 (N) »  0,0027

Pocet inspekci pred prvnim falesnym signalem (ARL = Average Run Length)



