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V podstatě neexistuje samostatná disciplína Průmyslová statistika. Jedná 
se vždy o aplikovanou matematickou statistiku se zaměřením na problémy 
průmyslové praxe. Tedy z metodologického hlediska se jedná o klasickou 
matematickou statistiku. Ve svém příspěvku se zaměřím na tři oblasti, se 
kterými mám osobní zkušenost: modelování výrobních linek, statistické 
monitorování procesů a stabilita modelů. Přednáška bude doplněna 
dvěma konkrétními aplikacemi z oblasti spolehlivosti a odhadování doby 
života průmyslových systémů.
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5. Model náhodných událostí  
v čase

Klíčové pojmy: • intenzita událostí, střední doba mezi událostmi; 
• Poissonovo rozdělení, interpretace; 
• Exponenciální rozdělení, základní vlastnosti; 
• Weibullovo rozdělení a jeho souvislost s modelováním 
životního cyklu.

Klíčové vztahy: • vanová křivka, modelování jejích částí Weibullovým 
rozdělením 

• Poissonův proces; 
• Markovská vlastnost.



čas* * * * ** * * * T = t1  t2           t3                 t4        t5t6                    t7     t8                          t9

N =  1   2           3                 4        5 6                    7      8                          9

počet událostí do času t: N(t)

čas výskytu i-té události: Ti spojitá náhodná veličina

diskrétní náhodná veličina

Pozorujeme události, které nastávají nezávisle na sobě v čase.



čas* * * * ** * * *
N =  1   2           3                 4        5 6                    7      8                          9

počet událostí do času t: N(t)

spojitá náhodná veličina

diskrétní náhodná veličina

doby mezi událostmi: τi = ti − ti−1

τ1 τ2 τ3 τ4 τ5 τ6 τ7 τ8 τ9

λ(t) =
N(t)

t
λ = lim

t→∞

N(t)

tt → ∞
střední počet událostí za 
jednotku času

T̄i =
ti
i

T̄ = lim
t→∞

t

N(t)
=

1

λt → ∞ střední doba mezi událostmi

    je intenzita poruch,        je střední doba mezi poruchamiλ 1/λ

Pozorujeme události, které nastávají nezávisle na sobě v čase.



čas* * * * ** * * *
N =  1   2           3                 4        5 6                    7      8                          9

počet událostí do času t: N(t)

τ1 τ2 τ3 τ4 τ5 τ6 τ7 τ8 τ9

Jaká je pravděpodobnost, že za jednotku času nastane k událostí? P (N = k) =?

Poissonovo rozdělení  Poiss(𝜆)

Pozorujeme události, které nastávají nezávisle na sobě v čase.

<latexit sha1_base64="JxgzRMqOo8CvDmc8/PFirbHI4yE="></latexit>

P (N = k) =
�k

k!
e��, k = 0, 1, 2, . . . ,

<latexit sha1_base64="kYvhFAKrq654BFb4O2vT61qh1Jc=">AAACAHicbVDLSsNAFJ34rPUVdeHCzWAR6iYkUrSbQkEEV1LBPqAN5WYyaYdOHsxMhBK68VfcuFDErZ/hzr9x2mahrQcGDufcw517vIQzqWz721hZXVvf2CxsFbd3dvf2zYPDloxTQWiTxDwWHQ8k5SyiTcUUp51EUAg9Ttve6Hrqtx+pkCyOHtQ4oW4Ig4gFjIDSUt88vinfneMaboHQpNbjOuoDtvpmybbsGfAycXJSQjkaffOr58ckDWmkCAcpu46dKDcDoRjhdFLspZImQEYwoF1NIwipdLPZARN8phUfB7HQL1J4pv5OZBBKOQ49PRmCGspFbyr+53VTFVTdjEVJqmhE5ouClGMV42kb2GeCEsXHmgARTP8VkyEIIEp3VtQlOIsnL5PWheVcWpX7SqlezesooBN0isrIQVeojm5RAzURQRP0jF7Rm/FkvBjvxsd8dMXIM0foD4zPH9vxlAE=</latexit>

E(N) = V ar(N) = �.



čas* * * * ** * * *
N =  1   2           3                 4        5 6                    7      8                          9

počet událostí do času t: N(t)

τ1 τ2 τ3 τ4 τ5 τ6 τ7 τ8 τ9

Jaká je pravděpodobnost, že za jednotku času nastane k událostí? P (N = k) =?

Poissonovo rozdělení  Poiss(𝜆)

Pozorujeme události, které nastávají nezávisle na sobě v čase.

<latexit sha1_base64="JxgzRMqOo8CvDmc8/PFirbHI4yE="></latexit>

P (N = k) =
�k

k!
e��, k = 0, 1, 2, . . . ,

<latexit sha1_base64="kYvhFAKrq654BFb4O2vT61qh1Jc=">AAACAHicbVDLSsNAFJ34rPUVdeHCzWAR6iYkUrSbQkEEV1LBPqAN5WYyaYdOHsxMhBK68VfcuFDErZ/hzr9x2mahrQcGDufcw517vIQzqWz721hZXVvf2CxsFbd3dvf2zYPDloxTQWiTxDwWHQ8k5SyiTcUUp51EUAg9Ttve6Hrqtx+pkCyOHtQ4oW4Ig4gFjIDSUt88vinfneMaboHQpNbjOuoDtvpmybbsGfAycXJSQjkaffOr58ckDWmkCAcpu46dKDcDoRjhdFLspZImQEYwoF1NIwipdLPZARN8phUfB7HQL1J4pv5OZBBKOQ49PRmCGspFbyr+53VTFVTdjEVJqmhE5ouClGMV42kb2GeCEsXHmgARTP8VkyEIIEp3VtQlOIsnL5PWheVcWpX7SqlezesooBN0isrIQVeojm5RAzURQRP0jF7Rm/FkvBjvxsd8dMXIM0foD4zPH9vxlAE=</latexit>

E(N) = V ar(N) = �.

Jaká je pravděpodobnost, že za dobu t nastane k událostí? P (N(t) = k) =?
<latexit sha1_base64="Ntn60v26ImfqtOnx4UNZz7+FdG4="></latexit>

P (N(t) = k) =
(�t)k

k!
e��t, k = 0, 1, 2, . . . , t > 0,

<latexit sha1_base64="AbFOHj1gcO7osE6UVB1LxzCxrlM=">AAACB3icbZDLSgMxFIYz9VbrbdSlIMEitJthRop2UyiI4Eoq2FZoh5LJZNrQzIXkjFCG7tz4Km5cKOLWV3Dn25heFtr6Q+DjP+ckOb+XCK7Atr+N3Mrq2vpGfrOwtb2zu2fuH7RUnErKmjQWsbz3iGKCR6wJHAS7TyQjoSdY2xteTurtByYVj6M7GCXMDUk/4gGnBLTVM4+vSjclKJdxDbeInHGtK/QFPsFg9cyibdlT4WVw5lBEczV65lfXj2kasgioIEp1HDsBNyMSOBVsXOimiiWEDkmfdTRGJGTKzaZ7jPGpdnwcxFKfCPDU/T2RkVCpUejpzpDAQC3WJuZ/tU4KQdXNeJSkwCI6eyhIBYYYT0LBPpeMghhpIFRy/VdMB0QSCjq6gg7BWVx5GVpnlnNuVW4rxXp1HkceHaETVEIOukB1dI0aqIkoekTP6BW9GU/Gi/FufMxac8Z85hD9kfH5AxTLlkU=</latexit>

E(N(t)) = V ar(N(t)) = �t.



čas* * * * ** * * *
N =  1   2           3                 4        5 6                    7      8                          9

počet událostí do času t: N(t)

τ1 τ2 τ3 τ4 τ5 τ6 τ7 τ8 τ9

Pozorujeme události, které nastávají nezávisle na sobě v čase.

doby mezi událostmi: τi = ti − ti−1

Jaká je pravděpodobnost, že doba mezi událostmi nepřekročí hodnotu t ? P (τ ≤ t) =?

F (t) = 1− e−
t
δ ⇒ f(t) =

dF

dt
=

1

δ
e−

t
δ , t ≥ 0

<latexit sha1_base64="aLU9ZfAjQEKmSL5YfE36FtLyJKs=">AAACE3icbZBLS0JBFMfn2svsZbVsMySBRci9IuVGECJoaZAP8JqcO446OPfBzLmBiN+hTV+lTYsi2rZp17dpfCxKO8PAn9//HGbO34uk0Gjb31ZiZXVtfSO5mdra3tndS+8f1HQYK8arLJShaniguRQBr6JAyRuR4uB7kte9wdXErz9wpUUY3OEw4i0feoHoCgZoUDt9dp11EeJTWqJuh0uEc+qaUwM146UZvc/TXDudsXP2tOiycOYiQ+ZVaae/3E7IYp8HyCRo3XTsCFsjUCiY5OOUG2seARtAjzeNDMDnujWa7jSmJ4Z0aDdU5gZIp/T3xAh8rYe+Zzp9wL5e9CbwP68ZY7fYGokgipEHbPZQN5YUQzoJiHaE4gzl0AhgSpi/UtYHBQxNjCkTgrO48rKo5XPORa5wW8iUi/M4kuSIHJMsccglKZMbUiFVwsgjeSav5M16sl6sd+tj1pqw5jOH5E9Znz9dtptS</latexit>

E(⌧) = �, V ar(⌧) = �2.

Exponenciální rozdělení  Exp(𝛿)

<latexit sha1_base64="wfiYbSTpIERf+Cbobdv74ZjzyI8="></latexit>

P (⌧  t) = F (t) =

(
0 t < 0,

1� e�
t
� t � 0.



! 

P(X "100) =
1

28700
exp(# x

28700
)dx =1# e

#
100
28700 = 0,003478

0

100
$

Příklad: Životnost ventilátoru dieselového motoru můžeme popsat jako dobu  
              do jeho poruchy (neopravuje se). Předpokládejme, že tato doba se řídí  
              exponenciálním rozdělením se střední hodnotou 𝜃 = 28 700 hodin.

! 

P(X > 8000) =
1

28700
exp(" x

28700
)dx = e

"
8000
28700 = 0,76

8000

#

$

Intenzita poruchy je potom λ=1/ θ=1/28.700=34,8 ppm.  

! 

P(X "100) # $.100 =100.0,00003484 = 0,003484

Úloha 1: S jakou pravděpodobností se ventilátor porouchá během prvních 100 hodin?

Úloha 3: Jaká je intenzita poruchy?

Úloha 4: Jaká je „typická“ délka života ventilátoru?

Úloha 5: Jaká je střední doba života ventilátoru?

Úloha 6: Do jaké doby se porouchá v průměru 90 % všech ventilátorů?! 

median = ˜ x 0,5 = "28.700ln(1" 0.5) =19.900

! 

E(X) = " = 28.700

Úloha 2: Jaká je pravděpodobnost, že ventilátor vydrží bez poruchy záruční dobu  
              8000 hodin?



Model exponenciálního rozdělení

Exponenciální rozdělení je rozdělení pravděpodobnosti náhodné veličiny, která 
popisuje dobu mezi nezávislými, náhodně se vyskytujícími událostmi v čase. 

Přitom střední doba mezi těmito událostmi je rovna  𝛿  a střední počet těchto 
událostí za jednotku času je  𝜆.       

f(t) =

�
0, t < 0

λe−λt, t ≥ 0
F (t) =

�
0, t < 0

1− e−λt, t ≥ 0

f(t) =

�
0, t < 0
1
δ e

− t
δ , t ≥ 0

F (t) =

�
0, t < 0

1− e−
t
δ , t ≥ 0

1

δ
= λ

Exponenciální rozdělení nemá paměť!

P (τ ≤ t+ s|τ ≥ s) =
P
�
(τ ≤ t+ s) & (τ ≥ s)

�

P (τ ≥ s)

=
F (t+ s)− F (s)

1− F (s)

=
P
�
τ ∈ �s, t+ s�

�

P (τ ≥ s)

=
1− e−

t+s
δ − 1 + e−

s
δ

e−
s
δ

=
e−

s
δ − e−

t
δ e−

s
δ

e−
s
δ

= 1− e−
t
δ = F (t) = P (τ ≤ t)



Modelování doby života (doby do poruchy)

λ(t) =
f(t)

1− F (t)
, t ∈ R

Pravděpodobnost, že se zařízení porouchá v čase t+𝜀, když víme, že se do 
doby 𝜀 neporouchalo (pro hodně malá 𝜀) je rovna přibližně  𝜀𝜆(t).   

𝜆

t

Intenzita poruchy

Exp(𝜆)??? ?????? ?????? ???

konstantní intenzita poruch

klesající
intenzita

poruch

int
en

zit
a 

po
ru

ch

rosto
ucí

Exponenciální rozdělení:

<latexit sha1_base64="/KXTqjR9mAS+cMzixJ/e4W3PJb8="></latexit>

�(t) =
�e��t

1� (1� e��t)
=

�e��t

e��t
= �, t � 0.



Weibullovo rozdělení   W(𝛿,k)
<latexit sha1_base64="vllFhEjjBB4XZzGpeXkvpEBW1AU="></latexit>

P (⌧  t) = F (t) =

(
0 t < 0,

1� e�
�

t
�

�k

t � 0.

<latexit sha1_base64="XhAfQGpA6+Mp2yGgNGqrS8VFwTc="></latexit>

f(t) =

(
0 t < 0,
�
t
�

�k�1 k
� e

�
�

t
�

�k

t � 0.

<latexit sha1_base64="G9FnKxTD4DCG/z88pEh5WEVbUo0=">AAACE3icbVBNSwMxEM3Wr1q/qh69BItQPyi7IiqCUBDRYwVrC91SZtNsDU12l2RWKKX/wYt/xYsHRbx68ea/Ma09qPXBwMt7M2TmBYkUBl3308lMTc/MzmXncwuLS8sr+dW1GxOnmvEqi2Ws6wEYLkXEqyhQ8nqiOahA8lrQPRv6tTuujYija+wlvKmgE4lQMEArtfI750UfId0+9dtcIvgXoBT4gegU/VADo16X7nrD9/ZeK19wS+4IdJJ4Y1IgY1Ra+Q+/HbNU8QiZBGManptgsw8aBZN8kPNTwxNgXejwhqURKG6a/dFNA7pllTYNY20rQjpSf070QRnTU4HtVIC35q83FP/zGimGx82+iJIUecS+PwpTSTGmw4BoW2jOUPYsAaaF3ZWyW7BZoI0xZ0Pw/p48SW72S95h6eDqoFA+GceRJRtkkxSJR45ImVySCqkSRu7JI3kmL86D8+S8Om/frRlnPLNOfsF5/wLXSZw3</latexit>

E(⌧) = ��
�1
k
+ 1

�
,

<latexit sha1_base64="edqEbVWsY0BLxmqD3TNaBlnIh0I="></latexit>

V ar(⌧) = �2
⇢
�
�2
k
+ 1

�
�
h
�
�2
k
+ 1

�i2�

𝜆(t)

t

k

𝛿               2𝛿             3𝛿

3/𝛿 

2/𝛿 

1/𝛿 

0

W(𝛿,1)=Exp(𝛿)



Modelování doby života (doby do poruchy)

λ(t) =
f(t)

1− F (t)
, t ∈ R

Pravděpodobnost, že se zařízení porouchá v čase t+𝜀, když víme, že se do 
doby 𝜀 neporouchalo (pro hodně malá 𝜀) je rovna přibližně  𝜀𝜆(t).   

W
(k 

> 1
)

𝜆

t

Intenzita poruchy
W(k = 1)

W
(k <1)



Poissonův proces - model vzniku náhodných událostí v čase

<latexit sha1_base64="QqGkHY5f4wlJLF08f6R4y3Xebzk=">AAACE3icbVDLSsNAFJ3UV62vqEs3g0VQFyURUREKBTe6kQq2Ck0Mk+nEDk4mceZGKCH/4MZfceNCEbdu3Pk3Th8LXwcuHM65l3vvCVPBNTjOp1WamJyaninPVubmFxaX7OWVtk4yRVmLJiJRlyHRTHDJWsBBsMtUMRKHgl2EN0cD/+KOKc0TeQ79lPkxuZY84pSAkQJ7+3QTtuqezuIg53W3uMo9LiPoF/gkyL0cAu4JdovBK4rArjo1Zwj8l7hjUkVjNAP7w+smNIuZBCqI1h3XScHPiQJOBSsqXqZZSugNuWYdQyWJmfbz4U8F3jBKF0eJMiUBD9XvEzmJte7HoemMCfT0b28g/ud1MogO/JzLNAMm6WhRlAkMCR4EhLtcMQqibwihiptbMe0RRSiYGCsmBPf3y39Je6fm7tV2z3arjcNxHGW0htbRJnLRPmqgY9RELUTRPXpEz+jFerCerFfrbdRassYzq+gHrPcv812eOQ==</latexit>

N(t) =
1X

i=1

I{tit}

1) N(0) = 0 , 
2) N(t) má nezávislé přírůstky, to znamená, že pro každé                                        

a všechna                                        jsou náhodné veličiny                                                                                                                             
stochasticky nezávislé,                 

3) přírůstky N(t+h) – N(t)   mají Poissonovo rozdělení s parametrem 𝜆h.  

<latexit sha1_base64="ORGK6K9VxzW2SKsfoxJS+4Mxz00=">AAACCHicbVBNSwMxEJ2tX7V+rXr0YLAIHkrZLUVFEApePEkF2wrdpWTTtA3NZpckK5TSoxf/ihcPinj1J3jz35ht96CtDwKP92YmMy+IOVPacb6t3NLyyupafr2wsbm1vWPv7jVVlEhCGyTikbwPsKKcCdrQTHN6H0uKw4DTVjC8Sv3WA5WKReJOj2Lqh7gvWI8RrI3UsQ/ZpVuqlLxupFUJiRLykPCY8EKsB0GAbjp20Sk7U6BF4makCBnqHfvLzCJJSIUmHCvVdp1Y+2MsNSOcTgpeomiMyRD3adtQgUOq/PH0kAk6NkoX9SJpntBoqv7uGONQqVEYmMp0QTXvpeJ/XjvRvXN/zEScaCrI7KNewpGOUJoK6jJJieYjQzCRzOyKyABLTLTJrmBCcOdPXiTNStk9LVdvq8XaRRZHHg7gCE7AhTOowTXUoQEEHuEZXuHNerJerHfrY1aas7KeffgD6/MHb5CXtA==</latexit>

i = 1, 2, . . . , n, n 2 N
<latexit sha1_base64="wnEEeLjoJOexUHI+g8P4OkTS2z4=">AAACBXicbVDLSgMxFM3UV62vUZe6CBahhbbMSFFxVXDjSirYB7RDyaRpG5rJDMkdoQzduPFX3LhQxK3/4M6/MX0stPWQcA/n3kNyjx8JrsFxvq3Uyura+kZ6M7O1vbO7Z+8f1HUYK8pqNBShavpEM8ElqwEHwZqRYiTwBWv4w+tJv/HAlOahvIdRxLyA9CXvcUrASB37+DYHHZkvTkoii+44X8Btc7oh6ELHzjolZwq8TNw5yaI5qh37yxhpHDAJVBCtW64TgZcQBZwKNs60Y80iQoekz1qGShIw7SXTLcb41Chd3AuVuRLwVP3tSEig9SjwzWRAYKAXexPxv14rht6ll3AZxcAknT3UiwWGEE8iwV2uGAUxMoRQxc1fMR0QRSiY4DImBHdx5WVSPyu556XyXTlbuZrHkUZH6ATlkIsuUAXdoCqqIYoe0TN6RW/Wk/VivVsfs9GUNfccoj+wPn8A2t6WPQ==</latexit>

N(tn)�N(tn�1), . . . ,
<latexit sha1_base64="mz3tppiT4fKSgEE7yjR9BWp+u88=">AAAB9HicbVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK0C8uMFBVXBTeupIJ9QDuUTJppQzOZMblTKEO/w40LRdz6Me78GzPtLLT1wOUezrmX3BwvElyDbX9bubX1jc2t/HZhZ3dv/6B4eNTSYawoa9JQhKrjEc0El6wJHATrRIqRwBOs7Y1vU789YUrzUD7CNGJuQIaS+5wSMJJ7X4a+UzlPm13pF0t21Z4DrxInIyWUodEvfvUGIY0DJoEKonXXsSNwE6KAU8FmhV6sWUTomAxZ11BJAqbdZH70DJ8ZZYD9UJmSgOfq742EBFpPA89MBgRGetlLxf+8bgz+tZtwGcXAJF085McCQ4jTBPCAK0ZBTA0hVHFzK6YjoggFk1PBhOAsf3mVtC6qzmW19lAr1W+yOPLoBJ2iMnLQFaqjO9RATUTRE3pGr+jNmlgv1rv1sRjNWdnOMfoD6/MHOqiQbw==</latexit>

N(t1)�N(t0)

Poissonův proces                          je funkce dvou proměnných
<latexit sha1_base64="LOpMmZhrq/4/kr9RjDN8QF2KXW4=">AAAB/nicbVDLSsNAFJ3UV62vqLhyM1iEClISKSq6KbhxJRXsA5pQJtNJO3QyiTM3QgkFf8WNC0Xc+h3u/Bunj4VWD1w4nHMv994TJIJrcJwvK7ewuLS8kl8trK1vbG7Z2zsNHaeKsjqNRaxaAdFMcMnqwEGwVqIYiQLBmsHgauw3H5jSPJZ3MEyYH5Ge5CGnBIzUsfe87KYER5fYw+D12D12vGNv1LGLTtmZAP8l7owU0Qy1jv3pdWOaRkwCFUTrtusk4GdEAaeCjQpeqllC6ID0WNtQSSKm/Wxy/ggfGqWLw1iZkoAn6s+JjERaD6PAdEYE+nreG4v/ee0UwnM/4zJJgUk6XRSmAkOMx1ngLleMghgaQqji5lZM+0QRCiaxggnBnX/5L2mclN3TcuW2UqxezOLIo310gErIRWeoiq5RDdURRRl6Qi/o1Xq0nq03633amrNmM7voF6yPb6YMk/0=</latexit>

{N(t); t � 0 }
<latexit sha1_base64="Gh9dmPMKp6PV5ze4Gd4zKADzQcE="></latexit>

N :
�
⌦, h0,1)

�
! N taková, že

<latexit sha1_base64="nJXSkjxdXxiwB1N7ONPAYBCV1qQ=">AAACBnicbVDLSgMxFM34rPU16lKEYBFclRkpKq4KblxWsA9oh5JJb9vQTGZM7gildOXGX3HjQhG3foM7/8a0nYW2Hgg5nHPvTe4JEykMet63s7S8srq2ntvIb25t7+y6e/s1E6eaQ5XHMtaNkBmQQkEVBUpoJBpYFEqoh4PriV9/AG1ErO5wmEAQsZ4SXcEZWqntHnktCfcU27O71YnR0ExStO0WvKI3BV0kfkYKJEOl7X7ZCTyNQCGXzJim7yUYjJhGwSWM863UQML4gPWgaaliEZhgNF1jTE+s0qHdWNujkE7V3x0jFhkzjEJbGTHsm3lvIv7nNVPsXgYjoZIUQfHZQ91UUozpJBPaERo4yqEljGth/0p5n2nG0SaXtyH48ysvktpZ0T8vlm5LhfJVFkeOHJJjckp8ckHK5IZUSJVw8kieySt5c56cF+fd+ZiVLjlZzwH5A+fzB3GUl9I=</latexit>

0  t0  · · ·  tn

čas* * * * ** * * *

N(t) počet událostí do času t

       t1  t2           t3                 t4        t5t6                    t7     t8                          t9

<latexit sha1_base64="X90D8DLUXRYTQL1h8Sxp2A5ggL8=">AAACFnicbVDLSgMxFM3UV62vqks3wSJUGMtMERWhUHDjSipYLXRKyaSZNjSTGZM7Qhn6FW78FTcuFHEr7vwb08dCWw8EDufcw809fiy4Bsf5tjILi0vLK9nV3Nr6xuZWfnvnVkeJoqxOIxGphk80E1yyOnAQrBErRkJfsDu/fzHy7x6Y0jySNzCIWSskXckDTgkYqZ0/gjaveFwGXgpel91j5xx7Nr4qwmGl79ne0Mb9imuXba8TgW7nC07JGQPPE3dKCmiKWjv/ZXI0CZkEKojWTdeJoZUSBZwKNsx5iWYxoX3SZU1DJQmZbqXjs4b4wCgdHETKPAl4rP5OpCTUehD6ZjIk0NOz3kj8z2smEJy1Ui7jBJikk0VBIjBEeNQR7nDFKIiBIYQqbv6KaY8oQsE0mTMluLMnz5Pbcsk9KR1fHxeq59M6smgP7aMictEpqqJLVEN1RNEjekav6M16sl6sd+tjMpqxppld9AfW5w/INJyX</latexit>

ti = inf{t � 0 : N(t) = k }, k = 1, 2, . . .



Úloha: Jaké rozdělení pravděpodobnosti má doba mezi k událostmi?

a) Doby mezi dvěma událostmi mají exponenciální rozdělení s parametrem 𝜆. 

b) Doba mezi třemi událostmi je součtem dvou dob s exponenciálním rozdělením, 
tedy pro k = 2 :

X1, X2, . . . , Xn ⇠ Exp(�), Zn =
nX

i=1

Xi

<latexit sha1_base64="N81ZDx7ZXdCxDOyl1LoJxNAIrmk="></latexit>

hn(z) = ?

<latexit sha1_base64="ObKWibGHzjsG3b2SqksIL2LKX8g=">AAACDXicbVDLSsNAFJ3UV62vqks3g1VIEUpSiopQKLjpMoJtg20Ik+mkHTp5ODMR2tIfcOOvuHGhiFv37vwbp20W2nrgwuGce7n3Hi9mVEjD+NYyK6tr6xvZzdzW9s7uXn7/oCmihGPSwBGLuO0hQRgNSUNSyYgdc4ICj5GWN7ie+q0HwgWNwls5jIkToF5IfYqRVJKbP6m7ZX1UrFr6XYeRezgqwiq0dNs1z2y3nEpuvmCUjBngMjFTUgApLDf/1elGOAlIKDFDQrRNI5bOGHFJMSOTXCcRJEZ4gHqkrWiIAiKc8eybCTxVShf6EVcVSjhTf0+MUSDEMPBUZ4BkXyx6U/E/r51I/9IZ0zBOJAnxfJGfMCgjOI0GdiknWLKhIghzqm6FuI84wlIFmFMhmIsvL5NmuWSelyo3lULtKo0jC47AMdCBCS5ADdSBBRoAg0fwDF7Bm/akvWjv2se8NaOlM4fgD7TPHzGhmHo=</latexit>

H2(z) = P (Z  z) = P (X1 +X2  z)=
ZZ

x1+x2z
f(x1, x2)dx1dx2

<latexit sha1_base64="rk2Txczgr29hwXlgNoH0XBPFNKM=">AAACIXicbVBLSwMxEM76tr6qHr0Ei6AoZbcoelAQvHhUsK3QLUs2ndVgNrsms9K69K948a948aCIN/HPmD5ArQ4EvscMk/nCVAqDrvvhjI1PTE5Nz8wW5uYXFpeKyys1k2SaQ5UnMtGXITMghYIqCpRwmWpgcSihHt6c9Pz6HWgjEnWBnRSaMbtSIhKcoZWC4sER9YVQGOTtwNtuBxVfwi2970ablu9YvuUjtDFvdS3/hhUaFEtu2e0X/Qu8ISiRYZ0FxXe/lfAsBoVcMmManptiM2caBZfQLfiZgZTxG3YFDQsVi8E08/6FXbphlRaNEm2fQtpXf07kLDamE4e2M2Z4bUa9nvif18gwOmjmQqUZguKDRVEmKSa0FxdtCQ0cZccCxrWwf6X8mmnG0YZasCF4oyf/BbVK2dst753vlo4Ph3HMkDWyTjaJR/bJMTklZ6RKOHkgT+SFvDqPzrPz5rwPWsec4cwq+VXO5xef4aM0</latexit>

= �2

Z z

0
e��x1

Z z�x1

0
e��x2dx2dx1 = · · · = 1� e��z � �ze��z

<latexit sha1_base64="QcNppUQvveKlugwF6EfRJGGxtj4="></latexit>

h2(z) = �e��z � �e��z + �2ze��z = �2ze��z, z � 0

<latexit sha1_base64="LMbp8eHMISSB3zuZpewd9CxYLro="></latexit>

H2(z) =

Z 1

�1

Z z�x1

�1
f(x1, x2)dx2dx1 =

Z z

0

Z z�x1

0
�e��x1�e��x2dx2dx1

<latexit sha1_base64="AZctXwa/p6LFkArEUJhK/4PbkoA="></latexit>

c) Pro k = 3:   ………. 
d) Postup lze zobecnit pro k :

<latexit sha1_base64="OiYp6/rAvR7VTSzeD/65PMp9DdY="></latexit>

hk(z) =
�k

(k � 1)!
zk�1e��z, z � 0

<latexit sha1_base64="XCh3b1sRnOT1KATwuRfihQQameA=">AAAB+XicbVDLSgNBEOyNrxhfqx69DAYhgoTdEFREIeDFYwTzgGRZZiezyZDZBzOzgWTJn3jxoIhX/8Sbf+Mk2YMmFjQUVd10d3kxZ1JZ1reRW1vf2NzKbxd2dvf2D8zDo6aMEkFog0Q8Em0PS8pZSBuKKU7bsaA48DhtecP7md8aUSFZFD6pcUydAPdD5jOClZZc0xy4ldLk/M66QF00ubXKrlm0ytYcaJXYGSlChrprfnV7EUkCGirCsZQd24qVk2KhGOF0WugmksaYDHGfdjQNcUClk84vn6IzrfSQHwldoUJz9fdEigMpx4GnOwOsBnLZm4n/eZ1E+ddOysI4UTQki0V+wpGK0CwG1GOCEsXHmmAimL4VkQEWmCgdVkGHYC+/vEqalbJ9Wa4+Vou1myyOPJzAKZTAhiuowQPUoQEERvAMr/BmpMaL8W58LFpzRjZzDH9gfP4AF6ORWQ==</latexit>

h2(z) = 0, z < 0.

<latexit sha1_base64="IoiMxGyyjSCOrAwf5O5KmCLqNJc=">AAAB+XicbVDLSsNAFL3xWesr6tLNYBEqSEikqIhCwY3LCvYBbQiT6aQdOnkwMym0oX/ixoUibv0Td/6N0zYLbT1w4XDOvdx7j59wJpVtfxsrq2vrG5uFreL2zu7evnlw2JBxKgitk5jHouVjSTmLaF0xxWkrERSHPqdNf3A/9ZtDKiSLoyc1Sqgb4l7EAkaw0pJnmn1vUB6f3dnnqIPGt7blmSXbsmdAy8TJSQly1Dzzq9ONSRrSSBGOpWw7dqLcDAvFCKeTYieVNMFkgHu0rWmEQyrdbHb5BJ1qpYuCWOiKFJqpvycyHEo5Cn3dGWLVl4veVPzPa6cquHYzFiWpohGZLwpSjlSMpjGgLhOUKD7SBBPB9K2I9LHAROmwijoEZ/HlZdK4sJxLq/JYKVVv8jgKcAwnUAYHrqAKD1CDOhAYwjO8wpuRGS/Gu/Exb10x8pkj+APj8wdw7JGS</latexit>

hk(z) = 0, z < 0.

Erlangovo rozdělení pravděpodobnosti



Modely hromadné obsluhy (výroby, zpracování)

☺︎☺︎ ☹︎
t0 T

t8 t9

☺︎ ☹︎

☺︎ ☹︎
☺︎ ☹︎

☺︎ ☹︎ ☺︎ ☹︎

☹︎

☺︎ ☹︎ ☹︎

☺︎t1

t2

t3
t4

t5

t6
t7

☺︎

☺︎

cyklus 

obnovy

cyklus 

obnovy proces obnovy

Markovská vlastnost:   
<latexit sha1_base64="nekHhErT/SkOyIvDmjAZeI38ydE="></latexit>

P (X(t) = n |X(t� 1) = m, X(t� 2) = m2, . . . , X(0) = m0 ) = P (X(t) = n |X(t� 1) = m )

5 –

4 –

3 –

2 –

1 –

0 –



Modely hromadné obsluhy (výroby, zpracování)

                1                2                     3                                                                  4                  5

       t0      f1    r1         f2                       r2   f3            r3                             f4    r4     f5     r5 čas☹︎ ☺︎ ☺︎ ☺︎ ☺︎ ☺︎☹︎ ☹︎ ☹︎ ☹︎

☹︎☹︎☹︎ ☺︎oprava

• zakázky přicházejí v náhodném proudu (Poissonův proces) s intenzitou 𝜆 
• řadí se do fronty podle nějakého frontového režimu (FIFO, LIFO, Random) 
• postupně jsou zpracovávány v obslužné stanici a po zpracování opouštějí systém 
• doba zpracování má exponenciální rozdělení s intenzitou 𝜇  
• počet zakázek v systému má Markovskou vlastnost

5 –

4 –

3 –

2 –

1 –

0 –



Modely hromadné obsluhy (výroby, zpracování)

5 –

4 –

3 –

2 –

1 –

0 –

<latexit sha1_base64="ILKcVs3u2NFKzcptN0Lj/VnYHSU="></latexit>

P (N = n) = pn =
µ� �

µ

✓
�

µ

◆n

<latexit sha1_base64="PHI5roJ+So9ikat/JcpFowgffnE=">AAACDXicbZDLSsNAFIYn9VbrLerSzWAVKmhJpGg3lYIbV9KCvUATwmQ6sUMnF2YmQgl9ATe+ihsXirh17863cZJmoa1nGPj5/nOYOb8bMSqkYXxrhaXlldW14nppY3Nre0ff3euKMOaYdHDIQt53kSCMBqQjqWSkH3GCfJeRnju+Tv3eA+GChsGdnETE9tF9QD2KkVTI0Y9alVunfWWcNCw+Ck+hlZ0MNhQ0z1Ls6GWjamQFF4WZizLIq+XoX9YwxLFPAokZEmJgGpG0E8QlxYxMS1YsSITwGN2TgZIB8omwk2ybKTxWZAi9kKsbSJjR3xMJ8oWY+K7q9JEciXkvhf95g1h6dTuhQRRLEuDZQ17MoAxhGg0cUk6wZBMlEOZU/RXiEeIISxVgSYVgzq+8KLrnVfOiWmvXys16HkcRHIBDUAEmuARNcANaoAMweATP4BW8aU/ai/aufcxaC1o+sw/+lPb5A4eHmA0=</latexit>

P (NQ > 0) = ⇢, P (NQ = 0) = 1� ⇢

☹︎☹︎☹︎ ☺︎obsluha

• zakázky přicházejí v náhodném proudu (Poissonův proces) s intenzitou 𝜆 
• řadí se do fronty podle nějakého frontového režimu (FIFO, LIFO, Random) 
• postupně jsou zpracovávány v obslužné stanici a po zpracování opouštějí systém 
• doba zpracování má exponenciální rozdělení s intenzitou 𝜇  
• počet zakázek v systému má Markovskou vlastnost

<latexit sha1_base64="By1NnPmHT8TaFDkS3qGYapOKHzY=">AAAB/3icbVC7TsMwFHV4lvIKILGwWFRITFWCKujAUImFsSD6kJqoclynserYke2AqtCBX2FhACFWfoONv8FpM0DLubrS0Tn3ytcnSBhV2nG+raXlldW19dJGeXNre2fX3ttvK5FKTFpYMCG7AVKEUU5ammpGuokkKA4Y6QSjq9zv3BOpqOB3epwQP0ZDTkOKkTZS3z70bukw0khK8QC9vGQkLt2+XXGqzhRwkbgFqYACzb795Q0ETmPCNWZIqZ7rJNrPkNQUMzIpe6kiCcIjNCQ9QzmKifKz6f0TeGKUAQyFNM01nKq/NzIUKzWOAzMZIx2peS8X//N6qQ7rfkZ5kmrC8eyhMGVQC5iHAQdUEqzZ2BCEJTW3QhwhibA2kZVNCO78lxdJ+6zqnldrN7VKo17EUQJH4BicAhdcgAa4Bk3QAhg8gmfwCt6sJ+vFerc+ZqNLVrFzAP7A+vwBrRmVNQ==</latexit>) ⇢ < 1

<latexit sha1_base64="LW4ZSlj/OkwXp9uFWZcU/I7Fccs=">AAACAHicbZBNS8MwGMdTX+d8q3rw4KU4hO3gaGXoLoOBCJ5kQ/cCWylplm5haVKSVBhlF7+KFw+KePVjePPbmG496OYDIT/+/+chef5+RIlUtv1trKyurW9s5rby2zu7e/vmwWFb8lgg3EKcctH1ocSUMNxSRFHcjQSGoU9xxx9fp37nEQtJOHtQkwi7IRwyEhAElZY88/imeOfdl2r6Kp2n3CzV+mLEPbNgl+1ZWcvgZFAAWTU886s/4CgOMVOIQil7jh0pN4FCEUTxNN+PJY4gGsMh7mlkMMTSTWYLTK0zrQysgAt9mLJm6u+JBIZSTkJfd4ZQjeSil4r/eb1YBVU3ISyKFWZo/lAQU0txK03DGhCBkaITDRAJov9qoREUECmdWV6H4CyuvAzti7JzWa40K4V6NYsjB07AKSgCB1yBOrgFDdACCEzBM3gFb8aT8WK8Gx/z1hUjmzkCf8r4/AG3c5Pq</latexit>

E(NS) = E(N)� E(NQ) = ⇢

intenzita obsluhy

- střední počet požadavků v systému

- střední počet požadavků ve frontě

- střední počet požadavků v obsluze

- pravděpodobnost čekání

<latexit sha1_base64="vUEeKOXuNtH/W5rPg2tmWxQqpSo="></latexit>

E(N) =
1X

n=0

npn =
�

µ� �
=

⇢

1� ⇢
<latexit sha1_base64="V2mK24NoXxr1liWxL/5Xh7jr1Lw="></latexit>

E(NQ) =
1X

n=0

(n� 1)pn =
⇢2

1� ⇢

<latexit sha1_base64="Dal8I+ePLg+J/x9z3mGn5Iqla/c=">AAACAXicbVDLSgMxFM3UV62vUTeCm2ARXJUZKdqNUHDjsoKthc5QMplMG5rHkGSEMtSNv+LGhSJu/Qt3/o1pOwttPRA4nHMPN/dEKaPaeN63U1pZXVvfKG9WtrZ3dvfc/YOOlpnCpI0lk6obIU0YFaRtqGGkmyqCeMTIfTS6nvr3D0RpKsWdGack5GggaEIxMlbqu0dBohDOA2YjMZrkAc8mV4Eayr5b9WreDHCZ+AWpggKtvvsVxBJnnAiDGdK653upCXOkDMWMTCpBpkmK8AgNSM9SgTjRYT67YAJPrRLDRCr7hIEz9XciR1zrMY/sJEdmqBe9qfif18tM0ghzKtLMEIHni5KMQSPhtA4YU0WwYWNLEFbU/hXiIbKVGFtaxZbgL568TDrnNf+iVr+tV5uNoo4yOAYn4Az44BI0wQ1ogTbA4BE8g1fw5jw5L8678zEfLTlF5hD8gfP5AzsWl18=</latexit>

�

µ
= ⇢

<latexit sha1_base64="YvnjIKLnfEzf84cppg4AWcrlJ7E=">AAAB+HicbVDLSgMxFL1TX7U+WnXpJliEurDMSNFuhIIblxXsA9qxZNJMG5qZDElGqEO/xI0LRdz6Ke78GzPtLLT1wL0czrmX3Bwv4kxp2/62cmvrG5tb+e3Czu7efrF0cNhWIpaEtojgQnY9rChnIW1ppjntRpLiwOO0401uUr/zSKViIrzX04i6AR6FzGcEayMNSsXrinPel2NxlrYHo5Ttqj0HWiVORsqQoTkoffWHgsQBDTXhWKmeY0faTbDUjHA6K/RjRSNMJnhEe4aGOKDKTeaHz9CpUYbIF9JUqNFc/b2R4ECpaeCZyQDrsVr2UvE/rxdrv+4mLIxiTUOyeMiPOdICpSmgIZOUaD41BBPJzK2IjLHERJusCiYEZ/nLq6R9UXUuq7W7WrlRz+LIwzGcQAUcuIIG3EITWkAghmd4hTfryXqx3q2PxWjOynaO4A+szx9jQJJC</latexit>

= (1� ⇢)⇢n



Modely hromadné obsluhy (výroby, zpracování)

5 –

4 –

3 –

2 –

1 –

0 –

<latexit sha1_base64="Dal8I+ePLg+J/x9z3mGn5Iqla/c=">AAACAXicbVDLSgMxFM3UV62vUTeCm2ARXJUZKdqNUHDjsoKthc5QMplMG5rHkGSEMtSNv+LGhSJu/Qt3/o1pOwttPRA4nHMPN/dEKaPaeN63U1pZXVvfKG9WtrZ3dvfc/YOOlpnCpI0lk6obIU0YFaRtqGGkmyqCeMTIfTS6nvr3D0RpKsWdGack5GggaEIxMlbqu0dBohDOA2YjMZrkAc8mV4Eayr5b9WreDHCZ+AWpggKtvvsVxBJnnAiDGdK653upCXOkDMWMTCpBpkmK8AgNSM9SgTjRYT67YAJPrRLDRCr7hIEz9XciR1zrMY/sJEdmqBe9qfif18tM0ghzKtLMEIHni5KMQSPhtA4YU0WwYWNLEFbU/hXiIbKVGFtaxZbgL568TDrnNf+iVr+tV5uNoo4yOAYn4Az44BI0wQ1ogTbA4BE8g1fw5jw5L8678zEfLTlF5hD8gfP5AzsWl18=</latexit>

�

µ
= ⇢

• zakázky přicházejí v náhodném proudu (Poissonův proces) s intenzitou 𝜆 
• řadí se do fronty podle nějakého frontového režimu (FIFO, LIFO, Random) 
• postupně jsou zpracovávány v obslužné stanici a po zpracování opouštějí systém 
• doba zpracování má exponenciální rozdělení s intenzitou 𝜇  
• počet zakázek v systému má Markovskou vlastnost

<latexit sha1_base64="RTnKG61ISkpNzjl3bh+TU4Zz4Jg=">AAAB6nicbVA9SwNBEJ2LXzF+RS1tFoNgFe5ENIVFwMYyovmA5Ah7m71kyd7esTsnhCM/wcZCEVt/kZ3/xk1yhSY+GHi8N8PMvCCRwqDrfjuFtfWNza3idmlnd2//oHx41DJxqhlvsljGuhNQw6VQvIkCJe8kmtMokLwdjG9nfvuJayNi9YiThPsRHSoRCkbRSg/kxuuXK27VnYOsEi8nFcjR6Je/eoOYpRFXyCQ1puu5CfoZ1SiY5NNSLzU8oWxMh7xrqaIRN342P3VKzqwyIGGsbSkkc/X3REYjYyZRYDsjiiOz7M3E/7xuimHNz4RKUuSKLRaFqSQYk9nfZCA0ZygnllCmhb2VsBHVlKFNp2RD8JZfXiWti6p3Vb28v6zUa3kcRTiBUzgHD66hDnfQgCYwGMIzvMKbI50X5935WLQWnHzmGP7A+fwBUE6NJA==</latexit>

< 1
<latexit sha1_base64="Lj8WtWP19kXTqub2r1QNCR54cDk=">AAACGHicbZDLSsNAFIYn9VbrLerSzWAR2oU1kaLdCAUpuJIK9gJNKJPppA6dTMLMRCghj+HGV3HjQhG33fk2TtsI2vrDwM93zuHM+b2IUaks68vIrayurW/kNwtb2zu7e+b+QVuGscCkhUMWiq6HJGGUk5aiipFuJAgKPEY63uh6Wu88EiFpyO/VOCJugIac+hQjpVHfPGuUOuUrxxcIJ43SbTlNHKanByjNoK1JEJ/+0L5ZtCrWTHDZ2JkpgkzNvjlxBiGOA8IVZkjKnm1Fyk2QUBQzkhacWJII4REakp62HAVEusnssBSeaDKAfij04wrO6O+JBAVSjgNPdwZIPcjF2hT+V+vFyq+5CeVRrAjH80V+zKAK4TQlOKCCYMXG2iAsqP4rxA9I56F0lgUdgr148rJpn1fsi0r1rlqs17I48uAIHIMSsMElqIMb0AQtgMETeAFv4N14Nl6ND+Nz3pozsplD8EfG5Bva/Z+x</latexit>

E(W ) =
E(N)

�
=

1

µ� � - střední doba strávená v systému
<latexit sha1_base64="DAi+jwBNeXxNkMd+ANTqfuGGCM0=">AAACH3icbVDLSgMxFM34rPU16tJNsAh1YZmRUrsRClJwJS3YB3SGIZPJtKGZB0lGKMP8iRt/xY0LRcRd/8a0HUFbDwROzrn3Jve4MaNCGsZUW1vf2NzaLuwUd/f2Dw71o+OuiBKOSQdHLOJ9FwnCaEg6kkpG+jEnKHAZ6bnj25nfeyRc0Ch8kJOY2AEahtSnGEklOXqtWe457Ysby+cIp83yvbpkqcXUBA9luWzxUaTEILn8MRy9ZFSMOeAqMXNSAjlajv5leRFOAhJKzJAQA9OIpZ0iLilmJCtaiSAxwmM0JANFQxQQYafz/TJ4rhQP+hFXJ5Rwrv7uSFEgxCRwVWWA5EgsezPxP2+QSL9upzSME0lCvHjITxiUEZyFBT3KCZZsogjCnKq/QjxCKhKpIi2qEMzllVdJ96pi1irVdrXUqOdxFMApOANlYIJr0AB3oAU6AIMn8ALewLv2rL1qH9rnonRNy3tOwB9o02+osaLL</latexit>

E(WQ) =
E(NQ)

�
=

⇢

µ� �
- střední doba čekání ve frontě

<latexit sha1_base64="YHFNobDTyLQ5K69ASzT5TC2P1Qw=">AAACC3icbZDLSsNAFIYnXmu9RV26GVqEdmFJpGg3hYIILlu0F2hCmEwn7dDJhZmJUEL2bnwVNy4UcesLuPNtnLRZaOuBYT7+/xxmzu9GjAppGN/a2vrG5tZ2Yae4u7d/cKgfHfdEGHNMujhkIR+4SBBGA9KVVDIyiDhBvstI351eZ37/gXBBw+BeziJi+2gcUI9iJJXk6KWbSt+5qzbVVT3PuFOFTWh5HOHETBPLj1NHLxs1Y15wFcwcyiCvtqN/WaMQxz4JJGZIiKFpRNJOEJcUM5IWrViQCOEpGpOhwgD5RNjJfJcUnillBL2QqxNIOFd/TyTIF2Lmu6rTR3Iilr1M/M8bxtJr2AkNoliSAC8e8mIGZQizYOCIcoIlmylAmFP1V4gnSOUgVXxFFYK5vPIq9C5q5mWt3qmXW408jgI4BSVQASa4Ai1wC9qgCzB4BM/gFbxpT9qL9q59LFrXtHzmBPwp7fMHy0CYZQ==</latexit>

E(WS) = E(W )� E(WQ) =
1

µ - střední doba strávená v obsluze

☹︎☹︎☹︎ ☺︎obsluha

<latexit sha1_base64="ILKcVs3u2NFKzcptN0Lj/VnYHSU="></latexit>

P (N = n) = pn =
µ� �

µ

✓
�

µ

◆n



Modely hromadné obsluhy (výroby, zpracování)

                1                2                     3                                                                  4                  5

       t0      f1    r1         f2                       r2   f3            r3                             f4    r4     f5     r5 čas☹︎ ☺︎ ☺︎ ☺︎ ☺︎ ☺︎☹︎ ☹︎ ☹︎ ☹︎

☹︎☹︎☹︎ ☺︎oprava

stanice 1 ☺︎. ... ...stanice 2 stanice 3

Tandemová síť (montážní linka)

☹︎
☹︎

☹︎
☺︎

server

server

server

☹︎
☹︎

k paralelních stanic:




