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6. Nahodné vektory

Klicové pojmy: - Nahodny vektor;
« Sdruzené, marginalni a podminené charakteristiky -
distribucCni funkce, pravdépodobnostni funkce, hustota;
« Stredni hodnota nah. vektoru;
« Kovariance, korelace, korelacni koeficient,
« Kovariancni matice, korelacni matice;

Klicové vety: - Rozdéleni ndhodného vektoru s nezavislymi slozkami.
* VVztah mezi korelovanosti a stochastickou nezavislosti.
 Veta o hustoté transformovane nahodné veliCiny.



Nahodny vektor

Uvazujme zobrazeni X : Q — R” - ndhodny vektor
X = (X1(w), X2(w), ..., Xp(w)) = (X1, Xo, ..., Xp)

Sdruzené pravdépodobnostni charakteristiky nahodného vektoru:

® sdruzena distribuéni funkce

F(CUl,SUQ, ,CIZn) :P(X1 SCIZ‘l,XQ SCBQ, ceey Xn Sibn)
lim F(x1,z2,...,%n) = F(x1,22, ..., Tpn_1)
T, — OO
lim F(xi,22,...,2,) =0

€T —> — 00



Nahodny vektor

UvaZujme zobrazeni X : Q) — R" - ndhodny vektor
X = (X1(w), X2(w), ..., Xp(w)) = (X1, Xo, ..., Xp)

Sdruzené pravdépodobnostni charakteristiky nahodného vektoru:

® sdruzenad distribuéni funkce
F(ZUl,SUQ, ,CIZn) = P(X1 S 231,X2 S Ly o v vy Xn S CIZn)

® sdruzena pravdépodobnostni funkce (pro vektor diskrétnich nah. velicin)
Piiio,....0n — P(Xl — a”ilaXQ — Qjyy - vy X’n — a”in)

S = {CLl,CLQ,...,CLm} § Piiia,...in — 1

(aq;l Qi ey Qi )ES”

Piiklad: 7 = (X,Y), X €{a1,a2,a3}, Y € {b1,ba}

Y Xl a a2 as

b pui | pi2 | pi3
b2 | pa1 | p22 | p23

P11 + P12 + P13 + P21 + P2z + P23 =1




Nahodny vektor

UvaZujme zobrazeni X : Q) — R" - ndhodny vektor
X = (X1(w), X2(w), ..., Xp(w)) = (X1, Xo, ..., Xp)

Sdruzené pravdépodobnostni charakteristiky nahodného vektoru:

® sdruzenad distribuéni funkce
F(ZUl,SUQ, ,CIZn) = P(X1 S 231,X2 S Ly o v vy Xn < CIZn)

® sdruzena pravdépodobnostni funkce
Diyiig,...in = P(X1 =ai, Xo =a4y,..., Xn =a;,)

® sdruzena hustota

fn(ajlaxQ,...,CCn) — ( 1y &2, ) n)

0x10xso ...0x,

+o0 +0o0
/ / f*"(x1, 2, ..., x,)dridey .. .dx, =1

O CR": P(XE@):/---/f”(a:l,ajg,...,xn)dxldxg...da:n
S,



Nahodny vektor

UvaZujme zobrazeni X : Q) — R" - ndhodny vektor

X = (X1(w), X2(w), ..., Xp(w)) = (X1, Xo, ..., Xp)
Marginalni pravdépodobnostni charakteristiky nahodného vektoru:
Rozdéleni jednotlivych slozek ndhodného vektoru

® marginalni distribu¢ni funkce
FYi(z) = F(oo,...,00,,00,...,00) = P(X; <00,...,X; <z,..., X, < 00)

Priklad: Z = (X, Y) F(Qj’y) — ] —e ¥ — 7Y _|_e—a:—y’ T,y >0



Nahodny vektor

UvaZujme zobrazeni X : Q) — R" - ndhodny vektor

X = (X1(w), X2(w), ..., Xp(w)) = (X1, Xo, ..., Xp)
Marginalni pravdépodobnostni charakteristiky nahodného vektoru:
Rozdéleni jednotlivych slozek ndhodného vektoru
® marginalni distribuc¢ni funkce

FYi(z) = F(oo,...,00,,00,...,00) = P(X; <00,...,X; <z,..., X, < 00)

® marginalni hustota

Piiklad: Z = (X,Y) F(z,y)=1—¢%—c ¥4 z,y>0

O°F(v,y) .,
— — x >
f(z,y) 920y e , £,y >0

X () = /0 T Yy = 0o V] = o=F, 1 > 0

¥ (y) :/ e ldz=--=e¥, y20
0



Nahodny vektor

UvaZujme zobrazeni X : Q) — R" - ndhodny vektor

X = (X1(w), X2(w), ..., Xp(w)) = (X1, Xo, ..., Xp)
Marginalni pravdépodobnostni charakteristiky nahodného vektoru:
Rozdéleni jednotlivych slozek ndhodného vektoru

® marginalni distribu¢ni funkce
FYi(z) = F(oo,...,00,,00,...,00) = P(X; <00,...,X; <z,..., X, < 00)

o marginélm’ hustota

n
/ / fa:1, yLi—1,Li41 - aznd Az digy oy

o margma ni pravdepodobnostm funkce

Z ZZ : :pjl7"’7j73—17k7j’i—|—17---7jn
Jn

j'L 1]1—|—1
(soucty jsou pres vsechny slozky kromée i-té, ktera je ve vSech scCitancich rovna k)



Nahodny vektor

UvaZujme zobrazeni X : Q) — R" - ndhodny vektor
X = (X1(w), X2(w), ..., Xp(w)) = (X1, Xo, ..., Xp)

Podminéné pravdépodobnostni charakteristiky nahodného vektoru:
Rozdéleni, kdy jedna nebo vice slozek (r < n) nahodného vektoru je konstantni.

® podminéna distribucni funkce
F(zy,...,xp|Tra1,..., %) = ilgo P(Xi<z1,....X, <xplzri1 < Xpy1 <
Trg1+ 0, < Xy <xp+A)

Piiklad: Z = (X,Y) F(z,y)=1—-e%—e¥+e * Y, z,4>0

Jo fty)dt — fy f(t y Jdt  e¥(1—e") =1—e "
Yy [T ftyd eV

F(zly) =



Nahodny vektor

UvaZujme zobrazeni X : Q) — R" - ndhodny vektor
X = (X1(w), X2(w), ..., Xp(w)) = (X1, Xo, ..., Xp)

Podminéné pravdépodobnostni charakteristiky nahodného vektoru:
Rozdéleni, kdy jedna nebo vice slozek (r < n) nahodného vektoru je konstantni.

® podminéna distribucni funkce
F(xla s 75177“‘377“—|—17 s 737?1) — AH—I)lO P(Xl < L1, 7X7“ < xr’xr—l—l < X’r—l—l <
Trg1+ 0, < Xy <xp+A)

® podminéna hustota

flzy,...,xp)

f(flfl, ce ,xr‘xr—l—ly ce 73377,) — fr—l—l,...,n(ajr_i_l’ c e ,xn)

Piiklad: Z = (X,Y) F(z,y)=1—-e%—e¥+e * Y, z,4>0

_fly) o fley) eV
flzly) = ) T fydt T e




Nahodny vektor

UvaZujme zobrazeni X : Q) — R" - ndhodny vektor

X = (X1(w), X2(w), ..., Xp(w)) = (X1, Xo, ..., Xp)

Nezavislost slozek ndhodného vektoru:

Slozky nahodného vektoru jsou stochasticky nezavislé pravé kdyz plati

o Flay,...,3,) = HFXi(ﬁi)

Priklad: Z = (X,Y)
FX(z)=1—-e7, FY(yy=1—-eY, F(r,y)=1—e—eYV+e Y z,9y>0



Charakteristiky nahodného vektoru

® stiredni hodnota
E(X) — E(X17X27-- . 7Xn) — (E(Xl)vE(XQ)v 7E(Xn))

+0o0 +0o0
E(Xy) :/ / r1f(x1,22,...,2,)dx1d2s ... do)

+ o0 +00 +00
:/ m1/ / f(x1,29,...,xy)dr1desy .. . doy,
— OO — 0 — 0

+o00 +00 +00
:/ ) (/ / f"(xl,xz,...,xn)dxg...da;'n> dxq

_|_
=/ 1" (@) 2y

marginalni hustota




Charakteristiky nahodného vektoru

e stredni hodnota

E(X) = B(

® kovarianéni matice

Var(X) = E(X — E(X))?

D(X)=EX - EX)TEX - E(X))

[

\

[ X1— B(X))
X; — E(X)

\ X, —.E.(Xn)

(X1 - E(X,), Xy — E(Xy), -

, Xn — E(X,))




Charakteristiky nahodného vektoru

e stredni hodnota

E(X) = E(X1, Xa,..., X,) = (B(X1), E(Xa),..., B(X,))

® kovarianéni matice

Var(X) = BE(X — E(X))?




Charakteristiky nahodného vektoru

® stiredni hodnota
E(X) — E(X17X27-- . 7Xn) — (E(Xl)vE(XQ)v 7E(Xn))

® kovarianéni matice

Var(X) = E(X — E(X))?

D(X)=E(X - E(X))TE(X — E(X)) kovariance Cov(X.X;)
( (X1 —E(Xy))(X1 — E(Xy) (X1 —E(Xy))(Xe—E(X2) -+ (X1 —EX))(X, - E(X,)) \
_ (Xo — E(X2)) (X1 — E(X7)) (Xo—FE(X2)(Xes—FE(X3)) -+ (Xo—FE(X2))(X,—E(Xy))
\ (X0 — B(X))(X1 = B(X1) (Xn— B(X))(Xo — B(X2)) + (Xn— B(X,))(Xn — B(X,)) /

\rozptyly Var(X;)



Charakteristiky nahodneho vektoru

e stredni hodnota
E(X) = E(X1,Xa,..., X,) = (B(X1), E(X2), ..., B(X,,))

® kovarianéni matice ( Var(X;) Cov(X1,Xs) --- Cov(X1,X,) \
. Cov(Xa, X1) Var(Xs) o Cov(Xa, Xy)
D(X) = . : :
\ Cov(X,,X1) Cov(X,,Xs3) --- Var(X,) )

e Kovariance Cov(X,Y) je mira linedrni zavislosti mezi Xa Y.

e Cov(X,Y)=E(X - EX)(Y — EY)

e Cou(X,Y)=Cou(Y,X) = D(X) jesymetricka

e Kovariance Cov(X,Y") zavisi na méfitku (jednotkach).
Cov(X,Y)

vV Var(X)Var(Y)

® nezavisi na méfitku: —1 < p(X,Y) <1
® je mirou linearni zavislosti

e korelaéni koeficient p(X,Y) =




Charakteristiky nahodného vektoru

e stredni hodnota

E(X) = E(X1,Xa,...,X,) = (BE(X1), BE(X2),...,E(Xy,))

® kovarianéni matice

D(X) =

e korelaéni koeficient

( Var(Xy) Cov(X1, X5)
Cov(Xso, X7) Var(Xs)

\ COU(Xn,Xl) Cov(Xn,Xg)
_ Cov(X,Y)
VVar(X)Var(Y)

p(X,Y)

® nezavisi na méfitku: —1 < p(X,Y) <1
® je mirou linearni zavislosti

® korelaéni matice

R(X) =

Cov(X1,X,) \

Cov(Xa, X,)

Var(X,)

/



(
IS

b 7b2}
X € {CLl,CLQ,CLg}, YE{ 1

—P(X:CL@/\Y:bj)
Pij =

al

a2

a3

b1

p11

p12

p13

b2

p21

P22

P23




Diskrétni nahodny vektor 7Z=(X Y)

X € {al,ag,ag}, Y € {bl,bg} X

al a a3 Y

b1 pii | pi2 | p13 | pi

Pij = P(X =a; NY = bj) b2 | p21 | p22 | p23 | pY2
X | X1 | p%2 | P53 1 Z pij = 1
P(X:ai)zzpij:pzx ¥,J
bj
P(Y:bj):sz'jzp}-/ P(X:ai]Y:bj):]i}f: Bij
a; p; Zai Dij
Priklad:

Jsou tfi vyrobci dodavané soucastky a ta muze byt ve kvalitativni tfidé I, 1| nebo
Ill. Pravdépodobnostni rozdéleni téchto znaku je dano tabulkou:

Jaka je pravdepodobnost toho, ze nahodnée A - =

vybrana soucastka tfidy lll je od vyrobce A?
| | 0,22 | 0,18 | 0,10 | 0,5

X e{l1,2,3}, Ye{1,2,3} PX=1Y=3)=? | 1|02 | 0,08 | 0,07 | 0,27

0, 08 iy 0,08 { 0,12 | 0,03 | 0,23

P(X=1Y =3)= — 0, 3478

0, 23 0,42 | 0,38 | 0,20 | 1,00




Spojity nahodny vektor 7Z=(XY)

Dvourozmerné rozdeleni pravdepodobnosti:
sdruzena distribuéni funkce F(x,y)=P(X <x, Y<y)

Flr,y) =P(X <zANY <y)=PX <z)P(Y <y|X <z) = F(2)F(y|z)

~ A
Pokud jsou X a Y stochasticky nezavislé, potom je

F(r,y) =P(X <z ANY <y)=PX <x)P(Y <y)= F(z)F(y)

Plati to i opacné: pokud je F(x,y) = F(x)F(y), potom jsou X a Y stochasticky

nezavisleé.
\_ Y,

O*F
0x0y

= f(z,v) ... anaopak ... F(x,y)Z/x /y f(u, v)dudv

Specialné P((X,Y)e W) = // f(z,y)dxdy pro libovolnou oblast W C R”
%%




Spojity nahodny vektor Z=(XY)
Jaké je rozdeleni pravdepodobnosti slozky X7

P(Xga:) :P(ng/\Ygoo):/glj /OO f(z,y)dydx

:/1 (/O; f(x,y)dy)d;v:/; Fr (uw)du

Hustotu fx(x / f(z,y)dy nazveme marginalni hustotou slozky X
vektoru Z=(X,Y). Podobné fy (y / f(z,y)dx je marginalni hustotou
slozky Y.

Slozky X a Y nahodného vektoru Z=(X,Y) jsou stochasticky nezavislé prave
kdyz plati jedna z rovnosti

f(z,y) = fx(x)fy(y)
F(z,y) = Fx(x)Fy(y)

~ N\



Nahodny vektor 7Z=(X,Y)

Stredni hodnota nahodného vektoru Z=(X,Y) je rovna vektoru strednich hodnot
jeho slozek: E(Z2)=(EX, EY).

FX = / / x f(x,y)dxdy = / r | flx,y)dyde = | xf*(x)dz,
R? R JR JR

FY = / / yf(x,y)drdy = / x, Yy )drdy = / iy f Y(y)r]y.
R? R JR

V diskrétnim pfipadé: EX = ZZ Lapis =Z Z;ll,zzmm;".

i

EY = ZZUJP :ZI/JZI“':Z?/]]‘)}"

J

Kovariance cov(X,Y) nahodnych veliCin X, Y je definovana jako
cov(X,Y) = E[(X-EX).(Y-EY)] = EXY - EX.EY

kde FEXY = / / xy f(r,y)drdy. nebo EXY = Z Z-’I-'s;l/ﬂ‘)zj,
J J R? i ]



Nahodny vektor Z=(X,Y)

Korelacni koeficient o(X,Y) nahodnych veliCin X,Y je roven
cov(X,Y)
p(X,Y) =
\/Var(X)Var(Y)

Je-li p(XY)=0 t,rikame, ze Xa Y jsou nekorelovane.

Kovariancéni matice nahodného vektoru Z=(X,Y) ma tvar

Var(X) cov(X,Y)
D(X,Y) = (cov(Y,X) Var(Y) )

Korelacni matice nahodného vektoru Z=(X,Y) ma tvar

R(X,Y) = (p(yle) p(Xl’ Y)>



Nahodny vektor 7Z=(X,Y)

Jsou-li X a Y stochasticky nezavislé, potom je E(X,Y) = E(X).E(Y) a tedy
Cov(X,Y) =0.

Jsou-li X a Y stochasticky nezavislé, potom je

EXY = ZZ: i oY Z i Zz,,p — EX.EY.

pripadne (ve spOJltem pripade)
EXY = // xy f () f¥ (y)drdy = / N (x)da /,z/f"(;_/)(lg/—EX.EY.
JR

atedy cov(X,Y)=EXY - FXEY =FEXEY — EXFEY = 0.

Opacné tvrzeni neplati!



Nahodny vektor 7Z=(X Y)

Priklad 1: Necht nahodny vektor (X,Y) ma rovnomérné rozdéleni na jednotkovém
kKruhu. Jsou jeho slozky X a Y stochasticky nezavislé nahodné veliCiny?

/

const, (v,y) € K ={(v,y) 1 2? +y* <1}
0, jinde

flz,y) =4

\

const = —

N




Nahodny vektor 7Z=(X Y)

Priklad 1: Necht nahodny vektor (X,Y) ma rovnomérné rozdéleni na jednotkovém
kKruhu. Jsou jeho slozky X a Y stochasticky nezavislé nahodné veliCiny?

%7 (x,y)eK:{(az,y):x2—l—y2§1}
0, jinde

flz,y) =4




Nahodny vektor Z=(X,Y)

Priklad 1: Necht nahodny vektor (X,Y) ma rovnomérné rozdéleni na jednotkovém
kruhu. Jsou jeho slozky X a Y stochasticky nezavislé nahodné veliCiny?

(

o2 [F @y eE={@y) ety <)
O, jinde
Vi—a?
1 21 — x2
/ ffvydy—/ 1 2;dy= m— r€(—1,1)

=> slozky X a Y jsou stochasticky zavislé

cov(X,Y) == E(X — EX)(Y — EY) = EXY — EXEY

)
oo VI—a?
1 11 V1—x?
EX = / (,y)dxdy = —/ rdxdy = — [— Tr =0

T T T2 Vi-z?
+v1—22
EXY = — // ry drdy = / x / ydy | de =0
/1 —22
= cov(X,Y) => slozky X a Y jsou nekorelované

=



Nahodny vektor Z=(X,Y)

Priklad 1: Necht nahodny vektor (X,Y) ma rovnomérné rozdéleni na jednotkovém
kruhu. Jsou jeho slozky X a Y stochasticky nezavislé nahodné veliCiny?

(

o (@y e K={(z,y): 2* +y* < 1}
f(z,y) =« )
\O, jinde
EZ = (EX,EY) = (0,0) cov(X,Y) =0 var(X), var(Y)?

X = T CoS Q,
var(X) = EX? — (EX)* = EX? = — / / z? dxdy |y =rsing,
J=r

_%/01/02Wr3c032¢d¢dr:%</0 7“3d7“> (/02W0032¢d(,b> :i




Nahodny vektor 7Z=(X Y)

Uloha 1: Necht nahodny vektor (X,Y) ma rovhomeérné rozdeleni nad ctvercem M.
Jsou jeho slozky X a Y stochasticky nezavislé nahodné veliCiny?

o (wy)eM=A{(z,y): |z| <1, Jy| <1}
\O, jinde

flz,y) =




Nahodny vektor Z=(X,Y)

Priklad 2: Ndhodny vektor (X,Y) ma dvourozmérné normalni rozdéleni se stfedni
2

Y o2 o9\ . ... -
hodnotou (u1,u2) a kovarianéni matici ) = ( 1 122) je-li jeho dvourozmérna
J12 0'2

hustota rovna

T — - T— — — 2
1 _2(1—1 2)(( %1) —2p( p1)(=p2) | (v—p2) )
f(l’, y) — € g

2T0109 \/(1 — p?)




Nahodny vektor Z=(X,Y)

Priklad 3: Pfi méfeni dvou rozmérl soucastky ma chyba (X,Y) dvourozmérné
normalni rozdeleni s nezavislymi slozkami, nulovym vektorem strednich hodnot a

stejnymi rozptyly o°. Vypoctéte sttedni hodnotu a rozptyl celkové velikosti chyby
dané nahodnou veli¢inou Z = v X2 + Y2,

-/l j Z(z,y)f (z,y)dady

Protoze jsou slozky nezavislé, pro z,y € R* mame

Fn) = K@ ) = e i e = L
, (o . o — e 2
2mo 2o 2m o2
atedy E(Z / / VaZ+y2e” ot dxdy
2o

Substituci * = rcos 8, y = rsin 8 s Jakobianem r dostavame
1 27‘(’
/ dﬁ/ TZe_ﬁdr
277-0'2 0 0

2 o0
Dale pro ¢t = % mame FEZ = a/ (2t)%e_tdt .
0

FEZ =

O



Nahodny vektor Z=(X,Y)

Priklad 3: Pfi méfeni dvou rozmérl soucastky ma chyba (X,Y) dvourozmérné
normalni rozdeleni s nezavislymi slozkami, nulovym vektorem strednich hodnot a

stejnymi rozptyly o°. Vypoctéte sttedni hodnotu a rozptyl celkové velikosti chyby
dané nahodnou veliginou Z = v X2 4 Y2,

oo
EZ = O/O (275) 2e "dt [https://cs.wikipedia.org/wiki/Gama_funkce]

Zde pouzijeme tzv. Gamma funkci: I'(z) :/ t*~te*dt a dostavame
3 0
EZ = 0\/§F(§) = 1,2530

Podobnym zpusobem muzeme spocitat libovolny moment veliCiny Z:

1
202

2 2 2
. . oo i T24y>
EZ" = / / (z* 4+ y*)2e 202 dxdy. Stejnymi substitucemi se dostaneme
JR
00

b =

kvyrazu EZ' = o / (2t)ze tdt = (0\6) F(% + 1).
J () ~
Pomoci druhého obecného momentu EZ? = 20°T'(2) dostaneme

VarZ = EZ? — (EZ)? = 0,4290°


https://cs.wikipedia.org/wiki/Gama_funkce

Nahodny vektor Z=(X,Y)

Resent: Pocéitame i-ty obecny moment Z: je Z' = (X? + Y?)z, tedy

2%02// o+ y)ie d$dy

Substituci x = rcosf3,y = rsinf, jejiz Jakobian je r, dostavame

‘+le_ 202 dr

s

a s pouzitim dalsi substituce ¢ = 20—2

EZ" = ai/ (2t)%e_tdt = ((f\/§)z I’(% +1).
0

Odsud specielné plyne EZ = o+/2I (%) = 1, 2530. Pomoci druhého obecného
momentu EZ?% = 26°T'(2) je rozptyl VarZ = EZ? — (EZ)? = 0,42902.



Rozdéleni transformace nahodneho vektoru

Funkce nahodné veliciny

Pfedpokladejme, ze funkce y=h(x) je definovana na mnoziné hodnot veliCiny X.
Potom distribucni funkce G(y) transformované nahodné veliCiny Y=A(X) je:

Gly) = P(Y <y) = P(h(X) <) = /h S

Hustotu veli€iny Y=A(X) potom dostaneme derivaci distribuéni funkce G(y).
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Je-li funkce y=h(x) na mnoziné hodnot veliCiny X ryze monotonni, ma nahodna

veliCina Y=h(X) hustotu pravdépodobnosti
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_kde x=h"1(y), je inverzni funkce k funkci y=h(x).

Tato cast je k prostudovani na: https://sms.nipax.cz/ media/teorie pravdepodobnosti.pdf
kapitola 13 Funkce nahodnych veliCin (str. 109-117). =



https://sms.nipax.cz/_media/teorie_pravdepodobnosti.pdf

Rozdéleni transformace nahodneho vektoru
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Rozdéleni transformace nahodneho vektoru

Priklad:

Uvazujme pripad n =2 a
Yi=X1+X;, Yo=X;
Inverzni funkce jsou 1 = ¥y — ¥2, T2 = Y2 a jakobian
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Tudiz
9y, 42) = fin — v2,2).
Marginalni hustota veliciny Y, = X, + Xy je

91(‘31) = / f(’!/l — Y2, 3/2)<1y2~



Rozdéleni transformace nahodneho vektoru

Priklad: X1 ~ Ezp(A\), X2 ~ Exp()), nezavislé nahodné veliginy
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Y=MW,Y2), T=X1+X5, Y:=2X, = X1=Y1 Yy, Xo=Y>

Tudiz
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Srovnejte s odvozenim Erlangova rozdéleni pro n=2.



