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9. Odhadovani parametru

Klicoveé pojmy:

Klicové vztahy:

* Bodovy odhad

* Nestrannost a vychylenost bodoveho odhadu
» Konzistentni odhad

* Intervalovy odhad

» Koeficient spolehlivosti

» Odhady rozptylu ( ¢ a s2) a jejich vlastnosti
* Intervalovy odhad pro stredni hodnotu
* Intervalovy odhad pravdepodobnosti p



Bodové odhady

Vychyleny,
velky rozptyl

-
&

*

N

S

Nevychyleny,
maly rozptyl

G
&

I N/

Nevychyleny,
velky rozptyl

(o

Z

Z

Vychyleny,
maly rozptyl

)

Nejlepsi nestranny



Bodové odhady

Statistické charakteristiky: jsou spocCteny na zakladé pozorovani xi, x2, ..
.i.d. VYbérU X1, X2, ..., X

Stfredni hodnota
E(X) = / rf(x)dx

Vybérovyfrﬁmér

_ 1

Momenty
pe(X) = B(X — E(X))"*

Vyberove momenty

me(X) =) (2, — X)F

1=1

Rozptyl
var(X) = BE(X — E(X))?

Vyberovy rozpty

n

s% = ! Z(xz — X)?

n—14%4
1=1

Kvantily

5310004

Vyberoveé kvantily

X ([npl+1)

., Xn



Bodové odhady

Statistické charakteristiky: jsou spocCteny na zakladé pozorovani xi, x2, ..., xn
.i.d. VYbérU X1, X2, ..., X

e (Odhad stfedni hodnoty: ﬁ = Xn - je nevychyleny (nestranny, unbiased)

E(X,) =FE (%Z&) = %E <ZXZ> = %ZE(XO = %ZM = p
1=1 i=1 1=1 1=1

:

>

<
||

B(%, - = p(EE Y - (S -)

n n?

%(ZE(X& — p)? +2 y_: y: E(X; — p) (X, — H)) _ > i1 Var(X;)

1=1 1=1 j=141

- rozptyl konverguje k 0 pro n—®



Bodové odhady

Statistické charakteristiky: jsou spocCteny na zakladé pozorovani xi, x2, ..., xn
.i.d. VYbérU X1, X2, ..., X

n

N _ . A
e Odhad rozptylu: o2 = — D (X — X,)? - je vychyleny (biased)
1=1

E (1 D (X - Xn)2> = %E(Z(Xi - Xn)Q) %(E( iX}) - nE(Xg)) —

1=1 i=1




Bodové odhady

Statistické charakteristiky: jsou spocCteny na zakladé pozorovani xi, x2, ..., xn
.i.d. VYbérU X1, X2, ..., X

n

A 1 _ _
* Odhad rozptylu: ¢2 = — Z(X@ — X,)? E(6%) = " 102
i=1 n
2 __ T .9 20N 2
$T="— = F(s*)=o0

Jak je to s rozptylem téchto odhadu?

Var(s?) = Var( n &2) = ( " )2\/'31‘(572) > Var(67)

n—1 n—1

Tedy:

1 _ ' hyleny
, , o 1 o 2> Je vychyleny,
rozptyl zakladniho souboru ¢~ = - Z(Xz Xn) ale ma mensi rozptyl

1 & _ ' hyleny
- , 0 je nevychyleny,
— X@ — Xn A vAatat

vyberovy rozptyl s n— 1 2221( ) ale ma vetsi rozptyl



Bodové odhady

Odhadujeme neznamy parametr 6. Provedeme i.i.d. vybér Xi, Xz, ..., X, a jeho
pozorovani xi, x2, ..., xn. Najdeme odhadovou statistiku é(Xl, Xo,..., X,)

tak, aby splnovala nekterou (nejlépe vsechny) z nasledujicich vlastnosti:

- Nestrannost: E(0(X1, Xa,...,X,)) =0
- Vydatnost: Var(é(Xl,Xz, . ,Xn)) je minimalni
- Konzistence: lim Var(é(Xl,XQ, X)) =0

n—oo

Jak se hleda odhadova statistika?

- Metoda maximalni vérohodnosti (maximalizuje vérohodnostni funkci)
- Momentova metoda (srovnava teoretické a vyberové momenty)

- Metoda nejmensich Ctverct (minimalizuje Ctvercovou odchylku)



Bodové odhady

Metoda maximalni verohodnosti (Maximum likelihood)

- pozorovanim i.i.d. vyberu X1, Xa, ..., Xn, dostaneme pozorovani xi, x2, ..., Xn

 uvazujme sdruzenou hustotu nahodného vektoru (Xi, Xa, ..., Xa), ktera zavisi
na neznamém parametru f(xi, x2, ..., xXn; 0)

- s touto funkci budeme nadale zachazet jako s funkci neznamé 6 a budeme
ji nazyvat vérohodnostni funkci: I(8; x1, x2, ..., xn)

- hledame 6 = argmax!(0;xq,...,x,) anazveme je maximalné vérohod-

0
nym odhadem parametru 6.

Casto namisto funkce [(6; x1, x2, ..., xn) Maximalizujeme logaritmickou

verohodnostni funkci L(0; x1, x2, ..., xa)= In({(8; x1, x2, ..., Xn)).



Bodové odhady

)\k
Pfiklad: Odhad parametru Poissonova rozdéleni p(k) = Fe_’\

Mame pozorovani ki, k», ..., kn a vytvorime verohodnostni funkci

n )\k@ B B " | ik 1
i=1 " i=1 "

Vytvorime logaritmickou verohodnostni funkci:
LOX Ky b)) = —nA+In(0) Y ks + ln(

1=1 1=1

=)
a hleddme maximum: AL(\; ki kn) 1 —
) A N LV - kz
d\ T ;

—n+izkz’ —0 = [R_ 2 i=1 ke J: ML odhad A (MLE A)
A\

: T
1=1




Bodové odhady

Momentova metoda

« pozorovanim i.i.d. vybéru X1, Xz, ..., Xa Z néjakého rozdéleni s d.f. F(x;0),
kde 8 = (04, ..., 6k) je kneznamych parametru

- Spocteme k teoretickych momentd ui, ..., uxa k vybérovych momentd
mi, ..., Mk

* porovnanim téchto momentu dostaneme k rovnic, z nichz vyjadfime &

odhadl neznamych parametrd.



Bodové odhady

Priklad: Odhad parametri normalniho rozdéleni N(u, 62)

momentovou metodou.

pm = B(X) = p, po = B(X?) = 0% + p”
1 C 1« 5
m1—$—ﬁ X mQ—EZCL’Z
1=1 1=1
odtud:
A_l . A2 A2_1 - 2
fr=—> ot =)



Intervalové odhady




Intervalove odhady




Intervalove odhady

statistické riziko, ze intervalovy

odhad je chybny a skutecna
hodnota parametru bude
lezet nad nim

statistické riziko, Ze intervalovy :
odhad je chybny a skute¢na
hodnota parametru bude
lezet pod nim

koeficient
spolehlivosti

o = oo Statisticke riziko, ze intervalovy odhad je chybny
a skutecna hodnota parametru bude lezet mimo nej



Vyznam a: simulacni priklad v R

install.packages("ggplot2")
library("ggplot2")

a <-0.05

n <- 1000

tn <- qt(l-a/2,n-1)/sqrt(n)

low <- vector(mode="numeric", length=100)
mid <- vector(mode="numeric", length=100)
upp<- vector(mode="numeric", length=100)

for(i in 1:100){
z=rnorm(n)
mid[i]=mean(z)
s=sd(z)
low[i]=mid[i]-tn*s
upp[i]=mid[i]+tn*s
}
w <- data.frame(i=c(1:100), L=low, M=mid, U=upp)

ggplot(w, aes(i, M)) + geom_point() + geom_errorbar(aes(ymin = L, ymax = U))



Vyznam a: simulacni priklad v R
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Vyznam a: simulaéni priklad v R N=100, u=0, a=0.10
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Intervalové odhady

Statistické charakteristiky: jsou spocCteny na zakladé pozorovani xi, x2, ..., xn
.1.d. V)'lbéru X1, X2, ..., Xa

100(1-0)) % intervalovy odhad je interval ( 8(X), 6(X)) takovy, ze
P( (0€(0(X), 6(X))=1-a

- Pfedpokladame néjaké rozdeéleni vybéru - zpravidla normalni

 Priklad: ,l/l — Xn Xn ~ N(Iu, 0'2/n) Xn —




Intervalove odhady

Statistické charakteristiky: jsou spocCteny na zakladé pozorovani xi, x2, ..., xn
.1.d. V)'lbéru X1, X2, ..., Xa

100(1-0)) % intervalovy odhad je interval ( 8(X), 6(X)) takovy, ze
P( (0€(0(X), 6(X))=1-a

Abychom mohli vytvorit intervalovy odhad, je tfeba znat (nebo alespon pred-
pokladat) rozdeleni pravdepodobnosti odhadoveé statistiky.

Priklady:
- odhad stfedni hodnoty i = X,,: X, ~ N(u, 0°/n) g2 znamé

_ o I o
p=X ﬁma/a p=X +(ﬁma/2j

~—

SE -Standard Error




Intervalove odhady

Statistické charakteristiky: jsou spocCteny na zakladé pozorovani xi, x2, ..., xn
.1.d. VS/bérU X1, X2, ..., Xa

|
100(1-a
Vsimnete si, ze:
- Cim je rozsah vybéru n vétsi, tim je intervalovy odhad uzsi.
- Cim je mensi rozptyl o2 (a tedy bodovy odhad je presnejsi),
Abychom mohl tim je intervalovy odhad uzsi.
pokladat) rozds - Cim je vysSi koeficient spolehlivosti 1-a (statisticka jistota),
3 tim je intervalovy odhad Sirsi.
Priklady:
- odhad stfedni hodnoty i = X,,: X, ~ N(u, 0°/n) g2 znamé
- o — o
=X - —F —a/2, M= X ——=Ul—q
M \/ﬁm /2, M + \/ﬁﬂq /2
- odhad stfedni hodnoty 1= X, : X, ~ N(ﬂ, 5% /n) 02 neznamé

p=X - \/—tl a/2(n — 19 = \/—tl a/2(n — 1)]

\/

SE -Standard Error




Intervalové odhady

Statistické charakteristiky: jsou spocCteny na zakladé pozorovani xi, x2, ..., xn
.1.d. V}I/béru X1, X2, ..., Xa

100(1-0)) % intervalovy odhad je interval ( 8(X), 6(X)) takovy, ze
P( (0€(0(X), 6(X))=1-a

Abychom mohli vytvorit intervalovy odhad, je tfeba znat (nebo alespon pred-
pokladat) rozdeleni pravdepodobnosti odhadoveé statistiky.

Priklady:

B 2
- odhad rozptylu s2: (n—1)s

2
— ~ X" (n—1)

O

1) 42 1\ e2
100(1-a) % intervalovy odhad pro o2 je: 2(n L)s : (2n L)s
: .y, Xl_a/g(n o 1) Xa/g(n R 1)
(je nesymetricky!)

- odhad medianu Tmeq l1ze vyjadfit pouze pfiblizné:
- 0,707s . 0,707s
0.5 — Ul—q/2 /n ; 0.5 T Ul—q/2 NG




Intervalové odhady

Statistické charakteristiky: jsou spocCteny na zakladé pozorovani xi, x2, ..., xn
.1.d. V}I/béru X1, X2, ..., Xa

100(1-0)) % intervalovy odhad je interval ( 8(X), 6(X)) takovy, ze
P( (0€(0(X), 6(X))=1-a

Priklady: -

- statisticky odhad pravdepodobnosti p: D = —

- n-krat pozorujeme alternativni veli¢inu X a pocitame Y = Z X; .
- Je Y ~Bin(n,p) a p =Y/n = X. Potom E(p) = p,
Var(p) =p(1 —p)/n.

- pro velka n aproximujeme binomické rozdeleni normalnim, tedy
predpokladame p ~ N(p, p(1 — p)/n).

- Intervalovy odhad stfedni hodnoty potom bude ve tvaru
(=10 VDA = D)/n 5 P+ ur_aso/B—5)/n)




Intervalové odhady

Statistické charakteristiky: jsou spocCteny na zakladé pozorovani xi, x2, ..., xn
.1.d. V}I/béru X1, X2, ..., Xa

100(1-0)) % intervalovy odhad je interval ( 8(X), 6(X)) takovy, ze
P( (0€(0(X), 6(X))=1-a

Pokud nezname rozdeleni pravdepodobnosti bodového odhadu, potom
pouzijeme empirické rozdéleni a interval spolehlivosti mizeme zkonstruovat
pomoci tzv. ,syntetického® vybéru (bootstrap):

1. Provedeme vybeér X1, X, ..., Xna jeho pozorovani xi, x2, ..., xn O rozsahu n.

2. Z hodnot xi, x2, ..., xa Vybereme nahodne m <n hodnot z;,,x;,,...,%;,,
3. Z hodnot x;,,%;,,...,x;, spocteme bodovy odhad neznamého parametru
6(567;1 y Ljoy e ,ZCim).

4. Body 2 a 3 opakujeme N krat. Tim dostaneme odhady 04, ..., Ox.

5. Posloupnost 0, ..., On usporadame podle velikosti (dostaneme usporadany
vybér) a najdeme vybérové a/2 a 1-a/2 kvantily 84, a Oi.q).



Intervalove odhady

Nad jakou hodnotou bude skuteény parametr lezet s pravdepodobnosti 1-a ?

statistické riziko, ze intervalovy

odhad je chybny a skutecna
hodnota parametru bude
lezet nad nim

statistické riziko, ze intervalovy
odhad je chybny a skuteCna
hodnota parametru bude
lezet pod nim

koeficient
spolehlivosti

o = oo Statisticke riziko, ze intervalovy odhad je chybny
a skutecna hodnota parametru bude lezet mimo nej



Intervalove odhady - jednostranne

Nad jakou hodnotou bude skuteény parametr lezet s pravdepodobnosti 1-a ?

statistické riziko, ze intervalovy
odhad je chybny a skuteCna
hodnota parametru bude

lezet pod nim

interval, v nemz bude parametr
lezet s predem danou
pravdepodobnosti

>

- odhad stfedni hodnoty = X,: X,~ N(u, s°/n) 02 neznameé
levostranny 100(1-a) % intervalovy odhad: (X — %tl_a(n — 1), oo)
n



Intervalove odhady - jednostranne

Pod jakou hodnotou bude skuteény parametr lezet s pravdepodobnosti 1-a ?

statistické riziko, ze intervalovy
odhad je chybny a skutecna

hodnota parametru bude
lezet nad nim

interval, v némz bude parametr
lezet s predem danou
pravdepodobnosti

- odhad stfedni hodnoty = X,: X,~ N(u, s°/n) 02 neznameé
levostranny 100(1-a) % intervalovy odhad: (X _ itl—a(n —1), OO)
mn

7

pravostranny 100(1-a) % intervalovy odhad: (—oo, X+ %tl_a(n — 1))
n



Intervalove odhady

Priklad 1: Test spotfeby automobilu

Deklarovana prumeérna spotreba = 13,5 [/100km

14
O 194. 8
X:— i: 7 :1,14
14;x 14 3,9

14
1 4,017
2 2 —2 )
- - N - 14. — —
S 3 [;1 x; T } 3 0, 309

0, 309

SE =
14

to.05(13) = 0,15.2,16 = 0, 32

Tedy intervalovy odhad je (13,59; 14,23).

Protoze 13,5 & (13,59; 14,23), muzeme tvrdit, Ze naméfena
spotfeba se od deklarované statisticky vyznamne lisi.

spotreba

n (l/100)
1 12,8
2 13,5
3 14,2
4 13,6
5 14,1
6 14,5
7 13,6
3 13,9
9 14,3
10 15,1
1 13,7
12 13,4
13 13,9
14 14,7




Intervalove odhady

Priklad 1: Test spotfeby automobilu

> setwd("/Users/dohnal/Nextcloud/Vyuka/ZS/R")

> spotreba <- data.matrix(read.table("spotreba.txt"))
> n = length(spotreba)

>a=0.05

> s = sd(spotreba)

> m = mean(spotreba)

> SE = gt(1-a/2,n-1)*s/sqrt(n)

> ci = c(m-SE, m+SE)

> Ci

[1] 13.59333 14.23525 5 ¥
o
N/

>a=0.10

[2] 13.65118 14.17739 ®

>a =0.01

[2] 13.46675 14.36181 @

spotreba

(l/100)

12,8

13,5

14,2

aOW N =D

13,6

14,1

14,5

13,6

13,9

O| | NI |

14,3

10

1

15,1
13,7

12

13,4

13
14

13,9
14,2




stredni spotreba

Intervalove odhady

Priklad 1: Test spotfeby automobilu

Intervalové odhady pro stredni hodnotu

spotreba

(l/100)

12,8

13,5

14,2

14 4
|

///

14.2
I

14.0
I

13.8
I

13.6
I

13.4
I

aOW N =D

13,6

14,1

14,5

13,6

13,9

O| | NI |

14,3

10

1

15,1
13,7

12

13,4

I I I I I
0.90 0.92 0.94 0.96 0.98

alfa

13
14

13,9
14,2




Intervalove odhady

Priklad 1: Test spotfeby automobilu

Jednostranné odhady spotfeby na zakladé pozorovani:

— S
« levostranny 100(1-a) % intervalovy odhad: (X - %tl—a(n — 1), OO)
_ S
e pravostranny 100(1-a) % intervalovy odhad: <—O<>a X+ %tl—a(n - 1))

> n=length(spotreba)
>a=0.05

> s=sd(spotreba)

> m=mean(spotreba)

> SE=qt(l-a,n-1)*s/sqrt(n)
> m-SE

[T 13.65118

m+SE

[2] 14.17739

Tedy: 1) S pravdepodobnosti 0.95 |ze oCekavat vyssi spotfebu nez 13.65 [/100 km.
2) S pravdepodobnosti 0.95 spotfeba automobilu neprekrocCi 14.18 1/100 km.




Intervalove odhady - intervaly spolehlivosti

Priklad 2 : Odhad rozsahu vybéru pro odhad stfedni hodnoty pfi
vybéeru z normalniho rozdéeleni.

Jak velky rozsah pozorovani n potfrebujeme k tomu, abychom mohli odhadnout
stfedni hodnotu s pozadovanou toleranci + d?

Uvazujme pozorovani nahodné veliCiny X' s normalnim rozdélenim N(u, ¢2).

(X — ul—a/QO-/\/ﬁ ; X _|_u1—a/20-/\/ﬁ)

e . . o
Polovina Sife intervalu spolehlivosti d = ——u;_,

T
Oditud: [n = [(%ul_a)Ql + 1J




Intervalove odhady - intervaly spolehlivosti

Priklad 3 : Statisticky odhad pravdépodobnosti poruchy.

Pri dlouhodobé kontrole kvality vyrobku bylo z celkem 10 000 kontrolovanych kusu
nalezeno 325 vadnych vyrobkd.

p = 0.0325

Dosadime do vzorce pro intervalovy odhad p
(5= troap VB =D)/n s B+ 110y /B(1— )/ )
apro a=0.05 (ugg975 = 1.96): SE =0.0035

a tedy Ize ocekavat, ze p € (0.029 ; 0,036 ) s pravdépodobnosti 0.95.



