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F.1 - Regresní analýza

Pravděpodobnostní metody 
ve strojírenství



F.1 - Regresní analýza
Klíčové pojmy: • Lineární model 

• Metoda nejmenších čtverců 
• Rezidua

Klíčové vztahy: • Testy významnosti regresních koeficientů 
• Test významnosti regresního moédelu 
• Pásy spolehlivosti  
• Analýza reziduí 
• Linearizace modelu
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Závislost mezi nezávisle proměnnou a závisle proměnnou:  y=f(x)

• funkční závislost: x a y jsou nenáhodné, pro jedno x je nejvýše jedna hodnota y
• regresní závislost: y je realizace náhodné veličiny Y při konkrétním x; pro jedno 

x můžeme pozorovat různé hodnoty Y

Lineární regresní model
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<latexit sha1_base64="XtE8G7YQlbXiw1frqwjNmepmYh4="></latexit>

Y =

0

BBB@

Y1

Y2
...
Yn

1

CCCA

<latexit sha1_base64="NvcAy4Mu6wNAAY7Hx8uclo4I43w="></latexit>
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<latexit sha1_base64="ETaIG6Y+qg1cPWMb+8WRZ4o/730="></latexit>

Y = �0 + �1X1 + �2X2 + · · ·+ �kXk + ✏
<latexit sha1_base64="Iznz44ehG7LaBthsAblIUveaSH4=">AAACLHicbVBNSwMxEM36bf2qevQSLIJQKLtV0YOC4MVjBasrbVmy6bQNzWaXZFYoxR/kxb8iiAeLePV3mG0X0eqDwJv3ZpLMCxMpDLruyJmZnZtfWFxaLqysrq1vFDe3bkycag51HstY+yEzIIWCOgqU4CcaWBRKuA37F5l/ew/aiFhd4yCBVsS6SnQEZ2iloHhxd9YMAVng0jKdMM8PvO+i6gfVrGjHaL7Fvh/0abkJiREyVjQoltyKOwb9S7yclEiOWlB8sffxNAKFXDJjGp6bYGvINAou4aHQTA0kjPdZFxqWKhaBaQ3Hyz7QPau0aSfW9iikY/XnxJBFxgyi0HZGDHtm2svE/7xGip2T1lCoJEVQfPJQJ5UUY5olR9tCA0c5sIRxLexfKe8xzTjafAs2BG965b/kplrxDipHV4el89M8jiWyQ3bJPvHIMTknl6RG6oSTR/JM3sjIeXJenXfnY9I64+Qz2+QXnM8vYhyksA==</latexit>

Lineární regresní model

<latexit sha1_base64="zYuk5+uPfsBN+ySBMKhLZ4b0fWM="></latexit>
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Příklad: Přímková regrese:
<latexit sha1_base64="eLDlUaxrRvAiPshC3uEeZ04EhfI=">AAACBnicbZDJSgNBEIZ7XGPcoh5FaAyCIIQZcclFCHjxGMEskhlCTacmadKz0N0jhJCTF1/FiwdFvPoM3nwbe5IcNLGg4eP/q6iu308EV9q2v62FxaXlldXcWn59Y3Nru7CzW1dxKhnWWCxi2fRBoeAR1jTXApuJRAh9gQ2/f535jQeUisfRnR4k6IXQjXjAGWgjtQsH91cuiKQH9IS6PmqgzYwwUVxkftEu2eOi8+BMoUimVW0XvtxOzNIQI80EKNVy7ER7Q5CaM4GjvJsqTID1oYstgxGEqLzh+IwRPTJKhwaxNC/SdKz+nhhCqNQg9E1nCLqnZr1M/M9rpTooe0MeJanGiE0WBamgOqZZJrTDJTItBgaASW7+SlkPJDBtksubEJzZk+ehflpyLkrnt2fFSnkaR47sk0NyTBxySSrkhlRJjTDySJ7JK3mznqwX6936mLQuWNOZPfKnrM8fvSiXYQ==</latexit>

Y = ↵+ �X + ✏
<latexit sha1_base64="gD+fkiQl0RWn3Bh7Al9I6gjqH00="></latexit>
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Příklad: Kvadratická regrese:
<latexit sha1_base64="RAPgKVMNX0LhCR3cXkhEHqKRCHc=">AAACEXicbZDLSsNAFIYnXmu9VV26GSxCoVCSIlUEoeDGZQV7kSaWyfSkHTq5MDMRS+kruPFV3LhQxK07d76NkyYLbf1h4OM/53Dm/G7EmVSm+W0sLa+srq3nNvKbW9s7u4W9/ZYMY0GhSUMeio5LJHAWQFMxxaETCSC+y6Htji6TevsehGRhcKPGETg+GQTMY5QobfUKpdsL2wVFeiYu45SsTjmF6sNdtWxDJBlPWotmxZwJL4KVQRFlavQKX3Y/pLEPgaKcSNm1zEg5EyIUoxymeTuWEBE6IgPoagyID9KZzC6a4mPt9LEXCv0ChWfu74kJ8aUc+67u9IkayvlaYv5X68bKO3MmLIhiBQFNF3kxxyrESTy4zwRQxccaCBVM/xXTIRGEKh1iXodgzZ+8CK1qxapVatcnxfp5FkcOHaIjVEIWOkV1dIUaqIkoekTP6BW9GU/Gi/FufKStS0Y2c4D+yPj8Af7fm+M=</latexit>

Y = �0 + �1X + �2x
2 + ✏

<latexit sha1_base64="+3D4chzO5a8t+FoLanv3nweZMN0="></latexit>
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<latexit sha1_base64="vJkzPDp3c3esbu2wTsEl7K6lS/4=">AAACG3icbZDLSgNBEEV7fMb4irp00xgEQQgzQWI2QsCNywjmIZkQejo1SZOeB901gRDyH278FTcuFHEluPBv7EkiaOKFhsOtKrrqerEUGm37y1pZXVvf2MxsZbd3dvf2cweHdR0likONRzJSTY9pkCKEGgqU0IwVsMCT0PAG12m9MQSlRRTe4SiGdsB6ofAFZ2isTq7oBgz7nk/v6RX94abLuxG6Q+CuB8joOZ0yxFrIdChvF+yp6DI4c8iTuaqd3IfbjXgSQIhcMq1bjh1je8wUCi5hknUTDTHjA9aDlsGQBaDb4+ltE3pqnC71I2VeiHTq/p4Ys0DrUeCZznR7vVhLzf9qrQT9cnsswjhBCPnsIz+RFCOaBkW7QgFHOTLAuBJmV8r7TDGOJs6sCcFZPHkZ6sWCUyqUbi/ylfI8jgw5JifkjDjkklTIDamSGuHkgTyRF/JqPVrP1pv1PmtdseYzR+SPrM9vt/KgnQ==</latexit>

Y = X · ~� + ~✏
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<latexit sha1_base64="XtE8G7YQlbXiw1frqwjNmepmYh4="></latexit>
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<latexit sha1_base64="NvcAy4Mu6wNAAY7Hx8uclo4I43w="></latexit>
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<latexit sha1_base64="ETaIG6Y+qg1cPWMb+8WRZ4o/730="></latexit>

Y = �0 + �1X1 + �2X2 + · · ·+ �kXk + ✏
<latexit sha1_base64="Iznz44ehG7LaBthsAblIUveaSH4=">AAACLHicbVBNSwMxEM36bf2qevQSLIJQKLtV0YOC4MVjBasrbVmy6bQNzWaXZFYoxR/kxb8iiAeLePV3mG0X0eqDwJv3ZpLMCxMpDLruyJmZnZtfWFxaLqysrq1vFDe3bkycag51HstY+yEzIIWCOgqU4CcaWBRKuA37F5l/ew/aiFhd4yCBVsS6SnQEZ2iloHhxd9YMAVng0jKdMM8PvO+i6gfVrGjHaL7Fvh/0abkJiREyVjQoltyKOwb9S7yclEiOWlB8sffxNAKFXDJjGp6bYGvINAou4aHQTA0kjPdZFxqWKhaBaQ3Hyz7QPau0aSfW9iikY/XnxJBFxgyi0HZGDHtm2svE/7xGip2T1lCoJEVQfPJQJ5UUY5olR9tCA0c5sIRxLexfKe8xzTjafAs2BG965b/kplrxDipHV4el89M8jiWyQ3bJPvHIMTknl6RG6oSTR/JM3sjIeXJenXfnY9I64+Qz2+QXnM8vYhyksA==</latexit>

Lineární regresní model

<latexit sha1_base64="zYuk5+uPfsBN+ySBMKhLZ4b0fWM="></latexit>

~� =
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BBB@
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CCCA

<latexit sha1_base64="vJkzPDp3c3esbu2wTsEl7K6lS/4=">AAACG3icbZDLSgNBEEV7fMb4irp00xgEQQgzQWI2QsCNywjmIZkQejo1SZOeB901gRDyH278FTcuFHEluPBv7EkiaOKFhsOtKrrqerEUGm37y1pZXVvf2MxsZbd3dvf2cweHdR0likONRzJSTY9pkCKEGgqU0IwVsMCT0PAG12m9MQSlRRTe4SiGdsB6ofAFZ2isTq7oBgz7nk/v6RX94abLuxG6Q+CuB8joOZ0yxFrIdChvF+yp6DI4c8iTuaqd3IfbjXgSQIhcMq1bjh1je8wUCi5hknUTDTHjA9aDlsGQBaDb4+ltE3pqnC71I2VeiHTq/p4Ys0DrUeCZznR7vVhLzf9qrQT9cnsswjhBCPnsIz+RFCOaBkW7QgFHOTLAuBJmV8r7TDGOJs6sCcFZPHkZ6sWCUyqUbi/ylfI8jgw5JifkjDjkklTIDamSGuHkgTyRF/JqPVrP1pv1PmtdseYzR+SPrM9vt/KgnQ==</latexit>

Y = X · ~� + ~✏

Odhad parametrů:  (metodou nejmenších čtverců)

Zvolíme ztrátovou funkci:                                                             , kterou minimalizujeme.
<latexit sha1_base64="J/LZd8zcCUW6yIYCeIbU7R2O3A4="></latexit>

S(~�) =
nX

i=1

(yi � �0 � �1xi1 � · · ·� �kxik)
2

S = (Y �X~�)0(Y �X~�)
<latexit sha1_base64="mHZnR/Mlm8wYAHjqWkg+Q33akLs=">AAACMHichVDLSsNAFJ3UV62vqks3wSLWhSXxgS4UCi50WdE+pAllMr1ph04ezEwKJeST3PgpulFQxK1f4bSNoK3ggYHDOecy9x4nZFRIw3jRMjOzc/ML2cXc0vLK6lp+faMmgogTqJKABbzhYAGM+lCVVDJohByw5zCoO72LoV/vAxc08G/lIATbwx2fupRgqaRW/vLmvGh5WHYdN75L9r9pI7H6QGLLAYmTvd3/I618wSgZI+jTxExJAaWotPKPVjsgkQe+JAwL0TSNUNox5pISBknOigSEmPRwB5qK+tgDYcejgxN9Rylt3Q24er7UR+rPiRh7Qgw8RyWH24pJbyj+5TUj6Z7aMfXDSIJPxh+5EdNloA/b09uUA5FsoAgmnKpdddLFHBOpOs6pEszJk6dJ7aBkHpaOr48K5bO0jizaQtuoiEx0gsroClVQFRF0j57QK3rTHrRn7V37GEczWjqziX5B+/wC12Gqsw==</latexit>

~b = (X0X)�1XY
<latexit sha1_base64="UQYA7fwGa9DajCvp6w0QvktXWQE=">AAACIXicbZBLS8NAEMc3Pmt9RT16WSxiPVgSH9iDQsGLxwr2IU0sm+2mXbp5sLsplJCv4sWv4sWDIr2JX8ZNG6m2Diz89j8zzMzfCRkV0jA+tYXFpeWV1dxafn1jc2tb39mtiyDimNRwwALedJAgjPqkJqlkpBlygjyHkYbTv0nzjQHhggb+vRyGxPZQ16cuxUgqqa2XrQHBsZNcFy0PyZ7jxs3kaIrHj/GJmUz/P/SQtPWCUTLGAefBzKAAsqi29ZHVCXDkEV9ihoRomUYo7RhxSTEjSd6KBAkR7qMuaSn0kUeEHY8vTOChUjrQDbh6voRj9XdHjDwhhp6jKtMNxWwuFf/LtSLplu2Y+mEkiY8ng9yIQRnA1C7YoZxgyYYKEOZU7QpxD3GEpTI1r0wwZ0+eh/ppyTwrXdydFypXmR05sA8OQBGY4BJUwC2oghrA4Am8gDfwrj1rr9qHNpqULmhZzx74E9rXNxDgpLI=</latexit>

To vede obecně k řešení                             .

Pokud je regresor X nenáhodný, potom je tento odhad nestranným odhadem   .
<latexit sha1_base64="zVA4Lv2qVCH8+NrSqwYwt7KNpJs=">AAAB8HicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KolI7bHgxWMF+yFNKJvttF262YTdTaGE/govHhTx6s/x5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvTATXxnW/nY3Nre2d3cJecf/g8Oi4dHLa0nGqGDZZLGLVCalGwSU2DTcCO4lCGoUC2+H4bu63J6g0j+WjmSYYRHQo+YAzaqz05E+Q+SEa2iuV3Yq7AFknXk7KkKPRK335/ZilEUrDBNW667mJCTKqDGcCZ0U/1ZhQNqZD7FoqaYQ6yBYHz8ilVfpkECtb0pCF+nsio5HW0yi0nRE1I73qzcX/vG5qBrUg4zJJDUq2XDRIBTExmX9P+lwhM2JqCWWK21sJG1FFmbEZFW0I3urL66R1XfGqlerDTbley+MowDlcwBV4cAt1uIcGNIFBBM/wCm+Ocl6cd+dj2brh5DNn8AfO5w/QHpBn</latexit>

~�

E~b = ~�
<latexit sha1_base64="wWMisc9kih7cBrAEnPCVF8sK8/4=">AAAB/XicbVDLSsNAFJ34rPUVHzs3g0VwVRIf6EKhIILLCvYBTSiT6U07dPJgZlKoIfgrblwo4tb/cOffOE2z0NYDl3s4517mzvFizqSyrG9jYXFpeWW1tFZe39jc2jZ3dpsySgSFBo14JNoekcBZCA3FFId2LIAEHoeWN7yZ+K0RCMmi8EGNY3AD0g+ZzyhRWuqa+7fOCGjqZdd5dzxQJOuaFatq5cDzxC5IBRWod80vpxfRJIBQUU6k7NhWrNyUCMUoh6zsJBJiQoekDx1NQxKAdNP8+gwfaaWH/UjoChXO1d8bKQmkHAeengyIGshZbyL+53US5V+6KQvjREFIpw/5CccqwpMocI8JoIqPNSFUMH0rpgMiCFU6sLIOwZ798jxpnlTt0+r5/VmldlXEUUIH6BAdIxtdoBq6Q3XUQBQ9omf0it6MJ+PFeDc+pqMLRrGzh/7A+PwB0kSVdA==</latexit>

Var~b = �2(X0X)�1
<latexit sha1_base64="vJsRCGKH5bVM5ZIp4oquWl56yTo=">AAACH3icbZDJSgNBEIZ74hbjFvXoZTCIejDMxPWgEPDiMYJZIBNDT6cmNvYsdNcEwzBv4sVX8eJBEfGWt7GzgBr9oeHjryq66ncjwRVa1sDIzMzOzS9kF3NLyyura/n1jZoKY8mgykIRyoZLFQgeQBU5CmhEEqjvCqi795fDer0HUvEwuMF+BC2fdgPucUZRW+38iYPwgEmNytTpAUvc9MJRvOvT29Ke41O8c72kke5+4/5tcmCn7XzBKlojmX/BnkCBTFRp5z+dTshiHwJkgirVtK0IWwmVyJmANOfECiLK7mkXmhoD6oNqJaP7UnNHOx3TC6V+AZoj9+dEQn2l+r6rO4d7quna0Pyv1ozRO2slPIhihICNP/JiYWJoDsMyO1wCQ9HXQJnkeleT3VFJGepIczoEe/rkv1ArFe3D4vH1UaF8PokjS7bINtkjNjklZXJFKqRKGHkkz+SVvBlPxovxbnyMWzPGZGaT/JIx+AIuTqOg</latexit>

,                                    .

<latexit sha1_base64="44dYkW59to8g8apDHibadEX/4bc=">AAACYHicfZFLTwIxFIU7gw9EFNCdbhqJAReSGeODDQmJG5f44BUgk07pQEPnkbaDIRP+pDsXbvwllgFRwHiTJl/OuTe9PbUDRoU0jHdNT2xt7+wm91L76YPDTDZ31BB+yDGpY5/5vGUjQRj1SF1SyUgr4AS5NiNNe3Q/85tjwgX1vRc5CUjPRQOPOhQjqSQr+/psRU/TSrHrIjm0HdiGl/CbW7A7JhjaF4X/bVhZau3CSmfsL6XWD0ErmzdKRlxwE8wF5MGialb2rdv3cegST2KGhOiYRiB7EeKSYkamqW4oSIDwCA1IR6GHXCJ6URzQFJ4rpQ8dn6vjSRirvyci5AoxcW3VOdtQrHsz8S+vE0qn3IuoF4SSeHh+kRMyKH04Sxv2KSdYsokChDlVu0I8RBxhqf4kpUIw15+8CY2rknlbunm8zlfLiziS4BScgSIwwR2oggdQA3WAwYeW0NLagfapJ/WMnpu36tpi5hislH7yBabYsHs=</latexit>

SR = (Y �X~b)0(Y �X~b) = Y0Y �~b0X0X

reziduální součet čtverců reziduální rozptyl

<latexit sha1_base64="xhx/0n70+nxZwCLaILeqEQxub9c=">AAAB/XicbVDLSsNAFL2pr1pf8bFzEyyCG0tSfHQjFNy4rI8+oI1lMp20QyeTMDMRagj+ihsXirj1P9z5N07bLLT1wIXDOfdy7z1exKhUtv1t5BYWl5ZX8quFtfWNzS1ze6chw1hgUschC0XLQ5IwykldUcVIKxIEBR4jTW94OfabD0RIGvI7NYqIG6A+pz7FSGmpa+7J+/JFxxcIJ06a8ONhetu96ZpFu2RPYM0TJyNFyFDrml+dXojjgHCFGZKy7diRchMkFMWMpIVOLEmE8BD1SVtTjgIi3WRyfWodaqVn+aHQxZU1UX9PJCiQchR4ujNAaiBnvbH4n9eOlV9xE8qjWBGOp4v8mFkqtMZRWD0qCFZspAnCgupbLTxAOgqlAyvoEJzZl+dJo1xyzkqn1yfFaiWLIw/7cABH4MA5VOEKalAHDI/wDK/wZjwZL8a78TFtzRnZzC78gfH5A99GlNY=</latexit>

s2 =
1

n� k
SR



Odhad parametrů:  (metodou nejmenších čtverců)

Příklad: Přímková regrese:
<latexit sha1_base64="eLDlUaxrRvAiPshC3uEeZ04EhfI=">AAACBnicbZDJSgNBEIZ7XGPcoh5FaAyCIIQZcclFCHjxGMEskhlCTacmadKz0N0jhJCTF1/FiwdFvPoM3nwbe5IcNLGg4eP/q6iu308EV9q2v62FxaXlldXcWn59Y3Nru7CzW1dxKhnWWCxi2fRBoeAR1jTXApuJRAh9gQ2/f535jQeUisfRnR4k6IXQjXjAGWgjtQsH91cuiKQH9IS6PmqgzYwwUVxkftEu2eOi8+BMoUimVW0XvtxOzNIQI80EKNVy7ER7Q5CaM4GjvJsqTID1oYstgxGEqLzh+IwRPTJKhwaxNC/SdKz+nhhCqNQg9E1nCLqnZr1M/M9rpTooe0MeJanGiE0WBamgOqZZJrTDJTItBgaASW7+SlkPJDBtksubEJzZk+ehflpyLkrnt2fFSnkaR47sk0NyTBxySSrkhlRJjTDySJ7JK3mznqwX6936mLQuWNOZPfKnrM8fvSiXYQ==</latexit>

Y = ↵+ �X + ✏

Lineární regresní model

<latexit sha1_base64="xDBMWDgfe3XQmNnTFBxw25dLi0s="></latexit>

S(↵,�) =
nX

i=1

(yi � ↵� �xi)
2

@S

@↵
= �2

nX

i=1

(yi � ↵� �xi) = 0

@S

@�
= �2

nX

i=1

(yi � ↵� �xi)xi = 0
<latexit sha1_base64="++LmVrIQcLiujHUnPbeDtAPCWwc="></latexit>

n↵+ �
nX

i=1

xi =
nX

i=1

yi

↵
nX

i=1

xi + �
nX

i=1

x2
i =

nX

i=1

xiyi
<latexit sha1_base64="krzp6zXcGJMWPlSmQubpT+KBSD4="></latexit>

normální soustava rovnic

b =

Pn
i=1(xi � x̄)yiPn
i=1(xi � x̄)2

a = ȳ � bx̄
<latexit sha1_base64="J0YA+OtgGZSTgZMHKBYqfNedi3g="></latexit>

a její řešení: rovnice regresní přímky:
<latexit sha1_base64="aoIb70VODSSD5XQ1EMS2Rg+hIsw=">AAAB73icbVDLSgNBEOzxGeMr6tHLYBAEIeyKj1yEgBePEcwDkiXMTmaTIbOz68ysuCz5CS8eFPHq73jzb5wke9DEgoaiqpvuLj8WXBvH+UZLyyura+uFjeLm1vbObmlvv6mjRFHWoJGIVNsnmgkuWcNwI1g7VoyEvmAtf3Qz8VuPTGkeyXuTxswLyUDygFNirNROrwk+xf5Tr1R2Ks4UeJG4OSlDjnqv9NXtRzQJmTRUEK07rhMbLyPKcCrYuNhNNIsJHZEB61gqSci0l03vHeNjq/RxEClb0uCp+nsiI6HWaejbzpCYoZ73JuJ/XicxQdXLuIwTwySdLQoSgU2EJ8/jPleMGpFaQqji9lZMh0QRamxERRuCO//yImmeVdzLysXdeblWzeMowCEcwQm4cAU1uIU6NICCgGd4hTf0gF7QO/qYtS6hfOYA/gB9/gDO7o8m</latexit>

y = a+ bx

<latexit sha1_base64="gD+fkiQl0RWn3Bh7Al9I6gjqH00="></latexit>

~� =

✓
↵
�

◆
, X =

0

B@
1 x1
...

...
1 xn

1

CA , ~✏ =

0

B@
✏1
...
✏n

1

CA .



Odhad parametrů:  (metodou nejmenších čtverců)

Příklad: Kvadratická regrese:
<latexit sha1_base64="fVL2k5HR7R6m6TgmDxOiHk7iWig=">AAACE3icbZDLSgMxFIYz9VbrrerSTbAIolBmipduhIIblxXsRdpazqSnbWgyMyQZoZS+gxtfxY0LRdy6cefbmKldaOsPgS//OYfk/H4kuDau++WkFhaXllfSq5m19Y3Nrez2TlWHsWJYYaEIVd0HjYIHWDHcCKxHCkH6Amv+4DKp1+5RaR4GN2YYYUtCL+BdzsBYq509ur1ogoj6QI9p00cDtJ5QD6S0eFdILhhpLpLmnJt3J6Lz4E0hR6Yqt7OfzU7IYomBYQK0bnhuZFojUIYzgeNMM9YYARtADxsWA5CoW6PJTmN6YJ0O7YbKnsDQift7YgRS66H0bacE09eztcT8r9aITbfYGvEgig0G7OehbiyoCWkSEO1whcyIoQVgitu/UtYHBczYGDM2BG925XmoFvLeWf70+iRXKk7jSJM9sk8OiUfOSYlckTKpEEYeyBN5Ia/Oo/PsvDnvP60pZzqzS/7I+fgG95WbtQ==</latexit>

Y = ↵+ �X + �X2 + ✏

Lineární regresní model

<latexit sha1_base64="MelwXU9FhsmmXOb2EjCd+rw9x3c="></latexit>

~� =

0

@
↵
�
�

1

A , X =

0

B@
1 x1 x2

1
...

...
...

1 x2 x2
n

1

CA , ~✏ =

0

B@
✏1
...
✏n

1

CA .

<latexit sha1_base64="k3qsKWWYUAx8hR+c+DARdwTtOeg="></latexit>

S(↵,�, �) =
nX

i=1

(yi � ↵� �xi � �x2
i )

2

<latexit sha1_base64="tVzrc320mR8UekDHc3ppeH3XkHk="></latexit>

@S

@↵
= �2

nX

i=1

(yi � ↵� �xi � �x2
i ) = 0

<latexit sha1_base64="3jGQTJWUiXlAqTUKCjTN2NrXtSo="></latexit>

@S

@�
= �2

nX

i=1

(yi � ↵� �xi � �x2
i )xi = 0

<latexit sha1_base64="l1cmKLq+ezfZ3wgwjGPkeVAP6hE="></latexit>

@S

@�
= �2

nX

i=1

(yi � ↵� �xi � �x2
i )x

2
i = 0

<latexit sha1_base64="NKj7rDMnM9+rXdGhH6u+ikA7SKA="></latexit>0

@
n

Pn
i=1 xi

Pn
i=1 x

2
iPn

i=1 xi
Pn

i=1 x
2
i

Pn
i=1 x

3
iPn

i=1 xi2
Pn

i=1 x
3
i

Pn
i=1 x

4
i

1

A

0

@
↵
�
�

1

A =

0

@

Pn
i=1 yiPn

i=1 yixiPn
i=1 yix

2
i

1

A

<latexit sha1_base64="ZdwsNiUd3i1MB+/6NP0dxW0utes="></latexit>

)

0

@
a
b
c

1

A

<latexit sha1_base64="l7X400snM2gZAlCTJ1k2VD/wUEg=">AAACCHicbVDLSgMxFM3UV62vUZcuDBZBEMpM8dGNUHDjsop9QGcsmTTThmYyQ5LRDkOXbvwVNy4UcesnuPNvTNtZaOsJuRzOuZfkHi9iVCrL+jZyC4tLyyv51cLa+sbmlrm905BhLDCp45CFouUhSRjlpK6oYqQVCYICj5GmN7gc+817IiQN+a1KIuIGqMepTzFSWuqY+84N7fUVEiJ8gI4+yQWCx9Ab6oKHd+WOWbRK1gRwntgZKYIMtY755XRDHAeEK8yQlG3bipSbIqEoZmRUcGJJIoQHqEfamnIUEOmmk0VG8FArXeiHQl+u4ET9PZGiQMok8HRngFRfznpj8T+vHSu/4qaUR7EiHE8f8mMGVQjHqcAuFQQrlmiCsKD6rxD3kUBY6ewKOgR7duV50iiX7LPS6fVJsVrJ4siDPXAAjoANzkEVXIEaqAMMHsEzeAVvxpPxYrwbH9PWnJHN7II/MD5/AH8Jl7A=</latexit>

) y = a+ bx+ cx2



Y = X~� + ~e
<latexit sha1_base64="9qAgmzL9NhtHzweoBQqOmBtrXIc=">AAACEXicbZDLSsNAFIYnXmu9RV26CRahIJTEC7pQKLhxWcFepAllMj1ph04uzEwKJeQV3Pgqblwo4tadO9/GSRpBW38Y+PjPOcw5vxsxKqRpfmkLi0vLK6ultfL6xubWtr6z2xJhzAk0SchC3nGxAEYDaEoqGXQiDth3GbTd0XVWb4+BCxoGd3ISgePjQUA9SrBUVk+v2j6WQ9dL7tOrH+yk9hhIYrsgcXqUM6Q9vWLWzFzGPFgFVFChRk//tPshiX0IJGFYiK5lRtJJMJeUMEjLdiwgwmSEB9BVGGAfhJPkF6XGoXL6hhdy9QJp5O7viQT7Qkx8V3VmS4vZWmb+V+vG0rtwEhpEsYSATD/yYmbI0MjiMfqUA5FsogATTtWuBhlijolUIZZVCNbsyfPQOq5ZJ7Wz29NK/bKIo4T20QGqIgudozq6QQ3URAQ9oCf0gl61R+1Ze9Pep60LWjGzh/5I+/gGBMmeYg==</latexit>

S = (Y �X~�)0(Y �X~�)
<latexit sha1_base64="mHZnR/Mlm8wYAHjqWkg+Q33akLs=">AAACMHichVDLSsNAFJ3UV62vqks3wSLWhSXxgS4UCi50WdE+pAllMr1ph04ezEwKJeST3PgpulFQxK1f4bSNoK3ggYHDOecy9x4nZFRIw3jRMjOzc/ML2cXc0vLK6lp+faMmgogTqJKABbzhYAGM+lCVVDJohByw5zCoO72LoV/vAxc08G/lIATbwx2fupRgqaRW/vLmvGh5WHYdN75L9r9pI7H6QGLLAYmTvd3/I618wSgZI+jTxExJAaWotPKPVjsgkQe+JAwL0TSNUNox5pISBknOigSEmPRwB5qK+tgDYcejgxN9Rylt3Q24er7UR+rPiRh7Qgw8RyWH24pJbyj+5TUj6Z7aMfXDSIJPxh+5EdNloA/b09uUA5FsoAgmnKpdddLFHBOpOs6pEszJk6dJ7aBkHpaOr48K5bO0jizaQtuoiEx0gsroClVQFRF0j57QK3rTHrRn7V37GEczWjqziX5B+/wC12Gqsw==</latexit>

~b = (X0X)�1XY
<latexit sha1_base64="UQYA7fwGa9DajCvp6w0QvktXWQE=">AAACIXicbZBLS8NAEMc3Pmt9RT16WSxiPVgSH9iDQsGLxwr2IU0sm+2mXbp5sLsplJCv4sWv4sWDIr2JX8ZNG6m2Diz89j8zzMzfCRkV0jA+tYXFpeWV1dxafn1jc2tb39mtiyDimNRwwALedJAgjPqkJqlkpBlygjyHkYbTv0nzjQHhggb+vRyGxPZQ16cuxUgqqa2XrQHBsZNcFy0PyZ7jxs3kaIrHj/GJmUz/P/SQtPWCUTLGAefBzKAAsqi29ZHVCXDkEV9ihoRomUYo7RhxSTEjSd6KBAkR7qMuaSn0kUeEHY8vTOChUjrQDbh6voRj9XdHjDwhhp6jKtMNxWwuFf/LtSLplu2Y+mEkiY8ng9yIQRnA1C7YoZxgyYYKEOZU7QpxD3GEpTI1r0wwZ0+eh/ppyTwrXdydFypXmR05sA8OQBGY4BJUwC2oghrA4Am8gDfwrj1rr9qHNpqULmhZzx74E9rXNxDgpLI=</latexit>

Se = (Y �X~b)0(Y �X~b) = Y0Y �~b0X0Y
<latexit sha1_base64="dWJBjQJBks1WgeDzb+jweUChSUs=">AAACXnicfZFdSwJBFIZntzLTTKuboJslCe0i2e2DukgQuunSKD9CRWbHszo4+8HMrCDL/snuopt+SrNqaBodGHh5n3OYM+/YAaNCmuaHpm9t76R203uZ7H7uIF84PGoKP+QEGsRnPm/bWACjHjQklQzaAQfs2gxa9vgx4a0JcEF971VOA+i5eOhRhxIsldUvhC99qJa7LpYj24ne4ssf2Y67EyCRHV+U/sfVJS2tNs5xaTmwQvuFolkxZ2VsCmshimhR9X7hvTvwSeiCJwnDQnQsM5C9CHNJCYM40w0FBJiM8RA6SnrYBdGLZvHExrlyBobjc3U8aczc1YkIu0JMXVt1JhuKdZaYf7FOKJ37XkS9IJTgkflFTsgM6RtJ1saAciCSTZXAhFO1q0FGmGMi1Y9kVAjW+pM3RfOqYl1Xbp9virWHRRxpdIrOUBlZ6A7V0BOqowYi6FPTtIyW1b70lJ7T8/NWXVvMHKNfpZ98A0XQt2w=</latexit>

E~b = ~�
<latexit sha1_base64="wWMisc9kih7cBrAEnPCVF8sK8/4=">AAAB/XicbVDLSsNAFJ34rPUVHzs3g0VwVRIf6EKhIILLCvYBTSiT6U07dPJgZlKoIfgrblwo4tb/cOffOE2z0NYDl3s4517mzvFizqSyrG9jYXFpeWW1tFZe39jc2jZ3dpsySgSFBo14JNoekcBZCA3FFId2LIAEHoeWN7yZ+K0RCMmi8EGNY3AD0g+ZzyhRWuqa+7fOCGjqZdd5dzxQJOuaFatq5cDzxC5IBRWod80vpxfRJIBQUU6k7NhWrNyUCMUoh6zsJBJiQoekDx1NQxKAdNP8+gwfaaWH/UjoChXO1d8bKQmkHAeengyIGshZbyL+53US5V+6KQvjREFIpw/5CccqwpMocI8JoIqPNSFUMH0rpgMiCFU6sLIOwZ798jxpnlTt0+r5/VmldlXEUUIH6BAdIxtdoBq6Q3XUQBQ9omf0it6MJ+PFeDc+pqMLRrGzh/7A+PwB0kSVdA==</latexit> Var~b = �2(X0X)�1

<latexit sha1_base64="vJsRCGKH5bVM5ZIp4oquWl56yTo=">AAACH3icbZDJSgNBEIZ74hbjFvXoZTCIejDMxPWgEPDiMYJZIBNDT6cmNvYsdNcEwzBv4sVX8eJBEfGWt7GzgBr9oeHjryq66ncjwRVa1sDIzMzOzS9kF3NLyyura/n1jZoKY8mgykIRyoZLFQgeQBU5CmhEEqjvCqi795fDer0HUvEwuMF+BC2fdgPucUZRW+38iYPwgEmNytTpAUvc9MJRvOvT29Ke41O8c72kke5+4/5tcmCn7XzBKlojmX/BnkCBTFRp5z+dTshiHwJkgirVtK0IWwmVyJmANOfECiLK7mkXmhoD6oNqJaP7UnNHOx3TC6V+AZoj9+dEQn2l+r6rO4d7quna0Pyv1ozRO2slPIhihICNP/JiYWJoDsMyO1wCQ9HXQJnkeleT3VFJGepIczoEe/rkv1ArFe3D4vH1UaF8PokjS7bINtkjNjklZXJFKqRKGHkkz+SVvBlPxovxbnyMWzPGZGaT/JIx+AIuTqOg</latexit>

s2 =
1

n� k
Se

<latexit sha1_base64="tjkL/z4HH+PLdaT8ZFFdW2C7FCA=">AAAB/XicbVDLSsNAFJ34rPUVHzs3wSK4sSRV0YVCwY3LivYBbQyT6U07dDIJMxOhhuCvuHGhiFv/w51/47TNQlsPXDiccy/33uPHjEpl29/G3PzC4tJyYaW4ura+sWlubTdklAgCdRKxSLR8LIFRDnVFFYNWLACHPoOmP7ga+c0HEJJG/E4NY3BD3OM0oAQrLXnmrryvXHYCgUnqZCk/GmS3HnhmyS7bY1izxMlJCeWoeeZXpxuRJASuCMNSth07Vm6KhaKEQVbsJBJiTAa4B21NOQ5Buun4+sw60ErXCiKhiytrrP6eSHEo5TD0dWeIVV9OeyPxP6+dqODcTSmPEwWcTBYFCbNUZI2isLpUAFFsqAkmgupbLdLHOgqlAyvqEJzpl2dJo1J2jsunNyel6kUeRwHtoX10iBx0hqroGtVQHRH0iJ7RK3oznowX4934mLTOGfnMDvoD4/MH/EqU6g==</latexit>

Podmínky pro použití lineárního modelu

• Nezávislost pozorování: náhodné veličiny Yi jsou navzájem stochasticky 
nezávislé

• Stejné rozptyly (homoskedasticita): rozptyl vysvětlované náhodné veličiny Y 
nezávisí na hodnotách vysvětlující veličiny X

• Normalita dat: vysvětlovaná náhodná veličina Y má normální rozdělení

Lineární regresní model



Lineární regresní model

Příklad: Závislost délky brzdné dráhy na rychlosti.
Jak závisí délka brzdné dráhy na rychlosti vozidla?

Provedeme experiment s 50 vozidly:  měříme délku brzdné dráhy (dist) a rychlost (speed)

> library(datasets) 
> cars 
     speed dist 
1        4      2 
2        4    10 
3        7      4 
4        7    22 
5        8    16 
6        9    10 
7      10    18 
8      10    26 
9      10    34 
10    11    17 
11    11    28 
12    12    14 
13    12    20

    speed dist  
14    12   24 
15    12   28  
16    13   26 
17    13   34 
18    13   34 
19    13   46 
20    14   26 
21    14   36 
22    14   60 
23    14   80 
24    15   20 
25    15   26 
26    15   54

    speed dist  
27    16   32 
28    16   40 
29    17   32 
30    17   40  
31    17   50 
32    18   42 
33    18   56 
34    18   76 
35    18   84 
36    19   36 
37    19   46 
38    19   68 
39    20   32

    speed  dist  
40    20    48 
41    20    52 
42    20    56 
43    20    64 
44    22    66 
45    23    54 
46    24    70 
47    24    92 
48    24    93 
49    24  120 
50    25    85



Lineární regresní model

Příklad: Závislost délky brzdné dráhy na rychlosti.
Jak závisí délka brzdné dráhy na rychlosti vozidla?

> plot(cars)
> boxplot(dist~speed, data=cars)

Provedeme experiment s 50 vozidly:  měříme délku brzdné dráhy (dist) a rychlost (speed)

> library(datasets) 
> cars 



Lineární regresní model

Příklad: Závislost délky brzdné dráhy na rychlosti.
Jak závisí délka brzdné dráhy na rychlosti vozidla?

> plot(cars)
> boxplot(dist~speed, data=cars)

Provedeme experiment s 50 vozidly:  měříme délku brzdné dráhy (dist) a rychlost (speed)

> library(datasets) 
> cars 

>  lrc$coefficients 
      (Intercept)       speed  
     -17.579095    3.932409
Výsledkem je přímka:   y=-17,58 + 3,93x

To je evidentně nesmysl, neboť při nulové rychlosti by byla brzdná dráha -17,58 m!

>  lrc <- lm(dist~speed, data=cars)

>  a <- lrc$coefficients[1] 

>  b <- lrc$coefficients[2] 

> lines(cars$speed, a+b*cars$speed, col = "red")



Lineární regresní model

Příklad: Závislost délky brzdné dráhy na rychlosti.
Jak závisí délka brzdné dráhy na rychlosti vozidla?

Provedeme experiment s 50 vozidly:  měříme délku brzdné dráhy (dist) a rychlost (speed)

> lrc0  <-  lm(dist~speed - 1, data=cars) 
> lrc0$coefficients 
     speed  
    2.909132

regrese procházející počátkem:  Y=𝛽*X + 𝜖

> lines(cars$speed, lrc0$coefficients*cars$speed,  
   col = "blue")

nebyla by lepší kvadratická regrese:  Y=𝛽1*X + 𝛽2*X2 + 𝜖 ?



Lineární regresní model

Příklad: Závislost délky brzdné dráhy na rychlosti.
Jak závisí délka brzdné dráhy na rychlosti vozidla?

Provedeme experiment s 50 vozidly:  měříme délku brzdné dráhy (dist) a rychlost (speed)

> qspeed  <-  cars$speed^2 
> qrc  <-  lm(dist~speed + qspeed, data=cars) 
> qrc$coefficients 
      (Intercept)       speed         qspeed  
      2.4701378   0.9132876   0.0999593 

> xfit<-seq(min(cars$speed),max(cars$speed), 
   length=40)
> yfit = qrc$coefficients[1]*one  
           + qrc$coefficients[2]*xfit  
           + qrc$coefficients[3]*xfit^2
> lines(xfit, yfit, col = "darkgreen")



Lineární regresní model

Příklad: Závislost délky brzdné dráhy na rychlosti.
Jak závisí délka brzdné dráhy na rychlosti vozidla?

Provedeme experiment s 50 vozidly:  měříme délku brzdné dráhy (dist) a rychlost (speed)



Lineární regresní model

Příklad: Závislost délky brzdné dráhy na rychlosti.
Jak závisí délka brzdné dráhy na rychlosti vozidla?

Provedeme experiment s 50 vozidly:  měříme délku brzdné dráhy (dist) a rychlost (speed)



Lineární regresní model

Příklad: Závislost délky brzdné dráhy na rychlosti.
Jak závisí délka brzdné dráhy na rychlosti vozidla?

Provedeme experiment s 50 vozidly:  měříme délku brzdné dráhy (dist) a rychlost (speed)



Lineární regresní model

Příklad: Závislost délky brzdné dráhy na rychlosti.
Jak závisí délka brzdné dráhy na rychlosti vozidla?

Provedeme experiment s 50 vozidly:  měříme délku brzdné dráhy (dist) a rychlost (speed)



Lineární regresní model

Testování významnosti koeficientů (přímkové) lineární regrese

s2b =
s2Pn

i=1 x
2
i � nx̄2

<latexit sha1_base64="NRX6juuVQJe8y1+KoMTdOYPzDn4="></latexit>

s2a =

Pn
i=1 x

2
i

n
s2b

<latexit sha1_base64="/igZ6KUjCXrrXMgj3KS+gmqBIqI=">AAACFHicbVDLSsNAFJ3UV62vqEs3g0UQhJJURRcWCm5cVrAPaNowmU7aoZNJmJmIJeQj3Pgrblwo4taFO//GSZuFth4YOJxzLnfu8SJGpbKsb6OwtLyyulZcL21sbm3vmLt7LRnGApMmDlkoOh6ShFFOmooqRjqRICjwGGl74+vMb98TIWnI79QkIr0ADTn1KUZKS655IvtVN0EprEHHFwgnjowDN6E1O+1z+ODSfjVNeJqlPNcsWxVrCrhI7JyUQY6Ga345gxDHAeEKMyRl17Yi1UuQUBQzkpacWJII4TEakq6mHAVE9pLpUSk80soA+qHQjys4VX9PJCiQchJ4OhkgNZLzXib+53Vj5V/2EsqjWBGOZ4v8mEEVwqwhOKCCYMUmmiAsqP4rxCOku1G6x5IuwZ4/eZG0qhX7tHJ+e1auX+V1FMEBOATHwAYXoA5uQAM0AQaP4Bm8gjfjyXgx3o2PWbRg5DP74A+Mzx8uW55H</latexit>

• intervalové odhady koeficientů:

b� sb.t1��/2(n� 2)  �  b+ sb.t1��/2(n� 2)
<latexit sha1_base64="SPLhGbStM7ykMq2aiAe7cPQDyt4="></latexit>

<latexit sha1_base64="4VP9WrgWX1twqKM21wG8amyMKYc=">AAACLXicbVDLSgMxFM34rPVVdekmWARFWmeKjy4LunBZwarQGYY7adqGJpkxyQhl6A+58VdEcFERt/6G6diFrwOBwznncnNPlHCmjeuOnZnZufmFxcJScXlldW29tLF5reNUEdoiMY/VbQSaciZpyzDD6W2iKIiI05tocDbxb+6p0iyWV2aY0EBAT7IuI2CsFJbOoaJDMGHmVfweCAGHtdGerNT2fU7vsA886QPOOeAD/H8Uh6WyW3Vz4L/Em5IymqIZlp79TkxSQaUhHLRue25iggyUYYTTUdFPNU2ADKBH25ZKEFQHWX7tCO9apYO7sbJPGpyr3ycyEFoPRWSTAkxf//Ym4n9eOzXdepAxmaSGSvK1qJtybGI8qQ53mKLE8KElQBSzf8WkDwqIsQUXbQne75P/kuta1TupHl8elRv1aR0FtI120B7y0ClqoAvURC1E0AN6QmP06jw6L86b8/4VnXGmM1voB5yPT5zUpT8=</latexit>

a� sat1��/2(n� 2)  ↵  a+ sat1��/2(n� 2)

|Ta| =
�� a
sa

�� � t1��/2(n� 2)
<latexit sha1_base64="xx+JNfzrnRkOlbtXZf4H3/I3FTU="></latexit>

|Tb| =
�� b
sb

�� � t1��/2(n� 2)
<latexit sha1_base64="59rYOAKn1/YMCzrOCPfmIOvL2vU="></latexit>

• test významnosti regresních koeficientů:

= 1� SRPn
i=1(yi � ȳ)2

<latexit sha1_base64="Il4WHfOiRSBg1e3csm3xZhpZfwY=">AAACFXicbVDLSsNAFJ34rPVVdelmsAgVbEmqogsLBTcu66MPaNowmU7aoZNJmJkIIeQn3Pgrblwo4lZw5984fSy09cCFwzn3cu89bsioVKb5bSwsLi2vrGbWsusbm1vbuZ3dhgwigUkdBywQLRdJwigndUUVI61QEOS7jDTd4dXIbz4QIWnA71Ucko6P+px6FCOlJSd3XIFW0fYEwsmdc5smtox8J6EVK+1yWIgdWrRdJJI4PeqWUyeXN0vmGHCeWFOSB1PUnNyX3Qtw5BOuMENSti0zVJ0ECUUxI2nWjiQJER6iPmlrypFPZCcZf5XCQ630oBcIXVzBsfp7IkG+lLHv6k4fqYGc9Ubif147Ut5FJ6E8jBTheLLIixhUARxFBHtUEKxYrAnCgupbIR4gHZHSQWZ1CNbsy/OkUS5ZJ6Wzm9N89XIaRwbsgwNQABY4B1VwDWqgDjB4BM/gFbwZT8aL8W58TFoXjOnMHvgD4/MHFZGeJw==</latexit>

R2 =

Pn
i=1(a+ bxi � ȳ)2Pn

i=1(yi � ȳ)2
<latexit sha1_base64="L91e6HrisbhJhcFQmqcv1uvLxWo="></latexit>

• koeficient determinace R2:

s2 =
1

n� 2
SR

<latexit sha1_base64="OU93u+fX52expqoD3QQVjGubAJ0=">AAAB/3icbVDLSgNBEOyNrxhfUcGLl8EgeDHsRkUPCgEvHuMjD0jWMDuZTYbMzi4zs0JYc/BXvHhQxKu/4c2/cZLsQRMLGoqqbrq7vIgzpW3728rMzS8sLmWXcyura+sb+c2tmgpjSWiVhDyUDQ8rypmgVc00p41IUhx4nNa9/uXIrz9QqVgo7vQgom6Au4L5jGBtpHZ+R92X0AVq+RKTxBkm4rA0vG3ftPMFu2iPgWaJk5ICpKi081+tTkjigApNOFaq6diRdhMsNSOcDnOtWNEIkz7u0qahAgdUucn4/iHaN0oH+aE0JTQaq78nEhwoNQg80xlg3VPT3kj8z2vG2j9zEyaiWFNBJov8mCMdolEYqMMkJZoPDMFEMnMrIj1sotAmspwJwZl+eZbUSkXnqHhyfVwon6dxZGEX9uAAHDiFMlxBBapA4BGe4RXerCfrxXq3PiatGSud2YY/sD5/ADoclPI=</latexit>

SR =
nX

i=1

e2i =
nX

i=1

(yi � a� bxi)
2

<latexit sha1_base64="imocykpaUgYu6NRAxMIQLVrnqiQ=">AAACHXicbVDLTsJAFJ3iC/FVdelmIjHBBaRFjC4kIXHjEh+ACZRmOkxhwnTazEyNpOFH3PgrblxojAs3xr9xeCwEPMlNTs65N/fe40WMSmVZP0ZqaXlldS29ntnY3NreMXf36jKMBSY1HLJQ3HtIEkY5qSmqGLmPBEGBx0jD61+O/MYDEZKG/E4NIuIEqMupTzFSWnLN0q17U27JOHATWraHbQ6JS9tFWIYzYm7g0jzKe48uPW4XXTNrFawx4CKxpyQLpqi65lerE+I4IFxhhqRs2laknAQJRTEjw0wrliRCuI+6pKkpRwGRTjL+bgiPtNKBfih0cQXH6t+JBAVSDgJPdwZI9eS8NxL/85qx8s+dhPIoVoTjySI/ZlCFcBQV7FBBsGIDTRAWVN8KcQ8JhJUONKNDsOdfXiT1YsE+KZxel7KVi2kcaXAADkEO2OAMVMAVqIIawOAJvIA38G48G6/Gh/E5aU0Z05l9MAPj+xd7XKBE</latexit>

• reziduální součet čtverců:

část variability 
vysvětlená modelem
celková variabilita dat

=



Lineární regresní model

Testování významnosti regresního modelu

zde se testuje nulová hypotéza   H0: β1= β1= … = βk  
proti alternativní hypotéze           HA: βj= 0 pro alespoň jedno j = 1,2,…k.

K tomu se používá metoda ANOVA s testovou statistikou
která má F-rozdělení s k-1 a n-k stupni volnosti. F =

ST
k�1
SR
n�k

<latexit sha1_base64="TOTT9fbDs8jxNAV1OjDgGmdrh5A=">AAACEnicbVDLSsNAFJ3UV62vqEs3wSLooiWRQl0oFARxWbUvaEOZTCftkMkkzEyEEuYb3Pgrblwo4taVO//GaRtEWw/cy+Gce5m5x4spEdK2v4zc0vLK6lp+vbCxubW9Y+7utUSUcISbKKIR73hQYEoYbkoiKe7EHMPQo7jtBZcTv32PuSARa8hxjN0QDhnxCYJSS33z5Oqi53OI0lm/6zdUGpQcpX6EW5WyUqBU3yzaZXsKa5E4GSmCDPW++dkbRCgJMZOIQiG6jh1LN4VcEkSxKvQSgWOIAjjEXU0ZDLFw0+lJyjrSysDyI66LSWuq/t5IYSjEOPT0ZAjlSMx7E/E/r5tI/8xNCYsTiRmaPeQn1JKRNcnHGhCOkaRjTSDiRP/VQiOoo5A6xYIOwZk/eZG0TstOpVy9qRRr51kceXAADsExcEAV1MA1qIMmQOABPIEX8Go8Gs/Gm/E+G80Z2c4++APj4xsQ855d</latexit>

kde
SR =

nX

i=1

(yi � ŷi)
2

<latexit sha1_base64="5DedYv8RJX0bGNefzF9aMwwJ9lQ=">AAACCnicbZDLSsNAFIYn9VbrrerSzWgR6sKSlEJdWCi4cVkvvUCThsl00g6dTMLMRCihaze+ihsXirj1Cdz5Nk7bLLT1h4GP/5zDmfN7EaNSmea3kVlZXVvfyG7mtrZ3dvfy+wctGcYCkyYOWSg6HpKEUU6aiipGOpEgKPAYaXujq2m9/UCEpCG/V+OIOAEacOpTjJS23PzxnXtbs2UcuAmtWZMeh8WxS8/tIVJQw1mv7OYLZsmcCS6DlUIBpGq4+S+7H+I4IFxhhqTsWmaknAQJRTEjk5wdSxIhPEID0tXIUUCkk8xOmcBT7fShHwr9uIIz9/dEggIpx4GnOwOkhnKxNjX/q3Vj5V84CeVRrAjH80V+zKAK4TQX2KeCYMXGGhAWVP8V4iESCCudXk6HYC2evAytcsmqlKo3lUL9Mo0jC47ACSgCC1RBHVyDBmgCDB7BM3gFb8aT8WK8Gx/z1oyRzhyCPzI+fwA08plO</latexit>

ȳi =
1

n

nX

i=1

yi

<latexit sha1_base64="9xGtX9M/HaHnVne72VgduUdnN2o=">AAACCnicbVDLSsNAFJ34rPUVdelmtAiuSiKFurBQcOOygn1AE8NkOmmHzkzCzEQIoWs3/oobF4q49Qvc+TdO2i609cCFwzn3cu89YcKo0o7zba2srq1vbJa2yts7u3v79sFhR8WpxKSNYxbLXogUYVSQtqaakV4iCeIhI91wfF343QciFY3Fnc4S4nM0FDSiGGkjBfaJFyIJs4A2vEgiDF3hqZQHOW24k3tRGIFdcarOFHCZuHNSAXO0AvvLG8Q45URozJBSfddJtJ8jqSlmZFL2UkUShMdoSPqGCsSJ8vPpKxN4ZpQBjGJpSmg4VX9P5IgrlfHQdHKkR2rRK8T/vH6qo0s/pyJJNRF4tihKGdQxLHKBAyoJ1iwzBGFJza0Qj5CJRJv0yiYEd/HlZdK5qLq1av22VmlezeMogWNwCs6BC+qgCW5AC7QBBo/gGbyCN+vJerHerY9Z64o1nzkCf2B9/gAmLZnr</latexit>

ST =
nX

i=1

(ŷi � ȳ)2

<latexit sha1_base64="3OgnC6JqpBX1NGDAhwH6CvYcX2c=">AAACDXicbVDLSsNAFJ3UV62vqks3g1WoC0tSCnVhoeDGZcW+oEnDZDpth04mYWYihNAfcOOvuHGhiFv37vwbp20W2nrgwuGce7n3Hi9kVCrT/DYya+sbm1vZ7dzO7t7+Qf7wqC2DSGDSwgELRNdDkjDKSUtRxUg3FAT5HiMdb3Iz8zsPREga8KaKQ+L4aMTpkGKktOTmz+7dZs2Wke8mtGZN+xwW7TFSMHbppe0hAeOLftnNF8ySOQdcJVZKCiBFw81/2YMARz7hCjMkZc8yQ+UkSCiKGZnm7EiSEOEJGpGephz5RDrJ/JspPNfKAA4DoYsrOFd/TyTIlzL2Pd3pIzWWy95M/M/rRWp45SSUh5EiHC8WDSMGVQBn0cABFQQrFmuCsKD6VojHSCCsdIA5HYK1/PIqaZdLVqVUvasU6tdpHFlwAk5BEVigCurgFjRAC2DwCJ7BK3gznowX4934WLRmjHTmGPyB8fkDLAGaVw==</latexit>

ŷ = X.~b

<latexit sha1_base64="vWgo4NLZbtBqNAbnD8Mr//l2Gs4=">AAACAHicbVDLSsNAFJ34rPUVdeHCzWARXIVECnWhUHDjsoJ9QBPKZHrTDp08mJkUQujGX3HjQhG3foY7/8ZJm4W2HrhwOOde7r3HTziTyra/jbX1jc2t7cpOdXdv/+DQPDruyDgVFNo05rHo+UQCZxG0FVMceokAEvocuv7krvC7UxCSxdGjyhLwQjKKWMAoUVoamKfumCic3bohUWM/wD3LnQLF/sCs2ZY9B14lTklqqERrYH65w5imIUSKciJl37ET5eVEKEY5zKpuKiEhdEJG0Nc0IiFIL58/MMMXWhniIBa6IoXn6u+JnIRSZqGvO4s75bJXiP95/VQF117OoiRVENHFoiDlWMW4SAMPmQCqeKYJoYLpWzEdE0Go0plVdQjO8surpHNlOXWr8VCvNW/KOCroDJ2jS+SgBmqie9RCbUTRDD2jV/RmPBkvxrvxsWhdM8qZE/QHxucPUc2VlA==</latexit>



Lineární regresní model

Příklad: Závislost délky brzdné dráhy na rychlosti.
Jak závisí délka brzdné dráhy na rychlosti vozidla?

Provedli jsme experiment s 50 vozidly:  máme délku brzdné dráhy (dist) a rychlost (speed)

>  lrc <- lm(dist~speed, data=cars) 
>  summary(lrc) 

Call:  lm(formula = dist ~ speed, data = cars) 

Residuals: 
    Min      1Q  Median      3Q     Max  
-29.069  -9.525  -2.272   9.215  43.201  

Coefficients: 
                  Estimate   Std. Error   t value   Pr(>|t|)     
(Intercept)  -17.5791     6.7584     -2.601   0.0123 *   
speed            3.9324     0.4155      9.464   1.49e-12 *** 

Residual standard error: 15.38 on 48 degrees of freedom 
Multiple R-squared:  0.6511,	 Adjusted R-squared:  0.6438  
F-statistic: 89.57 on 1 and 48 DF,  p-value: 1.49e-12



Lineární regresní model

Příklad: Závislost délky brzdné dráhy na rychlosti.
Jak závisí délka brzdné dráhy na rychlosti vozidla?

Provedeme experiment s 50 vozidly:  měříme délku brzdné dráhy (dist) a rychlost (speed)

>  lrc0 <- lm(dist~speed-1, data=cars) 
>  summary(lrc0) 

Call: lm(formula = dist ~ speed - 1, data = cars) 

Residuals: 
 Min         1Q         Median   3Q       Max  
-26.183  -12.637  -5.455     4.590    50.181  

Coefficients: 
             Estimate    Std. Error   t value     Pr(>|t|)     
speed     2.9091        0.1414      20.58      <2e-16 *** 

Residual standard error: 16.26 on 49 degrees of freedom 
Multiple R-squared:  0.8963,	 Adjusted R-squared:  0.8942  
F-statistic: 423.5 on 1 and 49 DF,  p-value: < 2.2e-16



Lineární regresní model

Příklad: Závislost délky brzdné dráhy na rychlosti.
Jak závisí délka brzdné dráhy na rychlosti vozidla?

Provedeme experiment s 50 vozidly:  měříme délku brzdné dráhy (dist) a rychlost (speed)

> summary(qrc) 
Call: lm(formula = dist ~ speed + qspeed, data = cars) 
Residuals: 
    Min      1Q  Median      3Q     Max  
-28.720  -9.184  -3.188   4.628  45.152  
Coefficients: 
                  Estimate   Std. Error t value    Pr(>|t|) 
(Intercept)   2.47014   14.81716   0.167    0.868 
speed         0.91329     2.03422   0.449    0.656 
I(speed^2)  0.09996     0.06597   1.515    0.136 

Residual standard error: 15.18 on 47 degrees of freedom 
Multiple R-squared:  0.6673,	 Adjusted R-squared:  0.6532  
F-statistic: 47.14 on 2 and 47 DF,  p-value: 5.852e-12

> qrc  <-  lm(dist~speed + I(speed^2), data=cars) 
> qrc$coefficients



Lineární regresní model

Příklad: Závislost délky brzdné dráhy na rychlosti.
Jak závisí délka brzdné dráhy na rychlosti vozidla?

Provedeme experiment s 50 vozidly:  měříme délku brzdné dráhy (dist) a rychlost (speed)

> summary(qrc0) 
Call: lm(formula = dist ~ speed+I(speed^2)-1, data = cars) 
Residuals: 
    Min      1Q  Median      3Q     Max  
-28.836  -9.071  -3.152   4.570  44.986  
Coefficients: 
                  Estimate  Std. Error  t value  Pr(>|t|)    
speed         1.23903    0.55997   2.213   0.03171 *  
I(speed^2)  0.09014    0.02939   3.067   0.00355 ** 
--- 
Residual standard error: 15.02 on 48 degrees of freedom 
Multiple R-squared:  0.9133,	 Adjusted R-squared:  0.9097  
F-statistic: 252.8 on 2 and 48 DF,  p-value: < 2.2e-16

> qrc0  <-  lm(dist~speed + I(speed^2) - 1,  
    data=cars)



Lineární regresní model

Příklad: Závislost délky brzdné dráhy na rychlosti.
Jak závisí délka brzdné dráhy na rychlosti vozidla?

Provedeme experiment s 50 vozidly:  měříme délku brzdné dráhy (dist) a rychlost (speed)

> qrc2  <-  lm(dist~I(speed^2) - 1, data=cars)

> summary(qrc2) 
Call:  lm(formula = dist ~ I(speed^2)-1, data = cars) 
Residuals: 
    Min      1Q       Median      3Q      Max  
-29.350  -7.988   1.325       8.080  49.939  
Coefficients:
                    Estimate    Std. Error  t value   Pr(>|t|)     
I(speed^2)   0.153374   0.007122   21.54   <2e-16 *** 
Residual standard error: 15.61 on 49 degrees of freedom 
Multiple R-squared:  0.9044,	 Adjusted R-squared:  0.9025  
F-statistic: 463.8 on 1 and 49 DF,  p-value: < 2.2e-16



Lineární regresní model

Příklad: Závislost délky brzdné dráhy na rychlosti.
Jak závisí délka brzdné dráhy na rychlosti vozidla?

Provedeme experiment s 50 vozidly:  měříme délku brzdné dráhy (dist) a rychlost (speed)

> summary(qrc0) 
Call: lm(formula = dist ~ speed+I(speed^2)-1, data = cars) 
Residuals: 
    Min      1Q  Median      3Q     Max  
-28.836  -9.071  -3.152   4.570  44.986  
Coefficients: 
                  Estimate  Std. Error  t value  Pr(>|t|)    
speed         1.23903    0.55997    2.213  0.03171 *  
I(speed^2)  0.09014    0.02939    3.067  0.00355 **

Závěr: Závislost délky brzdné dráhy (y) na rychlosti (x) je kvadratická.  
Na základě měření jsme odhadli tuto závislost rovnicí:   y = 1,24x + 0,09x2

Residual standard error: 15.02 on 48 degrees of freedom 
Multiple R-squared:  0.9133,	 Adjusted R-squared:  0.9097  
F-statistic: 252.8 on 2 and 48 DF,  p-value: < 2.2e-16



Lineární regresní model

Příklad: Závislost délky brzdné dráhy na rychlosti.
Jak závisí délka brzdné dráhy na rychlosti vozidla?

Provedeme experiment s 50 vozidly:  měříme délku brzdné dráhy (dist) a rychlost (speed)

> plot(qrc0) 



Lineární regresní model

Příklad: Závislost délky brzdné dráhy na rychlosti.
Jak závisí délka brzdné dráhy na rychlosti vozidla?

Provedeme experiment s 50 vozidly:  měříme délku brzdné dráhy (dist) a rychlost (speed)

> plot(qrc0) 



Lineární regresní model

Příklad: Závislost délky brzdné dráhy na rychlosti.
Jak závisí délka brzdné dráhy na rychlosti vozidla?

Provedeme experiment s 50 vozidly:  měříme délku brzdné dráhy (dist) a rychlost (speed)



Lineární regresní model

Příklad: Závislost délky brzdné dráhy na rychlosti.
Jak závisí délka brzdné dráhy na rychlosti vozidla?

Provedeme experiment s 50 vozidly:  měříme délku brzdné dráhy (dist) a rychlost (speed)



Lineární regresní model

Příklad: Závislost délky brzdné dráhy na rychlosti.
Jak závisí délka brzdné dráhy na rychlosti vozidla?

Provedeme experiment s 50 vozidly:  měříme délku brzdné dráhy (dist) a rychlost (speed)



Lineární regresní model

Příklad: Závislost délky brzdné dráhy na rychlosti.
Jak závisí délka brzdné dráhy na rychlosti vozidla?

Provedeme experiment s 50 vozidly:  měříme délku brzdné dráhy (dist) a rychlost (speed)



• Jsou-li celkový F-test i všechny t-testy statisticky významné, model se považuje za 
vhodný k vystižení variability proměnné Y (to však ještě neznamená, že je model 
správně navržen).

• Jsou-li celkový F-test i všechny t-testy statisticky nevýznamné, model se považuje 
za nevhodný, protože nevystihuje variabilitu proměnné Y .

• Je-li celkový F-test statisticky významný, ale některé t-testy vychází nevýznamné, 
model se považuje za vhodný, ale provádí se zpravidla vypuštění nevýznamných 
parametrů.

• Je-li celkový F-test statisticky významný, ale všechny t-testy vychází nevýznamné, 
je to paradox: formálně model jako celek vyhovuje, ale žádný člen modelu sám o sobě 
významný není – jde o důsledek tzv. multikolinearity, tj. lineární závislosti mezi 
jednotlivými regresory.

Lineární regresní model

Vyhodnocení významnosti regresního modelu



Závislost mezi nezávisle proměnnou a závisle proměnnou:  y=f(x)

• funkční závislost: x a y jsou nenáhodné, pro jedno x je nejvýše jedna hodnota y
• regresní závislost: y je realizace náhodné veličiny Y při konkrétním x; pro jedno 

x můžeme pozorovat různé hodnoty Y

Lineární regresní model
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Závislost mezi nezávisle proměnnou a závisle proměnnou:  y=f(x)

• funkční závislost: x a y jsou nenáhodné, pro jedno x je nejvýše jedna hodnota y
• regresní závislost: y je realizace náhodné veličiny Y při konkrétním x; pro jedno 

x můžeme pozorovat různé hodnoty Y

Lineární regresní model
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Pás spolehlivosti pro regresní přímku  Y(x) = a + bx :

kde

sŷ(x) = s ·

s
1

n
+

(x� x̄)2Pn
i=1(xi � x̄)2

<latexit sha1_base64="Qm0euLlVFMlmrpybWpdeMUo+NZA="></latexit>

Ŷ (x)± sŷ(x)t1��/2(n� 2)

<latexit sha1_base64="MK4+PbHaM4MxX/eyUCcqoOm7RIU=">AAACGHicbZA9SwNBEIb3/DZ+RS1tFoOQFMa7IGhhIdhYKhij5MIxt9kki7t7x+6cGI78DBv/io2FIrZ2/hs3MYUmvrDw8swMs/PGqRQWff/Lm5mdm19YXFourKyurW8UN7eubZIZxusskYm5icFyKTSvo0DJb1LDQcWSN+K7s2G9cc+NFYm+wn7KWwq6WnQEA3QoKh6EPUB6W36o0DBV1Eb5CPQHQ4JRHuyHXVAKDmqDst6vVaJiya/6I9FpE4xNiYx1ERU/w3bCMsU1MgnWNgM/xVYOBgWTfFAIM8tTYHfQ5U1nNShuW/nosAHdc6RNO4lxTyMd0d8TOShr+yp2nQqwZydrQ/hfrZlh57iVC51myDX7WdTJJMWEDlOibWE4Q9l3BpgR7q+U9cAAQ5dlwYUQTJ48ba5r1eCwenR5WDo9GcexRHbILimTgByRU3JOLkidMPJInskrefOevBfv3fv4aZ3xxjPb5I+8z2/eF53F</latexit>

Lineární regresní model
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Lineární regresní model
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Ŷ (x0)± sŷ(x0)t1��/2(n� 2)
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Pás spolehlivosti pro predikci  Y(x0) = a + bx0 :
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Lineární regresní model

Příklad: Závislost délky brzdné dráhy na rychlosti.

> qrc1 <- lm(dist~speed + I(speed^2)-1, data=cars)	
> pred.frame <- data.frame(speed=seq(0,120,2))	
> pp <- predict(qrc1, newdata=pred.frame, interval="pred")	
> pc <- predict(qrc1, newdata=pred.frame, interval="conf")	
> plot(cars$speed, cars$dist)	
> matlines(pred.frame$speed, pc, lty=c(1,3,3), col="blue")	
> matlines(pred.frame$speed, pp, lty=c(1,2,2), col="red")	



Lineární regresní model

• Model lineární regrese lze použít i v případech, kdy závislost mezi veličinami 
X a Y není lineární (viz třeba kvadratická regrese) 

• Někdy lze použít tzv. „linearizaci modelu“, kterou původně nelineární model 
převedeme na lineární s transformovanými veličinami X a Y  

• Při linearizaci musíme být opatrní: vše, co je odvozeno pro linearizovaný 
model za předpokladu normality chybového členu 𝜖, platí pouze pro něj; 
nikoli pro model původní. A to opět za předpokladu, že transformovaná 
náhodná veličina v linearizovaném modelu má opět normální rozdělení.

Lineární model je „lineární“ proto, že je lineární v parametrech (lze jej zapsat maticově).

=>

Úloha: Pokuste se linearizovat následující nelineární modely:
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1
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Lineární regresní model

Příklad: Závislost mezi teplotou nástroje 𝜃 a rychlostí posuvu 𝜈 při obrábění lze pova-
žovat za regresní závislost ve tvaru  𝜃 = 𝛼.𝜈𝛽.𝜖, kde 𝛼 a 𝛽 jsou regresní koeficienty a 𝜖 
je náhodná veličina se strřední hodnotou 1. Na základě měření odhadněte neznámé 
regresní koeficienty.

Předpokládaná závislost není lineární v parametrech  => použijeme linearizaci:
zlogaritmováním vztahu mezi teplotou a posuvem dostaneme
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ln ✓ = ln↵+ �. ln ⌫ + ln ✏.
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Y = ln ✓, X = ln ⌫, a = ln↵, " = ln ✏, b = �Položíme-li                                                                              , dostáváme lineární 
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Y = a+ b.X + "

Dále postupujeme jako v případě přímkové regrese.

Poznámka:   Pokud by mělo mít 𝜀 normální rozdělení, musí veličina 𝜖 v původním 
modelu mít logaritmicko-normální rozdělení LN(0, 𝜎2).

> logreg <- lm(log(tempr)~log(speed), data=machining)	
> a=exp(logreg$coefficient[1])	
> b=logreg$coefficient[2]



Lineární model pro dvě vysvětlující proměnné:           Y = a + bX + cZ + dXZ + ε
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Vícerozměrný lineární regresní model


