
Název přednášky: Průhled stochastika do průmyslové statistiky


délka: cca 45-50 minut


Anotace:

V podstatě neexistuje samostatná disciplína Průmyslová statistika. Jedná 
se vždy o aplikovanou matematickou statistiku se zaměřením na problémy 
průmyslové praxe. Tedy z metodologického hlediska se jedná o klasickou 
matematickou statistiku. Ve svém příspěvku se zaměřím na tři oblasti, se 
kterými mám osobní zkušenost: modelování výrobních linek, statistické 
monitorování procesů a stabilita modelů. Přednáška bude doplněna 
dvěma konkrétními aplikacemi z oblasti spolehlivosti a odhadování doby 
života průmyslových systémů.
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Pravděpodobnostní metody 
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12. Testy o kvalitativních 
výsledcích



Klíčové vztahy: • Test chí-kvadrát 
• Fisherův test

Klíčové pojmy: • poměry (proporce) 
• Kontingenční tabulka, čtyřpolní tabulka

12. Testy o kvalitativních 
výsledcích



2)

Test poměrů
Příklady:

• Statistický odhad pravděpodobnosti 
• Odhad volebních preferencí 
• Poměr neshodných výrobků 
• Poměr žen v určité funkci 
• … atd. 

odhadujeme pomocí relativní 

četnosti 
<latexit sha1_base64="8dZrfNBhoS5MQPxTKE1zQ4vHG6Q=">AAAB/XicbVDLSsNAFJ34rPUVHzs3g0VwVRKRKoJQceNKKtgHNKVMppN26GQSZm6EGoK/4saFIm79D3f+jdM2C209cOFwzr3ce48fC67Bcb6thcWl5ZXVwlpxfWNza9ve2W3oKFGU1WkkItXyiWaCS1YHDoK1YsVI6AvW9IfXY7/5wJTmkbyHUcw6IelLHnBKwEhde98bEMDxpRcoQlPZvcrS26xrl5yyMwGeJ25OSihHrWt/eb2IJiGTQAXRuu06MXRSooBTwbKil2gWEzokfdY2VJKQ6U46uT7DR0bp4SBSpiTgifp7IiWh1qPQN50hgYGe9cbif147geC8k3IZJ8AknS4KEoEhwuMocI8rRkGMDCFUcXMrpgNicgATWNGE4M6+PE8aJ2W3Uq7cnZaqF3kcBXSADtExctEZqqIbVEN1RNEjekav6M16sl6sd+tj2rpg5TN76A+szx9MvpUg</latexit>

p̂ =
nA

N

Jednovýběrový test: <latexit sha1_base64="Qy6LbHTa+N40nc1wlfdjbV5oti4=">AAAB9XicbVDLSgMxFL1TX7W+qi7dBIvgqsyIVCkIBTddVrAPaMchk2ba0EwmJBmllP6HGxeKuPVf3Pk3pu0stPVcLhzOuZfcnFBypo3rfju5tfWNza38dmFnd2//oHh41NJJqghtkoQnqhNiTTkTtGmY4bQjFcVxyGk7HN3O/PYjVZol4t6MJfVjPBAsYgQbKz3UA7eKerbkjQzcoFhyy+4caJV4GSlBhkZQ/Or1E5LGVBjCsdZdz5XGn2BlGOF0WuilmkpMRnhAu5YKHFPtT+ZXT9GZVfooSpRtYdBc/b0xwbHW4zi0kzE2Q73szcT/vG5qomt/woRMDRVk8VCUcmQSNIsA9ZmixPCxJZgoZm9FZIgVJsYGVbAheMtfXiWti7JXKVfuLku1ahZHHk7gFM7BgyuoQR0a0AQCCp7hFd6cJ+fFeXc+FqM5J9s5hj9wPn8A+L6Q3g==</latexit>

H0 : p = p0
<latexit sha1_base64="vZoD3r5mouHzGZFMfcV5Jq06Ojs=">AAAB+3icbVDLSsNAFJ34rPUV69LNYBFclUSkSlcVN11WsA9oQphMb9uhk0mcmYgl9FfcuFDErT/izr9x2mahredy4XDOvcydEyacKe0439ba+sbm1nZhp7i7t39waB+V2ipOJYUWjXksuyFRwJmAlmaaQzeRQKKQQycc3878ziNIxWJxrycJ+BEZCjZglGgjBXapEdzUsGcq8QQ84CRwArvsVJw58Cpxc1JGOZqB/eX1Y5pGIDTlRKme6yTaz4jUjHKYFr1UQULomAyhZ6ggESg/m98+xWdG6eNBLE0Ljefq742MREpNotBMRkSP1LI3E//zeqkeXPsZE0mqQdDFQ4OUYx3jWRC4zyRQzSeGECqZuRXTEZGEahNX0YTgLn95lbQvKm61Ur27LNdreRwFdIJO0Tly0RWqowZqohai6Ak9o1f0Zk2tF+vd+liMrln5zjH6A+vzB31Bkss=</latexit>

HA : p 6= p0

<latexit sha1_base64="N3fU+7w69YkpQy+Gf4xenSq9fmE=">AAACEnicbZDLSgMxFIYz9VbrbdSlm2AR2kXLjEgVQSi4cSUVeoNOKZk004ZmLiZnhDLMM7jxVdy4UMStK3e+jelloa0HEj7+/xyS87uR4Aos69vIrKyurW9kN3Nb2zu7e+b+QVOFsaSsQUMRyrZLFBM8YA3gIFg7koz4rmAtd3Q98VsPTCoeBnUYR6zrk0HAPU4JaKlnFutX2PEkoYkzJICj0m3Us9LEUfcSkgkX7JK+i2naM/NW2ZoWXgZ7Dnk0r1rP/HL6IY19FgAVRKmObUXQTYgETgVLc06sWEToiAxYR2NAfKa6yXSlFJ9opY+9UOoTAJ6qvycS4is19l3d6RMYqkVvIv7ndWLwLroJD6IYWEBnD3mxwBDiST64zyWjIMYaCJVc/xXTIdEBgU4xp0OwF1dehuZp2a6UK3dn+erlPI4sOkLHqIBsdI6q6AbVUANR9Iie0St6M56MF+Pd+Ji1Zoz5zCH6U8bnD1GKnJ0=</latexit>

T =
p̂�Np0p
Np0(1� p0)

<latexit sha1_base64="4vwdS07kCtjCktzV5i47jDR/nu4=">AAAB+3icbVDLSsNAFJ3UV62vWJduBotQQUoiUsVVwY0rqWAf0IQymU7aoZMHMzfSEvIrblwo4tYfceffOG2z0NYDFw7n3Mu993ix4Aos69sorK1vbG4Vt0s7u3v7B+Zhua2iRFLWopGIZNcjigkeshZwEKwbS0YCT7CON76d+Z0nJhWPwkeYxswNyDDkPqcEtNQ3y47iAXaATSC9z6rWuX3WNytWzZoDrxI7JxWUo9k3v5xBRJOAhUAFUapnWzG4KZHAqWBZyUkUiwkdkyHraRqSgCk3nd+e4VOtDLAfSV0h4Ln6eyIlgVLTwNOdAYGRWvZm4n9eLwH/2k15GCfAQrpY5CcCQ4RnQeABl4yCmGpCqOT6VkxHRBIKOq6SDsFefnmVtC9qdr1Wf7isNG7yOIroGJ2gKrLRFWqgO9RELUTRBD2jV/RmZMaL8W58LFoLRj5zhP7A+PwBfx+TbA==</latexit>

⇠ N(0, 1)

> prop.test(36, 100, 0.3)

	 1-sample proportions test with continuity correction	

data:  36 out of 100, null probability 0.3	
X-squared = 1.4405, df = 1, p-value = 0.2301	
alternative hypothesis: true p is not equal to 0.3	
95 percent confidence interval:	
 0.2681721 0.4627255	
sample estimates:        p   0.36 



2)

Test poměrů
Dvouvýběrový test:

<latexit sha1_base64="4vwdS07kCtjCktzV5i47jDR/nu4=">AAAB+3icbVDLSsNAFJ3UV62vWJduBotQQUoiUsVVwY0rqWAf0IQymU7aoZMHMzfSEvIrblwo4tYfceffOG2z0NYDFw7n3Mu993ix4Aos69sorK1vbG4Vt0s7u3v7B+Zhua2iRFLWopGIZNcjigkeshZwEKwbS0YCT7CON76d+Z0nJhWPwkeYxswNyDDkPqcEtNQ3y47iAXaATSC9z6rWuX3WNytWzZoDrxI7JxWUo9k3v5xBRJOAhUAFUapnWzG4KZHAqWBZyUkUiwkdkyHraRqSgCk3nd+e4VOtDLAfSV0h4Ln6eyIlgVLTwNOdAYGRWvZm4n9eLwH/2k15GCfAQrpY5CcCQ4RnQeABl4yCmGpCqOT6VkxHRBIKOq6SDsFefnmVtC9qdr1Wf7isNG7yOIroGJ2gKrLRFWqgO9RELUTRBD2jV/RmZMaL8W58LFoLRj5zhP7A+PwBfx+TbA==</latexit>

⇠ N(0, 1)

<latexit sha1_base64="QrYmXuJ8pEZbhwGJSgLcrT6CUN8="></latexit>

T =
p̂1 � p̂2p

p0(1� p0)(1/N1 + 1/N2)
<latexit sha1_base64="Z9iEqrGYWGLKxYq5MQZ4Df7t8K8=">AAAB/XicbVDLSgMxFL3js9bX+Ni5CRbBVZkpUqWripsuK9gHdMqQSTNtaCYzJhmhluKvuHGhiFv/w51/Y9rOQltPCPdwzr3k5gQJZ0o7zre1srq2vrGZ28pv7+zu7dsHh00Vp5LQBol5LNsBVpQzQRuaaU7biaQ4CjhtBcObqd96oFKxWNzpUUK7Ee4LFjKCtZF8+7jmX1eQZ07iu56g96aWfLvgFJ0Z0DJxM1KADHXf/vJ6MUkjKjThWKmO6yS6O8ZSM8LpJO+liiaYDHGfdgwVOKKqO55tP0FnRumhMJbmCo1m6u+JMY6UGkWB6YywHqhFbyr+53VSHV51x0wkqaaCzB8KU450jKZRoB6TlGg+MgQTycyuiAywxESbwPImBHfxy8ukWSq65WL59qJQrWRx5OAETuEcXLiEKtSgDg0g8AjP8Apv1pP1Yr1bH/PWFSubOYI/sD5/AK8Xk3E=</latexit>

HA : p1 6= p2

<latexit sha1_base64="iramJAikdMqoC1cNSwwirlY4GOM=">AAAB+3icbVDLSsNAFL3xWesr1qWbwSK4KkmRKgWh4KbLCvYBbQiT6aQdOpmEmYlYQn/FjQtF3Poj7vwbp20W2nqGC4dz7uXeOUHCmdKO821tbG5t7+wW9or7B4dHx/ZJqaPiVBLaJjGPZS/AinImaFszzWkvkRRHAafdYHI397uPVCoWiwc9TagX4ZFgISNYG8m3S03fqaOBeYnv3iZ+1ZRddirOAmiduDkpQ46Wb38NhjFJIyo04Vipvusk2suw1IxwOisOUkUTTCZ4RPuGChxR5WWL22fowihDFMbSlNBoof6eyHCk1DQKTGeE9VitenPxP6+f6vDGy5hIUk0FWS4KU450jOZBoCGTlGg+NQQTycytiIyxxESbuIomBHf1y+ukU624tUrt/qrcqOdxFOAMzuESXLiGBjShBW0g8ATP8Apv1sx6sd6tj2XrhpXPnMIfWJ8/+VmSdg==</latexit>

H0 : p1 = p2 = p

Příklad:

Bylo dotazováno 800 absolventů ČVUT a UK. Z výzkumu plyne, že 322 
dotazovaných jsou absolventi ČVUT kteří pracují dále ve svém oboru,  234 
dotázaných absovovalo UK a pracují také ve svém oboru. Ve 158 případech 
odpovědí bylo zjištěno, že absolventi ČVUT ve svém oboru nepracují a 
zbývajících 86 jsou absolventi UK, kteří také nepracují ve svém oboru. 

Liší se statisticky významně poměr absolventů pracujících v oboru pro tyto dvě 
univerzity?  

ČVUT UK celkem

v oboru 322 234 556
mimo 
obor 158 86 244

celkem 480 320 800

<latexit sha1_base64="iRBcaIUc5qd95eYUQPKT37Hl6Vs=">AAACH3icbZDLagIxFIYzvVp7s+2ym1ApdCGamZFRCoLQTZcW6gUckUyMGsxcSDIFGXyTbvoq3XTRUkp3vk2jzqLVnhD4+P9zSM7vRZxJhdDc2Nre2d3bzxxkD4+OT05zZ+ctGcaC0CYJeSg6HpaUs4A2FVOcdiJBse9x2vYmdwu//USFZGHwqKYR7fl4FLAhI1hpqZ9z3DFWMOqbsAZtyyqVq0gTKjiVAnQXZ2VbWrTscsm2UA0VKnY/l0dFtCy4CWYKeZBWo5/7dgchiX0aKMKxlF0TRaqXYKEY4XSWdWNJI0wmeES7GgPsU9lLlvvN4LVWBnAYCn0DBZfq74kE+1JOfU93+liN5bq3EP/zurEaVnsJC6JY0YCsHhrGHKoQLsKCAyYoUXyqARPB9F8hGWOBidKRZnUI5vrKm9CyiqZTdB7K+fptGkcGXIIrcANMUAF1cA8aoAkIeAav4B18GC/Gm/FpfK1at4x05gL8KWP+Awgbm4M=</latexit>

p̂1 = 322/480 = 0, 67, p̂2 = 234/320 = 0, 73



2)

Test poměrů
Dvouvýběrový test:

<latexit sha1_base64="4vwdS07kCtjCktzV5i47jDR/nu4=">AAAB+3icbVDLSsNAFJ3UV62vWJduBotQQUoiUsVVwY0rqWAf0IQymU7aoZMHMzfSEvIrblwo4tYfceffOG2z0NYDFw7n3Mu993ix4Aos69sorK1vbG4Vt0s7u3v7B+Zhua2iRFLWopGIZNcjigkeshZwEKwbS0YCT7CON76d+Z0nJhWPwkeYxswNyDDkPqcEtNQ3y47iAXaATSC9z6rWuX3WNytWzZoDrxI7JxWUo9k3v5xBRJOAhUAFUapnWzG4KZHAqWBZyUkUiwkdkyHraRqSgCk3nd+e4VOtDLAfSV0h4Ln6eyIlgVLTwNOdAYGRWvZm4n9eLwH/2k15GCfAQrpY5CcCQ4RnQeABl4yCmGpCqOT6VkxHRBIKOq6SDsFefnmVtC9qdr1Wf7isNG7yOIroGJ2gKrLRFWqgO9RELUTRBD2jV/RmZMaL8W58LFoLRj5zhP7A+PwBfx+TbA==</latexit>

⇠ N(0, 1)

<latexit sha1_base64="QrYmXuJ8pEZbhwGJSgLcrT6CUN8="></latexit>

T =
p̂1 � p̂2p

p0(1� p0)(1/N1 + 1/N2)
<latexit sha1_base64="Z9iEqrGYWGLKxYq5MQZ4Df7t8K8=">AAAB/XicbVDLSgMxFL3js9bX+Ni5CRbBVZkpUqWripsuK9gHdMqQSTNtaCYzJhmhluKvuHGhiFv/w51/Y9rOQltPCPdwzr3k5gQJZ0o7zre1srq2vrGZ28pv7+zu7dsHh00Vp5LQBol5LNsBVpQzQRuaaU7biaQ4CjhtBcObqd96oFKxWNzpUUK7Ee4LFjKCtZF8+7jmX1eQZ07iu56g96aWfLvgFJ0Z0DJxM1KADHXf/vJ6MUkjKjThWKmO6yS6O8ZSM8LpJO+liiaYDHGfdgwVOKKqO55tP0FnRumhMJbmCo1m6u+JMY6UGkWB6YywHqhFbyr+53VSHV51x0wkqaaCzB8KU450jKZRoB6TlGg+MgQTycyuiAywxESbwPImBHfxy8ukWSq65WL59qJQrWRx5OAETuEcXLiEKtSgDg0g8AjP8Apv1pP1Yr1bH/PWFSubOYI/sD5/AK8Xk3E=</latexit>

HA : p1 6= p2

<latexit sha1_base64="iramJAikdMqoC1cNSwwirlY4GOM=">AAAB+3icbVDLSsNAFL3xWesr1qWbwSK4KkmRKgWh4KbLCvYBbQiT6aQdOpmEmYlYQn/FjQtF3Poj7vwbp20W2nqGC4dz7uXeOUHCmdKO821tbG5t7+wW9or7B4dHx/ZJqaPiVBLaJjGPZS/AinImaFszzWkvkRRHAafdYHI397uPVCoWiwc9TagX4ZFgISNYG8m3S03fqaOBeYnv3iZ+1ZRddirOAmiduDkpQ46Wb38NhjFJIyo04Vipvusk2suw1IxwOisOUkUTTCZ4RPuGChxR5WWL22fowihDFMbSlNBoof6eyHCk1DQKTGeE9VitenPxP6+f6vDGy5hIUk0FWS4KU450jOZBoCGTlGg+NQQTycytiIyxxESbuIomBHf1y+ukU624tUrt/qrcqOdxFOAMzuESXLiGBjShBW0g8ATP8Apv1sx6sd6tj2XrhpXPnMIfWJ8/+VmSdg==</latexit>

H0 : p1 = p2 = p

Příklad:

ČVUT UK celkem

v oboru 322 234 556
mimo 
obor 158 86 244

celkem 480 320 800

> prop.test(c(322,234),c(480,320))	

	 2-sample test for equality of proportions with continuity correction	

data:  c(322, 234) out of c(480, 320)	
X-squared = 3.0273, df = 1, p-value = 0.08187	
alternative hypothesis: two.sided	
95 percent confidence interval:	
 -0.127257708  0.006424375	
sample estimates:	
   prop 1    prop 2 	
0.6708333 0.7312500 



2)

Test nezávislosti v kontingenční tabulce
Příklad:

Bylo dotazováno 800 absolventů ČVUT a UK. Z výzkumu plyne, že 322 
dotazovaných jsou absolventi ČVUT kteří pracují dále ve svém oboru,  234 
dotázaných absovovalo UK a pracují také ve svém oboru. Ve 158 případech 
odpovědí bylo zjištěno, že absolventi ČVUT ve svém oboru nepracují a 
zbývajících 86 jsou absolventi UK, kteří také nepracují ve svém oboru. 

Lze považovat uplatnění se v oboru studia stochasticky závislé na absolvované 
univerzitě?  

ČVUT UK celkem

v oboru 322 234 556

mimo obor 158 86 244

celkem 480 320 800

0,4025 0,2925 0,695

0,1975 0,1075 0,305

0,6000 0,4000 1,000

0,695x0,6 = 0,417 ≠ 0,4025

0,4025 0,2925 0,695

0,1975 0,1075 0,305

0,6000 0,4000 1,000



ČVUT UK celkem

v oboru 0,4025 0,2925 0,695

mimo obor 0,1975 0,1075 0,305

celkem 0,6000 0,4000 1,000

2)

Test nezávislosti v kontingenční tabulce
Příklad:

0,695x0,6 = 0,417 ≠ 0,4025

Test chí-kvadrát:

<latexit sha1_base64="6TpmwcsuvjT+DtZqm4bhROutTfg=">AAACD3icbVC7TsMwFHXKq5RXgJHFogIxRQlCBXUqYulYJPqQ2ipyXKd16zjBdpCqKH/Awq+wMIAQKysbf4PTZoCWI92ro3PulX2PFzEqlW1/G4WV1bX1jeJmaWt7Z3fP3D9oyTAWmDRxyELR8ZAkjHLSVFQx0okEQYHHSNub3GR++4EISUN+p6YR6QdoyKlPMVJacs3TuntdhdxN6DjtcXIPe75AOMkEK9XdGqdpwlPXLNuWPQNcJk5OyiBHwzW/eoMQxwHhCjMkZdexI9VPkFAUM5KWerEkEcITNCRdTTkKiOwns3tSeKKVAfRDoYsrOFN/byQokHIaeHoyQGokF71M/M/rxsq/6ieUR7EiHM8f8mMGVQizcOCACoIVm2qCsKD6rxCPkA5E6QhLOgRn8eRl0jq3nIpVub0o16p5HEVwBI7BGXDAJaiBOmiAJsDgETyDV/BmPBkvxrvxMR8tGPnOIfgD4/MHQCmc0w==</latexit>

HA : nij 6=
ni.n.j

n

<latexit sha1_base64="x8/8URs4OveAI8+5Mee3Glz1b10=">AAACC3icbVBNS8MwGE79nPOr6tFL2BA8lVZkykAYeNlxgvuArZQ0S7dsaVqSVBildy/+FS8eFPHqH/DmvzHdetDNBxKePM/78uZ9/JhRqWz721hb39jc2i7tlHf39g8OzaPjjowSgUkbRywSPR9JwignbUUVI71YEBT6jHT96W3udx+IkDTi92oWEzdEI04DipHSkmdWmp5dh9xL6SS7GQQC4TR/WJm+rUmWpTzzzKpt2XPAVeIUpAoKtDzzazCMcBISrjBDUvYdO1ZuioSimJGsPEgkiRGeohHpa8pRSKSbznfJ4JlWhjCIhD5cwbn6uyNFoZSz0NeVIVJjuezl4n9eP1HBtZtSHieKcLwYFCQMqgjmwcAhFQQrNtMEYUH1XyEeIx2I0vGVdQjO8sqrpHNhOTWrdndZbdSLOErgFFTAOXDAFWiAJmiBNsDgETyDV/BmPBkvxrvxsShdM4qeE/AHxucPD96bFw==</latexit>

H0 : nij =
ni.n.j

n
pro všechny dvojice i,j

pro nějakou dvojici i,j
<latexit sha1_base64="9MEQMnpMb7nIB2FfeYon39pH5aA=">AAACJXicbZDLSsNAFIYn9VbrrerSzWARXEhIRKqIhYIblxXsBZoYJtNpO+1kEmYmQgl5GTe+ihsXFhFc+SpO2oK19cDAx/+fw5nz+xGjUlnWl5FbWV1b38hvFra2d3b3ivsHDRnGApM6DlkoWj6ShFFO6ooqRlqRICjwGWn6w9vMbz4RIWnIH9QoIm6Aepx2KUZKS17xhnsJNVNYgY6MAy8ZVOz0kcNMHaRn0MnIHPz6dN73iiXLtCYFl8GeQQnMquYVx04nxHFAuMIMSdm2rUi5CRKKYkbSghNLEiE8RD3S1shRQKSbTK5M4YlWOrAbCv24ghN1fiJBgZSjwNedAVJ9uehl4n9eO1bdKzehPIoV4Xi6qBszqEKYRQY7VBCs2EgDwoLqv0LcRwJhpYMt6BDsxZOXoXFu2mWzfH9Rql7P4siDI3AMToENLkEV3IEaqAMMnsEreAdj48V4Mz6Mz2lrzpjNHII/ZXz/AOFcpEg=</latexit>

ni. =
nX

j=1

nij , n.j =
nX

i=1

nijkde                                                .

Bylo dotazováno 800 absolventů ČVUT a UK. Z výzkumu plyne, že 322 
dotazovaných jsou absolventi ČVUT kteří pracují dále ve svém oboru,  234 
dotázaných absovovalo UK a pracují také ve svém oboru. Ve 158 případech 
odpovědí bylo zjištěno, že absolventi ČVUT ve svém oboru nepracují a 
zbývajících 86 jsou absolventi UK, kteří také nepracují ve svém oboru. 

Lze považovat uplatnění se v oboru studia stochasticky závislé na absolvované 
univerzitě?  



2)

Test nezávislosti v kontingenční tabulce
Příklad:

Test chí-kvadrát:

<latexit sha1_base64="6TpmwcsuvjT+DtZqm4bhROutTfg=">AAACD3icbVC7TsMwFHXKq5RXgJHFogIxRQlCBXUqYulYJPqQ2ipyXKd16zjBdpCqKH/Awq+wMIAQKysbf4PTZoCWI92ro3PulX2PFzEqlW1/G4WV1bX1jeJmaWt7Z3fP3D9oyTAWmDRxyELR8ZAkjHLSVFQx0okEQYHHSNub3GR++4EISUN+p6YR6QdoyKlPMVJacs3TuntdhdxN6DjtcXIPe75AOMkEK9XdGqdpwlPXLNuWPQNcJk5OyiBHwzW/eoMQxwHhCjMkZdexI9VPkFAUM5KWerEkEcITNCRdTTkKiOwns3tSeKKVAfRDoYsrOFN/byQokHIaeHoyQGokF71M/M/rxsq/6ieUR7EiHM8f8mMGVQizcOCACoIVm2qCsKD6rxCPkA5E6QhLOgRn8eRl0jq3nIpVub0o16p5HEVwBI7BGXDAJaiBOmiAJsDgETyDV/BmPBkvxrvxMR8tGPnOIfgD4/MHQCmc0w==</latexit>

HA : nij 6=
ni.n.j

n

<latexit sha1_base64="x8/8URs4OveAI8+5Mee3Glz1b10=">AAACC3icbVBNS8MwGE79nPOr6tFL2BA8lVZkykAYeNlxgvuArZQ0S7dsaVqSVBildy/+FS8eFPHqH/DmvzHdetDNBxKePM/78uZ9/JhRqWz721hb39jc2i7tlHf39g8OzaPjjowSgUkbRywSPR9JwignbUUVI71YEBT6jHT96W3udx+IkDTi92oWEzdEI04DipHSkmdWmp5dh9xL6SS7GQQC4TR/WJm+rUmWpTzzzKpt2XPAVeIUpAoKtDzzazCMcBISrjBDUvYdO1ZuioSimJGsPEgkiRGeohHpa8pRSKSbznfJ4JlWhjCIhD5cwbn6uyNFoZSz0NeVIVJjuezl4n9eP1HBtZtSHieKcLwYFCQMqgjmwcAhFQQrNtMEYUH1XyEeIx2I0vGVdQjO8sqrpHNhOTWrdndZbdSLOErgFFTAOXDAFWiAJmiBNsDgETyDV/BmPBkvxrvxsShdM4qeE/AHxucPD96bFw==</latexit>

H0 : nij =
ni.n.j

n
pro všechny dvojice i,j

pro nějakou dvojici i,j
<latexit sha1_base64="9MEQMnpMb7nIB2FfeYon39pH5aA=">AAACJXicbZDLSsNAFIYn9VbrrerSzWARXEhIRKqIhYIblxXsBZoYJtNpO+1kEmYmQgl5GTe+ihsXFhFc+SpO2oK19cDAx/+fw5nz+xGjUlnWl5FbWV1b38hvFra2d3b3ivsHDRnGApM6DlkoWj6ShFFO6ooqRlqRICjwGWn6w9vMbz4RIWnIH9QoIm6Aepx2KUZKS17xhnsJNVNYgY6MAy8ZVOz0kcNMHaRn0MnIHPz6dN73iiXLtCYFl8GeQQnMquYVx04nxHFAuMIMSdm2rUi5CRKKYkbSghNLEiE8RD3S1shRQKSbTK5M4YlWOrAbCv24ghN1fiJBgZSjwNedAVJ9uehl4n9eO1bdKzehPIoV4Xi6qBszqEKYRQY7VBCs2EgDwoLqv0LcRwJhpYMt6BDsxZOXoXFu2mWzfH9Rql7P4siDI3AMToENLkEV3IEaqAMMnsEreAdj48V4Mz6Mz2lrzpjNHII/ZXz/AOFcpEg=</latexit>

ni. =
nX

j=1

nij , n.j =
nX

i=1

nijkde                                                .

ČVUT UK celkem

v oboru n11 n12 n1.

mimo obor n21 n22 n2.

celkem n.1 n.2 n

Bylo dotazováno 800 absolventů ČVUT a UK. Z výzkumu plyne, že 322 
dotazovaných jsou absolventi ČVUT kteří pracují dále ve svém oboru,  234 
dotázaných absovovalo UK a pracují také ve svém oboru. Ve 158 případech 
odpovědí bylo zjištěno, že absolventi ČVUT ve svém oboru nepracují a 
zbývajících 86 jsou absolventi UK, kteří také nepracují ve svém oboru. 

Lze považovat uplatnění se v oboru studia stochasticky závislé na absolvované 
univerzitě?  



2)

Test nezávislosti v kontingenční tabulce
Test chí-kvadrát:

Označme                        tzv. teoretické (očekávané) četnosti. Potom testová statistika  

bude mít tvar:

<latexit sha1_base64="BGXL0ageo44Rv8jtlBuq/1D7Rhg=">AAACCnicbVDLSgMxFL3js9bXqEs30SKIi2FGpIogFNy4rGAf0NaSSTNt2kxmSDJCGWbtxl9x40IRt36BO//G9LHQ1gMJJ+fcy809fsyZ0q77bS0sLi2vrObW8usbm1vb9s5uVUWJJLRCIh7Juo8V5UzQimaa03osKQ59Tmv+4Hrk1x6oVCwSd3oY01aIu4IFjGBtpLZ9IO5P2inrZ+gKNQOJSSrM08nM7fSzLBVZ2y64jjsGmifelBRginLb/mp2IpKEVGjCsVINz411K8VSM8Jplm8misaYDHCXNgwVOKSqlY5XydCRUTooiKQ5QqOx+rsjxaFSw9A3lSHWPTXrjcT/vEaig4tWykScaCrIZFCQcKQjNMoFdZikRPOhIZhIZv6KSA+bQLRJL29C8GZXnifVU8crOsXbs0LpchpHDvbhEI7Bg3MowQ2UoQIEHuEZXuHNerJerHfrY1K6YE179uAPrM8fQluapA==</latexit>

n⇤
ij =

ni.n.j

n <latexit sha1_base64="ATa9cYTO5sjj24uORx71+n0WycU="></latexit>

X2 =
rX

i=1

sX

j=1

(nij � n⇤
ij)

2

n⇤
ij

<latexit sha1_base64="JfKUQHHV3CQ3tGhsL//2AVIiUvQ=">AAACAHicbVC7SgNBFL0bXzG+Vi0sbAaDEAvDbpAoVgEbywjmAdk1zE5mkyGzs8vMrBCWNP6KjYUitn6GnX/j5FFo4oF7OZxzLzP3BAlnSjvOt5VbWV1b38hvFra2d3b37P2DpopTSWiDxDyW7QArypmgDc00p+1EUhwFnLaC4c3Ebz1SqVgs7vUooX6E+4KFjGBtpK595CkWIQ95ZMAeKiV57p6VlGldu+iUnSnQMnHnpAhz1Lv2l9eLSRpRoQnHSnVcJ9F+hqVmhNNxwUsVTTAZ4j7tGCpwRJWfTQ8Yo1Oj9FAYS1NCo6n6eyPDkVKjKDCTEdYDtehNxP+8TqrDKz9jIkk1FWT2UJhypGM0SQP1mKRE85EhmEhm/orIAEtMtMmsYEJwF09eJs1K2a2Wq3cXxdr1PI48HMMJlMCFS6jBLdShAQTG8Ayv8GY9WS/Wu/UxG81Z851D+APr8wc6oJQ4</latexit>

⇠ �2(r � 1)(s� 1)

Podmínky pro použití testu nezávislosti v kontingenční tabulce:

• žádná teoretická četnost nesmí být menší než 1
• nejvíce 20 % teoretických četností může být menších než 5
• pro tabulku 2x2 (čtyřpolní) musí navíc platit, že:  

• n > 40, jinak
• pro 20 < n < 40, je nutná úprava test. kriteria pomocí tzv. Yatesovy korekce
• pro n<20 je třeba použít tzv. přesný Fisherův test.

Hypotézu H0 o nezávislosti znaků zamítáme na hladině významnosti  𝜶, pokud 
hodnota testové statistiky X2 překročí (1-𝜶)-kvantil rozdělení chí-kvadrát o (r-1)(s-1) 
stupních volnosti.  



2)

Test nezávislosti v kontingenční tabulce
Příklad:

ČVUT UK celkem

v oboru 322 234 556
mimo 
obor 158 86 244

celkem 480 320 800

> pruzkum <- matrix(c(322, 234, 158, 86),2)	
> colnames(pruzkum)= c("CVUT","UK")	
> rownames(pruzkum)= c("v oboru", "mimo obor")	
> pruzkum	

          CVUT  UK	
v oboru    322 158	
mimo obor  234  86

Bylo dotazováno 800 absolventů ČVUT a UK. Z výzkumu plyne, že 322 
dotazovaných jsou absolventi ČVUT kteří pracují dále ve svém oboru,  234 
dotázaných absovovalo UK a pracují také ve svém oboru. Ve 158 případech 
odpovědí bylo zjištěno, že absolventi ČVUT ve svém oboru nepracují a 
zbývajících 86 jsou absolventi UK, kteří také nepracují ve svém oboru. 

Lze považovat uplatnění se v oboru studia stochasticky závislé na absolvované 
univerzitě?  

> chisq.test(pruzkum)	
	 Pearson's Chi-squared test with Yates' continuity correction	
      	
   data: pruzkum, X-squared = 3.0273, df = 1, p-value = 0.08187



2)

Test nezávislosti v kontingenční tabulce

> fisher.test(pruzkum)	

	 Fisher's Exact Test for Count Data	

data:  pruzkum,  p-value = 0.07187	
alternative hypothesis: true odds ratio is not equal to 1	
95 percent confidence interval: 0.5407144 1.0343715	
sample estimates: odds ratio 0.7492708 

ČVUT 
ano

ČVUT 
ne celkem

v oboru 
ano 322 234 556

v oboru 
ne 158 86 244

celkem 480 320 800

Fisherův test je založen na tzv. poměru šancí (Odds ratio) výskytu určité události 
v závislosti na události druhé (v našem příkladu „CVUT“ a „v oboru“). Kvantifikuje 
tedy sílu vztahu mezi těmito dvěma veličinami. 

<latexit sha1_base64="os+2g5LwtkoOGJbB0+Ot4CkChN0=">AAACKHicbZDLSgMxFIYz3q23qks3wSLUTZkRURHEght3VrFaaEvJpGdqNJMZkjNiGeZx3PgqbkQU6dYnMb2Al3og8PP953Byfj+WwqDr9pyJyanpmdm5+dzC4tLySn517cpEieZQ5ZGMdM1nBqRQUEWBEmqxBhb6Eq79u5O+f30P2ohIXWI3hmbIOkoEgjO0qJU/biA8YHp2kR01As14WikOyS3cU8UMMgXZdvYbw7fRyhfckjsoOi68kSiQUVVa+ddGO+JJCAq5ZMbUPTfGZso0Ci4hyzUSAzHjd6wDdSsVC8E008GhGd2ypE2DSNunkA7oz4mUhcZ0Q992hgxvzF+vD//z6gkGB81UqDhBUHy4KEgkxYj2U6NtoYGj7FrBuBb2r5TfMJsX2mxzNgTv78nj4mqn5O2V9s53C+XDURxzZINskiLxyD4pk1NSIVXCySN5Jm/k3XlyXpwPpzdsnXBGM+vkVzmfXzgep+g=</latexit>

OR =
P (jev nastane)

P (jev nenastane)

<latexit sha1_base64="YG6NbmmXJCuQA35CdDye5NT/KEU=">AAACDXicbVDLSgMxFM3UV62vUZduglVwVSZFqghCwY3LCvYB7TBk0kwbmskMSUYow/yAG3/FjQtF3Lp359+YTmehrQcSzj3nXpJ7/JgzpR3n2yqtrK6tb5Q3K1vbO7t79v5BR0WJJLRNIh7Jno8V5UzQtmaa014sKQ59Trv+5Gbmdx+oVCwS93oaUzfEI8ECRrA2kmefwGs4CCQmqfBShDJz1+tZllf1vEJZ5tlVp+bkgMsEFaQKCrQ8+2swjEgSUqEJx0r1kRNrN8VSM8JpVhkkisaYTPCI9g0VOKTKTfNtMnhqlCEMImmO0DBXf0+kOFRqGvqmM8R6rBa9mfif1090cOmmTMSJpoLMHwoSDnUEZ9HAIZOUaD41BBPJzF8hGWOTjTYBVkwIaHHlZdKp11Cj1rg7rzavijjK4AgcgzOAwAVoglvQAm1AwCN4Bq/gzXqyXqx362PeWrKKmUPwB9bnD1PWmxs=</latexit>

=
n11n22

n12n21

OR = 1 : žádná závislost mezi zkoumanými událostmi – pravděpodobnost nastání   
               jedné události je stejná nezávisle na přítomnosti či nepřítomnosti druhé 
OR > 1 : přítomnost jedné události navyšuje šanci na nastání události druhé 
OR < 1 : přítomnost jedné události snižuje šanci na  
               nastání události druhé



Název přednášky: Průhled stochastika do průmyslové statistiky


délka: cca 45-50 minut


Anotace:

V podstatě neexistuje samostatná disciplína Průmyslová statistika. Jedná 
se vždy o aplikovanou matematickou statistiku se zaměřením na problémy 
průmyslové praxe. Tedy z metodologického hlediska se jedná o klasickou 
matematickou statistiku. Ve svém příspěvku se zaměřím na tři oblasti, se 
kterými mám osobní zkušenost: modelování výrobních linek, statistické 
monitorování procesů a stabilita modelů. Přednáška bude doplněna 
dvěma konkrétními aplikacemi z oblasti spolehlivosti a odhadování doby 
života průmyslových systémů.


ak. rok 2023/2024
prof. RNDr. Gejza Dohnal, CSc.

Pravděpodobnostní metody 
ve strojírenství

13. Síla testu a rozsah výběru



Klíčové vztahy: • Test chí-kvadrát 
• Fisherův test

Klíčové pojmy: • Síla testu 
• Rozsah výběru

13. Síla testu a rozsah výběru



2)

Síla testu

Síla testu je pravděpodobnost toho, že test zamítne hypotézu když neplatí, tedy 
je rovna (1- 𝛽), kde 𝛽 je pravděpodobnost chyby II. druhu (= nezamítáme nulovou 
hypotézu když nepatí)

Síla testu je vlastnost testu, tedy závisí především na: 
- testové statistice 
- alternativní hypotéze 
- na velikosti výběru 
- no a samozřejmě na datech

V případě t-testu závisí na 
- rozptylu dat σ2 
- předpokládané diferenci 𝛿 

- na velikosti výběru n



> abline(v=qt(0.975, n-1))

2)

Síla testu

> davky <- data.matrix(read.table("davkovac.txt")) 
> n = 50;  delta = 0.2 
> noncentral = delta*sqrt(n)/sd(davky) 
> curve(pt(x,n-1,ncp=noncentral), from=0, to=10)

> pt(qt(0.975,n-1), n-1,ncp=noncentral) 
[1] 0.1438221 
> power=1-pt(qt(0.975,n-1), n-1,ncp=noncentral) 
> power 
[1] 0.8561779

Jednovýběrový t-test (nebo párový t-test):                                                                           Za předpokladu alternativní hypotézy 
HA: 𝜇 = m0 + 𝛿  má testová statistika tzv. necentrální t-rozdělení s parametrem 
necentrality

<latexit sha1_base64="DkpJuZSL1hEvZ+6+Qw02tCU0Zjk=">AAACCnicbVBNS8NAEN3Ur1q/oh69RIvgqSQiVQSh4MVjBfsBTSibzaZdutnE3YlQQs5e/CtePCji1V/gzX/jts1BWx8MPN6bYWaen3CmwLa/jdLS8srqWnm9srG5tb1j7u61VZxKQlsk5rHs+lhRzgRtAQNOu4mkOPI57fij64nfeaBSsVjcwTihXoQHgoWMYNBS3zx0RXrlhhKTzA0oB5xnrmKDCOeuupeQibxvVu2aPYW1SJyCVFGBZt/8coOYpBEVQDhWqufYCXgZlsAIp3nFTRVNMBnhAe1pKnBElZdNX8mtY60EVhhLXQKsqfp7IsORUuPI150RhqGa9ybif14vhfDCy5hIUqCCzBaFKbcgtia5WAGTlAAfa4KJZPpWiwyxzgV0ehUdgjP/8iJpn9aceq1+e1ZtXBZxlNEBOkInyEHnqIFuUBO1EEGP6Bm9ojfjyXgx3o2PWWvJKGb20R8Ynz/93Zu7</latexit>

⌫ =
�

�

p
n



2)

Síla testu
Jednovýběrový t-test (nebo párový t-test):

> power.t.test(delta=0.2, sd=sd(davky), sig.level=0.05, power=0.9,  	
     type="one.sample")

Při ručním počítání obvykle předpokládáme znalost směrodatné odchylky σ a 
namísto t-rozdělení použijeme standardní normální rozdělení (a jeho kvantily 
up). Požadovaná síla testu je zde označena 𝛽. Potom lze odvodit přibližný 
vztah: <latexit sha1_base64="JXAo4ncFrLLDvl8Pjm5Ll8Db9g8="></latexit>

n =

"✓
u↵/2 + u�

�/�

◆2
#
+ 1

     One-sample t test power calculation 	

              n = 57.18447	
          delta = 0.2	
             sd = 0.458528	
      sig.level = 0.05	
          power = 0.9	
    alternative = two.sided



2)

Síla testu

> power.t.test(delta=2, sd=sd(z), sig.level=0.05, power=0.9)	

     Two-sample t test power calculation 	

              n = 43.59226	
          delta = 2	
             sd = 2.847857	
      sig.level = 0.05	
          power = 0.9	
    alternative = two.sided	

NOTE: n is number in *each* group

Dvouvýběrový t-test: Za předpokladu alternativní hypotézy HA: 𝜇X - 𝜇Y = 𝛿  má 
testová statistika necentrální t-rozdělení s parametrem 
necentrality

<latexit sha1_base64="LhQ76Fe5+5lAcH7K/UVkFAC7lX4=">AAACFHicbVDLSsNAFJ34rPUVdekmWAShUBORKoJQcOOygn1IE8JkOmmHTiZx5kYoIR/hxl9x40IRty7c+TdOHwttPXAvh3PuZeaeIOFMgW1/GwuLS8srq4W14vrG5ta2ubPbVHEqCW2QmMeyHWBFORO0AQw4bSeS4ijgtBUMrkZ+64FKxWJxC8OEehHuCRYygkFLvll2RXrphhKTzO1SDjjPXMV6EXbVvYTMORZ+uzzqd3numyW7Yo9hzRNnSkpoirpvfrndmKQRFUA4Vqrj2Al4GZbACKd50U0VTTAZ4B7taCpwRJWXjY/KrUOtdK0wlroEWGP190aGI6WGUaAnIwx9NeuNxP+8TgrhuZcxkaRABZk8FKbcgtgaJWR1maQE+FATTCTTf7VIH+uEQOdY1CE4syfPk+ZJxalWqjenpdrFNI4C2kcH6Ag56AzV0DWqowYi6BE9o1f0ZjwZL8a78TEZXTCmO3voD4zPHzotnuc=</latexit>

⌫ =
�

�
p

1/nX + 1/nY

> x <- data.matrix(read.table("dodavatelX.txt"))	
> y <- data.matrix(read.table(„dodavatelY.txt"))	
> z=c(x,y)



2)

Síla testu

> power.t.test(n=100, delta=2, sd=sd(z), sig.level=0.05)	

     Two-sample t test power calculation 	

              n = 100	
          delta = 2	
             sd = 2.847857	
      sig.level = 0.05	
          power = 0.9985668	
    alternative = two.sided	

NOTE: n is number in *each* group

Dvouvýběrový t-test: Za předpokladu alternativní hypotézy HA: 𝜇X - 𝜇Y = 𝛿  má 
testová statistika necentrální t-rozdělení s parametrem 
necentrality

<latexit sha1_base64="LhQ76Fe5+5lAcH7K/UVkFAC7lX4=">AAACFHicbVDLSsNAFJ34rPUVdekmWAShUBORKoJQcOOygn1IE8JkOmmHTiZx5kYoIR/hxl9x40IRty7c+TdOHwttPXAvh3PuZeaeIOFMgW1/GwuLS8srq4W14vrG5ta2ubPbVHEqCW2QmMeyHWBFORO0AQw4bSeS4ijgtBUMrkZ+64FKxWJxC8OEehHuCRYygkFLvll2RXrphhKTzO1SDjjPXMV6EXbVvYTMORZ+uzzqd3numyW7Yo9hzRNnSkpoirpvfrndmKQRFUA4Vqrj2Al4GZbACKd50U0VTTAZ4B7taCpwRJWXjY/KrUOtdK0wlroEWGP190aGI6WGUaAnIwx9NeuNxP+8TgrhuZcxkaRABZk8FKbcgtgaJWR1maQE+FATTCTTf7VIH+uEQOdY1CE4syfPk+ZJxalWqjenpdrFNI4C2kcH6Ag56AzV0DWqowYi6BE9o1f0ZjwZL8a78TEZXTCmO3voD4zPHzotnuc=</latexit>

⌫ =
�

�
p

1/nX + 1/nY

> x <- data.matrix(read.table("dodavatelX.txt"))	
> y <- data.matrix(read.table(„dodavatelY.txt"))	
> z=c(x,y)



2)

Síla testu

> power.t.test(delta=2, sd=sd(z), sig.level=0.05, power=0.9,	
  alt="one.sided")	

     Two-sample t test power calculation 	

              n = 35.42511	
          delta = 2	
             sd = 2.847857	
      sig.level = 0.05	
          power = 0.9	
    alternative = one.sided	

NOTE: n is number in *each* group

Dvouvýběrový t-test: Za předpokladu alternativní hypotézy HA: 𝜇X - 𝜇Y = 𝛿  má 
testová statistika necentrální t-rozdělení s parametrem 
necentrality

<latexit sha1_base64="LhQ76Fe5+5lAcH7K/UVkFAC7lX4=">AAACFHicbVDLSsNAFJ34rPUVdekmWAShUBORKoJQcOOygn1IE8JkOmmHTiZx5kYoIR/hxl9x40IRty7c+TdOHwttPXAvh3PuZeaeIOFMgW1/GwuLS8srq4W14vrG5ta2ubPbVHEqCW2QmMeyHWBFORO0AQw4bSeS4ijgtBUMrkZ+64FKxWJxC8OEehHuCRYygkFLvll2RXrphhKTzO1SDjjPXMV6EXbVvYTMORZ+uzzqd3numyW7Yo9hzRNnSkpoirpvfrndmKQRFUA4Vqrj2Al4GZbACKd50U0VTTAZ4B7taCpwRJWXjY/KrUOtdK0wlroEWGP190aGI6WGUaAnIwx9NeuNxP+8TgrhuZcxkaRABZk8FKbcgtgaJWR1maQE+FATTCTTf7VIH+uEQOdY1CE4syfPk+ZJxalWqjenpdrFNI4C2kcH6Ag56AzV0DWqowYi6BE9o1f0ZjwZL8a78TEZXTCmO3voD4zPHzotnuc=</latexit>

⌫ =
�

�
p

1/nX + 1/nY

> x <- data.matrix(read.table("dodavatelX.txt"))	
> y <- data.matrix(read.table(„dodavatelY.txt"))	
> z=c(x,y)



2)

Síla testu

> power.t.test(delta=2, sd=5.0, sig.level=0.05, power=0.9,	
  alt="one.sided")	

     Two-sample t test power calculation 	

              n = 107.7313	
          delta = 2	
             sd = 5	
      sig.level = 0.05	
          power = 0.9	
    alternative = one.sided	

NOTE: n is number in *each* group

Dvouvýběrový t-test: Za předpokladu alternativní hypotézy HA: 𝜇X - 𝜇Y = 𝛿  má 
testová statistika necentrální t-rozdělení s parametrem 
necentrality

<latexit sha1_base64="LhQ76Fe5+5lAcH7K/UVkFAC7lX4=">AAACFHicbVDLSsNAFJ34rPUVdekmWAShUBORKoJQcOOygn1IE8JkOmmHTiZx5kYoIR/hxl9x40IRty7c+TdOHwttPXAvh3PuZeaeIOFMgW1/GwuLS8srq4W14vrG5ta2ubPbVHEqCW2QmMeyHWBFORO0AQw4bSeS4ijgtBUMrkZ+64FKxWJxC8OEehHuCRYygkFLvll2RXrphhKTzO1SDjjPXMV6EXbVvYTMORZ+uzzqd3numyW7Yo9hzRNnSkpoirpvfrndmKQRFUA4Vqrj2Al4GZbACKd50U0VTTAZ4B7taCpwRJWXjY/KrUOtdK0wlroEWGP190aGI6WGUaAnIwx9NeuNxP+8TgrhuZcxkaRABZk8FKbcgtgaJWR1maQE+FATTCTTf7VIH+uEQOdY1CE4syfPk+ZJxalWqjenpdrFNI4C2kcH6Ag56AzV0DWqowYi6BE9o1f0ZjwZL8a78TEZXTCmO3voD4zPHzotnuc=</latexit>

⌫ =
�

�
p

1/nX + 1/nY

> x <- data.matrix(read.table("dodavatelX.txt"))	
> y <- data.matrix(read.table(„dodavatelY.txt"))	
> z=c(x,y)



2)

Síla testu
Dvouvýběrový t-test: Za předpokladu alternativní hypotézy HA: 𝜇X - 𝜇Y = 𝛿  má 

testová statistika necentrální t-rozdělení s parametrem 
necentrality

<latexit sha1_base64="LhQ76Fe5+5lAcH7K/UVkFAC7lX4=">AAACFHicbVDLSsNAFJ34rPUVdekmWAShUBORKoJQcOOygn1IE8JkOmmHTiZx5kYoIR/hxl9x40IRty7c+TdOHwttPXAvh3PuZeaeIOFMgW1/GwuLS8srq4W14vrG5ta2ubPbVHEqCW2QmMeyHWBFORO0AQw4bSeS4ijgtBUMrkZ+64FKxWJxC8OEehHuCRYygkFLvll2RXrphhKTzO1SDjjPXMV6EXbVvYTMORZ+uzzqd3numyW7Yo9hzRNnSkpoirpvfrndmKQRFUA4Vqrj2Al4GZbACKd50U0VTTAZ4B7taCpwRJWXjY/KrUOtdK0wlroEWGP190aGI6WGUaAnIwx9NeuNxP+8TgrhuZcxkaRABZk8FKbcgtgaJWR1maQE+FATTCTTf7VIH+uEQOdY1CE4syfPk+ZJxalWqjenpdrFNI4C2kcH6Ag56AzV0DWqowYi6BE9o1f0ZjwZL8a78TEZXTCmO3voD4zPHzotnuc=</latexit>

⌫ =
�

�
p

1/nX + 1/nY

Při ručním počítání obvykle předpokládáme znalost směrodatné odchylky σ a 
namísto t-rozdělení použijeme standardní normální rozdělení (a jeho kvantily 
up). Požadovaná síla testu je zde označena 𝛽. Potom lze odvodit přibližný 
vztah: <latexit sha1_base64="ICEoZ5clz1CJpKqaQUOUVDZ/sWc="></latexit>

n = 2 ·
"✓

u↵/2 + u�

�/�

◆2
#
+ 1

(Toto n je pro každou skupinu.)



2)

Síla testu

> power.prop.test(n=400, p1=0.67, p2=0.73)	

    Two-sample comparison of proportions power calculation 	

              n = 400	
             p1 = 0.67	
             p2 = 0.73	
      sig.level = 0.05	
          power = 0.4567771	
    alternative = two.sided	

NOTE: n is number in *each* group

Porovnání dvou poměrů:



2)

Síla testu

> power.prop.test(power=0.9, p1=0.67, p2=0.73)	

    Two-sample comparison of proportions power calculation 	

              n = 1223.788	
             p1 = 0.67	
             p2 = 0.73	
      sig.level = 0.05	
          power = 0.9	
    alternative = two.sided	

NOTE: n is number in *each* group

Porovnání dvou poměrů:



2)

Síla testu

> power.prop.test(power=0.85, p1=0.67, p2=0.73)	

    Two-sample comparison of proportions power calculation 	

              n = 1045.926	
             p1 = 0.67	
             p2 = 0.73	
      sig.level = 0.05	
          power = 0.85	
    alternative = two.sided	

NOTE: n is number in *each* group

Porovnání dvou poměrů:



Název přednášky: Průhled stochastika do průmyslové statistiky


délka: cca 45-50 minut


Anotace:

V podstatě neexistuje samostatná disciplína Průmyslová statistika. Jedná 
se vždy o aplikovanou matematickou statistiku se zaměřením na problémy 
průmyslové praxe. Tedy z metodologického hlediska se jedná o klasickou 
matematickou statistiku. Ve svém příspěvku se zaměřím na tři oblasti, se 
kterými mám osobní zkušenost: modelování výrobních linek, statistické 
monitorování procesů a stabilita modelů. Přednáška bude doplněna 
dvěma konkrétními aplikacemi z oblasti spolehlivosti a odhadování doby 
života průmyslových systémů.


ak. rok 2023/2024
prof. RNDr. Gejza Dohnal, CSc.

Pravděpodobnostní metody 
ve strojírenství

12. Testy dobré shody



12. Testy dobré shody

Klíčové pojmy: • Nulová a alternativní hypotéza 
• Hladina významnosti testu 
• Chyby 1. a 2. druhu 
• p-hodnota

Klíčové vztahy: • Test ANOVA, podmínky 
• Kruskal-Wallis test



2)

1) Diskrétní:
• Rovnoměrný
• Alternativní
• Binomický
• Hypergeometrický
• Geometrický
• Poissonův

� = {1, 2, . . . , N}
� = {0, 1}
� = {0, 1, . . . , n}
� = {max(0, n+M �N), . . . ,min(n,M)}
� = {0, 1, 2, . . . }
� = {0, 1, 2, . . . }

2) Spojité:

• Rovnoměrný
• Normální
• Exponenciální
• Weibullův
• Logaritmicko-normální

� = ha, bi

� = h0,1)
� = (�1,1)

� = h0,1)
� = h0,1)

Pravděpodobnostní modely



2)

Jaká je shoda pozorovaného experimentu s teoretickým modelem?

Testy dobré shody



2)

Co máme k dispozici?

Testy dobré shody

1) Pozorování výsledků experimentu (měření) = data



2)

1) Pozorování výsledků experimentu (měření) = data

2) Představu o hypotetickém (teoretickém) rozdělení pozorované veličiny

Testy dobré shody

Co máme k dispozici?



2)

1) Základní informaci o rozdělení nám poskytují výběrové momenty:

1. výběrový moment = aritmetický průměr: .....................
    (bodový odhad střední hodnoty) 

X̄ =
1

n

nX

i=1

Xi

2. výběrový centrální moment = výběrový rozptyl .......... m2 =
1

n

nX

i=1

(Xi � X̄)2

3. výběrový centrální moment ........................................ 
    (bodový odhad 
      koeficientu šikmosti:

m3 =
1

n

nX

i=1

(Xi � X̄)3

Skew =
m3p
m3

2

4. výběrový centrální moment ........................................
   (bodový odhad 
     koeficientu špičatosti: 

m4 =
1

n

nX

i=1

(Xi � X̄)4

Kurt =
m4

m2
2

-3

Testy dobré shody

Co s tím?



Co s tím?

• Histogram - poskytuje předběžnou představu o tvaru hustoty

Lze použít například Sturgessovo pravidlo pro volbu počtu tříd: k = 1 +
10

3
log10 N

Testy dobré shody

2) Grafická analýza



2)

• Empirická distribuční funkce - poskytuje předběžnou představu o tvaru                                      
distribuční funkce

Testy dobré shody

Co s tím?

• Histogram - poskytuje předběžnou představu o tvaru hustoty

2) Grafická analýza



2)

• Empirická distribuční funkce - poskytuje předběžnou představu o tvaru                                      
distribuční funkce

Testy dobré shody

Co s tím?

• Histogram - poskytuje předběžnou představu o tvaru hustoty

2) Grafická analýza

•  Pravděpodobnostní papír
osa x: lineární 
osa Y: transformované
 “pravděpodobnostní” měřítko

Zakreslujeme dvojice  (x(i), i/n)  



2)

• Empirická distribuční funkce - poskytuje předběžnou představu o tvaru                                      
distribuční funkce

Testy dobré shody

Co s tím?

• Histogram - poskytuje předběžnou představu o tvaru hustoty

2) Grafická analýza

•  Pravděpodobnostní papír
osa x: lineární 
osa Y: transformované
 “pravděpodobnostní” měřítko

Zakreslujeme dvojice  (x(i), i/n)  



2)

• Empirická distribuční funkce - poskytuje předběžnou představu o tvaru                                      
distribuční funkce

Testy dobré shody

Co s tím?

• Histogram - poskytuje předběžnou představu o tvaru hustoty

2) Grafická analýza

•  Pravděpodobnostní papír
osa x: lineární 
osa Y: transformované
 “pravděpodobnostní” měřítko

Zakreslujeme dvojice  (x(i), i/n)  



2)

• Empirická distribuční funkce - poskytuje předběžnou představu o tvaru                                      
distribuční funkce

Testy dobré shody

Co s tím?

• Histogram - poskytuje předběžnou představu o tvaru hustoty

2) Grafická analýza

•  Pravděpodobnostní papír
osa x: lineární 
osa Y: transformované
 “pravděpodobnostní” měřítko

Zakreslujeme dvojice  (x(i), i/n)  



2)

• Empirická distribuční funkce - poskytuje předběžnou představu o tvaru                                      
distribuční funkce

Testy dobré shody

Co s tím?

• Histogram - poskytuje předběžnou představu o tvaru hustoty

2) Grafická analýza

•  Pravděpodobnostní papír
osa x: lineární 
osa Y: transformované
 “pravděpodobnostní” měřítko

Zakreslujeme dvojice  (x(i), i/n)  

•  Q-Q graf
osa x: měření
osa y: kvantily hypotetické d.f.

Zakreslujeme dvojice (x(i), F-1(i/n) )



2)

• Empirická distribuční funkce - poskytuje předběžnou představu o tvaru                                      
distribuční funkce

Testy dobré shody

Co s tím?

• Histogram - poskytuje předběžnou představu o tvaru hustoty

2) Grafická analýza

•  Pravděpodobnostní papír
osa x: lineární 
osa Y: transformované
 “pravděpodobnostní” měřítko

Zakreslujeme dvojice  (x(i), i/n)  

•  Q-Q graf
osa x: měření
osa y: kvantily hypotetické d.f.

Zakreslujeme dvojice (x(i), F-1(i/n) )

Pomocí grafické analýzy 
můžeme metodou srovnání se 

standardními modely pouze 
odhadnout typ rozdělení



2)

3) Kvantitativní testy hypotéz o daném typu rozdělení

nulová hypotéza       :
alternativní hypotéza:
testová statistika      :
hladina významnosti:

H0 : F (x) = F0(x)

HA : F (x) 6= F0(x)

↵

T (X1, X2, . . . , Xn)

chyba 1. druhu: zamítneme hypotézu, která platí
chyba 2. druhu: nezamítneme hypotézu, která neplatí
hladina významnosti testu: pravděpodobnost chyby 1. druhu
síla testu:  pravděpodobnost zamítnutí hypotézy, když neplatí
p-hodnota: nejmenší hladina významnosti, při které bychom ještě zamítli 
nulovou hypotézu.

Testy dobré shody

Co můžeme dělat dál?

- poskytnou nám objektivní míru shody dat s teoretickým modelem



2)

3) Kvantitativní testy hypotéz o daném typu rozdělení

nulová hypotéza       :
alternativní hypotéza:
testová statistika      :
hladina významnosti:

H0 : F (x) = F0(x)

HA : F (x) 6= F0(x)

↵

T (X1, X2, . . . , Xn)

Testy dobré shody

Co můžeme dělat dál?

- poskytnou nám objektivní míru shody dat s teoretickým modelem

•  Chí-kvadrát test dobré shody
• Kolmogorov-Smirnovův test 
• Testy normality (Shapiro-Wilkův test, testy na základě šikmosti a špičatosti, 
                           Lilieforsův, Anderson-Darlingův test)



2)

Test srovnává empirické a teoretické četnosti při zadaném třídění:

i) provedeme roztřídění naměřených hodnot do k tříd
ii) napočítáme empirické četnosti  n1, n2, ..., nk

iii) napočítáme pravděpodobnosti tříd  p1, p2, ..., pk   při hypotetickém rozdělení        
     (kde  pj = F(xj+1)- F(xj) )

iv) napočítáme teoretické četnosti  np1, np2, ..., npk 

�2 =
kX

j�1

(nj � npj)2

npj

v) pokud pro všechna  j =1, 2, ..., k   platí   npj > 5 , spočítáme hodnotu testové 
    statistiky

vi) neplatí-li podmínka v bodě (v), provedeme úpravu třídních intervalů   
     (nemusejí být stejně velké)

Chí-kvadrát test dobré shody

vii) známe-li parametry hypotetického rozdělení předem, bude mít testová statistika         
      rozdělení                 a nulovou hypotézu zamítneme, pokud                                 ,     
      kde                       je           -kvantil chí-kvadrát rozdělení o (k-1) stupních volnosti.     

�2(k � 1) �2 � �2
1�↵(k � 1)

�2
1�↵(k � 1) (1� ↵)

viii) pokud neznámé parametry hypotetického rozdělení odhadujeme z naměřených dat, 
      bude mít testová statistika chí-kvadrát rozdělení o (k-r-1) stupních volnosti, kde r je 
      počet odhadovaných parametrů. Nulovou hypotézu v tomto případě zamítneme, 
      pokud bude                                    .�2 � �2

1�↵(k � r � 1)



24.52586  24.17119  24.54486  24.44240  23.93455  24.20389  24.19974  24.34851  23.94024  24.21022	
24.87474  25.06155  25.48924  25.32572  23.71721  24.61622  25.06676  24.90055  24.36213  24.98580	
24.80591  24.20853  24.72623  24.64437  24.70405  23.97645  25.29837  24.46910  24.99453  25.42994	
24.66147  24.75773  25.03970  24.44901  25.13285  24.40205  24.78721  23.83656  24.17186  23.65390	
24.48244  24.68550  24.22988  23.83956  24.09777  24.52098  24.89240  24.25332  24.14259  25.12906

X̄ =
1
N

NX

i=1

Xi = 24.54689

s2 =
1

n� 1

2X

i=1

(Xi � X̄)2 = 0, 2102477

s =
p

0, 2102477 = 0, 4585

N(24, 55; 0, 2102)

H0 : F (x) = FN(24,55;0,21024)(x)

Chí-kvadrát test dobré shody



i ni pi npi (ni-npi)2/npi

23,6 23,8 2 0,0634 3,17 0,4323

23,8 24 5 0,0743 3,72 0,4433

24 24,2 4 0,1187 5,94 0,6312

24,2 24,4 8 0,1572 7,86 0,0025

24,4 24,6 8 0,1727 8,63 0,0463

24,6 24,8 8 0,1572 7,86 0,0025

24,8 25 6 0,1187 5,94 0,0007

25 25,2 5 0,0743 3,72 0,4433

25,2 25,4 2 0,0386 1,93 0,0026

25,4 26 2 0,0248 1,24 0,4636

suma 50 1,0000 50,00 2,4684

H0 : F (x) = FN(24,55;0,21024)(x)

Chí-kvadrát test dobré shody

24.52586  24.17119  24.54486  24.44240  23.93455  24.20389  24.19974  24.34851  23.94024  24.21022	
24.87474  25.06155  25.48924  25.32572  23.71721  24.61622  25.06676  24.90055  24.36213  24.98580	
24.80591  24.20853  24.72623  24.64437  24.70405  23.97645  25.29837  24.46910  24.99453  25.42994	
24.66147  24.75773  25.03970  24.44901  25.13285  24.40205  24.78721  23.83656  24.17186  23.65390	
24.48244  24.68550  24.22988  23.83956  24.09777  24.52098  24.89240  24.25332  24.14259  25.12906



i ni pi npi (ni-npi)2/npi

23,6 24 7 0,1377 6,89 0,0018

24 24,2 4 0,1187 5,94 0,6312

24,2 24,4 8 0,1572 7,86 0,0025

24,4 24,6 8 0,1727 8,63 0,0463

24,6 24,8 8 0,1572 7,86 0,0025

24,8 25 6 0,1187 5,94 0,0007

25 26 9 0,1377 6,89 0,6482

suma 50 1,0000 50,00 1,3332

�2 = 1, 3332  �0,95(47) = 32, 3

H0 : F (x) = FN(24,55;0,21024)(x)

Chí-kvadrát test dobré shody

24.52586  24.17119  24.54486  24.44240  23.93455  24.20389  24.19974  24.34851  23.94024  24.21022	
24.87474  25.06155  25.48924  25.32572  23.71721  24.61622  25.06676  24.90055  24.36213  24.98580	
24.80591  24.20853  24.72623  24.64437  24.70405  23.97645  25.29837  24.46910  24.99453  25.42994	
24.66147  24.75773  25.03970  24.44901  25.13285  24.40205  24.78721  23.83656  24.17186  23.65390	
24.48244  24.68550  24.22988  23.83956  24.09777  24.52098  24.89240  24.25332  24.14259  25.12906



Kolmogorov-Smirnovův test dobré shody

2)

Test srovnává empirickou a teoretickou distribuční funkci pomocí maximálního 
rozdílu hodnot.

i) seřadíme n naměřených hodnot podle velikosti od nejmenší do
   největší
ii) pro každou hodnotu x(i) spočteme rozdíly 

��F0(x(i))�
i

n

��,
��F0(x(i))�

i� 1

n

��

iii) největší z těchto rozdílů je hodnota testové statistiky D(n) 

 v) pro malá n tuto hodnotu porovnáme s tabulkovou kritickou hodnotou               
     pro K-S-test. Pro velká n můžeme použít aproximaci

d1�↵(n) =
p
(1/2n) ln(2/�)

d1�↵(n)

iv) pokud je hypotetické rozdělení známé včetně parametrů, použijeme krok (v). 
    Jinak musíe použít některou z modifikací K-S testu (Liliefors, Anderson-Darling)

vi) Pokud je                            , nulovou hypotézu zamítáme.D(n) � d1�↵(n)



Kolmogorov-Smirnovův test dobré shody

2)

> ks.test(x.wei,"pweibull", shape=2,scale=1)	

        One-sample Kolmogorov-Smirnov test	

  data: x.wei D = 0.0623, p-value = 0.4198 	
  alternative hypothesis: two.sided

> x<-seq(0,2,0.1) 	
> plot(x,pweibull(x,scale=1,	
  shape=2),type="l",col="red") 	
> plot(ecdf(x.wei),add=TRUE)



Testy normality

2)

Testy na základě šikmosti a špičatosti
Za předpokladu, že výběr pochází z normálního rozdělení, platí pro index 
šikmosti:                         a                                                . 

•
 

Pro index špičatosti platí vztahy:                                      a                                                          
.

•
 

Máme-li dostatečný počet pozorování (řádově stovky), mají statistiky

přibližně standardní normální rozdělení pravděpodobnosti. 

T3 =
Snorm
kewp

V ar(Snorm
kew )

T4 =
Knorm

urt � E(Knorm
urt )p

V ar(Knorm
urt )

•
 

Tedy hypotézu o normalitě na základě šikmosti zamítáme, pokud bude platit                , 
nebo pokud bude           , kde                                                   .

|T3| � u↵

p = 2min{�(T3), 1� �(T3)}p  �
•
 

|T4| � u↵Hypotézu o normalitě na základě špičatosti zamítáme, pokud bude platit                ,               
nebo pokud bude          , kde                                                  .p  � p = 2min{�(T4), 1� �(T4)}

•
 

Oba testy by se měly používat současně, proto se často používá kombinovaný test 
s testovou statistikou                        , která má     -rozdělení o 2 stupních volnosti. 
Hypotézu o normalitě potom zamítáme, když                      .

T34 = T 2
3 + T 2

4

T34 � �2
↵(2)

�2
•
 



2)

Shapirův-Wilkův test
Jeden z nejsilnějších testů normality

kde                                     a kritické hodnoty jsou tabelovány.

SW =

Pn
i=1 a(i)x(i)

�2

Pn
i=1 a

2
(i)

Pn
i=1(x(i) � x̄)2

a(i) = ��1

✓
8i� 3

8n+ 2

◆

>  shapiro.test(x.norm) 	

            Shapiro-Wilk normality test	

   data: x.norm W = 0.9938, p-value = 0.5659

Testy normality

Lilieforsův test
Testová statistika je totožná s Kolmogorov-Smirnovovým testem, parametry 
hypotetického rozdělení odhadujeme z dat a kritické hodnoty hledáme v tabulkách



2)

Anderson-Darlingův test

Test je modifikací Kolmogorovova-Smirnovova testu (používá empirickou distribuční 
funkce a uspořádaný výběr) s testovou statistikou 

AD = �
Pn

i=1(2i� 1)
�
lnF0(x(i)) + ln(1� F0(x(n�i+1))

�

n
� n

Kritické hodnoty jsou pro malá n tabelovány, pro velká n lze použít aproximaci: 

ad0,95 = 1, 0348(1� 1, 013/n� 0, 93/n2)

Testy normality



2)

Anderson-Darlingův test

Testy normality



2)

Anderson-Darlingův test

Testy normality


