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16. Logistická regrese

Pravděpodobnostní metody 
ve strojírenství



Klíčové pojmy: • Logit 
•Šance

16. Logistická regrese



Snažíme se vysvětlit Y pomocí nezávislých náhodných veličin X1, …, Xk :

E(Y)=p,  Var(Y)=p(1-p)

Model logistické regrese

<latexit sha1_base64="R6aWGl75AjtbGY24rfirj1w18hQ=">AAAB/HicbVDLSsNAFJ3UV62vaJduBotQNyURqeKq4sZlBfuQJpTJdNIOnTyYuRFDqL/ixoUibv0Qd/6N0zYLbT1w4XDOvdx7jxcLrsCyvo3Cyura+kZxs7S1vbO7Z+4ftFWUSMpaNBKR7HpEMcFD1gIOgnVjyUjgCdbxxtdTv/PApOJReAdpzNyADEPuc0pAS32zfO8oHmAH2CNkVwIm1fikb1asmjUDXiZ2TiooR7NvfjmDiCYBC4EKolTPtmJwMyKBU8EmJSdRLCZ0TIasp2lIAqbcbHb8BB9rZYD9SOoKAc/U3xMZCZRKA093BgRGatGbiv95vQT8CzfjYZwAC+l8kZ8IDBGeJoEHXDIKItWEUMn1rZiOiCQUdF4lHYK9+PIyaZ/W7HqtfntWaVzmcRTRITpCVWSjc9RAN6iJWoiiFD2jV/RmPBkvxrvxMW8tGPlMGf2B8fkDRwuUhQ==</latexit>

Y ⇠ Alt(p)

<latexit sha1_base64="Hn97Kt5eNJ78bhsfJjItZMCsYYo="></latexit>

P (Y = y) =

8
><

>:

p , y = 1,

1� p , y = 0,

0 , jinak

<latexit sha1_base64="4T6/FUDjHNUMCT0S/qAHj6QKmbM=">AAACEnicbVDLSgMxFM3UV62vUZdugkVooZYZkSpCoeDGZQX7kE5bMmnahmYyQ5IRhmG+wY2/4saFIm5dufNvTNtZaOsJ4R7OuZfkHjdgVCrL+jYyK6tr6xvZzdzW9s7unrl/0JR+KDBpYJ/5ou0iSRjlpKGoYqQdCII8l5GWO7me+q0HIiT1+Z2KAtL10IjTIcVIaalvFuuF+2pUrAa9qGCfBsVerEtUTErQ0SdyKHdiq2Q7Sa5v5q2yNQNcJnZK8iBFvW9+OQMfhx7hCjMkZce2AtWNkVAUM5LknFCSAOEJGpGOphx5RHbj2UoJPNHKAA59oS9XcKb+noiRJ2XkubrTQ2osF72p+J/XCdXwshtTHoSKcDx/aBgyqHw4zQcOqCBYsUgThAXVf4V4jATCSqc4DcFeXHmZNM/KdqVcuT3P167SOLLgCByDArDBBaiBG1AHDYDBI3gGr+DNeDJejHfjY96aMdKZQ/AHxucPo3OaUA==</latexit>

P (Y = y) = py(1� p)(1�y), y 2 {0, 1}

<latexit sha1_base64="GyJ3NRwwMS0k8C1Zzr36GYH0mF0=">AAAB83icbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4kJKIVPFU8OKxgv2QJpTNdtou3WzC7kYooX/DiwdFvPpnvPlv3LY5aOuDgcd7M8zMCxPBtXHdb2dldW19Y7OwVdze2d3bLx0cNnWcKoYNFotYtUOqUXCJDcONwHaikEahwFY4up36rSdUmsfywYwTDCI6kLzPGTVW8h99LomfueeeP+mWym7FnYEsEy8nZchR75a+/F7M0gilYYJq3fHcxAQZVYYzgZOin2pMKBvRAXYslTRCHWSzmyfk1Co90o+VLWnITP09kdFI63EU2s6ImqFe9Kbif14nNf3rIOMySQ1KNl/UTwUxMZkGQHpcITNibAllittbCRtSRZmxMRVtCN7iy8ukeVHxqpXq/WW5dpPHUYBjOIEz8OAKanAHdWgAgwSe4RXenNR5cd6dj3nripPPHMEfOJ8/y0eQ3g==</latexit>

Y 2 {0, 1}
<latexit sha1_base64="IV5tS8ykjDd4YWQTh7iMDF8kjgM=">AAACBXicbZDLSsNAFIYn9VbrrepSF4NFqCAlEakiCAU3LivYizShTKYn7dDJJMxMhBK6ceOruHGhiFvfwZ1v47TNQqs/DHz85xzOnN+POVPatr+s3MLi0vJKfrWwtr6xuVXc3mmqKJEUGjTikWz7RAFnAhqaaQ7tWAIJfQ4tf3g1qbfuQSoWiVs9isELSV+wgFGijdUt7tfLd5fOkcsEdjkRfQ7YPnZcOcVusWRX7KnwX3AyKKFM9W7x0+1FNAlBaMqJUh3HjrWXEqkZ5TAuuImCmNAh6UPHoCAhKC+dXjHGh8bp4SCS5gmNp+7PiZSESo1C33SGRA/UfG1i/lfrJDo491Im4kSDoLNFQcKxjvAkEtxjEqjmIwOESmb+iumASEK1Ca5gQnDmT/4LzZOKU61Ub05LtYssjjzaQweojBx0hmroGtVRA1H0gJ7QC3q1Hq1n6816n7XmrGxmF/2S9fENuxWW0g==</latexit>

P (Y = 1) 2 h0, 1i
<latexit sha1_base64="hdzom3pn02yonuxI53ZvWer71D4="></latexit>

O(Y ) =
P (Y = 1)

P (Y = 0)
=

P (Y = 1)

1� P (Y = 1)
2 (0,1)Použijeme šanci Y (odds):

a její logaritmus - log-odds: 
<latexit sha1_base64="HXuwQJu/EL2haOd+E6mDmU10LAs=">AAACIHicbVDLSgMxFM3UV62vUZdugkWooGVGxIogFNy4rGCr0iklk2ZsMJMZkjviMMynuPFX3LhQRHf6NabtLHwdSO7hnHtJ7vFjwTU4zodVmpqemZ0rz1cWFpeWV+zVtY6OEkVZm0YiUpc+0UxwydrAQbDLWDES+oJd+DcnI//ilinNI3kOacx6IbmWPOCUgJH6dsMDdgeZkDn2AkVo1qpdHbvbeebuFgx7XOLarrkDSHfwpG737apTd8bAf4lbkCoq0Orb794goknIJFBBtO66Tgy9jCjgVLC84iWaxYTekGvWNVSSkOleNl4wx1tGGeAgUuZIwGP1+0RGQq3T0DedIYGh/u2NxP+8bgLBYS/jMk6ASTp5KEgEhgiP0sIDrhgFkRpCqOLmr5gOickJTKYVE4L7e+W/pLNXdw/qB2f71eZREUcZbaBNVEMuaqAmOkUt1EYU3aNH9IxerAfryXq13iatJauYWUc/YH1+AXr/oUY=</latexit>

ln
P (Y = 1)

1� P (Y = 1)
2 (�1,1) logit(P(Y = 1 ))

model logistické regrese

<latexit sha1_base64="ERNDL5eQlTiiOILdJ9/xrzAc2Rg="></latexit>

ln
P (Y = 1)

1� P (Y = 1)
= �0 + �1X1 + · · ·+ �kXk

<latexit sha1_base64="w2PmNZgOix8vfBd28PaYhgl+LFo=">AAACFnicbVDLSgMxFM34rPVVdekmWIRKscyIVBEKBTcuK9h2pB2GTJppQzMPkjtCGfoVbvwVNy4UcSvu/BvTdhbaeiDkcM69N7nHiwVXYJrfxtLyyuraem4jv7m1vbNb2NtvqSiRlDVpJCJpe0QxwUPWBA6C2bFkJPAEa3vD64nffmBS8Si8g1HMnID0Q+5zSkBLbuG0UbqvWSe4hrseA+Ka5dlt2a5V7vYiUDhThrY7dAtFs2JOgReJlZEiytBwC196Bk0CFgIVRKmOZcbgpEQCp4KN891EsZjQIemzjqYhCZhy0ulaY3yslR72I6lPCHiq/u5ISaDUKPB0ZUBgoOa9ifif10nAv3RSHsYJsJDOHvITgSHCk4xwj0tGQYw0IVRy/VdMB0QSCjrJvA7Bml95kbTOKla1Ur09L9avsjhy6BAdoRKy0AWqoxvUQE1E0SN6Rq/ozXgyXox342NWumRkPQfoD4zPHx9+nOc=</latexit>

P (Y = 1) = �0 + �1X1 + · · ·+ �kXk

<latexit sha1_base64="OBSq7/QqfQCLc8aJmd/v/11q63s=">AAACEXicbVDLSgMxFM3UV62vUZdugkUoFMqMSBVBKLhxWcG2I+0wZNJMG5p5kNwRytBfcOOvuHGhiFt37vwb03YW2nog5HDOvTe5x08EV2BZ30ZhZXVtfaO4Wdra3tndM/cP2ipOJWUtGotYOj5RTPCItYCDYE4iGQl9wTr+6Hrqdx6YVDyO7mCcMDckg4gHnBLQkmdW7vEV7vkMiGdV57fteHa1149B4VwZOd7IM8tWzZoBLxM7J2WUo+mZX3oGTUMWARVEqa5tJeBmRAKngk1KvVSxhNARGbCuphEJmXKz2UYTfKKVPg5iqU8EeKb+7shIqNQ49HVlSGCoFr2p+J/XTSG4cDMeJSmwiM4fClKBIcbTeHCfS0ZBjDUhVHL9V0yHRBIKOsSSDsFeXHmZtE9rdr1Wvz0rNy7zOIroCB2jCrLROWqgG9RELUTRI3pGr+jNeDJejHfjY15aMPKeQ/QHxucPnL2bpg==</latexit>

Y = �0 + �1X1 + · · ·+ �kXk



Model logistické regrese

<latexit sha1_base64="QqkggUA5aSPCmRDR8/PC6PY8noc="></latexit>

P (Y = 1|X = x) =
1

1 + e�x0~�

Přesněji:
model logistické regrese

Všimněme si, že je <latexit sha1_base64="xr9NPRiCWCokWIrerDNje8x0mUY="></latexit>

P (Y = 0|X = x) = 1� P (Y = 1|X = x) =
e�x0~�

1 + e�x0~�
=

1

1 + ex0~�

<latexit sha1_base64="ERNDL5eQlTiiOILdJ9/xrzAc2Rg="></latexit>

ln
P (Y = 1)

1� P (Y = 1)
= �0 + �1X1 + · · ·+ �kXk

odtud:odtud: <latexit sha1_base64="A4JBdZbNDIzrqdVyORM98CHcKyE="></latexit>

P (Y = 1) =
1

1 + e�(�0+�1X1+···+�kXk)

<latexit sha1_base64="n5AkbA/Zb98zf0hCOD7C2TTr1K8="></latexit>

P (Y = 1) =
1

1 + e�X0~�

neboli ve vektorovém tvaru:

kde                                     a                                     . 
<latexit sha1_base64="/aYcgiKCQnVZcVeRSnJaO5MtcPo=">AAACB3icbVDNSsNAGNzUv1r/oh4FWSxihVISkSqCUPDisYJtA20Im+2mXbrZhN2NUEJvXnwVLx4U8eorePNt3LQ5aOvAwjDzDft948eMSmVZ30ZhaXllda24XtrY3NreMXf32jJKBCYtHLFIOD6ShFFOWooqRpxYEBT6jHT80U3mdx6IkDTi92ocEzdEA04DipHSkmce9kKkhn4AneuKXXU8u9rrR0rCKnS80emJZ5atmjUFXCR2TsogR9Mzv3QeJyHhCjMkZde2YuWmSCiKGZmUeokkMcIjNCBdTTkKiXTT6R0TeKyVPgwioR9XcKr+TqQolHIc+noy21rOe5n4n9dNVHDpppTHiSIczz4KEgZVBLNSYJ8KghUba4KwoHpXiIdIIKx0dSVdgj1/8iJpn9Xseq1+d15uXOV1FMEBOAIVYIML0AC3oAlaAINH8AxewZvxZLwY78bHbLRg5Jl98AfG5w8k8pbq</latexit>

X = (1, X1, . . . , Xk)
0

<latexit sha1_base64="EXZdqLZXY2xHz0wZ5a5Cdq7tgx8=">AAACGHicbZBLS0JBFMfn2svsZbVsMySRgdi9ERZBILRpaZAPUJG541EH5z6YOVcQ8WO06au0aVFEW3d9m8brXZR1YOA3//OYOX83lEKjbX9ZqZXVtfWN9GZma3tndy+7f1DTQaQ4VHkgA9VwmQYpfKiiQAmNUAHzXAl1d3g3z9dHoLQI/Ecch9D2WN8XPcEZGqmTPW+NgLdcQEZvaT6Gjl2gC3AKrW6AmhYW1+HZaaaTzdlFOw76F5wEciSJSic7MzN45IGPXDKtm44dYnvCFAouYZppRRpCxoesD02DPvNAtyfxYlN6YpQu7QXKHB9prP7smDBP67HnmkqP4UAv5+bif7lmhL3r9kT4YYTg88VDvUhSDOjcJdoVCjjKsQHGlTB/pXzAFONovJyb4Cyv/BdqF0WnVCw9XObKN4kdaXJEjkmeOOSKlMk9qZAq4eSJvJA38m49W6/Wh/W5KE1ZSc8h+RXW7BvZOZ3A</latexit>

~� = (�0,�1, . . . ,�k)
0



Model logistické regrese
<latexit sha1_base64="QqkggUA5aSPCmRDR8/PC6PY8noc="></latexit>

P (Y = 1|X = x) =
1

1 + e�x0~�

Máme-li n pozorování Y1, …, Yn, veličiny Y a datovou matici X = (1, X1, …, Xn), kde 
každému Yi  odpovídá vektor náhodných veličin Xi = (X11, …, Xkn) s realizacemi 
xi=(xi1, …, xin), i=1,…,k, potom je

<latexit sha1_base64="eh8lZjqKx9G70FGphNdJHFeVzRk="></latexit>

P (Yi = 1|Xi = xi) =
1

1 + e�x0
i
~�

Parametry                                    odhadujeme metodou maximální věrohodnosti.
<latexit sha1_base64="EXZdqLZXY2xHz0wZ5a5Cdq7tgx8=">AAACGHicbZBLS0JBFMfn2svsZbVsMySRgdi9ERZBILRpaZAPUJG541EH5z6YOVcQ8WO06au0aVFEW3d9m8brXZR1YOA3//OYOX83lEKjbX9ZqZXVtfWN9GZma3tndy+7f1DTQaQ4VHkgA9VwmQYpfKiiQAmNUAHzXAl1d3g3z9dHoLQI/Ecch9D2WN8XPcEZGqmTPW+NgLdcQEZvaT6Gjl2gC3AKrW6AmhYW1+HZaaaTzdlFOw76F5wEciSJSic7MzN45IGPXDKtm44dYnvCFAouYZppRRpCxoesD02DPvNAtyfxYlN6YpQu7QXKHB9prP7smDBP67HnmkqP4UAv5+bif7lmhL3r9kT4YYTg88VDvUhSDOjcJdoVCjjKsQHGlTB/pXzAFONovJyb4Cyv/BdqF0WnVCw9XObKN4kdaXJEjkmeOOSKlMk9qZAq4eSJvJA38m49W6/Wh/W5KE1ZSc8h+RXW7BvZOZ3A</latexit>

~� = (�0,�1, . . . ,�k)
0

Příklad: Zajímá nás vliv několika příznaků (obezita, kouření, alkohol) na vznik 
onemocnění. 

Naplánujeme experiment a provedeme pozorování:
> ano.ne  <- c("ano","ne")	
> obezita <- gl(2,1,8,ano.ne)	
> kouření <- gl(2,2,8,ano.ne)	
> alkohol <- gl(2,4,8,ano.ne)	
> n.celk  <- c(60,17,8,2,187,85,51,23)	
> n.nemoc <- c(5,2,1,0,35,13,15,8)	
> hyp.tbl <- cbind(n.nemoc, n.celk-n.nemoc)



Model logistické regrese

Příklad: Zajímá nás vliv několika příznaků (obezita, kouření, alkohol) na vznik 
onemocnění. 

> nemoc <- glm(hyp.tbl ~ obezita + kouření + alkohol, binomial)	
> nemoc

Call:  glm(formula = hyp.tbl ~ obezita + kouření + alkohol, 
family = binomial("logit"))	

Coefficients:	
(Intercept)    obezitaano    kouřeníano    alkoholano  	
   -2.37766     -0.06777      0.69531      0.87194  	

Degrees of Freedom: 7 Total (i.e. Null);  4 Residual	
Null Deviance:	     14.13 	
Residual Deviance: 1.618 	 AIC: 34.54



Model logistické regrese

Příklad: Zajímá nás vliv několika příznaků (obezita, kouření, alkohol) na vznik 
onemocnění. 

> summary(nemoc)

Call:	
glm(formula = hyp.tbl ~ obezita + kouření + alkohol, family = 
binomial)	

Coefficients:	
            Estimate Std. Error z value Pr(>|z|)    	
(Intercept) -2.37766    0.38018  -6.254    4e-10 ***	
obezitaano  -0.06777    0.27812  -0.244   0.8075    	
kouřeníano   0.69531    0.28509   2.439   0.0147 *  	
alkoholano   0.87194    0.39757   2.193   0.0283 *  	
---	
Signif. codes:  0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 
1	

(Dispersion parameter for binomial family taken to be 1)	

    Null deviance: 14.1259  on 7  degrees of freedom	
Residual deviance:  1.6184  on 4  degrees of freedom	
AIC: 34.537	



Model logistické regrese

Logistický regresní model s jedním prediktorem
<latexit sha1_base64="0rHIcdHQzzhhcD9pmc9F2Wt8ri8="></latexit>

P (Y = 1|X = x) =
1

1 + e�(�0+�1x)

Jak vypadá funkce                                              ?
<latexit sha1_base64="4vA2ReYj7rQxN6YCNvKXUYllEHY=">AAACFnicbVDLSgNBEJz1bXxFPXoZDEJCHuyKqChCwIvHCEaFbAyzk14dnH0w0ysJy36FF3/FiwdFvIo3/8ZJzEGNBQ1FVTfdXV4shUbb/rQmJqemZ2bn5nMLi0vLK/nVtXMdJYpDk0cyUpce0yBFCE0UKOEyVsACT8KFd3s88C/uQGkRhWfYj6EdsOtQ+IIzNFInX/WLvUO3wipuxSvRI+r6ivHUyVKn7CL0MIXsKq0WWdnrlbKsky/YNXsIOk6cESmQERqd/IfbjXgSQIhcMq1bjh1jO2UKBZeQ5dxEQ8z4LbuGlqEhC0C30+FbGd0ySpf6kTIVIh2qPydSFmjdDzzTGTC80X+9gfif10rQ32+nIowThJB/L/ITSTGig4xoVyjgKPuGMK6EuZXyG2aCQZNkzoTg/H15nJxv15zd2u7pTqF+MIpjjmyQTVIkDtkjdXJCGqRJOLknj+SZvFgP1pP1ar19t05Yo5l18gvW+xceIZ2D</latexit>

f(x; a, b) =
1

1 + e�(a+bx)

x x



Model logistické regrese

Příklad: Zkoumání závislosti detekce trhliny na její velikosti: 

<latexit sha1_base64="0rHIcdHQzzhhcD9pmc9F2Wt8ri8="></latexit>

P (Y = 1|X = x) =
1

1 + e�(�0+�1x)

V průběhu experimentu jsou detekovány trhliny v materiálu a je zkoumána závislost 
pravděpodobnosti této detekce (Y) na velikosti trhliny X v mm (tzv. PoD křivka).

> trhlina  <- c(0.1,2.5,0.5,0.8,1.5,1.2,1.1,0.8,4.0,4.8)	
> detekce  <- c( 0 , 1 , 0 , 0 , 1 , 0 , 1 , 1 , 1 , 1)	
> experiment <- glm(detekce ~ trhlina, binomial)	
> summary(experiment)	

Call: glm(formula = detekce ~ trhlina, family = binomial)	

Coefficients:  Estimate Std. Error z value Pr(>|z|)	
(Intercept)     -3.731      2.943  -1.268    0.205	
trhlina          3.781      2.920   1.295    0.195	

. . . 



Model logistické regrese

> plot(trhlina,detekce)	
> x <- seq(0,5,0.1)	
> lines(x,1/(1+exp(-experiment$coefficients[1]- 	
         experiment$coefficients[2]*x)),col="red")

Pravděpodobnost detekce (PoD)

Příklad: Zkoumání závislosti detekce trhliny na její velikosti: 

[mm]



… a to je všechno. 
Dál už každý 


sám ;)


