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11. Analýza rozptylu



Příklad: Chceme porovnat kvalitu vláken dodávaných třemi různými výrobci. 
               Jako kritérium kvality je zvolena pevnost vláken v tahu.   
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<latexit sha1_base64="AINXLlIkVRi9fFcfXVIj7j20TO4=">AAACUHicbZHLSgMxFIbP1Futt6pLN8EiuJAyMy3UhYuCG5cVbC3UOmTStAYzmSHJCGWYR3TTnc/hxoWimYtg1RNC/vzny+3EjzhT2rZfrMrK6tr6RnWztrW9s7tX3z8YqDCWhPZJyEM59LGinAna10xzOowkxYHP6a3/eJnlb5+oVCwUN3oe0XGAZ4JNGcHaWF59NvSce+cMDT03G+4moVbZLBGek+aOaRnjFoy7zLhp7pRMq2Bay0wrNY5Xb9hNOw/0VzilaEAZPa++MHuQOKBCE46VGjl2pMcJlpoRTtPaXaxohMkjntGRkQIHVI2TvCApOjHOBE1DabrQKHd/rkhwoNQ88A0ZYP2gfucy87/cKNbT83HCRBRrKkhx0DTmSIcoqy6aMEmJ5nMjMJHM3BWRBywx0eYPaqYIzu8n/xUDt+m0m53rdqN7UZajCkdwDKfgQAe6cAU96AOBZ3iFd/iwFtab9VmxCvR7hENYikrtCyG9rOY=</latexit>

Srovnání více náhodných veličin

X

nulová hypotéza           H0: µ1 = µ2 = µ3

alternativní hypotéza    HA: µi ≠ µj  pro některou dvojici i,j  (oboustranná)

hladina významnosti     α = 5%

Jedna z možností je provést k(k-1)/2 porovnání pomocí dvouvýběrových 
testů.                           ALE: tím se výrazně zvýší hladina významnosti.
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k

Tedy je třeba provádět tzv. simultánní test.
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Rozptyl mezi skupinami je 
velký vzhledem k součtu 
rozptylů uvnitř skupin => 
střední hodnoty jsou 
různé => nulovou 
hypotézu zamítáme

Rozptyl mezi skupinami je 
malý vzhledem k součtu 
rozptylů uvnitř skupin => 
střední hodnoty lze 
považovat za 
nerozlišitelné => 
nulovou hypotézu  
nelze zamítnout

Metoda ANOVA pro srovnání více náhodných veličin



1) celkový průměr všech naměřených hodnot: 

2) průměry v jednotlivých skupinách: 

3) celkový součet čtvercových odchylek: 

4) součet čtvercových odchylek uvnitř skupin 

5) součet čtvercových odchylek mezi skupinami

pro 1 faktor = všechna data roz-
dělíme do skupin podle jednoho 
hlediska (úrovní jednoho faktoru)
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ANalysis Of VAriance = ANOVA

k úrovní = k skupin 
v každé skupině n měření
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Metoda ANOVA pro srovnání více náhodných veličin



Zdroj 
variability

Součet 
čtverců

Stupně 
volnosti

Průměrný 
čtverec

Testová 
statistika p-hodnota

celkový           SST          kn-1  

F =
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MSE

<latexit sha1_base64="55pIvcfqcwgLFxO9fVRgUO3mnkY=">AAAB/HicbVDLSsNAFJ3UV62vaJduBovgqiSi6EYpiMWNUNE+oA1hMp20QyeTMDMRQoi/4saFIm79EHf+jZM2C209cC+Hc+5l7hwvYlQqy/o2SkvLK6tr5fXKxubW9o65u9eRYSwwaeOQhaLnIUkY5aStqGKkFwmCAo+Rrje5yv3uIxGShvxBJRFxAjTi1KcYKS25ZrV5MfAFwuntvdvM8n6duWbNqltTwEViF6QGCrRc82swDHEcEK4wQ1L2bStSToqEopiRrDKIJYkQnqAR6WvKUUCkk06Pz+ChVobQD4UuruBU/b2RokDKJPD0ZIDUWM57ufif14+Vf+6klEexIhzPHvJjBlUI8yTgkAqCFUs0QVhQfSvEY6SzUDqvig7Bnv/yIukc1+2T+undSa1xWcRRBvvgABwBG5yBBrgBLdAGGCTgGbyCN+PJeDHejY/ZaMkodqrgD4zPHwrnlGE=</latexit>
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<latexit sha1_base64="XIvU/LJvJe22/ibCXD+y+4QGZXA=">AAAB/nicbZDLSsNAFIZPvNZ6i4orN4NFcGNJpKIbpSCIG6FSe4E2hMl00g6dXJiZCCUEfBU3LhRx63O4822ctllo6w8DH/85h3Pm92LOpLKsb2NhcWl5ZbWwVlzf2NzaNnd2mzJKBKENEvFItD0sKWchbSimOG3HguLA47TlDa/H9dYjFZJF4YMaxdQJcD9kPiNYacs19+/q7s1l1xeYpHWNWTo8sTPXLFllayI0D3YOJchVc82vbi8iSUBDRTiWsmNbsXJSLBQjnGbFbiJpjMkQ92lHY4gDKp10cn6GjrTTQ34k9AsVmri/J1IcSDkKPN0ZYDWQs7Wx+V+tkyj/wklZGCeKhmS6yE84UhEaZ4F6TFCi+EgDJoLpWxEZYB2F0okVdQj27JfnoXlativls/tKqXqVx1GAAziEY7DhHKpwCzVoAIEUnuEV3own48V4Nz6mrQtGPrMHf2R8/gAy6JT/</latexit>

SSE        k(n-1)  rezidua
(uvnitř skupin)
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k(n� 1)

<latexit sha1_base64="IcGohTke8aYEfki5TrO9c6v8j9c=">AAACAXicbZDLSsNAFIYn9VbrLepGcDNYhLqwJFLRjVIQwY1Qqb1AG8JkOmmHTiZhZiKUEDe+ihsXirj1Ldz5Nk7bLLT1h4GP/5zDmfN7EaNSWda3kVtYXFpeya8W1tY3NrfM7Z2mDGOBSQOHLBRtD0nCKCcNRRUj7UgQFHiMtLzh1bjeeiBC0pDfq1FEnAD1OfUpRkpbrrl3W3evL7q+QDipa0yTYYkf20epaxatsjURnAc7gyLIVHPNr24vxHFAuMIMSdmxrUg5CRKKYkbSQjeWJEJ4iPqko5GjgEgnmVyQwkPt9KAfCv24ghP390SCAilHgac7A6QGcrY2Nv+rdWLlnzsJ5VGsCMfTRX7MoArhOA7Yo4JgxUYaEBZU/xXiAdJpKB1aQYdgz548D82Tsl0pn95VitXLLI482AcHoARscAaq4AbUQANg8AiewSt4M56MF+Pd+Ji25oxsZhf8kfH5A9fFldo=</latexit>

Testová statistika                                    má Fisherovo-Snedecorovo rozdělení                                                                                     

o (k-1) a k(n-1) stupních volnosti.

F =
SSF
k�1
SSE

k(n�1)

=
MSF

MSE

<latexit sha1_base64="DU7XFJi84tQGMVi1ouMW+/lpNKs=">AAACKXicbVBbS8MwGE3nbc5b1UdfikOYDxutTPRFGYjDl8Fk7gJbGWmWbmFpWpJUGKV/xxf/ii8KivrqHzHrCurmgYTDOecj+Y4TUCKkaX5omaXlldW17HpuY3Nre0ff3WsJP+QIN5FPfd5xoMCUMNyURFLcCTiGnkNx2xlfTf32PeaC+OxOTgJse3DIiEsQlErq65XqRc/lEEWzu9HoV+NoXLTi+Ee5VkqBFa3jOE7DtSRWm1p9PW+WzATGIrFSkgcp6n39pTfwUehhJhGFQnQtM5B2BLkkiOI41wsFDiAawyHuKsqgh4UdJZvGxpFSBobrc3WYNBL190QEPSEmnqOSHpQjMe9Nxf+8bijdczsiLAglZmj2kBtSQ/rGtDZjQDhGkk4UgYgT9VcDjaDqQqpyc6oEa37lRdI6KVnl0ultOV+5TOvIggNwCArAAmegAm5AHTQBAg/gCbyCN+1Re9betc9ZNKOlM/vgD7Svb961pv4=</latexit>

Tabulka analýzy rozptylu:

Metoda ANOVA pro srovnání více náhodných veličin



Příklad: Chceme porovnat kvalitu vláken dodávaných třemi různými výrobci. 
               Jako kritérium kvality je zvolena pevnost vláken v tahu.   
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X

Metoda ANOVA pro srovnání více náhodných veličin

> pvl <- data.frame(read.table("pevnost_vlaken.txt", header=T)) 
> boxplot(pevnost~dodavatel, data=pvl)
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Metoda ANOVA pro srovnání více náhodných veličin

> oneway <- aov(pevnost~dodavatel, data=pvl) 
> summary(oneway) 

                   Df  Sum Sq   Mean Sq   F value    Pr(>F)     
dodavatel    2     26.23       13.117      13.62     0.000425 *** 
Residuals   15    14.45         0.963                      
--- 
Signif. codes:  0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1
_______________________________________________ 
Total           17    40.68                     
— 
Signif. codes:  0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1

Závěr: nulovou hypotézu zamítáme. Pevnost vláken různých dodavatelů 
se statisticky významně liší.

Jak se liší dodavatelé mezi sebou?

Pokud zamítneme nulovou hypotézu v ANOVA, měli bychom provést tzv. 
Mnohonásobné porovnání



Příklad: Chceme porovnat kvalitu vláken dodávaných třemi různými výrobci. 
               Jako kritérium kvality je zvolena pevnost vláken v tahu.   

X1
1 , X

1
2 , . . . , X

1
n1
, X2

1 , X
2
2 , . . . , X

2
n2
, X3

1 , X
3
2 , . . . , X

3
n3
,

<latexit sha1_base64="AINXLlIkVRi9fFcfXVIj7j20TO4=">AAACUHicbZHLSgMxFIbP1Futt6pLN8EiuJAyMy3UhYuCG5cVbC3UOmTStAYzmSHJCGWYR3TTnc/hxoWimYtg1RNC/vzny+3EjzhT2rZfrMrK6tr6RnWztrW9s7tX3z8YqDCWhPZJyEM59LGinAna10xzOowkxYHP6a3/eJnlb5+oVCwUN3oe0XGAZ4JNGcHaWF59NvSce+cMDT03G+4moVbZLBGek+aOaRnjFoy7zLhp7pRMq2Bay0wrNY5Xb9hNOw/0VzilaEAZPa++MHuQOKBCE46VGjl2pMcJlpoRTtPaXaxohMkjntGRkQIHVI2TvCApOjHOBE1DabrQKHd/rkhwoNQ88A0ZYP2gfucy87/cKNbT83HCRBRrKkhx0DTmSIcoqy6aMEmJ5nMjMJHM3BWRBywx0eYPaqYIzu8n/xUDt+m0m53rdqN7UZajCkdwDKfgQAe6cAU96AOBZ3iFd/iwFtab9VmxCvR7hENYikrtCyG9rOY=</latexit>

Metoda ANOVA pro srovnání více náhodných veličin

Jak se liší dodavatelé mezi sebou?

Pokud zamítneme nulovou hypotézu v ANOVA, měli bychom provést tzv. 
Mnohonásobné porovnání



Metoda ANOVA pro srovnání více náhodných veličin

Metody mnohonásobného srovnávání:

• Tukeyova metoda  
• Scheffého metoda
• Bonferroniho metoda
• Duncanova metoda
• …

T =
|µ̂i � µ̂j |

S⇤ , i, j = 1, 2, . . . , k, i 6= j

<latexit sha1_base64="7mR6vvJ4o1ovOCJaea2+twtMMJQ="></latexit>

>  TukeyHSD(oneway, conf.level = .95) 

 Tukey multiple comparisons of means 
          95% family-wise confidence level 

Fit: aov(formula = pevnost ~ dodavatel, data = pvl) 

$dodavatel 
              diff                  lwr                 upr                 p adj 
b-a     0.4333333     -1.0385665     1.905233       0.7296030 
c-a     2.7500000      1.2781002     4.221900        0.0005817 
c-b     2.3166667      0.8447669     3.788566        0.0026211

=> z tabulky p-hodnot při porovnání po dvojicích vyplývá, že 
     
                                                       - a ~ b jsou nerozlišitelné 
                                                       - c ~ a se liší            
                                                       - c ~ b se liší            

 Dodavatele 1 a 2 nelze statisticky odlišit, 
dodavatel 3 je významně lepší (jeho vlák-
na dosahují statisticky významně vyšší 
pevnosti než od dodavatelů 1 a 2).



Metoda ANOVA pro srovnání více náhodných veličin

Metody mnohonásobného srovnávání:

• Tukeyova metoda  
• Scheffého metoda
• Bonferroniho metoda
• Duncanova metoda
• …

T =
|µ̂i � µ̂j |

S⇤ , i, j = 1, 2, . . . , k, i 6= j

<latexit sha1_base64="7mR6vvJ4o1ovOCJaea2+twtMMJQ="></latexit>

>  pairwise.t.test(pvl$pevnost, pvl$dodavatel, p.adj = "bonf") 

 Pairwise comparisons using t tests with pooled SD  

data:  pvl$pevnost and pvl$dodavatel  

          a              b       
b   1.00000        -       
c   0.00063    0.00291 

P value adjustment method: bonferroni

=> z tabulky p-hodnot při porovnání po  
     dvojicích vyplývá, že 
          - a s b jsou nerozlišitelné 
          - c se liší jak od a, tak i od b



Metody mnohonásobného srovnávání:

• Tukeyova metoda   

• Scheffého metoda

• Bonferroniho metoda

N =
kX

i=1

ni
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označme k počet tříd a 

- musí být  n1 = n2 = … = nk

Q =
|µ̂i � µ̂j |

S⇤ , S⇤ =

s
SE

n(N � k)

<latexit sha1_base64="Zv1LVWQ/LwrhU92L0DmO8Id5fYs="></latexit>

Q < q1�↵(k, N � k)
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<latexit sha1_base64="NHN+8SJ41t2NaYXO+RsSa8A6Nxc="></latexit>

S <
p
F1�↵(k � 1, N � k)
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T < t1�↵/2(N � k)
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Metoda ANOVA pro srovnání více náhodných veličin



Ověření podmínek pro použití ANOVA

• Reprezentativnost výběru, náhodnost
• Nezávislost pozorování
• Normalita dat
• Stejné rozptyly (homoskedasticita)

https://is.muni.cz/th/151390/prif_m/diplomova_prace_ed.pdf

Metoda ANOVA pro srovnání více náhodných veličin



Vícenásobná ANOVA

• Zatím jsme měli datový soubor, který bylo možné roztřídit do několika skupin 
podle hodnoty jednoho faktoru

Příklad: pevnost vláken ~ dodavatel  (a, b, c)   

výkon ~ stroj     (A1, A2)

• V mnoha případech se data dají roztřídit podle více faktorů

jednoduché třídění

vícenásobné třídění

One-way ANOVA

Multi-way ANOVA
Příklad: výnos plodiny ~ druh hnojiva + typ půdy   



Vícenásobná ANOVA

Příklad: výnos plodiny ~ druh hnojiva + typ půdy   

Je výnos kukuřice závislý na variantě, typu půdy nebo na obojím?

dvojné třídění32 naměřených hodnot můžeme rozdělit
do 4 skupin po 8 podle varianty

do 8 skupin po 4 podle parcely
<latexit sha1_base64="NT4uJfMXnUxxza32oxLvkRo1B1s="></latexit>

X = µ0 + ↵1V1 + ↵2V2 + ↵3V3 + ↵4V4 + ✏
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H0 : ↵1 = ↵2 = ↵3 = ↵4 = 0
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HA : 9i : ↵i 6= 0
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H0 : µV1 = µV2 = µV3 = µV4 = µ0
<latexit sha1_base64="9f6ISba4zj7DgZezuAv5HDzpFpo=">AAACEnicbVDLSgMxFM34rPU16tJNsAgKUmbEF11V3HRZwT6gLUMmvW3TZjJjkhHL0G9w46+4caGIW1fu/BvTh6CtBwLnnnMvN/f4EWdKO86XNTe/sLi0nFpJr66tb2zaW9tlFcaSQomGPJRVnyjgTEBJM82hGkkggc+h4veuhn7lDqRiobjR/QgaAWkL1mKUaCN59mHBu8zhOtybVQqzo64pgthLyh4b1AXc/lTdgWdnnKwzAp4l7oRk0ARFz/6sN0MaByA05USpmutEupEQqRnlMEjXYwURoT3ShpqhggSgGsnopAHeN0oTt0JpntB4pP6eSEigVD/wTWdAdEdNe0PxP68W69ZFI2EiijUIOl7UijnWIR7mg5tMAtW8bwihkpm/YtohklBtUkybENzpk2dJ+TjrnmVPr08y+dwkjhTaRXvoALnoHOVRARVRCVH0gJ7QC3q1Hq1n6816H7fOWZOZHfQH1sc3GaidJQ==</latexit>

HA : 9i, j : µVi 6= µVj

model1 = vynos ~ varianta



<latexit sha1_base64="3EZCY83vAUVPld3Lw+DApwiJreI="></latexit>

X = µ0 + �1P1 + �2P2 + �3P3 + �4P4 + �5P5 + �6P6 + �7P7 + �8P8 + ✏

Vícenásobná ANOVA

Příklad: výnos plodiny ~ druh hnojiva + typ půdy   

Je výnos kukuřice závislý na variantě, typu půdy nebo na obojím?

dvojné třídění32 naměřených hodnot můžeme rozdělit
do 4 skupin po 8 podle varianty

do 8 skupin po 4 podle parcely
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H0 : µP1 = · · · = µP8 = µ0
<latexit sha1_base64="gGnLT5V0vwaxn23L9oZCgsOscpE=">AAACEnicbVDLSgMxFM34rPU16tJNsAgKUmbEF11V3HRZwT6gLUMmvW3TZjJjkhHL0G9w46+4caGIW1fu/BvTh6CtBwLnnnMvN/f4EWdKO86XNTe/sLi0nFpJr66tb2zaW9tlFcaSQomGPJRVnyjgTEBJM82hGkkggc+h4veuhn7lDqRiobjR/QgaAWkL1mKUaCN59mHBu8zhOtybVQqzo64pgthLih4b1AXc/lTdgWdnnKwzAp4l7oRk0ARFz/6sN0MaByA05USpmutEupEQqRnlMEjXYwURoT3ShpqhggSgGsnopAHeN0oTt0JpntB4pP6eSEigVD/wTWdAdEdNe0PxP68W69ZFI2EiijUIOl7UijnWIR7mg5tMAtW8bwihkpm/YtohklBtUkybENzpk2dJ+TjrnmVPr08y+dwkjhTaRXvoALnoHOVRARVRCVH0gJ7QC3q1Hq1n6816H7fOWZOZHfQH1sc3BwCdGQ==</latexit>

HA : 9i, j : µPi 6= µPj

<latexit sha1_base64="5GQfMwB4ID1HlNrjp0XdtccmTdI=">AAACCXicbVDLSgMxFM3UV62vUZdugkVwVWbERykUCm66rGAf0A5DJs20oZnMkNwRSunWjb/ixoUibv0Dd/6NaTsLbT0QODnn3pvcEySCa3Ccbyu3tr6xuZXfLuzs7u0f2IdHLR2nirImjUWsOgHRTHDJmsBBsE6iGIkCwdrB6Hbmtx+Y0jyW9zBOmBeRgeQhpwSM5Nu47jsV3AsYEN+t4l4/Bo2ri3sZV7Hj20Wn5MyBV4mbkSLK0PDtLzOEphGTQAXRuus6CXgTooBTwaaFXqpZQuiIDFjXUEkipr3JfJMpPjNKH4exMkcCnqu/OyYk0nocBaYyIjDUy95M/M/rphCWvQmXSQpM0sVDYSowxHgWC+5zxSiIsSGEKm7+iumQKELBhFcwIbjLK6+S1kXJvS5d3V0Wa5Usjjw6QafoHLnoBtVQHTVQE1H0iJ7RK3qznqwX6936WJTmrKznGP2B9fkDkQOXsg==</latexit>

H0 : �1 = · · · = �8 = 0
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HA : 9j : �j 6= 0

model2 = vynos ~ parcela



Vícenásobná ANOVA

Příklad: výnos plodiny ~ druh hnojiva + typ půdy   

Je výnos kukuřice závislý na variantě, typu půdy nebo na obojím?

dvojné třídění32 naměřených hodnot můžeme rozdělit
do 4 skupin po 8 podle varianty

do 8 skupin po 4 podle parcely
<latexit sha1_base64="keG/mK9/BEM/fTQqBPybZgbvm+Q="></latexit>
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model3 = vynos ~ varianta + parcela
model4 = vynos ~ varianta * parcela



Vícenásobná ANOVA

Příklad: výnos plodiny ~ druh hnojiva + typ půdy   

<latexit sha1_base64="NT4uJfMXnUxxza32oxLvkRo1B1s="></latexit>

X = µ0 + ↵1V1 + ↵2V2 + ↵3V3 + ↵4V4 + ✏
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H0 : ↵1 = ↵2 = ↵3 = ↵4 = 0
<latexit sha1_base64="49Hah9YbEDnhh7g/0d5AJqzOpJY=">AAACB3icbZDLSsNAFIYnXmu9RV0KMlgEVyURb3RVcdNlBXuBJoTJ9KQdOpnEmYlYSndufBU3LhRx6yu4822cXhba+sPAx3/O4cz5w5QzpR3n21pYXFpeWc2t5dc3Nre27Z3dukoySaFGE57IZkgUcCagppnm0EwlkDjk0Ah716N64x6kYom41f0U/Jh0BIsYJdpYgX1QCa5K2IMHs0phZpDwtEsC5gm4w05gF5yiMxaeB3cKBTRVNbC/vHZCsxiEppwo1XKdVPsDIjWjHIZ5L1OQEtojHWgZFCQG5Q/GdwzxkXHaOEqkeULjsft7YkBipfpxaDpjortqtjYy/6u1Mh1d+gMm0kyDoJNFUcaxTvAoFNxmEqjmfQOESmb+immXSEK1iS5vQnBnT56H+knRPS+e3ZwWyqVpHDm0jw7RMXLRBSqjCqqiGqLoET2jV/RmPVkv1rv1MWldsKYze+iPrM8f8I6YFA==</latexit>

HA : 9i : ↵i 6= 0

> oneway1<- aov(vynos~varianta, data=vynosy) 
> summary(oneway1) 
                    Df  Sum Sq  Mean Sq  F value   Pr(>F)     
varianta        3   0.21423  0.07141    25.79     3.29e-08 *** 
Residuals   28   0.07752  0.00277                      
--- 
Signif. codes:  0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1

> plot(oneway1)

> vynosy<- data.frame(read.table("vynosy.txt", header=T))



Vícenásobná ANOVA

Příklad: výnos plodiny ~ druh hnojiva + typ půdy   

<latexit sha1_base64="NT4uJfMXnUxxza32oxLvkRo1B1s="></latexit>

X = µ0 + ↵1V1 + ↵2V2 + ↵3V3 + ↵4V4 + ✏
<latexit sha1_base64="v8uhKE0RJy4DvkobBzNjT3Tgz2g=">AAACE3icbZDLSgMxFIYzXmu9jbp0EyyCuCgztV4oFApuuqxgL9AOw5k0bUMzF5KMUIa+gxtfxY0LRdy6cefbmLZT0NYfAh//OYeT83sRZ1JZ1rexsrq2vrGZ2cpu7+zu7ZsHhw0ZxoLQOgl5KFoeSMpZQOuKKU5bkaDge5w2veHtpN58oEKyMLhXo4g6PvQD1mMElLZc87zqWiXcAR4NwLXLKRTmcDGHYtlyzZyVt6bCy2CnkEOpaq751emGJPZpoAgHKdu2FSknAaEY4XSc7cSSRkCG0KdtjQH4VDrJ9KYxPtVOF/dCoV+g8NT9PZGAL+XI93SnD2ogF2sT879aO1a9GydhQRQrGpDZol7MsQrxJCDcZYISxUcagAim/4rJAAQQpWPM6hDsxZOXoVHI21f5y7tirlJK48igY3SCzpCNrlEFVVEN1RFBj+gZvaI348l4Md6Nj1nripHOHKE/Mj5/AClcnHQ=</latexit>

H0 : ↵1 = ↵2 = ↵3 = ↵4 = 0
<latexit sha1_base64="49Hah9YbEDnhh7g/0d5AJqzOpJY=">AAACB3icbZDLSsNAFIYnXmu9RV0KMlgEVyURb3RVcdNlBXuBJoTJ9KQdOpnEmYlYSndufBU3LhRx6yu4822cXhba+sPAx3/O4cz5w5QzpR3n21pYXFpeWc2t5dc3Nre27Z3dukoySaFGE57IZkgUcCagppnm0EwlkDjk0Ah716N64x6kYom41f0U/Jh0BIsYJdpYgX1QCa5K2IMHs0phZpDwtEsC5gm4w05gF5yiMxaeB3cKBTRVNbC/vHZCsxiEppwo1XKdVPsDIjWjHIZ5L1OQEtojHWgZFCQG5Q/GdwzxkXHaOEqkeULjsft7YkBipfpxaDpjortqtjYy/6u1Mh1d+gMm0kyDoJNFUcaxTvAoFNxmEqjmfQOESmb+immXSEK1iS5vQnBnT56H+knRPS+e3ZwWyqVpHDm0jw7RMXLRBSqjCqqiGqLoET2jV/RmPVkv1rv1MWldsKYze+iPrM8f8I6YFA==</latexit>

HA : 9i : ↵i 6= 0

> oneway1<- aov(vynos~varianta, data=vynosy) 
> summary(oneway1) 
                    Df  Sum Sq  Mean Sq  F value   Pr(>F)     
varianta        3   0.21423  0.07141    25.79     3.29e-08 *** 
Residuals   28   0.07752  0.00277                      
--- 
Signif. codes:  0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1

> plot(oneway1)

> vynosy<- data.frame(read.table("vynosy.txt", header=T))



Vícenásobná ANOVA

Příklad: výnos plodiny ~ druh hnojiva + typ půdy   

> oneway2<- aov(vynos~parcela, data=vynosy) 
> summary(oneway2) 
                    Df   Sum Sq  Mean Sq    F value    Pr(>F) 
parcela          7    0.0274   0.003914    0.355      0.919 
Residuals    24    0.2643   0.011015   

> plot(oneway2)

<latexit sha1_base64="3EZCY83vAUVPld3Lw+DApwiJreI="></latexit>

X = µ0 + �1P1 + �2P2 + �3P3 + �4P4 + �5P5 + �6P6 + �7P7 + �8P8 + ✏

<latexit sha1_base64="5GQfMwB4ID1HlNrjp0XdtccmTdI=">AAACCXicbVDLSgMxFM3UV62vUZdugkVwVWbERykUCm66rGAf0A5DJs20oZnMkNwRSunWjb/ixoUibv0Dd/6NaTsLbT0QODnn3pvcEySCa3Ccbyu3tr6xuZXfLuzs7u0f2IdHLR2nirImjUWsOgHRTHDJmsBBsE6iGIkCwdrB6Hbmtx+Y0jyW9zBOmBeRgeQhpwSM5Nu47jsV3AsYEN+t4l4/Bo2ri3sZV7Hj20Wn5MyBV4mbkSLK0PDtLzOEphGTQAXRuus6CXgTooBTwaaFXqpZQuiIDFjXUEkipr3JfJMpPjNKH4exMkcCnqu/OyYk0nocBaYyIjDUy95M/M/rphCWvQmXSQpM0sVDYSowxHgWC+5zxSiIsSGEKm7+iumQKELBhFcwIbjLK6+S1kXJvS5d3V0Wa5Usjjw6QafoHLnoBtVQHTVQE1H0iJ7RK3qznqwX6936WJTmrKznGP2B9fkDkQOXsg==</latexit>

H0 : �1 = · · · = �8 = 0
<latexit sha1_base64="xBdpfPNARgg2odPJqUFeMBdS84E=">AAACBnicbZDLSgMxFIYzXmu9jboUIVgEV2VGvNFVxU2XFewF2mHIpKdt2kxmTDJiKV258VXcuFDErc/gzrcxbWehrT8EPv5zDifnD2LOlHacb2thcWl5ZTWzll3f2Nzatnd2qypKJIUKjXgk6wFRwJmAimaaQz2WQMKAQy3oX4/rtXuQikXiVg9i8ELSEazNKNHG8u2Dkn9VwE14MKsU7hkMQBO/1xRwhx3fzjl5ZyI8D24KOZSq7NtfzVZEkxCEppwo1XCdWHtDIjWjHEbZZqIgJrRPOtAwKEgIyhtOzhjhI+O0cDuS5gmNJ+7viSEJlRqEgekMie6q2drY/K/WSHT70hsyEScaBJ0uaicc6wiPM8EtJoFqPjBAqGTmr5h2iSRUm+SyJgR39uR5qJ7k3fP82c1prlhI48igfXSIjpGLLlARlVAZVRBFj+gZvaI368l6sd6tj2nrgpXO7KE/sj5/ACNPl6I=</latexit>

HA : 9j : �j 6= 0



Vícenásobná ANOVA

Příklad: výnos plodiny ~ druh hnojiva + typ půdy   

> oneway2<- aov(vynos~parcela, data=vynosy) 
> summary(oneway2) 
                    Df   Sum Sq  Mean Sq    F value    Pr(>F) 
parcela          7    0.0274   0.003914    0.355      0.919 
Residuals    24    0.2643   0.011015   

> plot(oneway2)

<latexit sha1_base64="3EZCY83vAUVPld3Lw+DApwiJreI="></latexit>

X = µ0 + �1P1 + �2P2 + �3P3 + �4P4 + �5P5 + �6P6 + �7P7 + �8P8 + ✏

<latexit sha1_base64="5GQfMwB4ID1HlNrjp0XdtccmTdI=">AAACCXicbVDLSgMxFM3UV62vUZdugkVwVWbERykUCm66rGAf0A5DJs20oZnMkNwRSunWjb/ixoUibv0Dd/6NaTsLbT0QODnn3pvcEySCa3Ccbyu3tr6xuZXfLuzs7u0f2IdHLR2nirImjUWsOgHRTHDJmsBBsE6iGIkCwdrB6Hbmtx+Y0jyW9zBOmBeRgeQhpwSM5Nu47jsV3AsYEN+t4l4/Bo2ri3sZV7Hj20Wn5MyBV4mbkSLK0PDtLzOEphGTQAXRuus6CXgTooBTwaaFXqpZQuiIDFjXUEkipr3JfJMpPjNKH4exMkcCnqu/OyYk0nocBaYyIjDUy95M/M/rphCWvQmXSQpM0sVDYSowxHgWC+5zxSiIsSGEKm7+iumQKELBhFcwIbjLK6+S1kXJvS5d3V0Wa5Usjjw6QafoHLnoBtVQHTVQE1H0iJ7RK3qznqwX6936WJTmrKznGP2B9fkDkQOXsg==</latexit>

H0 : �1 = · · · = �8 = 0
<latexit sha1_base64="xBdpfPNARgg2odPJqUFeMBdS84E=">AAACBnicbZDLSgMxFIYzXmu9jboUIVgEV2VGvNFVxU2XFewF2mHIpKdt2kxmTDJiKV258VXcuFDErc/gzrcxbWehrT8EPv5zDifnD2LOlHacb2thcWl5ZTWzll3f2Nzatnd2qypKJIUKjXgk6wFRwJmAimaaQz2WQMKAQy3oX4/rtXuQikXiVg9i8ELSEazNKNHG8u2Dkn9VwE14MKsU7hkMQBO/1xRwhx3fzjl5ZyI8D24KOZSq7NtfzVZEkxCEppwo1XCdWHtDIjWjHEbZZqIgJrRPOtAwKEgIyhtOzhjhI+O0cDuS5gmNJ+7viSEJlRqEgekMie6q2drY/K/WSHT70hsyEScaBJ0uaicc6wiPM8EtJoFqPjBAqGTmr5h2iSRUm+SyJgR39uR5qJ7k3fP82c1prlhI48igfXSIjpGLLlARlVAZVRBFj+gZvaI368l6sd6tj2nrgpXO7KE/sj5/ACNPl6I=</latexit>

HA : 9j : �j 6= 0

> shapiro.test(oneway2$residuals)

 Shapiro-Wilk normality test 

data:  oneway2$residuals 
W = 0.95112, p-value = 0.155



Vícenásobná ANOVA

Příklad: výnos plodiny ~ druh hnojiva + typ půdy   

> twoway1 <- aov(vynos~vynos + parcela, data=vynosy) 
> summary(twoway1) 
                   Df   Sum Sq   Mean Sq   F value     Pr(>F)     
varianta        3   0.21423    0.07141     29.92     9e-08 *** 
parcela         7   0.02740    0.00391       1.64     0.179     
Residuals   21   0.05012    0.00239 

<latexit sha1_base64="keG/mK9/BEM/fTQqBPybZgbvm+Q="></latexit>

X = µ0 +
4X

i=1

↵iVi +
8X

j=1

�jPj +
4X

i=1

8X

j=1

�ijViPj + ✏

> twoway2 <- aov(vynos~vynos*parcela, data=vynosy) 
> summary(twoway2) 
                           Df   Sum Sq   Mean Sq 
varianta                3   0.21423   0.07141 
parcela                 7   0.02740   0.00391 
varianta:parcela 21   0.05012   0.00239



• Je neparametrickou obdobou analýzy rozptylu jednoduchého třídění. 
• Slouží k ověření nulové hypotézy H0, že k > 2 nezávislých náhodných výběrů 

 o rozsazích n1, n2, …, nk pochází z jednoho základního souboru. 
• Předpokládáme, že tyto náhodné výběry byly pořízeny ze základních souborů 

se spojitými distribučními funkcemi F1(x), F2(x), …, Fk(x). 
• Nulovou hypotézu H0 můžeme zapsat takto …………………………………… 

                      H0: F1(x) = F2(x) = … = Fk(x) pro všechna x.

1) Máme k dispozici k výběrových souborů o četnostech n1, n2, …, nk.  
2) Všechny výběrové soubory sloučíme do jediného souboru.  
3) Každé hodnotě souboru přiřadíme vzestupně pořadové číslo, stejným ……    
      hodnotám pak pořadí průměrné. 
4) Následně sečteme pořadová čísla jednotlivých pozorování pro každý ……   
    původní výběrový soubor zvlášť a získáme součty T1, T2, …, Tk ……….……….              
(Ti ; i = 1, …, k, je tedy součet pořadových čísel pro i-tý výběr)

Odezva  X1, X2, …, Xn  se neřídí normálním rozdělením => nelze použít ANOVA.

Kruskal – Wallisův test

Postup při stanovení testového kritéria:

Neparametrická analýza rozptylu



Odezva  X1, X2, …, Xn  se neřídí normálním rozdělením => nelze použít ANOVA.

Kruskal – Wallisův test

Testová statistika má tvar: KW =
12

n(n+ 1)

kX

i=1

T 2
i

ni
� 3(n+ 1)

<latexit sha1_base64="8/2YEOsH624L3cRjozvSFKA4kg4="></latexit>

kde n = n1 + n2 + … + nk.
Statistika KW má za platnosti H0 při ni →∞ asymptoticky χ2 – rozdělení o k-1 
stupních volnosti.

Jestliže se v posloupnosti zjištěných údajů vyskytnou shodné hodnoty, kterým 
se přiřazuje průměrné pořadí, je nutno hodnotu KW dělit korekčním faktorem

kde p je počet tříd se stejným pořadím a ti počet pořadí v i-té třídě.  

Opravené testové kritérium se stanoví jako

K = 1� 1

n3 � n

pX

j=1

(t3j � tj)

<latexit sha1_base64="5Z4RgL+3g+ckxN/HS+M4+3xuHn0=">AAACFHicbVDLSgMxFM3UV62vUZdugkWoSMuMVnRTKbgR3FSwD+hjyKSZNm0mMyQZoQzzEW78FTcuFHHrwp1/Y/pYaOuBezmccy/JPW7IqFSW9W2klpZXVtfS65mNza3tHXN3ryaDSGBSxQELRMNFkjDKSVVRxUgjFAT5LiN1d3g99usPREga8Hs1CknbRz1OPYqR0pJjntyW7HzLEwjHdhLzzlmeJy0Z+U48KNlJJ4Q55Qy0qvuxY2atgjUBXCT2jGTBDBXH/Gp1Axz5hCvMkJRN2wpVO0ZCUcxIkmlFkoQID1GPNDXlyCeyHU+OSuCRVrrQC4QuruBE/b0RI1/Kke/qSR+pvpz3xuJ/XjNS3mU7pjyMFOF4+pAXMagCOE4IdqkgWLGRJggLqv8KcR/phJTOMaNDsOdPXiS104JdLJzfFbPlq1kcaXAADkEO2OAClMENqIAqwOARPINX8GY8GS/Gu/ExHU0Zs5198AfG5w+ibp1N</latexit>

KWopr =
KW

K

<latexit sha1_base64="v/FlNoM33SXvAllQCin+s54UTlM=">AAAB/nicbVBNS8NAEN3Ur1q/ouLJS7AInkoiFb0oBS9CLxVsU2hD2Gw37dLNbtjdCGUJ+Fe8eFDEq7/Dm//GbZuDtj4YeLw3w8y8KKVEKtf9tkorq2vrG+XNytb2zu6evX/QkTwTCLcRp1x0IygxJQy3FVEUd1OBYRJR7Efj26nvP2IhCWcPapLiIIFDRmKCoDJSaB81/VDzVOTX/VhApJt+rpt5aFfdmjuDs0y8glRBgVZof/UHHGUJZgpRKGXPc1MVaCgUQRTnlX4mcQrRGA5xz1AGEywDPTs/d06NMnBiLkwx5czU3xMaJlJOksh0JlCN5KI3Ff/zepmKrwJNWJopzNB8UZxRR3FnmoUzIAIjRSeGQCSIudVBI2hiUCaxignBW3x5mXTOa169dnFfrzZuijjK4BicgDPggUvQAHegBdoAAQ2ewSt4s56sF+vd+pi3lqxi5hD8gfX5A4wPld0=</latexit>

Pokud                             , přijímáme hypotézu alternativní, podle které se 
hodnoty nejméně dvou porovnávaných výběrových souborů od sebe statisticky 
významně liší.

KW > �2
↵(n� 1)

<latexit sha1_base64="a6+u3LHCtfxFiRDrV5reUplICVc=">AAACAHicbVDLSsNAFJ3UV62vqAsXbgaLUBeWpFR0VQpuBDcV7AOaGCbTSTt0MgkzE6GEbPwVNy4UcetnuPNvnLZZaOuBC4dz7uXee/yYUaks69sorKyurW8UN0tb2zu7e+b+QUdGicCkjSMWiZ6PJGGUk7aiipFeLAgKfUa6/vh66ncfiZA04vdqEhM3RENOA4qR0pJnHt12Gw4e0YealzqIxSOUVfi5feaZZatqzQCXiZ2TMsjR8swvZxDhJCRcYYak7NtWrNwUCUUxI1nJSSSJER6jIelrylFIpJvOHsjgqVYGMIiELq7gTP09kaJQykno684QqZFc9Kbif14/UcGVm1IeJ4pwPF8UJAyqCE7TgAMqCFZsognCgupbIR4hgbDSmZV0CPbiy8ukU6va9erFXb3cbORxFMExOAEVYINL0AQ3oAXaAIMMPINX8GY8GS/Gu/Exby0Y+cwh+APj8wcSqpVr</latexit>

Neparametrická analýza rozptylu



Neparametrická analýza rozptylu



Neparametrické metody mnohonásobného porovnávání.

• Předpokládáme tzv. „vyvážený pokusný plán“, tzn., že všech k výběrů má 
stejný rozsah (tedy n1 = n2 = … = nk = N). 

• Spočítáme              diferencí |Ti – Tj| které porovnáváme s kritickými hodnotami. 
• Kritické hodnoty Dα se hledají pro hladinu významnosti α, pro k porovnávaných 

tříd a N opakování v každé třídě (n1 = n2 = … = nk = N). 
• Je-li nějaká diference větší nebo rovna kritické hodnotě Dα pro Neményiho 

metodu, zamítá se hypotéza o neprůkaznosti diference, tzn. že i-tý a  j-tý výběr 
pocházejí z téhož rozdělení.

Neményiho metoda

2
)1k(k −

Neparametrická analýza rozptylu



Neparametrické metody mnohonásobného porovnávání.

• Použijeme ji v případě „nevyváženého pokusného plánu“, tzn., že výběry nemají 
stejný rozsah (tedy nemusí být  n1 = n2 = … = nk). 

• Spočítáme              diferencí |Ti – Tj| které porovnáváme s kritickými hodnotami. 

• Pokud pro nějakou diferenci platí                                                                                                                                                                                                                                                     

kde uβ je  β- kvantil standardního normálního rozdělení,                       ,             

 zamítáme na hladině významnosti α hypotézu, že i-tý výběr (s rozsahem ni) a j-tý 

výběr (s rozsahem nj) pocházejí z téhož rozdělení.    

•

2
)1k(k −

Dunnova metoda

|Ti � Tj | > u�

s
n(n� 1)
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✓
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ni
+

1

nj

◆

<latexit sha1_base64="uktoylIYoKfDXhZVDmkcp8zKODc="></latexit>

� =
↵

k(k � 1)

<latexit sha1_base64="0J6KawtpYtN1lYi8OHGrvLkBNKk=">AAACBHicbVBNS8NAEN3Ur1q/oh57CRahHiyJVPSiFLx4rGA/oAllst20SzebsLsRSsjBi3/FiwdFvPojvPlv3LY5aOuDgcd7M8zM82NGpbLtb6Owsrq2vlHcLG1t7+zumfsHbRklApMWjlgkuj5IwignLUUVI91YEAh9Rjr++Gbqdx6IkDTi92oSEy+EIacBxaC01DfLrk8UXLmBAJy6wOIRZOm4Oj51TrK+WbFr9gzWMnFyUkE5mn3zyx1EOAkJV5iBlD3HjpWXglAUM5KV3ESSGPAYhqSnKYeQSC+dPZFZx1oZWEEkdHFlzdTfEymEUk5CX3eGoEZy0ZuK/3m9RAWXXkp5nCjC8XxRkDBLRdY0EWtABcGKTTQBLKi+1cIj0HkonVtJh+AsvrxM2mc1p147v6tXGtd5HEVURkeoihx0gRroFjVRC2H0iJ7RK3oznowX4934mLcWjHzmEP2B8fkDIzCXwQ==</latexit>

Neparametrická analýza rozptylu



Příklad: pevnost vláken ~ dodavatel  (a, b, c)   

> kruskal.test(pevnost ~ dodavatel, data = pevnost) 

 Kruskal-Wallis rank sum test 

data:  pevnost by dodavatel 
Kruskal-Wallis chi-squared = 10.862, df = 2, p-value = 0.004379

> library(DescTools) 
> NemenyiTest(pevnost ~ dodavatel, data = pevnost) 

 Nemenyi's test of multiple comparisons for independent samples (tukey)   

    mean.rank.diff   pval     
b-a              0 1.0000     
c-a              9 0.0098 **  
c-b              9 0.0098 **  
--- 
Signif. codes:  0 '***' 0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1
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• Je neparametrickou obdobou analýzy rozptylu dvojného třídění (pro dva 
faktory - například pro jeden hlavní a druhý blokový). 

• Předpokládejme, že máme měření yij, kde i je označení bloku, j je označení 
úrovně faktoru (ošetření). Pro každou dvojici (i,j) máme jedno měření.  

• Označme

Odezva  X1, X2, …, Xn  se neřídí normálním rozdělením => nelze použít ANOVA.

Friedmanův test

k  - počet úrovní faktoru  
n  - počet bloků  
rij - pořadí naměřené hodnoty odezvy yij v bloku i 
r.j - průměrné pořadí odezvy při úrovni j přes všechny bloky 
r  - průměrné pořadí přes všechny úrovně a přes všechny bloky
_
_

Položme                                       a   

Testová statistika má tvar 

(Pro velká n a k (n >15,  k >4) má přibližně chí-kvadrát rozdělení o k-1 stupních volnosti)
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