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11. Analyza rozptylu



Srovnani vice nahodnych velic¢in

Priklad: Chceme porovnat kvalitu vlaken dodavanych tfemi rznymi vyrobci.
Jako kritérium kvality je zvolena pevnost viaken v tahu.

X Xg, .o, X X XS, XA X)L XS, X

n1? noa’ ns?
25W

23 - ;
21 - ¢
< 3 ¢
19 -
$ $
17 -
15 - : ———
1 2 3
nulova hypotéza Ho: t1= 2= u3

alternativni hypotéza Ha: ui# 1 pro nékterou dvojici i,j (oboustranna)
hladina vyznamnosti o =5%

Jedna z moznosti je proveést k(k-1)/2 porovnani pomoci dvouvyberovych
testu. ALE: tim se vyrazne zvysi hladina vyznamnosti.



Srovnani vice nahodnych velic¢in

Priklad: Chceme porovnat kvalitu vlaken dodavanych tfemi rznymi vyrobci.
Jako kritérium kvality je zvolena pevnost viaken v tahu.

1 1 1 2 2 2 3 3 3
XLXE X OX2OX2.X2 X X5, X

no? ns’

hladina vyznamnosti v t-testu
pocet porovnavani £ | 0,20 0,10 0,05 0,02 0,01 0,001
2 0,20 0,10 0,05 0,02 0,01 0,001

3 0,41 0,23 0,13 0,05 0,03 0,003
4 0,58 0,36 0,21 0,09 0,05 0,006
5 0,71 0,47 0,23 0,13 0,07 0,009
nuloy 10 0,96 0,83 0,63 0,37 0,23 0,034
alter! 20 1,00 0,98 0,92 0,71 0,52 0,109
hladi 00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,000

Jedna z moznosti je proveést k(k-1)/2 porovnani pomoci dvouvyberovych
testu. ALE: tim se vyrazne zvysi hladina vyznamnosti.

Tedy je tfeba provadet tzv. simultanni test.



Metoda ANOVA pro srovnani vice nahodnych veli¢in

Rozptyl mezi skupinami |e
velky vzhledem k souctu

ﬁ
O TCOOMBDOTEO-®-- OO

rozptylU uvnitf skupin => °
stfedni hodnoty jsou T [ ® ... AR S
ruzné =>nulovou | | & $
hypotézu zamitame J_ 5
°
| 1 2 3

Rozptyl mezi skupinami je
maly vzhledem k souctu
rozptylU uvnitf skupin =>

stredni hodnoty Ize |

povazovat za g

nerozlisitelné => e
©

nulovou hypotézu
nelze zamitnout

......0.-me“em.n-..0.-0.................




Metoda ANOVA pro srovnani vice nahodnych veli¢in

ANalysis Of VAriance = ANOVA Y

pro 1 faktor = vSechna data roz- % 6
delime do skupin podle jednoho ? H ®
hlediska (Urovni jednoho faktoru) 6 H g
: 8
k Urovni = k skupin : ¢
v kazdé skupiné n méfeni | 5 5
1 ) 2 3
1) celkovy prumér vSech namérenych hodnot: ¢ = ﬁ > wi
=1 =1
1 n
2) pruméry v jednotlivych skupinach: v = - Zyg
j=1
k n
3) celkovy soudet &tvercovych odchylek: SST=> "> (i — 1)’
i=1 j=1
k' n
4) soudet tvercovych odchylek uvnitf skupin SSe=>_> (yij — )

i=1 j=1

k
5) soucet ¢tvercovych odchylek mezi skupinami SSp=n)Y (5 —9)°
1=1



Metoda ANOVA pro srovnani vice nahodnych veli¢in

Tabulka analyzy rozptylu:

Z_d oj vSouce:c Stu pne P[u merny Tegtoya o-hodnota
variability Ctvercu volnosti Ctverec statistika
faktor _ SS5F MSp
(mezi skupinami) S5F -1 M5p = k—1 F= MSg
- SS
rezidua - §Gy k(n-1)  MSp= %
(uvnitf skupin) k(n —1)
celkovy SST kn-1
25 S
Testova statistika F = % — " ma Fisherovo-Snedecorovo rozdéleni

0 (k-1) a k(n-1) stupnich volnosti.



Metoda ANOVA pro srovnani vice nahodnych veli¢in

Priklad: Chceme porovnat kvalitu vlaken dodavanych tfemi rznymi vyrobci.
Jako kritérium kvality je zvolena pevnost viaken v tahu.

1 1 1 2 2 2 3 3 3
XLXE X OX2OX2.X2 X X5, X

no? ns’

™ —_—
N |

22
I

21

pevnost
20
|

19
|

18
1

dodavatel

> pvl <- data.frame(read.table("pevnost_vlaken.txt", header=T))
> boxplot(pevnost~dodavatel, data=pvl)



Metoda ANOVA pro srovnani vice nahodnych veli¢in

Priklad: Chceme porovnat kvalitu vlaken dodavanych tfemi rznymi vyrobci.
Jako kritérium kvality je zvolena pevnost viaken v tahu.
X1, X5, X0 X0, X5, X2 XXX

no? ns’

> oneway <- aov(pevnost~dodavatel, data=pvl)
> summary(oneway)

Df Sum Sqg Mean Sq F value Pr(>F)
dodavatel 2 26.23 13.117  13.62 0.000425 ***
Residuals 15 14.45 0.963

Total 17 40.68

Signif. codes: 0 *** 0.001 ** 0.01 ™ 0.05'."0.1"" 1

Zavér: nulovou hypotézu zamitame. Pevnost vlaken riznych dodavatelt
se statisticky vyznamné lisi.

Jak se lisi dodavatele mezi sebou?

Pokud zamitneme nulovou hypotézu v ANOVA, méli bychom proveést tzv.
Mnohonasobné porovnani



Metoda ANOVA pro srovnani vice nahodnych veli¢in

Priklad: Chceme porovnat kvalitu vlaken dodavanych tfemi rznymi vyrobci.
Jako kritérium kvality je zvolena pevnost viaken v tahu.

1 1 1 2 2 2 3 3 3
XLXE X OX2OX2.X2 X X5, X

™
N

pevnost
19 20 21 22

18

no? ns’

—

dodavatel
Jak se lisi dodavatele mezi sebou?

Pokud zamitneme nulovou hypotézu v ANOVA, méli bychom proveést tzv.

Mnohonasobné porovnani



Metoda ANOVA pro srovnani vice nahodnych veli¢in

Metody mnohonasobného srovnavani:

25 -
- Tukeyova metoda

- Scheffého metoda 23

1+

- Bonferroniho metoda _ 21 -
- Duncanova metoda 19 - < -
17 -
T .. 15 , .
T = S 1,9 =1,2,....k, 1 # ) 1 2 3

> TukeyHSD(oneway, cont.level = .95) Dodavatele 1 a 2 nelze statisticky odlisit,

dodavatel 3 je vyznamne lepsi (jeho vilak-
na dosahuji statisticky vyznamne vyssi
pevnosti nez od dodavatelu 1 a 2).

Tukey multiple comparisons of means
95% family-wise confidence level

Fit: aov(formula = pevnost ~ dodavatel, data = pvl)

$dodavatel => 7 tabulky p-hodnot pri porovnani po dvojicich vyplyva, ze
diff lwr upr p adj

b-a 0.4333333 -1.0385665 1.905233 0.7296030 - a ~ b jsou nerozlisitelne

c-a 2.7500000 1.2781002 4.221900 [0.000SSWJ -C ~aselisi

c-b 23166667 0.8447669 3.788566 0.0026211 -C~Dbselisi




Metoda ANOVA pro srovnani vice nahodnych veli¢in

Metody mnohonasobného srovnavani:

25 -
- Tukeyova metoda

- Scheffého metoda 23 z
- Bonferroniho metoda _ 21 -
- Duncanova metoda 19 - Y -
17 -
. . 15 - -
T:'MZS*M7|, 1,9 =1,2,....k, 1 # 1 2 3

> pairwise.t.test(pvi$pevnost, pviddodavatel, p.adj = "bonf")
Pairwise comparisons using t tests with pooled SD
data: pvl$pevnost and pvi$dodavatel

a b % 4 i
=> 7 tabulky p-hodnot pri porovnani po
b 1.00000 - g P PP P

dvojicich vyplyva, ze
c (0.00063 0.00291) - a s b jsou nerozlisitelné

-cselisijak od a, takiod b

P value adjustment method: bonferroni



Metoda ANOVA pro srovnani vice nahodnych veli¢in

k
Metody mnohonasobného srovnavani: oznaCme k pocCettfida N = Z n;
1=1
* Tukeyova metoda -musi byt ni1=n2=... =nx
s — B SE
Q_ S* ) S*_ TL(N—]C) Q<q1_a(k,N_k')

- Scheffého metoda

i — ) N RPN S
5= BB g = [ 25k 1)(E+nj) S < \/Fi_alk—1, N — k)

- Bonferroniho metoda

i — i) Sg (1 1 T <ti_an(N—Fk)
T: , — ( _) 04/2
S * o N — k n; + Uz




Metoda ANOVA pro srovnani vice nahodnych veli¢in

Ovéreni podminek pro pouziti ANOVA

- Reprezentativnost vyberu, nahodnost
- Nezavislost pozorovani

- Normalita dat

- Stejné rozptyly (homoskedasticita)

https://is.muni.cz/th/151390/prif_m/diplomova_prace_ed.pdf



Vicenasobna ANOVA

One-way ANOVA
e Zatim jsme meli datovy soubor, ktery bylo mozné roztridit do nekolika skupin
podle hodnoty jednoho faktoru jednoduché tridéni

pevnost dodavatel

1 18.3 a

Priklad: pevnost vldken ~ dodavatel (a, b, c) A °

, ] 4 19.9 a

vykon ~ stroj (A1, A2) 5 19.8 a

6 18.7 a

7 18.3 b

* V mnoha pripadech se data daji roztridit podle vice faktoru ;705 ;

Multi-way ANOVA vicenasobné trideni o 197 z

11 1.1

Priklad: vynos plodiny ~ druh hnojiva + typ pudy o ’

14 21.4 C

- - - 15 21.2 C

Vynos kukurice na parcele cislo 16 22.2 c

17 23.1 C

varianta 1 2 3 4 5 6 7 18 221 .
V1 1,29| 1,19 1,23| 1,33] 127 1,29| 1,31
V2 1,3| 1,33 1,29 1,37 1,35 1,25 1,38
V3 1,2| 1,24| 1,25 1,24 12| 1,21] 1,28
V4 1,03| 1,14 1,09 12| 107 1,19] 1,01



Vicenasobna ANOVA

Priklad: vynos plodiny ~ druh hnojiva + typ pudy

Vynos kukurice na parcele cislo

varianta 1 2 3 4 5 6 7 8 priméry
V1 1,29 1,19 1,23| 1,33| 1,27| 1,29 1,31 1,2 1,26375
V2 1,3 1,33 1,29 1,37 1,35 1,25 1,38 1,29 1,32
V3 1,2| 1,24 1,25| 1,24 1,2| 1,21 1,28 1,17 1,22375
V4 1,03| 1,14| 1,09 1,2 1,07 1,19| 1,01| 1,05 1,0975
priméry| 1,205 1,225 1,215 1,285(1,2225[ 1,235 1,245 1,1775 1,22625

Je vynos kukufice zavisly na varianté, typu pudy nebo na obojim?

do 4 skupin po 8 podle varianty
32 namérenych hodnot mizeme rozdélit < dvojné trideni
do 8 skupin po 4 podle parcely

X =pg+ar1Vi +aoVo +a3Vs +agVy +¢€

Hy:o1 =ag=a3=a4 =0 Hy : pyy, = pv, = vy = pv, = Ho
Hyp:F:0; #0 Hp 30,5 py, # py,

modell = vynos ~ varianta



Vicenasobna ANOVA

Priklad: vynos plodiny ~ druh hnojiva + typ pudy

Vynos kukurice na parcele cislo

varianta 1 2 3 4 5 6 7 8 priméry
V1 1,29 1,19 1,23| 1,33| 1,27| 1,29 1,31 1,2 1,26375
V2 1,3 1,33 1,29 1,37 1,35 1,25 1,38 1,29 1,32
V3 1,2| 1,24 1,25| 1,24 1,2| 1,21 1,28 1,17 1,22375
V4 1,03| 1,14| 1,09 1,2 1,07 1,19| 1,01| 1,05 1,0975
priméry| 1,205 1,225 1,215 1,285(1,2225[ 1,235 1,245 1,1775 1,22625

Je vynos kukufice zavisly na varianté, typu pudy nebo na obojim?

do 4 skupin po 8 podle varianty
32 namérenych hodnot mizeme rozdélit < dvojné trideni
do 8 skupin po 4 podle parcely

X =puog+ B1P1+ BoPo+ B3Ps + By Py + Bs5 P + B FPs + B7P7 4+ B3 Ps + €
Hy:B8i=--=p85=0 Ho:pp, == pupy, = o

Hy:3j:8; #0 Hy:3i,j: pp, # pip,
model2 = vynos ~ parcela



Vicenasobna ANOVA

Priklad: vynos plodiny ~ druh hnojiva + typ pudy

Vynos kukurice na parcele cislo

varianta 1 2 3 4 5 6 7 8 priméry
V1 1,29 1,19 1,23| 1,33| 1,27| 1,29 1,31 1,2 1,26375
V2 1,3 1,33 1,29 1,37 1,35 1,25 1,38 1,29 1,32
V3 1,2| 1,24 1,25| 1,24 1,2| 1,21 1,28 1,17 1,22375
V4 1,03| 1,14| 1,09 1,2 1,07 1,19| 1,01| 1,05 1,0975
priméry| 1,205 1,225 1,215 1,285(1,2225[ 1,235 1,245 1,1775 1,22625

Je vynos kukufice zavisly na varianté, typu pudy nebo na obojim?

do 4 skupin po 8 podle varianty
32 namérenych hodnot mizeme rozdélit < dvojné trideni
do 8 skupin po 4 podle parcely

4 3
X=po+» aiVi+>» B;P
i=1 j=1

model3 = vynos ~ varianta + parcela

model4 = vynos ~ varianta * parcela



Vicenasobna ANOVA

Priklad: vynos plodiny ~ druh hnojiva + typ pudy

> vynosy<- data.frame(read.table("vynosy.txt", header=T))

X = po +a1Vi +agVo +azVs+ayVy +e
H()IOQICVQ:O@:OQL:O
Hy:31:0; #0

> oneway1<- aov(vynos~varianta, data=vynosy)
> summary(oneway1)

Df Sum Sqg Mean Sq F value Pr(>F)
varianta 3 0.21423 0.07141 25.79 3.29e-08 ***
Residuals 28 0.07752 0.00277

Signif. codes: 0 *** 0.001 ** 0.01 ™ 0.05°.°0.1 ' " 1

> plot(oneway1)
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Vicenasobna ANOVA

Priklad: vynos plodiny ~ druh hnojiva + typ pudy

X =pog+ B1Pr+ BoPo + B3P3 4 B4Py + B5 Ps + B Ps + B7Pr + BsPs + €

Hy:81=---=p=0
Hy:3d5:8,#0

> oneway2<- aov(vynos~parcela, data=vynosy)
> summary(oneway?2)

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
parcela /7 0.0274 0.003914 0.355 0.919
Residuals 24 0.2643 0.011015

> plot(oneway?2)



Vicenasobna AN

Priklad: vynos plodiny

><
|

Ho: fy =
. Elj . /3j 37é 0

H 4

> oneway2<- aov(vyn
> summary(onewayZ)

parcela

Standardized rasiduals

S
_|_
o
e
_|_
3

= fOg -

Df Sum
7 002

Residuals 24 O.26¢

> plot(oneway?2)

Q-Q Resicduals
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Faclor Level Combinalions

> shapiro.test(oneway2%$residuals)

data: oneway2%residuals

Shapiro-Wilk normality test

W =0.95112, p-value = 0.155
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Vicenasobna ANOVA

Priklad: vynos plodiny ~ druh hnojiva + typ pudy

4 3
X =po+ ) aiVi+ > BiP
i=1 =1

> twoway1 <- aov(vynos~vynos + parcela, data=vynosy)
> summary(twoway1)

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
varianta 3 0.21423 0.07141 29.92 9e-08 ***
parcela 7 0.02740 0.00391 1.64 0.179
Residuals 21 0.05012 0.00239

> twoway?2 <- aov(vynos~vynos*parcela, data=vynosy)
> summary(twoway?2)

Df Sum Sq Mean Sq
varianta 3 0.21423 0.07141
parcela /7 0.02740 0.00391
varianta:parcela 21 0.05012 0.00239



Neparametricka analyza rozptylu

Odezva Xi, X2, ..., Xn se nefidi normalnim rozdelenim => nelze pouzit ANOVA.

Kruskal — Wallisuv test

* Je neparametrickou obdobou analyzy rozptylu jednoduchého trideni.
* Slouzi k ovéreni nulové hypotézy Ho, ze k£ > 2 nezavislych nahodnych vybéru
0 rozsazich ni, ny, ..., nx pochazi z jednoho zakladniho souboru.
* Predpokladame, ze tyto nahodné vybéry byly pofizeny ze zakladnich soubort
se spojitymi distribucnimi funkcemi Fi(x), Fa(x), ..., Fx(X).
* Nulovou hypotézu Ho muzeme zapsat takto
Ho: F1(x) = F2(x) = ... = Fx(x) pro vSechna x.

Postup pri stanoveni testoveho kriteria:
1) Mame k dispozici k vybérovych souboru o ¢etnostech ny, no, ..., nk.

2) Vsechny vyberové soubory slouCime do jediného souboru.
3) Kazde hodnoté souboru priradime vzestupneé poradoveé CcCislo, stejnym
hodnotam pak pofadi prumérné.

4) Nasledne secCteme poradova Cisla jednotlivych pozorovani pro kazdy
puvodni vybérovy soubor zvlast a ziskame soucty T1, T2, ..., Tk
(Ti;i=1, ..., Kk, je tedy soucCet poradovych Cisel pro i-ty vyber)



Neparametricka analyza rozptylu

Odezva Xi, Xz, ..., Xn se neridi normalnim rozdélenim => nelze pouzit ANOVA.

Kruskal — Wallisuv test

k2
Testova statistika ma tvar: KW = 12 Z i 3(n + 1)
kden=n;{ +np + ... + n. n(n+1) 1

1=1

Statistika KW ma za platnosti Ho pfi ni —o0 asymptoticky y2 — rozdéleni o k-1
stupnich volnosti.

Pokud KW > x2(n — 1), pfijimame hypotézu alternativni, podle které se
hodnoty nejméné dvou porovnavanych vybérovych souboru od sebe statisticky
vyznamne lisi.

Jestlize se v posloupnosti zjisténych udaju vyskytnou shodné hodnoty, kterym
se prifazuje prumérné poradi, je nutno hodnotu KW délit korekCnim faktorem
1 p
K=1- DGR

nd —n 4
J=1

kde p je pocet trid se stejnym poradim a #; pocCet poradi v i-te tride.

Opravene testove kritérium se stanovi jako KW, = TW




Neparametricka analyza rozptylu
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Neparametricka analyza rozptylu

Neparametrické metody mnohonasobného porovnavani.

Nemeényiho metoda

* Predpokladame tzv. ,vyvazeny pokusny plan® tzn., Ze vSech k vybérd ma
stejny rozsah (tedy ni =n2 = ... = nx = N).
k(

* Spocitame k2— ) diferenci |Ti — Tj| které porovnavame s kritickymi hodnotami.

* Kritické hodnoty D, se hledaji pro hladinu vyznamnosti a, pro £ porovhavanych
trid a NV opakovani v kazdé tride (nj =nz2 = ... = nx = N).

* Je-li néjaka diference vetsi nebo rovna kritické hodnoté D, pro Nemeényiho
metodu, zamita se hypotéza o neprukaznosti diference, tzn. ze i-ty a j-ty vybér
pochazeji z téhoz rozdeleni.



Neparametricka analyza rozptylu

Neparametrické metody mnohonasobného porovnavani.

Dunnova metoda

* Pouzijeme ji v pripade ,nevyvazeného pokusneho planu®, tzn., ze vybéry nemaji
stejny rozsah (tedy nemusi byt ni=nx=... = nx).

* Spocditame k(kz‘l) diferenci |T; — T;| které porovnavame s kritickymi hodnotami.

n; Uz

~1) /1 1
* Pokud pro néjakou diferenci plati |7: — Tj| > “ﬁ\/n(nlg ) ( i _>

0%

(k—1) °

kde us je [- kvantil standardniho normalniho rozdeleni, s = -
zamitame na hladine vyznamnosti o hypotézu, ze i-ty vyber (s rozsahem n;) a j-ty

vyber (s rozsahem n;) pochazeji z téhoz rozdeéleni.



Neparametricka analyza rozptylu pevnost. dodavatel

1 18.3 Q
2 17.5 Q
3 20.3 Q

ri " A 4 19.9
Priklad: pevnost vlaken ~ dodavatel (a, b, ¢) M e ‘
6 18.7 a
7 18.3 b
8 18.6 b
> kruskal.test(pevnost ~ dodavatel, data = pevnost) 2@ gg t;
11 21.1 b
Kruskal-Wallis rank sum test g 5@1’; *c>
14 21.4 C

15 21.2
data: pevnost by dodavatel e 999 2
Kruskal-Wallis chi-squared = 10.862, df = 2, p-value = 0.004379 g 21 2

> library(DescTools)
> NemenyiTest(pevnost ~ dodavatel, data = pevnost)

Nemenyi's test of multiple comparisons for independent samples (tukey)

mean.rank.diff pval

b-a 0 1.0000
c-a 9 0.0098 **
c-b 9 0.0098 **

Signif. codes: 0 "™**' 0.001 "*' 0.01 ™ 0.05""0.1"" 1



Neparametricka analyza rozptylu

Odezva Xi, Xz, ..., Xn se neridi normalnim rozdélenim => nelze pouzit ANOVA.

Friedmanuyv test

* Je neparametrickou obdobou analyzy rozptylu dvojného tridéni (pro dva
faktory - napriklad pro jeden hlavni a druhy blokovy).

* Predpokladejme, ze mame mereni yij, kde / je oznacCeni bloku, j je oznacCeni
urovne faktoru (osetreni). Pro kazdou dvoijici (i,j) mame jedno mereni.

* Oznacme
k - poCet urovni faktoru
n - pocet bloku

- poradi namerené hodnoty odezvy y;; v bloku i [
- prumérné poradi odezvy pfi urovni j pres vSechny bloky 7= Z?U

_ o s w1 ‘ , N Y Y | L
7 - prumerne poradi pres vSechny urovne a pres vsSechny bloky = > 1
=1 j=1
k k
> a afa -2
Polozme SS; = Z —7) SS, = Ok I}ZZUU )
7 a—
- ~ 1j=1
bbt s

Testova statistika ma tvar Q=

SS,
(Pro velka n a k (n>15, k>4) ma priblizné chi-kvadrat rozdéleni o £-1 stupnich volnosti)



Neparametricka analyza rozptylu
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C3 K Medi
1 Z 16,
2 z 15,
3 Z 17,
4 Z 16,
S Z 16,
Owvz2rall 1C

H=6,44 IF =4 P

5,5

= 0,169

* NOTE * Ore or more small samples

Friedman Test: C1 versus C3 blocked b -

5=1,5% [F=2 P=0,472
Sum
of

C3 N Est Median Ranks

1 4 16,747 9,0

2 4 16,460 6,0

3 4 16,778 9,0

Grand medisn = 16,662

1% 1-Sample Sign..
1l 1-Sample Wilcoxon...

Ml:l' Mann-Whitney. ..
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o P
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