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13. Linearni regrese



Linearni regresni model

Zavislost mezi nezavisle proménnou a zavisle proménnou: y=f(x)

- funkCni zavislost: x a y jsou nenahodné, pro jedno x je nejvyse jedna hodnota y
* regresni zavislost: y je realizace nahodné veliCiny Y pfi konkrétnim x; pro jedno
X muzeme pozorovat rizné hodnoty Y
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Linearni regresni model

Linearni model:

Y =080+5X1+B2Xo+ -+ B X+ €
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rezidualni rozptyl

Varb = o2(X'X) ™!



Linearni regresni model

Priklad: Primkova regrese: Y =a+ (X +¢€
1 1 €1
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mn

Odhad parametra: (metodou nejmensich étverct) — S(a, ) = Y (yi — o — Ba;)’
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normalni soustava rovnic
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Linearni regresni model

Priklad: Kvadraticka regrese: Y = o + 8X +7X* 4 ¢
2
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Linearni regresni model

Y =X3+¢
S = (Y - XB)'(Y — Xp)
b= (X'X)"'XY Eb= 3 Varb = 02(X'X) -
) B} } 1
= (Y - Xb)(Y -Xb) =YY - VXY s° = —5

Podminky pro pouziti linearniho modelu

- Nezavislost pozorovani: nahodné veliCiny Y; jsou navzajem stochasticky
nezavislé

- Stejné rozptyly (homoskedasticita): rozptyl vysvéetlované nahodné veliCiny Y
nezavisi na hodnotach vysvétlujici veliCiny X

- Normalita dat: vysvetlovana nahodna veliCina Y ma normalni rozdeleni



Linearni regresni model

Priklad: Zavislost délky brzdné drahy na rychlosti.
Jak zavisi délka brzdné drahy na rychlosti vozidla?

Provedeme experiment s 50 vozidly: merime délku brzdne drahy (dist) a rychlost (speed)

> library(datasets)

> cars

speed dist speed dist speed dist speed dist
1 4 2 14 12 24 27 16 32 40 20 48
2 4 10 15 12 28 28 16 40 41 20 52
3 7 4 16 13 26 29 17 32 42 20 56
4 7 22 17 13 34 30 17 40 43 20 64
5 8 16 18 13 34 31 17 30 44 22 66
6 9 10 19 13 46 32 18 42 45 23 54
/7 10 18 20 14 26 33 18 56 46 24 70
8 10 26 21 14 36 34 18 76 47 24 92
9 10 34 22 14 60 35 18 84 48 24 93
10 11 17 23 14 80 36 19 36 49 24 120
1 11 28 24 15 20 37 19 46 50 25 85
12 12 14 25 15 26 38 19 68
13 12 20 26 15 54 39 20 32



Linearni regresni model

Priklad: Zavislost délky brzdné drahy na rychlosti.
Jak zavisi délka brzdné drahy na rychlosti vozidla?

Provedeme experiment s 50 vozidly: merime délku brzdné drahy (dist) a rychlost (speed)

|
o

> plot(cars)
> |rc <- Im(dist~speed, data=cars)

> |rc$coefficients

(Intercept) speed
-17.579095 3.932409

> a <-Irc$coefficients[1]

> b <- Irc$coefficients[2]

dist
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> lines(cars$speed, a+b*cars$speed, col = "red")
Vysledkem je primka: y=-17,58 + 3,93*x

5 10 15 20 25
speed

To je evidentne nesmysl, nebot pri nulove rychlosti by byla brzdna draha -17,58 m!



Linearni regresni model

Priklad: Zavislost délky brzdné drahy na rychlosti.
Jak zavisi délka brzdné drahy na rychlosti vozidla®?

Provedeme experiment s 50 vozidly: merime délku brzdné drahy (dist) a rychlost (speed)

> plot(cars) R 5
> |rc <- Im(dist~speed, data=cars) 2
> |rc$coefficients o _ . o go
(Intercept)  speed 5 o | 0 o 5
-17.579095  3.932409 ° e o =g o
> a <- Irc$Scoefficients[1] ? - o{/@.-/o% 00,
~0.9gooo0
> b <- Irc$coefficients[2] A P Tl T
> lines(cars$speed, a+b*cars$speed, col = "red") ° T — ! ! !
5] 10 15 20 25

regrese prochazejici poCatkem: Y=*X + ¢

> |rcO <- Im(dist~speed - 1, data=cars)
> [rcO$coefficients

speed

2.909132

> lines(cars$speed, Irc0$coefficients*cars$speed, col = "blue")



Linearni regresni model

Priklad: Zavislost délky brzdné drahy na rychlosti.
Jak zavisi délka brzdné drahy na rychlosti vozidla®?

Provedeme experiment s 50 vozidly: merime délku brzdné drahy (dist) a rychlost (speed)

> qspeed <- cars$speed”?

> grc <- Im(dist~speed + gspeed, data=cars)
> grc$coefficients
(Intercept) speed gspeed
24701378 0.9132876 0.0999593

> xfit<-seq(min(cars$speed),max(carsSspeed),ler

80 100 120
|

dist
60

40

> yfit = grc$coefficients[1]*one + grc$coefficients[: o

> lines(xfit, yfit, col = "darkgreen") e - l I ; l u




Linearni regresni model

Testovani vyznamnosti koeficientu (primkové) linearni regrese

. ’ V4 v v (o) 1
- rezidualni soucet &tvercd:  Srp= Y el =Y (y; —a—bx;)’ s? = Sk
1=1 1=1

- intervalové odhady koeficientu:

a— Sati—~s2(n —2) <a<a+ seti_qy/2(n —2) s

b—Sb.tl_,y/Q(n—Q) S 6 S b+sb.t1_7/2(n—2) S

- test vyznamnosti regresnich koeficientu:

b
To) = | =] 2 tiyja(n—2) T3] = || >ty ya(n —2)
a b

- koeficient determinace R2:
cast variability
> i (la+bx; —g)* 1 SR _ vysvétlena modelem
2?21(% — y)? S (yi — )2 celkova variabilita dat

R? =



Linearni regresni model

Testovani vyznamnosti regresniho modelu

zde se testuje nulova hypotéza Ho: B1= B1= ... = Bk

proti alternativni hypotéze Ha: B;= O pro alespon jedno j = 1,2,...k.
S

K tomu se pouziva metoda ANOVA s testovou statistikou o 1

kterd ma F-rozdéleni s k-1 a n-k stupni volnosti. - S—Rk
o

kde - . C .

SR = Z(yz’ — i) St = Z(yi — ) y = X.b Yi
i=1 i=1



Linearni regresni model

Priklad: Zavislost délky brzdné drahy na rychlosti.
Jak zavisi délka brzdné drahy na rychlosti vozidla?

Provedli jsme experiment s 50 vozidly: mame déelku brzdné drahy (dist) a rychlost (speed)

> |rc <- Im(dist~speed, data=cars)

> summary(lrc) i _ )
Call: Im(formula = dist ~ speed, data = cars) ; ) N 0 :
Residuals: 2 34 ° JO: e .
Min  1Q Median 3Q Max o - © _ge0°°
-29.069 -9.525 -2.272 9.215 43.201 2:,_9.@--2"; ,o0 Co
{ oG0S O
(Coefficients: -} gl" : : :
Estimate Std. Error tvalue Pr(>[t]) 5 10 15 20 25
(Intercept) -17.5791 6.7584 -2.601 0.0123 * speed
\speed 3.9324 0.4155 9.464 1.49e-12 *’j

Residual standard error: 15.38 on 48 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.6511, Adjusted R-squared: 0.6438
(F-statistic: 89.57 on 1 and 48 DF, p-value: 1.49e-12)




Linearni regresni model

Priklad: Zavislost délky brzdné drahy na rychlosti.
Jak zavisi délka brzdné drahy na rychlosti vozidla?

Provedeme experiment s 50 vozidly: merime délku brzdné drahy (dist) a rychlost (speed)

> |rcO <- Im(dist~speed-1, data=cars)

> summary(Irc0) i _ )
Call: Im(formula = dist ~ speed - 1, data = cars) ~ ] a
Residuals: Z 3 - o ,/.Ji;)//&/:a
Min 1Q Median 3Q  Max o _ I
-26.183 -12.637 -5.455 4.590 50.181 _ /F//g{gg o,00 o
= s C 790 ’
(Coefficients: o Lo - | | ,
Estimate Std. Error tvalue Pr(>|t|) 5 10 5 20 25
\speed 2.9091 0.1414  20.58 <2e-16° - speed
Residual standard error: 16.26 on 49 degrees of freedom
Multiple R-squared:\ 0.8963,) Adjusted R-squared: 0.8942

(F-statistic: 423.5 on 1 and 49 DF, p-value: < 2.2e-16)




Linearni regresni model

Priklad: Zavislost délky brzdné drahy na rychlosti.
Jak zavisi délka brzdné drahy na rychlosti vozidla?

Provedeme experiment s 50 vozidly: merime délku brzdne drahy (dist) a rychlost (speed)

> qspeed <- cars$speed”?

> grc <- Im(dist~speed + gspeed, data=cars)

o

100 120

> grc$coefficients
> summary(qrc)
Call: Im(formula = dist ~ speed + gspeed, data 'z

Residuals: o g
Min 1Q Median 3Q Max o '
-28.720 -9.184 -3.188 4.628 45.152

Coefficients:

80

— 0 ‘ //

20 40 60
| |
0
be N\ c
o o\

0
|

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|) 5 10 15 20 oc
(Intercept) 2.47014 14.81716 0.167 0.868
speed 0.91329 2.03422 0.449 0.656
qspeed 0.09996 0.06597 1.515 0.136

Residual standard error: 15.18 on 47 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.6673, Adjusted R-squared: 0.6532
F-statistic: 47.14 on 2 and 47 DF, p-value: 5.852e-12



Linearni regresni model

Priklad: Zavislost délky brzdné drahy na rychlosti.
Jak zavisi délka brzdné drahy na rychlosti vozidla?

Provedeme experiment s 50 vozidly: merime délku brzdne drahy (dist) a rychlost (speed)

> qspeed <- cars$speed”?
> grcO0 <- Im(dist~speed + gspeed - 1, data=cs

— O

g0 100 120

> summary(qrc0) )
Call: Im(formula = dist ~ speed + gspeed - 1, de2 _ . © o0 |

Residuals: 0
Min  1Q Median 3Q Max el
-28.836 -9.071 -3.152 4.570 44.986

Coefficients: [
Estimate Std. Error tvalue Pr(>|t|) 5 10 5 20 25

speed 1.23903 0.55997 2.213 0.03171

gspeed 0.09014 0.02939 3.067 0.00355 -~

60

40

20
|
0

(&)

C
|

Residual standard error: 15.02 on 48 degrees of freedom
Multiple R-squared{ 0.9133,) Adjusted R-squared: 0.9097
F-statistic: 252.8 on 2 and 48 DF, p-value: < 2.2e-16




Linearni regresni model

Priklad: Zavislost délky brzdné drahy na rychlosti.
Jak zavisi délka brzdné drahy na rychlosti vozidla?

Provedeme experiment s 50 vozidly: merime délku brzdne drahy (dist) a rychlost (speed)

> gqspeed <- cars$speed”?2 S 5
> qrc2 <- Im(dist~qspeed - 1, data=cars) _
- 9,
> summary(qrc2) S - o o /e
Call: Im(formula = dist ~ qspeed - 1, data = cargz g - o Oi?/o ) ’
Residuals: o - 0 _/,y/%"/’:cg
Min 1Q  Median 3Q Max Coa o To
-29.350 -7.988 1.325 8.080 49.939 & 7 f/o?wf% 7
Q—"__—
Coefficients: oo ° I , l
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|) 5 10 15 20 25
gspeed 0.153374 0.007122 21.54 <2e-16 spead

Residual standard error: 15.61 on 49 degrees of freedom
Multiple R-squared:(0.9044,) Adjusted R-squared: 0.9025
F-statistic: 463.8 on 1 and 49 DF, p-value: < 2.2e-16




Linearni regresni model

Priklad: Zavislost délky brzdné drahy na rychlosti.
Jak zavisi délka brzdné drahy na rychlosti vozidla?

Provedeme experiment s 50 vozidly: merime délku brzdné drahy (dist) a rychlost (speed)

- O

> summary(qrc0)
Call: Im(formula = dist ~ speed + gspeed - 1, d¢

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-28.836 -9.071 -3.152 4.570 44.986

Coefficients:

Estimate Std. Error tvalue Pr(>|t|)
speed 1.23903 0.55997 2.213 0.03171
gspeed 0.09014 0.02939 3.067 0.00355 l r ' '

S 10 15 20 25
Residual standard error: 15.02 on 48 degrees of freedom a6t
Multiple R-squared: 0.9133, Adjusted R-squared: 0.9097
F-statistic: 252.8 on 2 and 48 DF, p-value: < 2.2e-16

100 120

dist
60 80

40

20
|

Zaver: Zavislost delky brzdné drahy (y) na rychlosti (x) je kvadraticka.
Na zaklade mereni jsme odhadli tuto zavislost rovnici: y =1,24x + 0,09x2




Linearni regresni model

Vyhodnoceni vyznamnosti regresniho modelu

- Jsou-li celkovy F-test i vSechny t-testy statisticky vyznamné, model se povazuje za
vhodny k vystizeni variability promenné Y (to vsak jeste neznamena, ze je model
spravne navrzen).

- Jsou-li celkovy F-test i vSechny t-testy statisticky nevyznamneé, model se povazuje
za nevhodny, protoze nevystihuje variabilitu proméenné Y .

- Je-li celkovy F-test statisticky vyznamny, ale nekteré t-testy vychazi nevyznamné,
model se povazuje za vhodny, ale provadi se zpravidla vypusténi nevyznamnych
parametrd.

- Je-li celkovy F-test statisticky vyznamny, ale vSechny t-testy vychazi nevyznamné,
je to paradox: formalné model jako celek vyhovuje, ale zadny ¢len modelu sam o sobé
vyznamny neni — jde o dusledek tzv. multikolinearity, tj. linearni zavislosti mezi
jednotlivymi regresory.



Linearni regresni model

Zavislost mezi nezavisle proménnou a zavisle proménnou: y=f(x)

- funkCni zavislost: x a y jsou nenahodné, pro jedno x je nejvyse jedna hodnota y
* regresni zavislost: y je realizace nahodné veliCiny Y pfi konkrétnim x; pro jedno
X muzeme pozorovat rizné hodnoty Y
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Linearni regresni model

Zavislost mezi nezavisle proménnou a zavisle proménnou: y=f(x)

- funkCni zavislost: x a y jsou nenahodné, pro jedno x je nejvyse jedna hodnota y
* regresni zavislost: y je realizace nahodné veliCiny Y pfi konkrétnim x; pro jedno
X muzeme pozorovat rizné hodnoty Y
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Linearni regresni model

Linearni model je ,linearni” proto, ze je linearni v parametrech (Ize jej zapsat maticove).

=> o Model linearni regrese lze pouzit i v pripadech, kdy zavislost mezi veliCinami
X a Y neni linearni (viz treba kvadraticka regrese)
e Neékdy Ize pouzit tzv. ,linearizaci modelu®, kterou puvodné nelinearni model
prevedeme na linearni s transformovanymi veliCinami X a 'Y
® Prilinearizaci musime byt opatrni: vSe, co je odvozeno pro linearizovany
model za predpokladu normality chybového cClenu ¢, plati pouze pro negj;

nikoli pro model puvodni. A to opét za predpokladu, Ze transformovana
nahodna veliCina v linearizovaném modelu ma opet normalni rozdeleni.

Uloha: Pokuste se linearizovat nasledujici nelinearni modely:
Y =In(a+ B.X + ¢

1
a+ 8.X +¢€

Y =




Linearni regresni model

Priklad: Zavislost mezi teplotou nastroje 6 a rychlosti posuvu v pri obrabeéni Ize pova-
zovat za regresni zavislost ve tvaru 0 = a.vh.¢, kde a a g jsou regresni koeficienty a ¢

je nahodna veliCina se strredni hodnotou 1. Na zakladé mereni odhadnéte neznameé
regresni koeficienty.

Predpokladana zavislost neni linearni v parametrech => pouzijeme linearizaci:

zlogaritmovanim vztahu mezi teplotou a posuvem dostaneme

Inf =lna+ B.Inv + Ine.
Polozime-li Y =1Inf, X =Ilnv, a=Ilna, =1ne, b= 73, dostavame linearni
vztah Y=a+bX+¢

Dale postupujeme jako v pripade primkove regrese.

Poznamka: Pokud by mélo mit ¢ normalni rozdéleni, musi veliina ¢ v puvodnim
modelu mit logaritmicko-normalni rozdeleni LN(O, o2).



Vicerozmérny linearni regresni model

Linearni model pro dve vysvétlujici proménné:

Y=a+bX+c/+dX/+ ¢

Y
Y =1..
Y
X'X =

T 2T

X1 4

Xn  Zn

D2

Z Lizq

> %
> xiz

2

)

X144
X, Zn,
inzi\

> iz
doaz?

S a2z )

)

]
(=3

view:

Gnuplot
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