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Model

... vsechny modely jsou priblizné. V podstate vsechny
modely |sou Spatné, ale nekteré z nich jsou uziteCné.
Nicmene, priblizny charakter modelu musime mit vzdy na
pameti, ...

George E. P. Box (1919 - 2013)

Nejlepsim modelem kocCky |e
koCka, nejlépe ta sama.

.........

Norbert Wiener (1894 — 1964)

Mate-li dva konkurencni modely, které vam davaji
presne stejne predpovedi, potom lepsi je ten
jednodussi.

William Ockham (1287 — 1347) =



Priklad 1: Balici automat na kavu




24.52586
24.20389
24.87474
24.61622
24.80591
23.97645
24.66147
24.40205
24.48244
24.52098

2417119
24.19974
25.06155
25.06676
24.20853
25.29837
24.75773
24.78721
24.68550
24.89240

Priklad 1: Balici automat na kavu
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Priklad 3: Balici automat na kavu

Histogram of X
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Priklad 3: Balici automat na kavu

Histogram of x
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Priklad 3: Balici automat na kavu
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Priklad 3: Balici automat na kavu

g+ < maximum
"l < horni kvartil
o < median
I : < dolni kvartil
1 L < minimum




Priklad 2: Doby mezi prujezdy automobilti mytnou branou
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Priklad 2: Doby mezi prujezdy automobilti mytnou branou
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Priklad 3: Doba do poruchy naviga€nich pristroju
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| ... poradove cCislo intervalu,
ti ... horni mez intervalu i [hod],
ni ... cetnost poruch v intervalu i,



Priklad 2: Doby mezi prujezdy automobilti mytnou branou

Krabicovy graf (Box & Whiskers) Y



Nahodne jevy
* Nahodny experiment
vyusti v nektery z riznych, ale znamych vysledku

* elementarni nahodné jevy
() je mnozina konkrétnich vysledkd daného experimentu
* jevove pole F

je to mnozina vSech moznych vysledkl (podmnozin €2 )

(1) oerF
(2) AcF=AcF
(3) Al,AQ,"'EF:>UA7;EF

1=1
« (Q, F) .... ndhodny prostor
charakterizuje nahodny experiment

Nahodné x deterministickeé jevy



Kvantifikace nahody

Na pocCatku bylo hledani ,matematickée nadeje”

(1607 — 1684)



Kvantifikace nahody

Na pocCatku bylo hledani ,matematickée nadeje”

Antoine Gombaud Chevaller de Méré
(1607 — 1684)

Prvni hra:

Spocivala v hodu jednou kostkou. Chevalier de Méré prijimal sazky
na to, ze hodi minimalné jednu Sestku ve Ctyrech po sobé nasledu-
jicich hodech. Vedel, ze pravdepodobnost padnuti Sestky je v kaz-
déem hodu 1/6. Domnival se, ze jeho Sance na padnuti Sestky ve
ctyrech hodech je tedy (1/6) x 4 = 2/3.

Druha hra:
Druha hra spocCivala v hodu dvema kostkami. Chevaliera de Mérée
byl uspesny, pokud se mu alespon jedenkrat podarilo hodit 2 Sest-
ky ve 24 hodech. Opét védél, ze pravdépodobnost vrhnuti dvou
Sestek v jednom hodu je 1/36 (pouze jedna moznost z 6 x 6 moz-
nych pfipadu). Pfedpokladal, Ze Jeho sance je tedy (1/36) x 24
a tudiz opet 2/3.

Presto pri druhé hre v kostky utrpél Chevalier de Meéré znacne

financni ztraty. Jsou sance na vyhru v obou kostkovych hrach
skutecnée stejné? V cem byl jeho predpoklad chybny?


https://www.hazardni-hry.eu/pravdepodobnost/pravdepodobnost-sance-stesti.html

Prvni formulace pravdepodobnosti a jejich vlastnosti

Rozdeéleni sazky:

Dva hraci hraji serii lichého poctu
N her a vyhraje ten, ktery dosahne
vicekrat vitezstvi. Na viteze je
vyhlaSena sazka. Hra je vsSak

prerusena za stavu m:n a je treba
sazku rozdelit mezi oba hrace.

LI "4V 4

pomer
rozdeéleni sazky?

Blaise Pascal (1623 - 1662) Pierre de Fermat (1601 - 1665)

Uloha o rozdéleni sézky je jednou z nejstarsich dokumentovanych Gloh pravdépodobnosti a je pfipiso-
vana Blaise Pascalovi a Piere de Fermatovi z roku 1654. Ve skutecnosti je vsak mnohem starsi a jsou
znamy jeji verze z konce XV. stoleti. [Informacni bulletin CStS 2009 (2)]

Dva hraci hraji sérii 9 her a vyhraje ten, kdo prvni dosahne 5 vitézstvi. Na vitéze je vyhlasena sazka.
Hra je vSak preruSena za stavu 4:2 a je treba spravedlivé rozdelit sazku mezi oba hracCe. Jak?

S


https://cs.wikipedia.org/wiki/1601
https://cs.wikipedia.org/wiki/1665
https://cs.wikipedia.org/wiki/1623
https://cs.wikipedia.org/wiki/1662
http://www.statspol.cz/oldstat/bulletiny/ib-2009-2.pdf

Dalsi slavna uloha teorie pravdepodobnosti:
Uloha o ruinovani hraée

Dva hracCi A a B hraji sérii her. Pri kazdé hre hraci vsadi jednu korunu.
HraC A vyhraje s pravdepodobnosti p a prohraje s pravdepodobnosti 1-
p. Na pocCatku ma hrac celkem x korun, hraCc B ma y korun. Hry jsou
vzajemne nezavislé. Hra se hraje tak dlouho, dokud maji oba co vsadit.
Tedy hra konci v okamziku, kdy je jeden z hracu zruinovan. Jakou maji
hraci A a B pravdépodobnost zruinovani?

Dalsi z nefznaméjsich pravdépodobnostnich uloh, kterou Ize nalézt
napriklad v ucebnici teorie pravdépodobnosti W. Fellera z roku 1957.

http://www.statspol.cz/oldstat/bulletiny/ib-93-4.pdf



http://www.statspol.cz/oldstat/bulletiny/ib-93-4.pdf

Pravdepodobnost

Muze-li experiment skoncit vice vysledky, zajima nas mira oCekavani toho,
ze nastane nektery z nich ... pravdepodobnost tohoto nahodného jevu

Situace 1: « podet N elementarnich vysledku je koneény,
* vSechny elementarni vysledky jsou stejné mozné
* sledovany nahodny jev 4 nastava pfi realizaci nékterého z N4

elementarnich vysledku
_ pocet ,priznivych® vysledku Ny
potom P(4) = pocet vdech moznych vysledkd N

Priklad 1:  Provadime experiment, ktery muze skoncit jednim ze tfi stejné moz-
nych vysledku. OznaCme je A, B a C. Jaka je pravdepodobnost, Ze

pfi n nezavislych opakovanich tohoto experimentu nastane &

vysledku typu A? ,

pay=L Py == — (1 oo L (1)
~ - 9 n—k

P(A)== = PA"") = (g)

(00...000...0) celkem je (Z) moznosti jak vysledky uspofadat

WIN |+~

k n-k

k n—k
1 2
P(k-krat nastane A a zaroven (n — k)-krat a nenastane) = (Z) <§) (5)

=



Pravdepodobnost

Muze-li experiment skoncit vice vysledky, zajima nas mira oCekavani toho,

ze nastane nektery z nich ... pravdepodobnost tohoto nahodného jevu

Situace 2:

Priklad 2:

mnozina vSech elementarnich vysledku Q je nekonecna,

vsechny elementarni vysledky jsou stejne mozné

sledovany nahodny jev 4 nastava pfi realizaci néjaké podmnoziny (24
pokud existuje vzajemne jednoznacné zobrazeni Q na nejakou
meritelnou geometrickou mnozinu o mire u(£), potom lze definovat

13

Prepravni spoleCnost vam oznami, z12:45
bude dorucovat balicek. Protoze se
bude pocCka az 15 minut a potom od
dorucCeni take nekdy mezi 12. a 13. [12:30
maximalne 15 minut. Jaka je pravde
prevezmete?

3 12:15

W) =1, (@) =1 (4)

7
P(A) = 7= = 0,437 12

4

(4

Q

12

12:15

12:30

12:45 _}13



Pravdepodobnost

Muze-li experiment skoncit vice vysledky, zajima nas mira oCekavani toho,
ze nastane nektery z nich ... pravdepodobnost tohoto nahodného jevu
1. Klasicka definice pravdépodobnosti: P(A) = 1(A)
Y/
u(A) = pocet elementarnich jevd v jevu 4 HE

w(A) = “mira” jevu 4

nA

2. Statisticka definice pravdépodobnosti:  P(A4) = lim n—J
J]—00 ]

Priklad 3:  Jaka je pravdepodobnost vyroby neshodného vyrobku?

Po urcitou (dlouhou) dobu budeme sledovat vyrobu a kontrolovat
kvalitu vyrobku. Relativni ¢etnost zjisténych neshod n4 pfi kontrole »
vyrobku potom povazujeme za odhad pravdépodobnosti neshody pfi

vyrobe.



Pravdepodobnost

Muze-li experiment skoncit vice vysledky, zajima nas mira oCekavani toho,
ze nastane nektery z nich ... pravdepodobnost tohoto nahodného jevu

1. Klasicka definice pravdépodobnosti: P(A) = 1(A)
()
u(A) = pocCet elementarnich jeva v jevu 4 8

w(A) = “mira” jevu 4

nA

2. Statisticka definice pravdépodobnosti:  P(A4) = lim n—J
J]—00 ]

3. Axiomaticka definice pravdépodobnosti
(@) VAc F: P(A)e(0,1)
(b) P(O)=0, P(Q)=1

(c) jsou-li A1, As, - € F, po dvou disjunktni, potom
P (Uzoil Ai) — 2;21 P (Az)



Pravdepodobnost

Nékteré dusledky axiomatické definice

1) P(A%) =1- P(A)

e A ={weQ:wd Al =Q—A

- tedy AC a A jsou disjunktni, A N A = ()

- zaroven je AU A =0

 podle axiomU b), c) tedy plati
P(A®UA)=P(A°) + P(A) =P(Q) =1

* atedy P(4%) =1-P(A)



Pravdepodobnost

Nékteré dusledky axiomatické definice

1) P(A%)=1- P(A)
2) BCA=P(A-—B)=P(A) — P(B)
3) monotdnie: Bc A = P(B) < P(A)

(2

- oznaéme B’W ={wecA:w¢ B} =A—-B
- a dale podobné jako v predchozim



Pravdepodobnost

Nékteré dusledky axiomatické definice

1) P(A%) =1- P(A)

2) BC A= P(A- B)=P(A)— P(B)

3) monotdnie: Bc A = P(B) < P(A)

4) P(A—B)=P(A)—P(ANB)

59 P(AuB)=P(A)+ P(B)—- P(ANB)

* A=(A-B)U(ANB), (A-B)Nn(ANB) =10,
c AUB=AU(B—-A),ANn(B—-A)=1
- P(AUB) = P(A)+ P(B— A) = P(A) + P(B) — P(AN B)



Pravdepodobnost

Nékteré dusledky axiomatické definice

1) P(A%) =1- P(A)
2) BCc A= P(A—B)=P(A) - P(B) C

3) monoténie: BCc A = P(B) < P(4) | \_/
A B
4 P(A-B)=P(A)—-P(ANB) ,

5 P(AUB)= P(A)+ P(B)— P(AN B) (2

6) PLAUBUC)=P(A)+ P(B)+ P(C)! P(BC)! P(AB)! P(AC)+ P(ABC)

P(AUBUC)=PAU(BUC))=PA)+ P(BUC)—P(ANn(BUCQ))
— P(A) + (P(B)+P(C)—P(Bm0)) _ P((ANB)U(ANCQ))
— P(A) + P(B) + P(C) — P(BNC) — (P(AmB)+P(AmC)—P(AmBmC))
= P(A)+ P(B)+ P(C)! P(B" C)! P(A" B)! P(A" C)+ P(A" B" C)



Pravdepodobnost

Nékteré dusledky axiomatické definice

1) P(A%) =1- P(A)
2) BCc A= P(A—B)=P(A) - P(B) /O
3) monotdnie: Bc A = P(B) < P(A)

4) P(A—B)=P(A)—P(ANB)

(2

59 P(AuB)=P(A)+ P(B)—- P(ANB)

6) P(AUBUC)=P(A)+ P(B)+ P(C)! P(BC)! P(AB)! P(AC)+ P(ABC)
I "

P( A)! P(A)
=1 =1

Dukaz Uplnou matematickou indukci: i) z 5) plyne, Ze plati P Ai ! P(A)
pron =2 i=1 i=1
i) predpokladejme, Ze vztah plati i pro néjake n >2

i) ukazeme, ze vztah potom platii pron + 1



Pravdepodobnost

Nékteré dusledky axiomatické definice

1) P(A%)=1- P(A)
2) Bc A= P(A— B)=P(A) - P(B) /o C
3) monotdnie: Bc A = P(B) < P(A) 4

4) P(A—B)=P(A)—P(ANB)

59 P(AuB)=P(A)+ P(B)—- P(ANB) (2

6) PLAUBUC)=P(A)+ P(B)+ P(C)! P(BC)! P(AB)! P(AC)+ P(ABC)
!!

N P( A P(Ai)
i=1 i=1
el " $ %
i) ukazeme, ze vztah potom plati i pron + 1: P Ai =P Ai ! Ani
=1 =1
- gm % C ve % -
=P Ai +P(Ana)! P Ai " Apag | P(A))+ P(Ans1)" P A #Ana
i=1 i=1 i=1 i=1
n+1 #$1 00 - n+1
=  P(A)!P Ai " A # P(A)  atedyplatiipron+2, n+3, ... |

i=1 =1 i=1



Pravdepodobnost

Nékteré dusledky axiomatické definice

P(A%)=1—- P(A)

BC A= P(A-B)=P(A) — P(B)
monotonie: Bc A = P(B)< P(A)
P(A— B) = P(A) — P(AN B)
P(AUuB)=P(A)+ P(B) - P(ANnB)

P(AUBUC)=P(A)+ P(B)+ P(C)! P(BC)! P(AB)! P(AC)+ P(ABC)

P(

1

A !

1

A

=

(2

P(Ai)

[P(A! B):?J




Pravdepodobnost

Priklad 4:  Prfedstavme si vyrobek, na némz muze byt nékolik riznych vad
(vada A, B a C, napriklad). Vada A se vyskytuje ve 20 % pfipadu,
vada B v 15 % a vada C vzacné v 5 % pfipadu. Vady vznikaji
nezavisle na sobe vlivem materialu, vlivem vyroby a diky vadné
komponenté od externiho dodavatele.

Jaka je pravdepodobnost toho, ze nahodné vybrany vyrobek bude mit vSechny
tri vady?

Zajima nas tedy P(A! B! C).

[P(A! B):?J




Pravdepodobnost

Priklad 4:  Prfedstavme si vyrobek, na némz muze byt nékolik riznych vad
(vada A, B a C, napriklad). Vada A se vyskytuje ve 20 % pfipadu,
vada B v 15 % a vada C vzacné v 5 % pripadld. Vady vznikaji
nezavisle na sobe vlivem materialu, vlivem vyroby a diky vadné
komponenté od externiho dodavatele.

Jaka je pravdepodobnost toho, ze nahodné vybrany vyrobek bude mit vSechny
tri vady?

Zajima nas tedy P(A! B! C).

Jsou-li vady nezavislé, jsou ,rovnomeérne” rozdelene mezi vyrobky v produkci.

Tedy ve 20 % vyrobku s vadou A bude zhruba 15 % vyrobku s vadou B a mezi
témito s obéma vadami jesté cca 5 % vyrobku s vadou C.

To jest mezi n vyrobky bude na= 0,2n vyrobku s vadou A
nas= 0,15nA = 0,037 vyrobkl s vadami Ai B
nasc= 0,057na= 0,00157 vyrobkt s vadami A, B i C

Oznacime-li P(A)=0,2, P(B)=0,15a P(C) = 0,05, potom bude
P(ABC) = P(A).P(B).P(C)=0,2.0,15.0,05=0,0015



Pravdepodobnost

Jsou-li jevy A a B nezavislé, potom plati [P(A l B)= P(A) éP(B)J

!n "N
Pro mnozinu nezavislych jevu {Ai}{\ 1 zF plati P( A)=  P(A)
i1 i1

Priklad 5: Seériovy system.

——1 prvek A prvek B prvek C [——
Nezavislé prvkyA,B,C ¢+
D={systém bude funké&ni} = ANBNC P(D) = P(A).P(B).P(C)
prvek A
Priklad 6: Paralelni systéem.

D={systém bude funkcni} = A! B! C

prvek B

P(D) = P(A) + P(B) + P(C) — P(AB) — P(AC) — P(BC) + P(ABC)




Pravdepodobnost

Jsou-li jevy A a B nezavislé, potom plati [P(A l B)= P(A) éP(B)J

In "M

Pro mnoZinu nezavislych jevl {Ai}]) 1 zF plati P( A)=  P(A)
i1 i1
Al,AZ,---,An
!II !n
P(Dp)=11! (1! P(A)) P(Ds)=  P(Aj)
1 i1

Paralelni system. .
Sériovy systéem.



PFiklad 6: Ridici a ochranny systém parni turbiny

Informace o odstaven| jde z TPS do TCS jak
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PFiklad 6: Ridici a ochranny systém parni turbiny

/" Logicka jednotka : :PK:)ECBJé-p—rV-k; \
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Priklad 7: Systém KooN

Nezavislé prvky A, B, C

(K out of N)

P(D) = 2?7




P(A1B)=?

Podminena pravdepodobnost



