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II. Uvod do teorie pravdépodobnosti

Definice pravdepodobnosti

A
1. Klasicka definice pravdépodobnosti: P(A) = NE@;
1u(A) = pocet elementarnich jevu v jevu 4 a

u(A) = “mira” jevu 4

2. Axiomaticka definice pravdepodobnosti
(@) VAe F: P(A) € (0,1)
(b) P(O) =0, P(Q)=1
(c) jsou-li A1, Ao, --- € F, po dvou disjunktni, potom
A

P (Ufil Ai) — Z;)il P (Az)

3. Statisticka definice pravdépodobnosti: lim; .., —=

J



II. Uvod do teorie pravdépodobnosti

Pravidla pro pocitani s pravdéepodobnosti

1) P(A) €0,1)
C
2) P(@)=0, P(Q)=1

3) P (Uf; Ai) — 221 P (Az)

4) P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B)
5) P(A— B) = P(A)— P(AN B)
6) P(A“) =1— P(A)

[P(A " B) :?J




ll. Podminéna pravdépodobnost

P(AN B) = P(A).P(B|A)
P(B|A) = P(]f(;)B) A [ B
. ) 0

Jevy A a B jsou stochasticky nezavislé prave kdyz P(A|B)=P(A)

Nebo takeé: P(B|A)=P(B)
P(ANB)=P(A).P(B)



ll. Podminéna pravdépodobnost

P(AN B) = P(A).P(B|A)
P(B|A) = P(]f(;)B) A [ B
. ) 0

Jevy A a B jsou stochasticky nezavislé prave kdyz P(A|B)=P(A)

Nebo takeé: P(B|A)=P(B)
P(ANB)=P(A).P(B)



ll. Podminéna pravdépodobnost

P(AN B) = P(A).P(B|A)

P(B|A) = P(]f(;)B) A [ B
. ) 0
PFiklad:

Je znamo, ze v dlouhodobém pruméru je mezi 1000 dodanych
komponent 2,34% vadnych vyrobku pochazejicich od vyrobce
A, 1,08% vadnych vyrobku od vyrobce B, 65,97% bezvadnych

vyrobku od vyrobce A a zbytek (30,6%) jsou bezvadné vyrobky
od vyrobce B.

Lze povazovat jev, ze vyrobek je vadny, A 5
na vyrobci?

vada (V) | 2,34 1,08

bez vady [ 65,98 30,6




ll. Podminéna pravdépodobnost

P(AN B) = P(A).P(B|A)
! P(ANB) |
P(B|A) = A B
(BIA) = =55 .
. y ()
2,34= 3,42 .68,32 1,08= 3,42 .31,68
65,98 = 96,58 . 68,32 30,60 =96,58 . 31,68 o.K.
Jev, ze vyrobek je vadny, Ize A B
povazovat za stochasticky
vada (V) | 2,34 1,08

nezavisly na vyrobci.

bez vady [ 65,98 30,6




ll. Podminéna pravdépodobnost

P(AN B) = P(A).P(B|A)

P(B|A) = P(]f(;)B) A4 [ B
. ) 0
PFiklad:

Bylo dotazovano 800 absolventd CVUT a UK. Z vyzkumu plyne,
2e 34% dotazovanych jsou absolventi CVUT ktefi pracuji dale
ve svem oboru, 28% dotazanych absovovalo UK a pracuji také
ve svém oboru. Ve 20% pripadu odpovédi bylo zjisténo, ze
absolventi CVUT ve svém oboru nepracuji a zbyvajicich 18%
jsou absolventi UK, kteri také nepracuji ve svem oboru.

Lze povazovat uplatneni se v oboru studia stochasticky
nezavislé na absolvovane univerzite?



P(AN B) = P(A).P(B|A)

ll. Podminéna pravdépodobnost

(

\

P(ANB
pBlA) = L )
P(A)
g y,
Priklad:
(v)VUT UK celkem

v oboru 0,34 0,28 0,62

mimo | 0,20 0,18 0,38
celkem 0,54 0,46 I

0,54 . 0,62 = 0,3348

P(0) = 0,62
P(O|CVUT) = 0,34/0,54 = 0,63 > P(O)

Uplatneni v oboru je stochasticky
zavislé na absolvované univerzite



|l. Paralelni a seriove systemy

Sériovy systém:

Nezavislé prvky A, B, C

D={systém bude funkcni} =ANBNC

Paralelni system:

prvek A

D={systém bude funkcni}=A UBUC
P(D) = P(A)+P(B)+P(C) prvek

—P(AB)-P(AC)-P(BC)
+P(ABC) prvek C
A17 A27 7An
P(Dp) =1~ [](1 - P(4)) P(Dg) = | [ P(A))
1—1 1—1
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|l. Paralelni a seriove systemy

System KooN (K out of N):

Nezavislé prvky A, B, C

prvek B @@»
P(D) = 7?7

prvek C




|l. Veta o uplné pravdepodobnosti

A je nahodny jev, {1, Ha, Hs, Hy} je Gplné pokryti )
HiNH; =0, HiUH,UHsUH; =

‘P(A) = P(A|H,).P(Hy)| |Hi \H2 [ Hsl Hy
+P(A|H,).P(H>)
+P(A|H3).P(Hs) A
\ +P(A|Hy).P(Hy) {2
Priklad:

Na trhu jsou vyrobky od Ctyr vyrobcu v poradi A, B,
C a D v pomeru 1:2:4:5. Zmetkovitost je u téchto
vyrobcu po rade 0,5%, 0,8%, 0,3% a 0,3%. Jaka je
pravdepodobnost, ze nahodnée vybrany vyrobek na
trhu bude vadny? A bude-li vadny, jaka |e
pravdepodobnost, ze byl vyroben vyrobcem A?



|l. Veta o uplné pravdepodobnosti

A je ndhodny jev, {H1, Ha, H3, H4} je Gplné pokryti €
HiNH; =@, HyUHyUHsUH,; =

P(A) = P(A|H,).P(H,)| |H1 \H2 [/ Hs H,
+P(A|H3).P(H>)
+P(A|H3).P(Hs) A
+P(A|Hy).P(Hy) (2

Priklad

P(H)=1/12, P(A|H)) = 0,005

P(Hy) =2/12, P(A|H>) = 0,008

P(H3)=4/12, P(A|H3) = 0,003

P(Hy)=5/12, P(A|H)) = 0,003

(PA)=(5+16 + 12 + 15)/12000 = 0,004 )




l. Bayesova veta

A je ndhodny jev, {H1, Ha, H3, H4} je Gplné pokryti €
HiNH; =@, HyUHyUHsUH,; =

1 |Hy \H Hs H,y

P(H,|A) =

<A\H1(> 1)3( ) A




l. Bayesova veta

A je ndhodny jev, {H1, Ha, H3, H4} je Gplné pokryti €
HiNH; =@, HyUHyUHsUH,; =

PULIA) — 0, \H, J[Hs] Hy
P(A|Hy).P(H,) A
>im1 P(A[H;).P(H;) o

Pfiklad:
(H)) = 0,08333, P(4|H,

P ) = 0,005
P (Hy) =0,16667, P(A|Hs) = 0,008
P (Hs) = 0,33333, P(A|Hs) = 0,003
P(H,) = 041667, P(A|Hsy) = 0,003
(P (H1|4) = 0,005.0,08333/0,004 = 0,10417 )




Problem tri dveri (Monty Hall Problem)

—

ﬁ |

N

Oznadme: A1, A2, Az jevy, Ze auto je za dvefmi ¢, 1, 2, 3.
Pro nas je ziejmeé apriori P(A1Y®P(A2) = P(A3) = 1/3.
Necht' O1, O2, O3 znaci jevy, 2. moderator otevfie dvere ¢, 1, 2, 3.
Zvolime napr. dvere C. 1.

Ziejmé je P(O1) = 0 a P(O2) = P(O3) = 1/2.

Dale plati: P(O2|A1)=1/2, P(Os3]A1)=1/2, P(O2|A2)=0, P(O3]A2)=1,
P(O2|A3)=1, P(O3|A3)=0.

Predpokladejme, ze moderator otevrel dvere C. 3.

Tedy aposteriorni pravdepodobnosti podle Bayesovy vety jsou:

P(A1)P(OslAr) 1/3.1/2

P(A1]Os)= == =173
P(A2)P(O3/A2)  1/3.1
[P(A2|03)= ( zg(c(h;l 2) — =2/3}




l. Bayesova veta

Priklad:

Telo kompresoru musi byt 100% hermeticky uza-
vieno. V prumeéru jeden ze sta kompresoru trochu
netésni a je treba jej rozlozit a znovu slozit. Zkous-
ka tésnosti odhali vadny vyrobek s pravdepodob-
nosti 0,8. Naproti tomu, s pravdepodobnosti 0,05
oznacCi jako vadny bezvadny vyrobek. Jaka je
pravdepodobnost vady u vyrobku, ktery zkouska
oznacila jako vadny?

kompreso




l. Bayesova veta

Priklad:
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ka tésnosti odhali vadny vyrobek s pravdepodob-
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l. Bayesova veta

Priklad:

Telo kompresoru musi byt 100% hermeticky uza-
vieno. V prumeéru jeden ze sta kompresoru trochu
netésni a je treba jej rozlozit a znovu slozit. Zkous-
ka tésnosti odhali vadny vyrobek s pravdepodob-
nosti 0,8. Naproti tomu, s pravdepodobnosti 0,05
oznacCi jako vadny bezvadny vyrobek. Jaka je
pravdepodobnost vady u vyrobku, ktery zkouska
oznacila jako vadny?

kompreso

oV +) 0,0111+0,0042

= 0,7255 j

Pri opakovanem testu
=5



Nadeje rytire de Mereé

Prvni hra:
Jakou ma sanci nahodny jev, ze padne minimalne jedna Sestka ve Ctyrech po sobe

nasledujicich hodech hraci kostkou?

Ai = {v i-tém hodu padne Sestka}, P(A)=1/6, i=1,2,3,4.
A=A1U AU AsU Az, P(A) =1-[](1-P(A)) = 1- (5/6)4=1-625/1296 = 0,517747

Druha hra:
Jakou ma Sanci nahodny jev, ze padnou soucsne dve Sestky alespon jednou pri 24
po sobé nasledujicich hodech dvéma hracimi kostkami?

Bi = {v i-tém hodu padnou dvé Sestky}, P(Bi)= 1/36, i=1,..., 24.
B=B1N ... N Ba, PB)=1-]](1-P(Bi)) = 1- (35/36)24 =

= 1-0,508596 = 0,491403876




Rozdeéleni sazky

Dva hraci hraji sérii 9 her a vyhraje ten, ktery prvni dosahne 5 vitezstvi (tedy
veétSinu). Na vitéze je vyhlasena sazka. Hra je vSak preruSena za stavu 4:2 a
je treba spravedliveé rozdelit sazku mezi oba hrace.

Reseni:

1) Pfedpokladame, ze vitézstvi kazdého z obou hracUAa B v
nasledujicich neuskuteCnenych hrach by bylo stejné mozné.

2) Chybi dohrat jesté tfi hry: hraci A chybi k vitézstvi jedna vyhra, hraci
B chybéji tfi.

3) Mozné vysledky jsou: AAA, AAB, ABA, BAA, ABB, BAB, BBA, BBB.

4) Z toho v prvnich sedmi by celkove vyhral hrac A a pouze v jediném
pripadé (poslednim) by vyhral hrac B.

5) Tedy Ssance na vyhru jsou 7:1 a to je také pomer, v nemz by mela byt

rozdélena sazka.
n»




Rozdeéleni sazky

Dva hraci hraji sérii 9 her a vyhraje ten, ktery prvni dosahne 5 vitezstvi (tedy
veétSinu). Na vitéze je vyhlasena sazka. Hra je vSak preruSena za stavu 4:2 a
je treba spravedliveé rozdelit sazku mezi oba hrace.

Reseni 2:

1) Pfedpokladame, ze vitézstvi kazdého z obou hracu Aa B v
nasledujicich neuskuteCnenych hrach by bylo stejné mozné.

2) Chybi dohrat jesté tfi hry: hraci A chybi k vitézstvi jedna vyhra, hraci
B chybegji maximalné tfi hry.

3) Pro ukoncCeni hry by mohly nastat tyto vysledky: A, BA, BBA, BBB.

4) Je P(A)=1/2, P(BA)=1/4, P(BBA)=P(BBB)=1/8.

5) Hrac A by vyhral v prvnich tfech pripadech s pravdepodobnosti 7/8,
Hrac B by vyhral pouze v poslednim pfipadé s pravdépodobnosti 1/8.

6) Tedy Sance na vyhru jsou 7:1 a to je také pomer, v nemz by mela byt

rozdélena sazka.
n»




Uvod do teorie pravdépodobnosti

Uloha o ruinovani hracée

Dva hraci A a B hraji sérii her. Pri kazdé hfe hraci vsadi jednu korunu. Hrac A
vyhraje s pravdepodobnosti p a prohraje s pravdepodobnosti 1-p. Na pocatku
ma hrac A celkem x korun, hrac B ma y korun. Hry jsou vzajemne nezavisle.
Hra se hraje tak dlouho, dokud maji oba co vsadit. Tedy hra konCi v okamziku,
kdy je jeden z hracu zruinovan. Jakou maiji hraci A a B pravdépodobnost

Zruinovani?

Dalsi z nejznaméjsich pravdépodobnostnich uloh, kterou lze nalézt
napriklad v ucebnici teorie pravdépodobnosti W. Fellera z roku 1957.

http://www.statspol.cz/oldstat/bulletiny/ib-93-4.pdf



http://www.statspol.cz/oldstat/bulletiny/ib-93-4.pdf

Uvod do teorie pravdépodobnosti

Uloha o ruinovani hracée
q p

«— —>

0 x-1 x x+1 a=x+y

gx = pravdepodobnost, ze hrac A bude zruinovan

P—=q = 0)5 => qx — 0,5(Qx+1 T qx'l)a X > O) qo — | qa— 0

gz = qo +dz qr = 1+ —

pFq=> qx =pgx+1tqqx1, x>0, qgo =1 ga=0

sty |06

p




