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II. Úvod do teorie pravděpodobnosti

Definice pravděpodobnosti

1. Klasická definice pravděpodobnosti: P (A) =
µ(A)
µ(⌦)              počet elementárních jevů v jevu A µ(A) =

2.  Axiomatická definice pravděpodobnosti

“míra” jevu Aµ(A) =

(a)        
(b)     
(c)  jsou-li                         , po dvou disjunktní, potomA1, A2, · · · 2 F

8A 2 F : P (A) 2 h0, 1i
P (Ø) = 0, P (⌦) = 1

P (
S1

i=1 Ai) =
P1

i=1 P (Ai)

3.  Statistická definice pravděpodobnosti: limj!1
nA
j

nj



P (A \B) =?

P (A [B) = P (A) + P (B)� P (A \B)4)

P (A�B) = P (A)� P (A \B)5)

P (AC) = 1� P (A)6)

⌦

A B

C

Pravidla pro počítání s pravděpodobností
P (A) 2 h0, 1i1)

P (Ø) = 0, P (⌦) = 12)

P (
S1

i=1 Ai) =
P1

i=1 P (Ai)3)

II. Úvod do teorie pravděpodobnosti



⌦
A B

P (A \B) = P (A).P (B|A)

P (B|A) =
P (A \B)

P (A)

Jevy A a B jsou stochasticky nezávislé právě když P(A|B)=P(A)

Nebo také: P(B|A)=P(B) 
                   P(A⋂B)=P(A).P(B)

II. Podmíněná pravděpodobnost



⌦
A B

P (A \B) = P (A).P (B|A)

P (B|A) =
P (A \B)

P (A)

Jevy A a B jsou stochasticky nezávislé právě když P(A|B)=P(A)

Nebo také: P(B|A)=P(B) 
                   P(A⋂B)=P(A).P(B)

II. Podmíněná pravděpodobnost



⌦
A B

P (A \B) = P (A).P (B|A)

P (B|A) =
P (A \B)

P (A)

Příklad:
Je známo, že v dlouhodobém průměru je mezi  1000 dodaných 
komponent 2,34% vadných výrobků pocházejících od výrobce 
A, 1,08% vadných výrobků od výrobce B, 65,97% bezvadných 
výrobků od výrobce A a zbytek (30,6%) jsou bezvadné výrobky 
od výrobce B.  
Lze považovat jev, že výrobek je vadný, za stochasticky závislý 
na výrobci?

A B
vada (V) 2,34 1,08

bez vady 65,98 30,6

II. Podmíněná pravděpodobnost



⌦
A B

P (A \B) = P (A).P (B|A)

P (B|A) =
P (A \B)

P (A)

A B
vada (V) 2,34 1,08

bez vady 65,98 30,6

  2,34 =   3,42 . 68,32

65,98 = 96,58 . 68,32 o.K.

Jev, že výrobek je vadný, lze 
považovat za stochasticky 
nezávislý na výrobci.

  1,08 =   3,42 . 31,68

30,60 = 96,58 . 31,68

II. Podmíněná pravděpodobnost



⌦
A B

P (A \B) = P (A).P (B|A)

P (B|A) =
P (A \B)

P (A)

Bylo dotazováno 800 absolventů ČVUT a UK. Z výzkumu plyne, 
že 34% dotazovaných jsou absolventi ČVUT kteří pracují dále 
ve svém oboru,  28% dotázaných absovovalo UK a pracují také 
ve svém oboru. Ve 20% případů odpovědí bylo zjištěno, že 
absolventi ČVUT ve svém oboru nepracují a zbývajících 18% 
jsou absolventi UK, kteří také nepracují ve svém oboru. 

Lze považovat uplatnění se v oboru studia stochasticky 
nezávislé na absolvované univerzitě?  

Příklad:

II. Podmíněná pravděpodobnost



⌦
A B

P (A \B) = P (A).P (B|A)

P (B|A) =
P (A \B)

P (A)

Příklad:

ČVUT UK

v oboru 0,34 0,28

mimo 
obor 0,20 0,18

  0,54 . 0,62 = 0,3348

Uplatnění v oboru je stochasticky 
závislé na absolvované univerzitě

P(O) = 0,62       
P(O|ČVUT) = 0,34/0,54 = 0,63 > P(O)

celkem

0,62

0,38

celkem 0,54 0,46 1

II. Podmíněná pravděpodobnost



II. Paralelní a sériové systémy

prvek A prvek B prvek C

prvek A

prvek B

prvek C

Sériový systém:

D={systém bude funkční} = A∩B∩C

Nezávislé prvky A, B, C

P(D) = P(A).P(B).P(C)

Paralelní systém:

D={systém bude funkční} = A ∪B∪C

P(D) = P(A)+P(B)+P(C)
             –P(AB)–P(AC)–P(BC)
               +P(ABC)

A1, A2, . . . , An

<latexit sha1_base64="dPKPkI/7Yrx9QbgHK+ZajtetrWM=">AAAB+nicbVDLTgIxFL3jE/EFunTTSExcEDJDMLoE3bjERB4JTCad0oGGTmfSdjRk5FPcuNAYt36JO//GArNQ8CRNTs65J/f2+DFnStv2t7W2vrG5tZ3bye/u7R8cFopHbRUlktAWiXgkuz5WlDNBW5ppTruxpDj0Oe3445uZ33mgUrFI3OtJTN0QDwULGMHaSF6h2PCccsOrlvuDSCvDjFayK/YcaJU4GSlBhqZX+DJZkoRUaMKxUj3HjrWbYqkZ4XSa7yeKxpiM8ZD2DBU4pMpN56dP0ZlRBiiIpHlCo7n6O5HiUKlJ6JvJEOuRWvZm4n9eL9HBlZsyESeaCrJYFCQc6QjNekADJinRfGIIJpKZWxEZYYmJNm3lTQnO8pdXSbtacWqVi7taqX6d1ZGDEziFc3DgEupwC01oAYFHeIZXeLOerBfr3fpYjK5ZWeYY/sD6/AEnPJKo</latexit>

P (DS) =
nY

i�1

P (Ai)

<latexit sha1_base64="h95TSnegw7u8Q+V1S8zgQI4EMYQ=">AAACBXicbVDLSsNAFJ3UV62vqEtdBIvQLiyJVHQj1MfCZUT7gDaGyWTSDp1MwsxEKCEbN/6KGxeKuPUf3Pk3TtsstHrgwuGce7n3Hi+mREjT/NIKc/MLi0vF5dLK6tr6hr651RJRwhFuoohGvONBgSlhuCmJpLgTcwxDj+K2N7wY++17zAWJ2K0cxdgJYZ+RgCAoleTqu3bl0r2pnvZiHvluSg6s7C5lmV05c0nV1ctmzZzA+EusnJRBDtvVP3t+hJIQM4koFKJrmbF0UsglQRRnpV4icAzREPZxV1EGQyycdPJFZuwrxTeCiKti0pioPydSGAoxCj3VGUI5ELPeWPzP6yYyOHFSwuJEYoami4KEGjIyxpEYPuEYSTpSBCJO1K0GGkAOkVTBlVQI1uzLf0nrsGbVa0fX9XLjPI+jCHbAHqgACxyDBrgCNmgCBB7AE3gBr9qj9qy9ae/T1oKWz2yDX9A+vgFgeJc8</latexit>

P (DP ) = 1�
nY

i�1

(1� P (Ai))

<latexit sha1_base64="+aClTqtKu/I2WatPhWESMMgUQqI=">AAACC3icbVDLSsNAFJ3UV62vqEs3oUVIFy2JVHQj1MfCZQTbCm0Mk8mkHTqZhJmJUEL3bvwVNy4UcesPuPNvnLZZaOuBC4dz7uXee/yEEiEt61srLC2vrK4V10sbm1vbO/ruXlvEKUe4hWIa8zsfCkwJwy1JJMV3Cccw8inu+MPLid95wFyQmN3KUYLdCPYZCQmCUkmeXnbMK8+pntm1XsLjwMtIzR7fZ2xs2jXHPPdIterpFatuTWEsEjsnFZDD8fSvXhCjNMJMIgqF6NpWIt0MckkQxeNSLxU4gWgI+7irKIMRFm42/WVsHColMMKYq2LSmKq/JzIYCTGKfNUZQTkQ895E/M/rpjI8dTPCklRihmaLwpQaMjYmwRgB4RhJOlIEIk7UrQYaQA6RVPGVVAj2/MuLpH1Utxv145tGpXmRx1EEB6AMTGCDE9AE18ABLYDAI3gGr+BNe9JetHftY9Za0PKZffAH2ucPBOKYgg==</latexit>
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II. Paralelní a sériové systémy

Systém ochran:



II. Paralelní a sériové systémy

Nezávislé prvky A, B, C

Systém KooN (K out of N):

P(D) = ???

prvek A

prvek B

prvek C

2oo3

P(D)= P((A∩B)∪(A∩C)∪(B∩C)) = P(A∩B)+P(A∩C)+P(B∩C)–P(A∩B∩C) 

           –P(A∩B∩C) –P(A∩B∩C)+P(A∩B∩C) =

           P(A)P(B)+P(A)P(C)+P(A)P(C)–2P(A)P(B)P(C)

Pokud P(A)=P(B)=P(C)=p, potom je   P(D)= p2(3 – 2p)



P (A) = P (A|H1).P (H1)
+P (A|H2).P (H2)
+P (A|H3).P (H3)
+P (A|H4).P (H4) ⌦

A

Příklad:
Na trhu jsou výrobky od čtyř výrobců v pořadí A, B, 
C a D v poměru 1:2:4:5. Zmetkovitost je u těchto 
výrobců po řadě 0,5%, 0,8%, 0,3% a 0,3%. Jaká je 
pravděpodobnost, že náhodně vybraný výrobek na 
trhu bude vadný? A bude-li vadný, jaká je 
pravděpodobnost, že byl vyroben výrobcem A?

     je náhodný jev,                             je úplné pokrytíA ⌦{H1, H2, H3, H4}
Hi \Hj = Ø, H1 [H2 [H3 [H4 = ⌦

H1 H2 H3 H4

II. Věta o úplné pravděpodobnosti



P (A) = P (A|H1).P (H1)
+P (A|H2).P (H2)
+P (A|H3).P (H3)
+P (A|H4).P (H4) ⌦

A

Příklad:

     je náhodný jev,                             je úplné pokrytíA ⌦{H1, H2, H3, H4}
Hi \Hj = Ø, H1 [H2 [H3 [H4 = ⌦

H1 H2 H3 H4

P (H1) = 1/12,  P (A|H1) = 0,005  
P (H2) = 2/12,  P (A|H2) = 0,008 
P (H3) = 4/12,  P (A|H3) = 0,003 
P (H4) = 5/12,  P (A|H4) = 0,003 
  P (A) = ( 5 + 16 + 12 + 15)/12000 = 0,004 

II. Věta o úplné pravděpodobnosti



⌦

A

     je náhodný jev,                             je úplné pokrytíA ⌦{H1, H2, H3, H4}
Hi \Hj = Ø, H1 [H2 [H3 [H4 = ⌦

H1 H2 H3 H4
P (H1|A) =

P (A|H1).P (H1)
P (A)

II. Bayesova věta



⌦

A

     je náhodný jev,                             je úplné pokrytíA ⌦{H1, H2, H3, H4}
Hi \Hj = Ø, H1 [H2 [H3 [H4 = ⌦

H1 H2 H3 H4

Příklad:
P (H1) = 0,08333,  P (A|H1) = 0,005  
P (H2) = 0,16667,  P (A|H2) = 0,008 
P (H3) = 0,33333,  P (A|H3) = 0,003 
P (H4) = 0,41667,  P (A|H4) = 0,003 
  P (H1|A) = 0,005.0,08333/0,004 = 0,10417 

P (H1|A) =
P (A|H1).P (H1)P4
i=1 P (A|Hi).P (Hi)

II. Bayesova věta



Problém tří dveří (Monty Hall Problem)

321

?
• Označme:  A1, A2, A3  jevy, že auto je za dveřmi č, 1, 2, 3. 
• Pro nás je zřejmě apriori P(A1) = P(A2) = P(A3) = 1/3. 
• Nechť  O1, O2, O3 značí jevy, že moderátor otevře dveře č, 1, 2, 3. 
• Zvolíme např. dveře č. 1.  
• Zřejmě je P(O1) = 0 a P(O2) = P(O3) = 1/2.  
• Dále platí: P(O2|A1)=1/2, P(O3|A1)=1/2, P(O2|A2)=0, P(O3|A2)=1,     

P(O2|A3)=1, P(O3|A3)=0.  
• Předpokládejme, že moderátor otevřel dveře č. 3.  
• Tedy aposteriorní pravděpodobnosti podle Bayesovy věty jsou: 

P(A1|O3)=
P(O3)

P(A1)P(O3|A1)
=

1/2
1/3.1/2

=1/3

P(A2|O3)=
P(O3)

P(A2)P(O3|A2)
=

1/2
1/3.1

=2/3



Příklad:
Tělo kompresoru musí být 100% hermeticky uza-
vřeno. V průměru jeden ze sta kompresorů trochu 
netěsní a je třeba jej rozložit a znovu složit. Zkouš-
ka těsnosti odhalí vadný výrobek s pravděpodob-
ností 0,8. Naproti tomu, s pravděpodobností 0,05 
označí jako vadný bezvadný výrobek. Jaká je 
pravděpodobnost vady u výrobku, který zkouška  
označila jako vadný? 

kompreso

V

B

+

+

-

-

0,01

0,99

0,80

0,20

0,05

0,95

0,008

0,002

0,9405

0,0495

0,008
0,008+0,0495P (V|+) = 

II. Bayesova věta



Příklad:
Tělo kompresoru musí být 100% hermeticky uza-
vřeno. V průměru jeden ze sta kompresorů trochu 
netěsní a je třeba jej rozložit a znovu složit. Zkouš-
ka těsnosti odhalí vadný výrobek s pravděpodob-
ností 0,8. Naproti tomu, s pravděpodobností 0,05 
označí jako vadný bezvadný výrobek. Jaká je 
pravděpodobnost vady u výrobku, který zkouška 
označila jako vadný? 

kompreso

V

B

+

+

-

-

0,01

0,99

0,80

0,20

0,05

0,95

0,008

0,002

0,9405

0,0495

0,008
0,008+0,0495P (V|+) = 

= 0,1391

II. Bayesova věta



Příklad:

kompreso

V

B

+

+

-

-

0,139

0,861

0,80

0,20

0,05

0,95

0,0111

0,0028

0,8179

0,0042

0,0111
0,0111+0,0042P2(V|+) = 

= 0,7255

Tělo kompresoru musí být 100% hermeticky uza-
vřeno. V průměru jeden ze sta kompresorů trochu 
netěsní a je třeba jej rozložit a znovu složit. Zkouš-
ka těsnosti odhalí vadný výrobek s pravděpodob-
ností 0,8. Naproti tomu, s pravděpodobností 0,05 
označí jako vadný bezvadný výrobek. Jaká je 
pravděpodobnost vady u výrobku, který zkouška 
označila jako vadný? 

Při opakovaném testu

II. Bayesova věta



Naděje rytíře de Méré
První hra: 
Jakou má šanci náhodný jev, že padne minimálně jedna šestka ve čtyřech po sobě 
následujících hodech hrací kostkou?

Druhá hra: 
Jakou má šanci náhodný jev, že padnou součsně dvě šestky  alespoň jednou při 24 
po sobě následujících hodech dvěma hracími kostkami?

Ai = {v i-tém hodu padne šestka},    P(Ai)= 1/6,      i=1,2,3,4. 
A = A1∪ A2∪ A3∪ A4 ,  P(A) = 1-∏(1-P(Ai)) = 1- (5/6)4=1-625/1296 = 0,517747

Bi = {v i-tém hodu padnou dvě šestky}, P(Bi)= 1/36,  i=1,…, 24. 
B = B1∩ … ∩ B24 ,  P(B) = 1-∏(1-P(Bi)) = 1- (35/36)24 =  

= 1- 0,508596 = 0,491403876



Rozdělení sázky

Řešení:
1) Předpokládáme, že vítězství každého z obou hráčů A a B v 

následujících neuskutečněných hrách by bylo stejně možné.
2) Chybí dohrát ještě tři hry: hráči A chybí k vítězství jedna výhra, hráči 

B chybějí tři.
3) Možné výsledky jsou: AAA, AAB, ABA, BAA, ABB, BAB, BBA, BBB.
4) Z toho v prvních sedmi by celkově vyhrál hráč A a pouze v jediném 

případě (posledním) by vyhrál hráč B.
5) Tedy šance na výhru jsou 7:1 a to je také poměr, v němž by měla být 

rozdělena sázka.

Dva hráči hrají sérii 9 her a vyhraje ten, který první dosáhne 5 vítězství (tedy 
většinu). Na vítěze je vyhlášena sázka. Hra je však přerušena za stavu 4:2 a 
je třeba spravedlivě rozdělit sázku mezi oba hráče. 



Rozdělení sázky

Řešení 2:
1) Předpokládáme, že vítězství každého z obou hráčů A a B v 

následujících neuskutečněných hrách by bylo stejně možné.
2) Chybí dohrát ještě tři hry: hráči A chybí k vítězství jedna výhra, hráči 

B chybějí maximálně tři hry.
3) Pro ukončení hry by mohly nastat tyto výsledky: A, BA, BBA, BBB.
4) Je P(A)=1/2, P(BA)=1/4, P(BBA)=P(BBB)=1/8.
5) Hráč A by vyhrál v prvních třech případech s pravděpodobností  7/8, 

Hráč B by vyhrál pouze v posledním případě s pravděpodobností 1/8.
6) Tedy šance na výhru jsou 7:1 a to je také poměr, v němž by měla být 

rozdělena sázka.

Dva hráči hrají sérii 9 her a vyhraje ten, který první dosáhne 5 vítězství (tedy 
většinu). Na vítěze je vyhlášena sázka. Hra je však přerušena za stavu 4:2 a 
je třeba spravedlivě rozdělit sázku mezi oba hráče. 



Úloha o ruinování hráče
Dva hráči A a B hrají sérii her. Při každé hře hráči vsadí jednu korunu. Hráč A 
vyhraje s pravděpodobností p a prohraje s pravděpodobností 1-p. Na počátku 
má hráč A celkem x korun, hráč B má y korun. Hry jsou vzájemně nezávislé. 
Hra se hraje tak dlouho, dokud mají oba co vsadit. Tedy hra končí v okamžiku, 
kdy je jeden z hráčů zruinován. Jakou mají hráči A a B pravděpodobnost 
zruinování? 

Další z nejznámějších pravděpodobnostních úloh, kterou lze nalézt 
například v učebnici teorie pravděpodobnosti W. Fellera z roku 1957.

http://www.statspol.cz/oldstat/bulletiny/ib-93-4.pdf

Úvod do teorie pravděpodobnosti

http://www.statspol.cz/oldstat/bulletiny/ib-93-4.pdf


Úloha o ruinování hráče

Úvod do teorie pravděpodobnosti

q  p

0                       x-1  x  x+1                                                                         a=x+y

qx   = pravděpodobnost, že hráč A bude zruinován

qx = A+B

✓
q

p

◆x

<latexit sha1_base64="Oc9X3yFEWOv5RyqhgbVFIEhEQQc=">AAACDXicbVDJSgNBEO2JW4zbqEcvjVGICGFGInoRYrx4jGAWyMTQ0+lJmvQs6a6RhCE/4MVf8eJBEa/evfk3dpaDRh8UPN6roqqeGwmuwLK+jNTC4tLySno1s7a+sbllbu9UVRhLyio0FKGsu0QxwQNWAQ6C1SPJiO8KVnN7V2O/ds+k4mFwC8OINX3SCbjHKQEttcyDfmtwgS/xMS45gnmQczxJaNIfJdHIkbzThaO7QcvMWnlrAvyX2DOSRTOUW+an0w5p7LMAqCBKNWwrgmZCJHAq2CjjxIpFhPZIhzU0DYjPVDOZfDPCh1ppYy+UugLAE/XnREJ8pYa+qzt9Al01743F/7xGDN55M+FBFAML6HSRFwsMIR5Hg9tcMgpiqAmhkutbMe0SHQfoADM6BHv+5b+kepK3C/nTm0K2WJrFkUZ7aB/lkI3OUBFdozKqIIoe0BN6Qa/Go/FsvBnv09aUMZvZRb9gfHwDSzKbHw==</latexit>

p = q = 0,5  => qx  = 0,5(qx+1 + qx-1),    x  > 0,  q0  =  1      qa= 0

qx = q0 + dx

<latexit sha1_base64="X9UlSLqZaL13Zfh9dXeNn0Zyda8=">AAAB8nicbVBNS8NAEN34WetX1aOXxSIIQkmkoheh6MVjBfsBaQibzaZdusmmuxNpKf0ZXjwo4tVf481/47bNQVsfDDzem2FmXpAKrsG2v62V1bX1jc3CVnF7Z3dvv3Rw2NQyU5Q1qBRStQOimeAJawAHwdqpYiQOBGsF/bup33piSnOZPMIoZV5MugmPOCVgJHfgD2/wwLfPw6FfKtsVewa8TJyclFGOul/66oSSZjFLgAqitevYKXhjooBTwSbFTqZZSmifdJlraEJipr3x7OQJPjVKiCOpTCWAZ+rviTGJtR7FgemMCfT0ojcV//PcDKJrb8yTNAOW0PmiKBMYJJ7+j0OuGAUxMoRQxc2tmPaIIhRMSkUTgrP48jJpXlScauXyoVqu3eZxFNAxOkFnyEFXqIbuUR01EEUSPaNX9GaB9WK9Wx/z1hUrnzlCf2B9/gBIM5Cc</latexit>

qx = 1 +
x

a

<latexit sha1_base64="gsiwSiignTPqiWTtvG6BaGnd9wk=">AAAB+3icbVBNS8NAEJ34WetXrEcvi0UQhJJIRS9C0YvHCvYD2lA22027dLOJuxtpCfkrXjwo4tU/4s1/47bNQVsfDDzem2Fmnh9zprTjfFsrq2vrG5uFreL2zu7evn1QaqookYQ2SMQj2faxopwJ2tBMc9qOJcWhz2nLH91O/dYTlYpF4kFPYuqFeCBYwAjWRurZpcfe+Bq5Z91AYpKOsxRnPbvsVJwZ0DJxc1KGHPWe/dXtRyQJqdCEY6U6rhNrL8VSM8JpVuwmisaYjPCAdgwVOKTKS2e3Z+jEKH0URNKU0Gim/p5IcajUJPRNZ4j1UC16U/E/r5Po4MpLmYgTTQWZLwoSjnSEpkGgPpOUaD4xBBPJzK2IDLFJQZu4iiYEd/HlZdI8r7jVysV9tVy7yeMowBEcwym4cAk1uIM6NIDAGJ7hFd6szHqx3q2PeeuKlc8cwh9Ynz+SYpQp</latexit>

qx  = pqx+1 + qqx-1,       x  > 0, q0  =  1      qa= 0p ≠ q =>

qx =

⇣
q
p

⌘a
�
⇣

q
p

⌘x

⇣
q
p

⌘a
� 1

<latexit sha1_base64="NUNiG5afr9gHY7PiGqimR19JNrM=">AAACSHicfZBLSwMxFIUz9VXrq+rSTbAIdWGZkYpuhKIblxXsAzp1yKSZNph5NLkjLcP8PDcu3fkb3LhQxJ3pY6GteiDwcc69JDluJLgC03w2MguLS8sr2dXc2vrG5lZ+e6euwlhSVqOhCGXTJYoJHrAacBCsGUlGfFewhnt3Ocob90wqHgY3MIxY2yfdgHucEtCWk3f6zuAc254kNLEF86A44X6aRKktebcHh7fk6M9okP63ZqVOvmCWzLHwPFhTKKCpqk7+ye6ENPZZAFQQpVqWGUE7IRI4FSzN2bFiEaF3pMtaGgPiM9VOxkWk+EA7HeyFUp8A8Nj9vpEQX6mh7+pJn0BPzWYj87esFYN31k54EMXAAjq5yIsFhhCPWsUdLhkFMdRAqOT6rZj2iG4EdPc5XYI1++V5qB+XrHLp5LpcqFxM68iiPbSPishCp6iCrlAV1RBFD+gFvaF349F4NT6Mz8loxpju7KIfymS+AKi8tKc=</latexit>


