Pravdepodobnostni metody
a matematicka statistika

Prof. RNDr. Gejza Dohnal, CSc.

VIIl. Nahodna posloupnost
selfe

https://sms.nipax.cz/pas




Nahodna posloupnost

Uvazujme posloupnost nahodnych velicin Xi, ..., X, ...

X :OQOQx N —R

Systém konecnérozmérnych distribucnich funkci:
F(xy,...,xn501,...,0,) = P(X;, <21,...,X;, <x,)

Symetrie: F(ZCil,...,ZIJin;il,...,in) = F(ﬁjl,...,ﬁjn;jl,...
pro libovolnou permutaci (ji,...,jn) Cisel (ii,...

(nezalezi na poradi)

konzistence:

m F(x1,...,Tn;01,.--y0n) = F(x1,...,25_1;11,
Ty, —> OO



Nahodna posloupnost

Konvergence posloupnosti nahodnych veliCin

1) Konvergence skoro jiste: Xn n:]OO X
P(lim Xn:X) —1
n—oo
silna konvergence, konvergence skoro vsude
2) Konvergence v pravdépodobnosti: X, j . X
Ve>0: lim P[||X, —z|| >¢ =0
n—oo
slaba konvergence, konvergence podle miry
3) Konvergence v distribuci: X, —— X
n—oo
nh_)rréo Fx (z) = F(x)
2
4) Konvergence podle kvadratického stfedu: X, i . X
lim E(X, —X)*=0
n—oo

konvergence v Lp norme pro p=2



Nahodna posloupnost

Konvergence posloupnosti nahodnych veliCin

Plati X, T X = X, 2= X

n—oo n—oo

X, P>X:>Xn AN ‘e

n— oo n—oo




Zakony velkych cisel

Slaby zakon velkych Cisel:

Rekneme, Ze posloupnost ndhodnych veligin {X,,}°°, splfiuje
slaby zakon velkych Cisel, jestlize plati

n

1 P
Yn:_ XZ—EXZ > (.
DY |

: n— OO
=1

CebysSevova véta:

Necht {X,.}>2, je posloupnost po dvou nezavislych ndhodnych
veliCin, které maji koneéné druhé momenty a plati

im — E Var
n— 00 n2

Potom tato posloupnost splnule slaby zakon velkych Cisel.

Vary, \

(Dlikaz pomoci Cebysevovy nerovnosti: Ve > 0: P(|Y,, — EY,| > ¢) < =



Zakony velkych cisel

1 n

OznaCme v, = - ;(Xi — EX;)
EY, = FE {% S (X — EXi)} = L3> E(X; - EX;)=0
’1,:]_ ’L:].\ N o
VarY, = Var {% S (X EXi)} = LVar {Z(XZ EXZ)}
1=1 1=1
= LN Var(X, —EX;) =5 Y VarX,
1=1 1=1

1 & VarY, 1 1 < odle predp.
P(—Z(XZ-EXZ-)O >g>§ oo VarXx, 2odeprede o
n -

82 82 TL2 1 n—oo
1=

Vary,
ez

Ve>0: P(|Y, — EY,| >¢) <



Zakony velkych cisel

Bernoulliova véta:

Necht nahodné veli¢ina Y5 je rovna poctu Uspécht v posloup-
nosti nezavislych alternativnich pokusu délky », ve které je
pravdepodobnost uspéchu rovna Cislu 6 € (0,1). Potom posloup-
nost Z, = %Yn relativnich Cetnosti uspéchu konverguje podle
pravdepodobnosti k 6, 1.

1
Ly = —Y, > 0.

mn n—oo

ChincCinova veéta:

Necht {X,1> . je posloupnost nezavislych nahodnych veli€in
se stejnym rozdelenim s konecnou stredni hodnotou EX; =
Potom { X, },—; splfiuje slaby zakon velkych &isel, tj. pro po-
sloupnost primeéru plati

1] — P
;;Xizyn —— 4t




Zakony velkych cisel

Silny zakon velkych cCisel:

Rekneme, Ze posloupnost nahodnych veligin {X,,}°°, splfiuje
slaby zakon velkych Cisel, jestlize plati

1
P (nlggo - Y (Xi— EX;) = o) =1.

1=1
Centralni limitni veta (Lindeberg-Lévy):

Necht {X,,}22, je posloupnost nezavislych nahodnych veliéin
se stejnym rozdelenim se stredni hodnotou g a nenulovym
rozptylem o2 Potom nahodné veli¢iny

n

> (X — i)
Uy _ 1=1

n o\/1n
konverguji v distribuci k nahodné veliCine se standardnim
normalnim rozdelenim N(0,1).




Zakony velkych cisel

Moivre-Laplaceova veta:

Necht nahodna veli¢ina Y, je rovna poctu uspéchl v posloup-
nosti nezavislych alternativnich pokusu délky », ve které je
pravdéepodobnost uspéchu rovna Cislu 8 € (0,1). Potom
Y, — nb D
> /.
/no(1 —6) n—oc
kde Z je nahodna veliCina se standardnim normalnim rozdele-
nim N(0,1).

Priklad:

Spoctete pribliznou pravdepodobnost toho, ze pocet sestek,
které padnou ve 12.000 hodech homogenni hraci kostkou,
bude mezi 1.900 az 2.100.



Zakony velkych cisel

Reseni:
OznacCme Y, pocet sestek, které padnou v n=12.000 hodech; je

. 1 .
Y, ~ Bi <n, E) a hledame P(Y,, € B) = P(1900 <Y, <2100)

Dale je EY, =nf=12000% = 2000

VarY, =nf(1 —0) =12000¢2 = 20003 = 192%.

P(1900 < Y,, < 2150) = P(1900— EY, <Y, —EY, <2100— EY,,)

—p 1900—FY, < Y,—EY, < 2100—FY,
vVVaryY, vVVaryY, — VVaryY,

1900—2 000 < UX < 2100—2000)

=P ( /12000 n /12000
= P (—2.4495 < Uz, < 2.4495)

~ $(2.4495) — B(—2.4495)

= 20(2.4495) — 1 = 0.9857.)




auto

auto

Nahodna posloupnost

Charakteristiky posloupnosti nahodnych veliCin
funkce stfedni hodnoty: 1 = E(X;), 1=1, ...

kovarian¢ni funkce: c(¢,j) = Cov(X;, X;) = E(X;X,) — E(X;)E(X})
COV(Xi, Xj)
\/ VarX;.VarX;

korelaéni funkce:  r(4,j) = p(X;, X;) =

Pokudje 1) wpwi=p, 1=1,2,... konstantni stfedni hodnota
2) (i, f)=c(j—1i), i=1,2,... j=1,2,...

kovariancni funkce zavisi jen na rozdilu indexu
potom fekneme, ze posloupnost {X,}.2, je kovariancné (slabé)
stacionarni.

Posloupnost { X, }.2, je silne stacionarni, pokud pro libovolnou »-
tici ¢1,...,1, alibovolné § € N plati

Fx;,...,x 101, ytn) = F(xi, oo @i 301+ 0,...,0n +0)



Stacionarni nahodné posloupnosti

autokovarianéni funkce: c(k) = Cov(X1, Xgi1) = Cov(X;, Xiap11)
= E(Xy — 1) (X1 — p) = B(Xy, Xpya) — p°
zpravidla pracujeme s tzv. “centrovanym” procesem: Y; = X; — u

a pro tento proces je  c(k) = E(Y;Y;)

. . c(k . ..
autokorelacni funkce: r(k) = % (vzdy je  r0)=1)
C
Autocorrelation Function for Ohm
(with 5% significarce limits Mo the autocorrelations)
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Nahodneé posloupnosti

Posloupnost nekorelovanych nahodnych veliéin {&}io,

autokorelaéni funkce: r(0)=1, r(k)=0, k=1,...

Posloupnost nezavislych nahodnych veliCin se stejnym roz-
delenim s nulovou stredni hodnotou a konstantnim rozptylem

= bily sum
Posloupnost nezavislych nahodnych veliCin s normalnim roz-
délenim N(0,0%) = Gaussovsky bily Sum




Nahodneé posloupnosti

Autoregresni posloupnost radu p AR(p)

YVi=d1Ye 1+ -+ dpYiep + €k
kde @;, © = 1,...,p jsou konstanty a € je bily Sum.

AR(1): Y. = oY1 + €

Var(Yy) = ¢*Var(Ye_1) + o2

je-li stacionarni, potom musi byt Var(Yy) = Var(Yi_1) = o3
2
oy = @0y + 0l = 0% = 1i€¢2 = 1>¢° = |¢| <1

autokovariancni funkce: E(Yi,Yi_w) = ¢E(Yi_1,Ye w) + E(exYr_u)




Nahodneé posloupnosti

AR(M): Y. = oY1 + €

E(Yy)=0, Var(Yy)=¢*Var(Yi_1)+o?
je-li stacionarni, potom musi byt Var(Yy) = Var(Yi_1) = oy
2

2 2 92 2 2 O¢
O-Y_¢O-Y+O-e = O-Y:1_¢2

autokovarianéni funkce: E(Yy,Yi_w) = 0E(Yr_1,Ye_w) + E(exYi_u)

= 1>¢* = |p| <1

_ ¢tol
autokorelaéni funkce: r(u) =¢", u=12,



Nahodneé posloupnosti

AR(M): Y. = oY1 + €
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autokorelacni funkce: r(u) =o¢%, wu=1,2,...



Nahodneé posloupnosti

AR(2): Yi =@1Yr—1 + P2Yi_2 + €k

autokovariancéni funkce: c(u) = a17f + asvs
kde 71, 72 jsou kofeny polynomu 1 — ¢12z — ¢22° =0

Oy = 0.5, Po= 0.3 & =1, Gy = -0.5 Oy = -0.5, Gy = 0.3 Py = -0.5, Pr= -0.3
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AR(2):

Nahodneé posloupnosti

autokovariancni funkce:

c(u) = a7y + a7y

Yi = 01Ye_ 1+ do2Yr_o + €

kde 71, 72 jsou kofeny polynomu 1 — ¢12z — ¢22° =0

Yk = 1.5Yk_1 — O.75Yk—2 + €
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Nahodneé posloupnosti

Posloupnost klouzavych souctt radu g MA(Qq)
Y. =€ + 0161 + - + Hqék_q
kde 0;, 1 = 1,...,q jsou konstanty a € je bily Sum.

autokovariancni funkce:

(L+6074---+67)0” u =0,
c(u) =< (0, + 01011+ +0,_40,)0% u=1,...,q
0 jinak

MA(1):  Yp =€ + 0Ocr_1
(14+6%)0% u=0, (9

c(u) = < 0o u=1, r(u) = <

0 jinak




Nahodneé posloupnosti

3 - Y. =€ +0.9¢r_1

L
- f\/\ \\/ / | k\ﬂ/ '\/\/ ﬂ | \v/\/ U

MA(1):  Yp =€ + 0Ocr_1

(1+6%)0° u=0, b u=1,
c(u) =

Oo? u=1, r(u) = <

0 jinak




Nahodneé posloupnosti

Posloupnost ARMA(p,q)
Yi = ¢1Yk—1 Tt prYk—p +ep +01€ep—1 + -+ t9q€l<—q

ARMA(1,1): Y = @Yr 1 + € + O
autokovariancni funkce:
E(exYs) = E(er(¢Yr_1 + € +0ep_1)) = 02
E(ep—1Yy) = E(er—1(¢pYi—1 + € + Oep_1)) = (¢ + 0)07?




Nahodneé posloupnosti

Posloupnost ARMA(p,q)

Yk — —O.5Yk_1 + € + 0.3€k_1

2 -
1 -
-1 =

...........

(1-

14206+ 02) * vzl
(1 B HQb)(Qb -+ (9) u—1

T 1200402 0 V=]




Nahodneé posloupnosti

Parcialni autokorelacni funkce (PACF)

CL(U) — IO(Yk7 Yk—u ‘ Yk—l 7777 Yk—u—|—1)




Nahodneé posloupnosti

Posloupnost ARMA(p,q) Yi, = —0.5Y%1 + €& + 0.3
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Nahodneé posloupnosti

Vyhlazovani casoveé posloupnosti: Yi = f(k) + e

Regresni kfivka (trend): Y. = Bo + €
Y = Bo + 1k + €k
Y, = Bo + Bik + Bok” + e
Yy, = Bo.B" ek

Pfiklad - linearni trend:  f(k; 8o, B1) = Bo + B1k
parametry 5y, 51 odhadneme metodou nejmensich Ctvercu
- minimalizujeme funkci kvadratickych odchylek €lenu po-
sloupnosti a hodnot funkce trendu v nejakém okne k=1,

vetaru o5 g Z(Y"“ = f(k: o, 51)7
k=1
0g(k; B, 1) _ &mwlztk : Zyk
0P B ==
55](7‘6,50751)

—0 ﬁoztk‘l‘ﬁlztizztkﬁyk
k=1 k=1 k=1

b1



Nahodneé posloupnosti
Vyhlazovani casové posloupnosti: Yi = f(k) + ex

Pfiklad - linearni trend:  f(k; 50, 81) = Bo + Bik
parametry 5y, 51 odhadneme metodou nejmensich Ctvercu
- minimalizujeme funkci kvadratickych odchylek Clenu po-
sloupnosti a hodnot funkce trendu v nejakém okne i=1, ..., n

ve tvaru
g(k; Bo, f1) = Z(Yk - f(k;ﬁoyﬁl))Q
k=1
dg(k; Bo, 1) bon + by Ztk = Zyk
850 =0 — k=1 k=1
Og(k; Bo, B1) — 0 boztk‘Fbth% :Ztkyk
051 k=1 k=1 k=1

by — S itk — > 1 Yk

k . bop=17— bt
22:175%_”752 0= :




Nahodneé posloupnosti

Vyhlazovani casoveé posloupnosti: Yi = f(k) + e
Priklad - linearni trend:  f(k; B0, 81) = Bo + Bik

by — Dok=1 thUk — D kg Uk by
2 1 T, — nt? |

ma-li ek normalni rozdéleni N(0,02), potom muzeme
vyhodnotit i spolehlivost takového odhadu:

1 - - - odhaad
2 2
— E — b E — b E t
’ n— 2 (kl 4 : k=1 o 1 k=1 kyk) rozptylu o2

5”2 k1 i o2 _ s’ odhad
ny ._, t7 —nt? P T t2 —nt2 rozptylu by

=y — bit

odhad
rozptylu bo

52 =

bi — Sit1_a/2(n—2) < By < b+ Siti_ae(n—2), 1=0,1

100(1-a)%-interval spolehlivosti pro koeficienty fo a pi



Nahodneé posloupnosti

Vyhlazovani casoveé posloupnosti: Yi = f(k) + e
Priklad - linearni trend:  f(k; B0, 81) = Bo + Bik

by — > etk — t_zgzl Yk ;
ZZ:1 ti — nt? |

ma-li ex normalni rozdéleni N(0,62), potom muzeme provést
predikci yr = by + 1T pro néjakou budouci hodnotu T

100(1-a)%-interval spolehlivosti pro predikci ma potom tvar
yr —ti—ase(n —2).Fr <Yr < gr +1t1_q/2(n —2).Fr

1 T —t)?
kde Fr=s5.4/14+ — 1 n( 23 —

0 =19y — bit




Vyhlazovani casoveé posloupnosti: Yi = f(k) + e

© ) 4 . k — )

Klouzave prumery: Yk mtntl 2 Yk
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Nahodneé posloupnosti

1920 1940 1960 1980

klouzavé prumeéry délky 5 (m=2, n=2)



Nahodneé posloupnosti

Vyhlazovani casoveé posloupnosti: Yi = f(k) + e
. N
Klouzave prumery: Uk* = 2 Yk
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Nahodneé posloupnosti

Vyhlazovani casové posloupnosti:

Klouzavé primery: Y

Klouzavé mediany:

Y, = f(k) + e
1

k%= m-+n-+1 Z It

1=—m

yk*;::n@ed(yk_qn,...,yk,...,yk+n)

Exponencialni vyhlazovani: yr* = (1 — N)yr—1 * +Ay

(X 1000
36 :._[l: Y L L | v v L I LI v v I ’ L L | ¢ ’ v v LI v v v | L L | 'D' v 'acltlial' v v l_-:
- —— forecast -
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Nahodneé posloupnosti

Dekompozice ¢asové posloupnosti: Yy = T + S + Ck + €

cela rada —

trendova slozka

16



Nahodneé posloupnosti

Dekompozice casové posloupnosti:

Yi. =T, + Sk + Ci + €

Céld rada
sezomml slozka

10
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Nahodneé posloupnosti

Dekompozice casové posloupnosti:

Yi. =T, + Sk + Ci + €




Nahodneé posloupnosti

Dekompozice casové posloupnosti:

Yi. =T, + Sk + Ci + €

cela rada ﬁ‘—

nahodna sloz=ka . -

A

s

y

18



Y. =T + S + Cr + €

18



