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Nahodne procesy

Uvazujme funkci dvou promennych X(w,?) = X{w):
X:OxR—R

Systém konecnerozmeérnych distribucnich funkci:
F(xy,...,xn5t1,...,tn) = P(Xs, <2x1,...,X¢, < xp)
Symetrie: F(xl,...,xn;tl,...,tn) = F(Clﬁjl,...,aijn;tjl,...,tjn)

pro libovolnou permutaci (ji,...,jn) Cisel (1,...,n)
(nezalezi na poradi)

konzistence: lim F(I‘l, S O A ,tn) — F(Cli'l, ey Tp—1:t1, ... ,tn_l)

Ty, —> OO
funkce stfedni hodnoty: u: = F(Xy), t € R

autokovarianéni funkce: c(s,t) = Cov(Xs, X;) = E(X,X;) — E(X,)E(X;)
Cov(Xs, Xt)

VvV Var(Xs)Var(X,)

autokorelacéni funkce:  7(s,t) = p(s,t) =
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Nahodne procesy

Nahodny proces X;,t € R je kovariancné (slabe) stacionarni,
pokudje u=p, t€ R aplati c(s,t) =c(t —s) provsSechnas at.

Nahodny proces X;,t € R je silné stacionarni, pokud pro

libovolnou r-tici t1,...,t, alibovolné § > 0 plati
F($1,...,£I)n;t1,...,tn):F(wl,...,wn;tl+5,...,tn+5)

Nahodny proces X;,t € R ma nezavislé (nekorelovane) prirustky,
pokud pro libovolnou ¢tvefici ¢asu s1, t1, s2, t2 jsou hahodné
veliciny (X;, — X,,), (X;, — X,,) stochasticky nezavislé
(nekorelované).



Nahodne procesy

Priklady nahodnych procesu:

Wy Wy, =Wy ooy, W, — Wy



Nahodne procesy

Priklady nahodnych procesu:

1) Poissonuv proces N
- No=0
- ma nezavislé prirustky ((N:- Ns) a (N.~-N,) jsou stoch. nezavislé)
- (N:- N5) ma Poissonovo rozdeleni s parametrem A(z-s).

Wy Wy, =Wy ooy, W, — Wy



Nahodne procesy

Priklady nahodnych procesu:

1) Poissonuv proces N
- No=0
- ma nezavislé prirustky ((N:- Ns) a (N.~-N,) jsou stoch. nezavislé)
- (N:- N5) ma Poissonovo rozdeleni s parametrem A(z-s).

2) Standardni Wienerav proces {I,>0}:
- P(W»=0)=1 (skoro jiste)
- ma nezavislé prirustky, tj. pro libovolné 0 <n < ... <t¢, jsou
Wy, Wey = Wy, ..., Wy, — W, . stoch. nezavislé nah. vel.
- (W:- W5) ma normalni rozdéleni N(0, o2z -s|).

Wy Wy, =Wy ooy, W, — Wy



Nahodne procesy

Priklady nahodnych procesu:

1) Poissonuv proces N
- No=0
- ma nezavislé prirustky ((N:- Ns) a (N.~-N,) jsou stoch. nezavislé)
- (N:- N5) ma Poissonovo rozdeleni s parametrem A(z-s).

2) Standardni Wienerav proces {I,>0}:
- P(W»=0)=1 (skoro jiste)
- ma nezavislé prirustky, tj. pro libovolné 0 <n < ... <t¢, jsou
Wy, Wey = Wy, ..., Wy, — W, . stoch. nezavislé nah. vel.
- (W:- W5) ma normalni rozdéleni N(0, o2z -s|).

3) Obecny Wienerlv proces {W: >0} (s driftem):
- P(W»=0)=1 (skoro jiste)
- ma nezavislé prirustky, tj. pro libovolné 0 <n < ... <t, jsou
Wi, Wey = Wy, ..., Wy, — Wy . stoch. nezavislé nah. vel.
- (W= Ws) ma normalni rozdeleni N(u(z-s), o2|zt-s)).
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Nahodne procesy

Ukazte, ze pro standardni Wieneruv proces {W(¢), t > 0} jsou
nasledujici procesy opéet standardni Wienerovy procesy:

1) X, =cW(t/c?), t>0, ¢>0
2) Y, =W(t+h)—W(h), t>0, h>0

3) Z+=tW(/t), t>0, h>0
Zo =0
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Markovskeé retezce

Nahodny proces {X,, 1N} v diskrétnim ¢ase se spocetné mnoha
stavy splnuje Markovskou vlastnost, jestlize plati

P(Xn:Z‘Xn—lzja Xn—2:j27 7Xn—k:]k):
P(X,=1|Xn-1=7)=p(,J;n,n—1) =p;;(n)
pro libovolné Casy 0<mn-k<...<mastavy ij j, ..., jk.

- jedna se o Markovsky retezec
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- homogenni Markovsky retezec, Markovska posloupnost

- predpokladame X, € {1,2,...,m}, n=1,2,...

nezavisi nan

mhonsbhe

P(Xn:]’Xn—lzz):p’Lja 7:7j:1727°'°7m

1=1,2,....m
P = <pz-j) - matice pravdepodobnosti prechodu

i=1,2,...,m po jednom kroku

- stochasticka matice: pef =¢

7= (m, T, ..., Tm) - vektor podateéniho rozdéleni: 7' =1

(vektory zde chapeme jako radkove)
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Homogenni Markovsky retezec
s kone¢né mnoha stavy

Chapman - Kolmogorovova rovnost (pro dva kroky):

Necht {X,} je homogenni Markoviv fetézec s kone¢né
mnoha stavy a matici prechodu P. Potom pro libovolné dva
stavy i,/ a libovolné n > 1 plati

P(X,=7|Xn0=1)= Zpik:-pk:j
k=1
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k=1

-P(X, =j| X, 0=1) = pg) vyjadruje pravdepodobnost
pfechodu fetézce {X,} ze stavu i do stavu j po dvou krocich
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Homogenni Markovsky retezec
s kone¢né mnoha stavy

Chapman - Kolmogorovova rovnost (obecne):

Necht {X,} je homogenni Markoviv fetézec s kone¢né
mnoha stavy a matici prechodu P. Potom pro libovolné dva
stavy i,j a libovolna n > s >r > 0 plati

P(X,=j|X,=1) pgy ") = Zp(s ") ,({Z’ )

- pro homogenni retézec staci

1=1,..., m
- je zifejmé (pgj )> = pP"

=1,..., m
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ve stavu i. Ziejmé je p:(0) = m; .
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Oznaéme pi(n) pravdépodobnost, ze fetézec bude v ¢ase n
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Homogenni Markovsky retezec
s kone¢né mnoha stavy

Oznaéme pi(n) pravdépodobnost, ze fetézec bude v ¢ase n
ve stavu i. Zfejmé je pi(0) =m; .

- podle Ch-K rovnosti je ziejmé  pi(1) = Z?Tk-pm
k=1

adale pi(n)= Z Tk P
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nebo také p(n) =pn—1).P
obecné p(n) = p(s).P"~° pro libovolné n>s> 0



Homogenni Markovsky retezec
s kone¢né mnoha stavy
Zajima nas, jak se bude chovat retezec po dlouhé dobe behu.

- hledame p~™ = li_>m p(n) pokud existuje
mn o . , ’ v ’
- tzv. stacionarni rozdeleni
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Homogenni Markovsky retezec
s kone¢né mnoha stavy
Zajima nas, jak se bude chovat retezec po dlouhé dobe behu.

- hledame p~™ = li_>m p(n) pokud existuje
mn o . , ’ v ’
- tzv. stacionarni rozdeleni

Lze ukazat, ze stacionarni rozdeleni je resenim soustavy
rovhic p*=p".P spodminkou p*¢’ =1.

Priklad: Najdete stacionarni rozdeleni retezce s matici
pravdepodobnosti prechodu

0 a 11—«
P=1|1 0 0
0O O 1

(pokud existuje).
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Homogenni Markovsky retezec
s kone¢né mnoha stavy

Klasifikace stavu:

* stav;j el je dosazitelny z i € I, kdyz existuje n € N tak, ze p,ﬁ;” > 0.

* stavy i ajjsou sousledné, kdyz jsou vzajemnée dosazitelné.

* stav i je podstatny, kdyz je sousledny s kazdym stavem j, ktery je
z neho dosazitelny.



Homogenni Markovsky retezec
s kone¢né mnoha stavy

Klasifikace stavu:

* stav;j el je dosazitelny z i € I, kdyz existuje n € N tak, ze p,ﬁ;” > 0.

* stavy i ajjsou sousledné, kdyz jsou vzajemnée dosazitelné.
* stav i je podstatny, kdyz je sousledny s kazdym stavem j, ktery je
z neho dosazitelny.

Cviceni 1: Ukazte, ze jsou-li i,j,k € I libovolné stavy takove, ze j je
dosazitelny z ka k je dosazitelny z i, potom jei j dosazitelny z i.



Homogenni Markovsky retezec
s kone¢né mnoha stavy

Klasifikace stavu:

* stav;j el je dosazitelny z i € I, kdyz existuje n € N tak, ze p,ﬁ;” > 0.

* stavy i ajjsou sousledné, kdyz jsou vzajemnée dosazitelné.

* stav i je podstatny, kdyz je sousledny s kazdym stavem j, ktery je
z neho dosazitelny.

Cviceni 1: Ukazte, ze jsou-li i,j,k € I libovolné stavy takove, ze j je
dosazitelny z ka k je dosazitelny z i, potom jei j dosazitelny z i.

Cviceni 2: Ukazte, ze je-lii € I sousledny se stavem j € I, potom
a) i je sousledny sam se sebou

b) kdyz stav £ je sousledny s j, potom je k sousledny i se stavem i.



Homogenni Markovsky retezec
s kone¢né mnoha stavy

Klasifikace stavu:

* stav;j el je dosazitelny z i € I, kdyz existuje n € N tak, ze p@)

>0,

* stavy i ajjsou sousledné, kdyz jsou vzajemnée dosazitelné.

* stav i je podstatny, kdyz je sousledny s kazdym stavem j, ktery je
z neho dosazitelny.

Cviceni 1: Ukazte, ze jsou-li i,j,k € I libovolné stavy takove, ze j je
dosazitelny z ka k je dosazitelny z i, potom jei j dosazitelny z i.

Cviceni 2: Ukazte, ze je-lii € I sousledny se stavem j € I, potom
a) i je sousledny sam se sebou
b) kdyz stav £ je sousledny s j, potom je k sousledny i se stavem i.

Cviceni 3: Ukazte, ze je-li i € I podstatny stav aj € I je dosazitelny ze
stavu i, potom stav j je podstatny.



Homogenni Markovsky retezec
s kone¢né mnoha stavy
Klasifikace stavu:

Oznac¢me C(i) mnozinu obsahuijici stav i a vSechny stavy s nim
sousledné.



Homogenni Markovsky retezec
s kone¢né mnoha stavy
Klasifikace stavu:

Oznac¢me C(i) mnozinu obsahuijici stav i a vSechny stavy s nim
sousledné.

O 7 (3 (0




Homogenni Markovsky retezec
s kone¢né mnoha stavy
Klasifikace stavu:

Oznac¢me C(i) mnozinu obsahuijici stav i a vSechny stavy s nim
sousledné.

cn={1;  (O—=




Homogenni Markovsky retezec
s kone¢né mnoha stavy

Klasifikace stavu:

Oznac¢me C(i) mnozinu obsahuijici stav i a vSechny stavy s nim
sousledné.

O,

C(D)=11;
C4) =14




Homogenni Markovsky retezec
s kone¢né mnoha stavy
Klasifikace stavu:

Oznac¢me C(i) mnozinu obsahuijici stav i a vSechny stavy s nim
sousledné.

C(D)=11;
C4) =14

CO) =15

C(6) = 16



Homogenni Markovsky retezec
s kone¢né mnoha stavy
Klasifikace stavu:

Oznac¢me C(i) mnozinu obsahuijici stav i a vSechny stavy s nim
sousledné.

C(D)=11;
C4) =14

CO) =15

C(6) = 16

C(2) = 2,75 = C(7)



Homogenni Markovsky retezec
s kone¢né mnoha stavy

Klasifikace stavu:

Oznac¢me C(i) mnozinu obsahuijici stav i a vSechny stavy s nim
sousledné.

--------------------------

- .
- .~

C(D)=11;
C4) =14
CO) =15
C(6) = 16

C(2) = 2,73 = C(7)
C(3) = {0,3,8} = C(0) = C(8)



Homogenni Markovsky retezec
s kone¢né mnoha stavy

Klasifikace stavu:

Oznac¢me C(i) mnozinu obsahuijici stav i a vSechny stavy s nim
sousledné.

C(D)=11;
C4) =14
CO) =15
C(6) = 16

C(2) = 2,73 = C(7)
C(3) = {0,3,8} = C(0) = C(8)



o Homogenni Markovsky retezec
vu. s kone¢éné mnoha stavy

Mnozina stavu E C [ je uzaviena kdyz pro kazdé i € E plati

sz'j =1

jek



wvu:

Homogenni Markovsky retezec
s kone¢né mnoha stavy

Mnozina stavu E C [ je uzaviena kdyz pro kazdé i € E plati

sz'j =1

jek

Tvrzeni 1: Je-li E C I uzaviena mnozina stavu, potom pro kazdé n >0
' i (n) _
a i€k plati > p =1

jek



wvu:

Homogenni Markovsky retezec
s kone¢né mnoha stavy

Mnozina stavu E C [ je uzaviena kdyz pro kazdé i € E plati

sz'j =1

JEE

Tvrzeni 1: Je-li E C I uzaviena mnozina stavu, potom pro kazdé n >0
' i (n) _
a i€k plati > p =1

JEE

Tvrzeni 2: Mnozina stavll £ C [ je uzaviena pravé tehdy, kdyz pi; =0
prokazdéie EF ajel-E.



wvu:

Homogenni Markovsky retezec
s kone¢né mnoha stavy

Mnozina stavu E C [ je uzaviena kdyz pro kazdé i € E plati

sz'j =1

jek

Tvrzeni 1: Je-li E C I uzaviena mnozina stavu, potom pro kazdé n >0
' i (n) _
a i€k plati > p =1

jek

Tvrzeni 2: Mnozina stavll £ C [ je uzaviena pravé tehdy, kdyz pi; =0
prokazdéie EF ajel-E.

Uzavér mnoziny £ C I je uzaviena mnozina E takova, ze kazda
uzaviena mnozina obsahuijici £ obsahuje i E.



Homogenni Markovsky retezec
s kone¢né mnoha stavy

Klasifikace stavu:

O,




Homogenni Markovsky retezec
s kone¢né mnoha stavy

Klasifikace stavu:

O,

Tvrzeni 3: Jestlize je stav i I podstatny, potom je {i} = C(i).



Homogenni Markovsky retezec
s kone¢né mnoha stavy

Klasifikace stavu:

O,

Tvrzeni 3: Jestlize je stav i I podstatny, potom je {i} = C(i).

Cviceni 3: Najdéete uzavery stavl 1, 5 a 6.



Homogenni Markovsky retezec
s kone¢né mnoha stavy

Klasifikace stavu: et TTTTTTTTTTTSSmeIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIILIN

@

-------------------------

------------------

4444

------------------

~~~~~

------------------------------------------

Tvrzeni 3: Jestlize je stav i I podstatny, potom je {i} = C(i).

Cviceni 3: Najdéete uzavery stavl 1, 5 a 6.



Homogenni Markovsky retezec
s kone¢né mnoha stavy

‘---------------------------------------------------------------—-.~
4

Klasifikace stavu: S emTTTTTTmmSTSSSTSLIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIILNGY

Tvrzeni 3: Jestlize je stav i I podstatny, potom je {i} = C(i).

Cviceni 3: Najdéete uzavery stavl 1, 5 a 6.



Homogenni Markovsky retezec
s kone¢né mnoha stavy

...........................................................................

...........................................................................

Tvrzeni 3: Jestlize je stav i I podstatny, potom je {i} = C(i).

Cviceni 3: Najdéete uzavery stavl 1, 5 a 6.



Homogenni Markovsky retezec
s kone¢né mnoha stavy

Klasifikace stavu:

e stavie /e absorbcni, pokud je {i} uzavifena mnozina.



Homogenni Markovsky retezec
s kone¢né mnoha stavy

Klasifikace stavu:

e stavie /e absorbcni, pokud je {i} uzavifena mnozina.

e stavie/je periodicky s periodou d; € N, je-li d; nejvetsim spoleCnym

delitelem vsech n € N takovych, ze p,gf’ ) > 0.



Homogenni Markovsky retezec
s kone¢né mnoha stavy

Klasifikace stavu:

e stavie /e absorbcni, pokud je {i} uzavifena mnozina.

e stavie/je periodicky s periodou d; € N, je-li d; nejvetsim spoleCnym

delitelem vsech n € N takovych, ze p,gf’ ) > 0.




Homogenni Markovsky retezec
s kone¢né mnoha stavy

Klasifikace stavu:

e stavie /e absorbcni, pokud je {i} uzavifena mnozina.

e stavie/je periodicky s periodou d; € N, je-li d; nejvetsim spoleCnym

delitelem vsech n € N takovych, ze p,gf’ ) > 0.




Homogenni Markovsky retezec
s kone¢né mnoha stavy

Klasifikace stavu:

e stavie /e absorbcni, pokud je {i} uzavifena mnozina.

e stavie/je periodicky s periodou d; € N, je-li d; nejvetsim spoleCnym

delitelem vsech n € N takovych, ze p,gf’ ) > 0.

Tvrzeni 4: Dva sousledné stavy i,j € I maji stejné periody.



Homogenni Markovsky retezec
s kone¢né mnoha stavy

Pravdepodobnost prvniho dosazeni stavu j ze stavu i:
Oznaéme [ = P(Xisn = j. Xexn1 # 4o Xe1 #5 Xy =10)



Homogenni Markovsky retezec
s kone¢né mnoha stavy

Pravdepodobnost prvniho dosazeni stavu j ze stavu i:
Oznaéme [ = P(Xisn = j. Xexn1 # 4o Xe1 #5 Xy =10)

fij = Z f@-@ = pravdepodobnost, ze homogenni Markovsky
n=1 fetézec vychazejici ze stavu i vibec nekdy
dosahne stavu ;.



Homogenni Markovsky retezec
s kone¢né mnoha stavy

Pravdepodobnost prvniho dosazeni stavu j ze stavu i:
Oznaéme [ = P(Xisn = j. Xexn1 # 4o Xe1 #5 Xy =10)

©.@)

fii = [ ") = pravdépodobnost, Ze homogenni Markovsky
n=1 retézec vychazejici ze stavu i vubec nekdy
dosahne stavu .

k—1

f(k) (k) Z (s) (k s)
ij

s=1



Homogenni Markovsky retezec
s kone¢né mnoha stavy

Pravdepodobnost prvniho dosazeni stavu j ze stavu i:
Oznaéme [ = P(Xisn = j. Xexn1 # 4o Xe1 #5 Xy =10)

= Z fff) = pravdepodobnost, ze homogenni Markovsky
= fetézec vychazejici ze stavu i vubec nekdy
dosahne stavu .

k—1

f(k) (k) Z (s) (k s)
ij

s=1
k—1

(k) _ (k) (5) k=)
fi) =pi’ =Y fip

s=1



Homogenni Markovsky retezec
s kone¢né mnoha stavy




Homogenni Markovsky retezec
s kone¢né mnoha stavy

Cviceni 4: Najdéte fgf) pro véechna i,j,k.
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Homogenni Markovsky retezec
s kone¢né mnoha stavy

Cviceni 4: Najdéte fgf) pro véechna i,j,k.
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Homogenni Markovsky retezec
s kone¢né mnoha stavy

Cviceni 4: Najdéte fgf) pro véechna i,j,k.
(1) _ _
Joo" = Poo =0

@ 1/2 1
GQ




Homogenni Markovsky retezec
s kone¢né mnoha stavy

Cviceni 4: Najdéte fgf) pro véechna i,j,k.

féé) = pog = 0
(2 (2) ()

): p— J— 1
0’ =m0 =1/2 = by a0




Homogenni Markovsky retezec
s kone¢né mnoha stavy

Cviceni 4: Najdéte fgf) pro véechna i,j,k.

féé) = poo = 0
(2)

(2 1/2 1

2
00 = posb = 1/2 =g SR ~=0
2) (1) ~— T2

3 3 1) (2 2
f(go) = péo> — ( (go)p(()o) + foo' Pog ) = (1/2)




Homogenni Markovsky retezec
s kone¢né mnoha stavy

Cviceni 4: Najdéte fgf) pro véechna i,j,k.
féé) = poo =0
(2

(2 1/2 1

2
00 = posb = 1/2 =g SR ~=0
2) (1) ~— T2

3 3 1) (2 2
f(go) = péo> — ( (go)p(()o) + foo' Pog ) = (1/2)

k : k—
(go) — (1/2) :



Homogenni Markovsky retezec
s kone¢né mnoha stavy

Cviceni 4: Najdéte fgf) pro véechna i,j,k.
féé) = poo =0
(2

(2 1/2 1

2
00 = posb = 1/2 =g SR ~=0
2) (1) ~— T2

3 3 1) (2 2
f(go) = péo> — ( (go)p(()o) + foo' Pog ) = (1/2)

(k) E k—1 k 1"
o0. = (1/2)" (53) — (5)




Homogenni Markovsky retezec
s kone¢né mnoha stavy

Cviceni 4: Najdéte fgf) pro véechna i,j,k.

(1) _ _
Joo" = Poo =0

é? = posp3o = 1/2 = P(()%) @ 2 1/2 Q

3 3 1) (2 2) (1 2
f(go) = péo> — (f( )p(()o) T fé())P(()o)) (1/2)

(k) k—1 (k) 1 k f(k) B ;O, prOkSUdé,
— % <_> % 7 1(L) 7, prokliché.

00 9




Homogenni Markovsky retezec
s kone¢né mnoha stavy

Cviceni 4: Najdéte fgf) pro véechna i,j,k.

féé) = poo = 0
) = = 1/2 = 1 oSG
3 3 1 2 2 1 2
f(go) — péo> — ( (go)p(()o) T féo)P(()o)) = (1/2)
: k 0 pro k sudé,
(k) k=1 k) _ (1 S
o0 = (1/2) 03" = <2> Jos \(%)% , pro k liché.
‘ ‘

) 1. oro k = 0 pro k liché
(k) _ 1/9 k—1 f(k) — 7 P (k) _ I ) ;
33 = (1/2) 30 0, prok+2 79 (3)2,pro k sudé.




Homogenni Markovsky retezec

s kone¢né mnoha stavy

Cviceni 4: Najdéte fgf) pro véechna i,j,k.

f(%) = poo =0
(%) = po3p3o0 = 1/2 = p(()%)
3 3 1) (2 2) (1 2
féo) = pé()) — ( (go)p(()o) T fé())P(()o)) = (1/2)
(k) k—1 (k) 1\ "
o0 = (1/2) 03 = <§>
(k) _ k—1 () _ 1, pro k=
3. = (1/2) J50 0, pro k+2
( 4
0, pro k=1 0,
fig) = < _ (k) _
TG eok=2 BT

pro k sude,

k41

( pro k sudé,

k41

.pro k liché.

0
(3) * , prokliché.

KO, pro k liché,

| (3)=.pro k sudeé.

(k) _
83 —

)



Homogenni Markovsky retezec

s kone¢né mnoha stavy

Cviceni 4: Najdéte fgf) pro véechna i,j,k.

féé) = poo = 0
(2)

) _ g O g 1
00 Po3P30 1/2 Poo e 3 )5 Q

3 3 1) (2 2) (1 2
f(go) — péo> — ( (go)p(()o) T féo)P(()o)) — (1/2)

(k) k—1 (k) 1 & (k) (O, pro k sudé,
oo = (1/2 03— (5) Jos™ = \(%)% . pro k liché.
( ‘ _
(k) k—1 (k) _ )1, prok= & |0, prokliché,
= (1/2 fan’ = X — . ,
3 = (1/2) 0 0, prok#2 7°° | (3)2,pro k sudé.
( y i
0, rok=1 0, pro k sudé, k-1
R U Y= (1>
((3)" .prok=z2 (3) * ,pro kliché. 2

Dale je: fi; =1 provsechna i,5€{0, 3, 8}.



Homogenni Markovsky retezec
s kone¢né mnoha stavy

Klasifikace stavu:

« stavieljetrvaly, kdyz f;; = 1. Pokud je f;; < 1 stavi nazyvame
prechodnym.



Homogenni Markovsky retezec
s kone¢né mnoha stavy

Klasifikace stavu:
« stavieljetrvaly, kdyz f;; = 1. Pokud je f;; < 1 stavi nazyvame
prechodnym.

Oznaéme E(&) => . k fi(f) stfredni pocet kroku, které jsou tfeba
pro navrat retézce zpet do stavu i.



Homogenni Markovsky retezec
s kone¢né mnoha stavy

Klasifikace stavu:
« stavieljetrvaly, kdyz f;; = 1. Pokud je f;; < 1 stavi nazyvame
prechodnym.

Oznaéme E(&) => . k fi(f) stfredni pocet kroku, které jsou tfeba
pro navrat retézce zpet do stavu i.

 trvaly stavi e I nazveme nenulovym, kdyz je E(§;) < oo.
Pokud je FE(&;) = oo, stav i nazyvame trvalym nulovym.



Homogenni Markovsky retezec
s kone¢né mnoha stavy

Klasifikace stavu:

« stavieljetrvaly, kdyz f;; = 1. Pokud je f;; < 1 stavi nazyvame
prechodnym.

Oznaéme E(&) => . k fi(f) stfredni pocet kroku, které jsou tfeba
pro navrat retézce zpet do stavu i.

 trvaly stavi e I nazveme nenulovym, kdyz je E(§;) < oo.
Pokud je FE(&;) = oo, stav i nazyvame trvalym nulovym.

* trvaly nenulovy stav ktery neni periodicky nazyvame ergodickym.



Homogenni Markovsky retezec
s kone¢né mnoha stavy

Klasifikace stavu:

« stavieljetrvaly, kdyz f;; = 1. Pokud je f;; < 1 stavi nazyvame
prechodnym.

Oznaéme E(&) => . k fi(f) stfredni pocet kroku, které jsou tfeba
pro navrat retézce zpet do stavu i.

 trvaly stavi e I nazveme nenulovym, kdyz je E(§;) < oo.
Pokud je FE(&;) = oo, stav i nazyvame trvalym nulovym.

* trvaly nenulovy stav ktery neni periodicky nazyvame ergodickym.

Tvrzeni 5: Kazdy trvaly stav homogenniho Markovova retezce je
podstatny.



Homogenni Markovsky retezec
s kone¢né mnoha stavy

Klasifikace stavu:

Tvrzeni 6: Stav i je pfechodny pravé kdyz > ., pgf ) < 0.



Homogenni Markovsky retezec
s kone¢né mnoha stavy

Klasifikace stavu:

Tvrzeni 6: Stav i je pfechodny pravé kdyz > ., pgf ) < 0.

Priklad: Ukazte, Ze stav 1 je periodicky s

s periodou 2 a pritom je prechodny. 4%5 e @
ey

Najdéte stacionarni rozdéeleni

daného fetézce, pokud o~
existuje. g /
- 1



Homogenni Markovsky retezec
s kone¢né mnoha stavy

Nerozlozitelné retézce:

* homogenni Markovuv retézec {X:}.cr je nerozlozitelny prave kdyz
V ném neexistuje zadna jina uzaviena mnozina stavu krome
mnoziny vsech stavu 1.

Tvrzeni 7: Homogenni Markovlv fetézec {X;}.cr je nerozlozitelny
prave kdyz kazdy jeho stav miUze byt dosazitelny z libovolného
jiného stavu.

Tvrzeni 8: V nerozlozitelném Markovove fetézci {X;}:er S mnozinou
stavu I jsou v8echny stavy stejného typu: bud jsou véechny
prechodné, trvalé nulové nebo trvalé nenulové. V kazdém pripade
maji stejnou periodu a kazdé dva stavy jsou sousledné.

Tvrzeni 9: Nerozlozitelny Markovovuyv fetezec s konecnym poctem
stavl ma vsechny stavy trvalé nenulové.



Homogenni Markovsky retezec
s kone¢né mnoha stavy

Cviceni 5: Uvazujme dve osudi, kazdé obsahuje N Cernych a
bilych kouli. Predpokladejme, ze soucet vsech bilych kouli je N,
stejné jako soudet viech &ernych. Rekneme, Ze osudi 1 je ve
stavuiel = {1,2,...,N}, kdyz obsahuje i bilych a N-i Cernych kouli.
(Ve druhém osudi je to zfejme opacne.) V kazdem kroku postupne
vybereme po jedné kouli z kazdého osudi a vlozime je vzdy do
osudi opacného. Oznacme {X:};cr Markovlv retézec, jehoz stavy
jsou stavy osudi 1. Ukazte, ze tento retezec je homogenni

nerozlozitelny a najdéte jeho matici pravdépodobnosti prechodu.
Najdéete jeho stacionarni rozdéleni, pokud existuje.



Markovské procesy se spojitym casem
a s konecnhe mnoha stavy

Nahodny proces {X;, t € T } ve spojitém ¢ase se spocetnou
mnozinou stavu / je Markovovym nahodnym procesem, jestlize
pro kazdé i I existuje ¢t € T tak, ze P(X:; =1i)> 0 a plati markov-
ska vlastnost:
PXs=i| Xy =35, X4, =51,..., Xy, = Jk ) =
P(Xs=1| Xy =7)=mp(t,s)

pro libovolné Casy 0<u<...<n<t<sastavy i ji, ..., jk.

* Markovuv proces {X:}:cr je homogenni, jestlize pro kazdé teT
plati pi(t,s)=pi(s-1).

Oznacme 7= (my, ..., m, ) pocatecni rozdeleni procesu {X:}:cr.

p(t) = (pi(t), ..., pm(t)) absolutni rozdéleni procesu v &ase +.



Markovské procesy se spojitym casem
a s konecnhe mnoha stavy

Chapman-Kolmogorovova rovnost: pro libovolnou dvoijici
stavl i,j e/ a Casy t,s e T existuje Casre T, t <r <s tak, ze plati
m

Pij (ta S) — Zpik (tv T)pkj (Ta S)

podobne pro absolutni rozdeleni

Zpk )Pki(t, $) Zﬂ'kplm (0, s)



Markovské procesy se spojitym casem
a s konecnhe mnoha stavy

Intenzity prechodu:

* predpokladejme dale, ze
* existuje limita lim p;; (t,s) pro kazdéijeclajerovna0kdyzi#j
arovna 1 kdyz i =j.

e prokazdéi£jelasecT existuje
pij (L, s)

lim === = gi;(s)
e prokazdéielaseT existuje
1 — 11 ta
lim pii(t, s) = q;(s)

s—>t s — 1

* funkce g;i(s) pro i #j budeme nazyvat intenzitami prechodu v Case s
* qii(s) =-qi(s) je intenzita setrvani ve stavu i v ¢ase s.

* matice intenzit prechodu v case s je (Q(s) = (qij(s))

e zrejme plati Z ¢ij(s) =0 prokazdé i€l aseT
jeI



Markovské procesy se spojitym casem
a s konecnhe mnoha stavy

Soustava Kolmogorovovych diferencialnich rovnic:

Z CH-K rovnosti plyne

pij(t, s+ A) = sz'k(t, $)Pkj(s,s +A)

kel
pij(t,s + A) = pir(t, s)p;(s,s + A) + Z pik(t, 8)pi;(s,s + A)
i kel
Dij (ta S+ A) — Pij (tv S) — Dij (ta S)(pjj (87 S T A) — 1) T Z Pik (ta 8)p7€j(57 S+ A)
itj kel

pij(t,s +A) —pi(t,s) pjj(s,s+A)—1 pri(s,s +A)

A = pi;(t,s) A . Z pix(t, s) A

1£7,kel
AN—0 =
ﬁpz- ' t, S
109) g+ Y palt s (s
itj kel

soustava (prospektivnich) Kolmogorovovych diferencialnich rovnic



Markovské procesy se spojitym casem
a s konecnhe mnoha stavy

Soustava Kolmogorovovych diferencialnich rovnic:

Z CH-K rovnosti plyne
pij(t — A, s) = sz'k(t — A, )pj(t, 5)

kel
pij(t — A, 8) = pii(t — A, 1)pij (¢, s) + Z pik(t — L, ) pr; (¢, 8)
i£j kel
Pij (t—A,s) — Dij (t,5) = (pjj (t—At) - 1)pij (t,s) + Z pik(t — A, t)pkj (t, %)
i£j kel

pii(t—A,s)—pii(t,s) pii(t—At)—1 ik (t — A\, 1)

J > J _ Dby = pii(t,s) + | Z prj(t, s)

1£7,kel
A—=0 =
0 17 t, S
Sl g+ Y st
itj kel

soustava (retrospektivnich) Kolmogorovovych diferencialnich rovnic



Markovské procesy se spojitym casem
a s konecnhe mnoha stavy

Soustava Kolmogorovovych diferencialnich rovnic:
8]?7;3' (t, S)

5. = Piilt:s)a;(s) + > it s)qr;(s)
i£j, kel
r(‘? t 3 1
pm szk (t,5)qK; (S
. kel
ﬁpi- t,S
Jﬂ(t ) _ng t S QJ Z QZk pkj t S)
1£7,kel
COpyi(t, 1
pj ®) Z%k )Pk (t, S)
. L kel D
neboli
OP(t s | | i
(¢, s) — P(t.$)O(s) obe §9ust§1vyvjss>u e,kvwalentnl
0s = majl stejne reseni
OP(t
2) Q)P s)

ot



Markovské procesy se spojitym casem
a s konecnhe mnoha stavy

Soustava Kolmogorovovych diferencialnich rovnic pro
homogenni proces:

Pij (t,s) = pz‘j(S — 1) Qij(s) = {ij
pi;(s) = qu;k(S)qkj pi; (0) = di; sz-j (t)=1 Viel
kel jEeI

P'(t)=P(t)Q, P(0)=E, P! =¢

Pokud existuje stacionarni rozdeleni P* = Jlim P(t), pak pro ne;j
plati:. 0= P#)Q, P e’ =¢ >~

Tato soustava ma feSeni ve tvaru  P(t) = P(0).e%!



Markovské procesy se spojitym casem
a s konecnhe mnoha stavy

Rozdéleni casovych intervall mezi zménami stavu:

Necht v ¢ase r € T je proces ve stavu i € I.Jaka je pravdépodob-
nost, ze se tento stav nezmeéni v casovém intervalu (¢, t+ Af)?

* pi(0)=1
* pii(?) e klesajici
« pii(?) = e~ %", kde ¢; je intenzita setrvani ve stavu i.

Necht v éase ¢t T je proces ve stavu i €. Jaké je rozdéleni
pravdepodobnosti doby setrvani = v tomto stavu v casovém

intervalu (¢, t+ Af)?
P(1 > At) = pis(At) = e 48 = 1 — g; At + o( At)
P(r < At) =1—pi(At) =1 —e 48 = g, At + o(At)



Markovské procesy se spojitym casem
a s konecnhe mnoha stavy

Priklad: Poissonuv proces (proces zrodu, pure birth process)
AAt AAt /1At : AAt
% 8
U] AAt 1-AAt U 1-AAt 1-AAt /1At Ul-,mt

P(v ¢ase (t,t + At) nastane udslost) = P(7 < At) =1 — e 2t = AAt + o(At)

P(v ¢ase (t,t + At) nenastane udélost) = P(1 > At) = e 2t =1 — AAt + o(At)

= Qi,i—l—lz)\a QZ’L:_)\a qw:Opl"O ‘Z_]‘>1

(X A 0 0 )
A XN 0 ...
Q=10 0 =X X\ = P.Q

o .-:.'/



Markovské procesy se spojitym casem
a s konecnhe mnoha stavy

Priklad: Poissonuv proces (proces zrodu, pure birth process)

(pg)o Po1 Po> Pos
p/10 p/11 p/12 p/13
P20 P21 P22 P23

\

Péo = —ApPoo
p61 = APoo — APo1

Pha = ADo1 — APo2
p{m = —AP10

p’11 = Ap10 — AP11
p’12 = AP11 — AP12

-

/poo Po1  Po2 Po3 \

\

/—0A

P11 P12 D13

P21 P22 P23 ... 0
= Poo = e M
= Po1 = e M

(M)

— DPo2 = o e
= p1o =0
= Po1 = e M

= Po2 = e M

A O 0 ...
A A 0 \
0O =X X ...
AL
S Y
( )
- (At)ke—)\t
Pii+k — Ll
\_ Y,




