Pravdepodobnost a
matematicka
statistika

prof. RNDr. Gejza Dohnal, CSc.
dohnal@nipax.cz

selif®

Il. Nahodna velicina

https://sms.nipax.cz/pas



mailto:dohnal@nipax.cz

Nahodne udalosti v case

pocet udalosti v Case £ N(¥) «— diskrétni nahodna veli¢ina
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cas vyskytu i-te udalosti: 7; «—— spojitd nahodna veli¢ina



Nahodne udalosti v case

pocet udalosti v Case £ N(¥) «— diskrétni nahodna veli¢ina

N=1 2 3 4 56 7 8 9
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doby mezi udalostmi: 7, = t; — t;—1

spojita nahodna veliCina

A(t) = Nt(t) — > A= lim N ()
0 tredni pocCet
\ udalosti za jesdrrfotrllhpf?acseu
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stredni doba mezi udalostmi

A je intenzita udalosti, 1/\ je stfedni doba mezi udalostmi



Nahodne udalosti v case

pocet udalosti v Case 7. N(¢)

N=1 2 3 4 56 7 8
— ¢ ¢ De——IiOl¢ e—i¢

1 T2 T3 T4 T5 T6 T7 T8 79 cas

+ \O
v

doby mezi udalostmi: 7, = t; — t;—1

Jaka je pravdepodobnost, ze doba mezi udalostmi
neprekroCi hodnotu ¢ 7 P(r <t)="

Jaka je pravdepodobnost, ze za dobu ¢ nastane £ udalosti?
P(N(t) = k) =?

A je intenzita udalosti, 1/)\ je stfedni doba mezi udalostmi



Nahodne udalosti v case

pocet udalosti v Case 7. N(¢)

N=1 2 3 4 56 7 8 9
—k—3e ¢ De——IiOl¢ e—i¢ e >

1 T2 T3 T4 T5 T6 T7 T8 79 cas

doby mezi udalostmi: 7, = t; — t;—1

Jaka je pravdepodobnost, ze doba mezi udalostmi
neprekroCi hodnotu ¢ 7 P(r <t)="

f Exponencialni rozdeleni s parametrem \ 3
Pir<t)=1—¢e t>0

1
Ft)=1—eM = f(t) =A™, t>0, E(r) = " Var(t) = \°

A je intenzita udalosti, 1/)\ je stfedni doba mezi udalostmi
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Exponencialni rozdeleni

f(t){O’/\t t <0 F(t){o, t <0

e Mt >0 1—e M t>0
1
A= —
)
0 t <0 0 t <0
t: , . Ft: 7 t
/() {(1565, t >0 (t) {165, t >0

Exponencialni rozdeleni je rozdeleni pravdepodobnosti
nahodné veliCiny, ktera popisuje dobu mezi nezavislymi,
nahodne se vyskytujicimi udalostmi v Case.

Pfitom stfedni doba mezi témito udalostmi je rovna 0 a
stfedni pocet téchto udalosti za jednotku ¢asu je A.



Exponencialni rozdeleni

{P(T§t+S‘TZS)J: P((7 < J(r )> )( T>s))
B P(TE <S,t—|-8>) B F(t+s)— F(s)

- P(r > s) B 1 — F(s)
Cl-e T —14ed _ed—etvers

Exponencialni rozdeleni nema pamet!



Nahodne udalosti v case

pocet udalosti v Case 7. N(¢)

N=1 2 3 4 56 7 8 9
1 T2 T3 2 T4 s T6 T7 T8 79 2 c“:as)
doby mezi udalostmi: 7, = t; — t;—1
Za jak dlouho nastane & udalosti ?
Jaké je rozdéleni Casu # ? Pty <t) =7
k=2: Pt <t)=" , , :
t2 =T —|— T O 71 S T2 [

P(tQ S t) — ZP(Tl & <87;_1,SZ'>)P(7-2 St— S; ’7’1 - <Si_1,8i>))



Nahodne udalosti v case

pocet udalosti v Case 7. N(¢)

N=1 2 3 4 56 7 8 9
1 T2 T3 2 T4 Ts T6 T7 T8 79 2 c“:as)
doby mezi udalostmi: 7, = t; — t;—1
Za jak dlouho nastane & udalosti ?
Jake je rozdéleni Casu # ?
k=2: P(t2 < t) =7 H-HHHHHHHHHHHHHHHHHHHHH AR
to =71 + 7o 0 S [

P(tQ S t) — ZP(Tl & <87;_1,SZ'>)P(7-2 St— S; ’7’1 - <Si_1,8i>))

P(tg < t) — zn:P(Tl - <Si_1,8i>)P(’7'2 < t—Si)



Soucet nahodnych veli¢in s Exponencialnim rozdelenim

k=2: P(tQ < t) =7 HHHHHHHHHHHHHHHHHHHHH R
to =11 + 7o 0 S A

Pty <t) = Zp(ﬁ € (8i1,8))P(1a <t —s; |71 € (si_1,8:)))

P(tQ < t) — zn:P(Tl - <87;_1,87;>)P(7'2 < {— 87;)

n—1
1=0

n—1

=N f(si).dsF(t — s; — ds) %/O F(t —s)f(s)ds

1=0

t
/ (1—e M= N e ™ ds=1—e M- A—eM=1—e?1+\)
0



Soucet nahodnych veli¢in s Exponencialnim rozdelenim

k=2 F(t)=1- e—”(l + ) f2(t) = Ae M1+ A)

k=3: P(t ZPTB (8i—1,8:))P(T1+ 12 <t —s;)

ki Pty <t) = P(k € (si—1,8))P(T1+ -+ Tho1 <t — 5;)
t
b = / Frp_1(t —s)f(s)ds  <—k-ta konvoluéni mocnina F(t)
0

k—1 -
At)*
Fk(t)zl—e_Mg (), pro t > 0

7!
i=0
F(t) =0, prot <0




Erlangovo rozdeleni

( v , v , ’ “ v c sy )
Rozdeleni soucCtu £ nahodnych veliCin s exponencial-
nim rozdelenim s parametrem se nazyva Erlangovo:

Fr.(t) =0, prot<0

1

Fr(t)=1—e" , prot>0
i=0
fr(t) =0, prot <0
B ()\t)k—l
fk(t):)\e At(k_l)!a pro ¢ > 0
k k
FE(X) = " Var(X) 2




Nahodne udalosti v case

pocet udalosti v Case 7. N(¢)

N=1 2 3 4 56 7 8 9

T1 T2 T3 9 T4 Ts T6 T7 T8 79 2 éas)
doby mezi udalostmi: 7, = t; — t;—1
Za jak dlouho nastane & udalosti ?
Jaké je rozdéleni ¢ast t; ? Pty <t) =7
Jaka je pravdepodobnost, ze za dobu ¢ nastane &
udalosti? P(N(t) =k) ="

k—1 ()\t)i

P(N(t) <k)=P(tp >t) =1—F(t)=e > > prot >0
odtud: =

PIN(®) = k) = P(N(1) < k+1) = PN(t) < k) = e &




Nahodne udalosti v case

pocet udalosti v Case 7. N(¢)

N=1 2 3 4 56 7 8 9

T1 T2 T3 9 T4 Ts T6 T7 T8 79 2 c“:as)
doby mezi udalostmi: 7, = t; — t;—1
Za jak dlouho nastane & udalosti ?
Jaké je rozdéleni ¢ast t; ? Pty <t) ="
Jaka je pravdepodobnost, ze za dobu ¢ nastane &
udalosti? P(N(t) =k) ="

éa )\ . )
t
P(N(t) =k) = (k') e kE=0,1,...

E(N(t)) =Var(N(t)) = Mt

. J
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Poissonovo rozdeleni

At)F
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Systém hromadne obsluhy

)\m: > U >

A

(@4—@’4— g/<—®<—
[t

P(v &ase (4,++h) piijde 1 zékaznik) =1 —e M= Ah +o(h), h — 0

P(v &ase (t,t+h) nepiijde 1 zakaznik) = ¢ "' =1— Ah+o(h), h — 0

P(v &ase (t,1+h) odejde 1 zdkaznik)=1 — e "= puh +o(h), h — 0

P(v &ase (¢,/+h) piijdou 2 zakaznici) = (1 — e M) (1 —e #")=0(h), h — 0

P(v Case (¢,t+h) se pocCet zdkaznikli nezméni) = P(X (t + h) = j | X (¢) = 7)

= P(v Case (¢,t+h) zadny zakaznik nepiiyde a zadny neodejde) = e Memrh

=1—Ah—ph+o(h), h = 0
P(v ¢ase (t,¢+h) se pocet zdkaznikli zvy§io 1) =P(X(t +h) = j + 1| X(t) = j)

= P(v &ase (¢,1+h) jeden zakaznik ptijde a zadny neodejde) = (1 — e~ )e "
= Ah+o(h), h — 0



Systém hromadne obsluhy

)\HH > MU >

A

O O @ " ®. -
17

pr(t) = P(v Case ¢ je system ve stavu k) = P(v Case ¢ je v systému k zakazniku)

po(t+ h) = po(H)(1 — Ah) + p1puh + o(h)
pi(t + h) = pr(t)(1 — Ah — ph) + pr—1(E)Ah + per1ph + o(h), k>0

0= —Apo + up 00
0=—(A+ w)pk + Apk—1 + pPr+1 Zpk =1



Systém hromadne obsluhy

)\HH > H -
A
© PR C) PR ) PR
7
0= —Apo + up1 N
Zpk =1
0=—(A+ u)pr + ADk—1 + UPr+1 k=0

2k = — APk + UPEk+1 0= 2
O=zp_ 14+ 2, k=1,2, ...




Systém hromadne obsluhy

)\m: > U >

OO @ ®

A /AP
pk:(l__) (_) k=012
) \ p

Otazky: 1. Jaky je prumérny pocet zakazniku v systemu?

2. Jaky je prumérny pocCet zakazniku ve fronté?
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stav 1 stav 2

pi(t+ A) = pi(¢)(1 = AD) + p2(t)uls p1(0) =1, po(0) =0
p2(t + A) = p1(H)AA + pa(t) (1 — phd)
dp1(t)

T = —Api(t) + pp2(l) B A gt

pl(t) — )\ | )\ (&

dn- (+ + +

p2(t) = Ap1(t) — pp2(t) A

ai pa(t) = X (1 — 6_(>‘+“)t)
p1(0) =1, pa(0) =0 T

. _ . _ A

tlﬂgopl(t) Tt tllff}@p?(t) “Nro

[imitni pohotovost

Nespolehlivy systéem

[imitni nepohotovost




Weibullovo rozdeleni




f(t)

M= 175y

Intenzita poruchy

te R

Pravdepodobnost, ze se zarizeni poroucha v case
t+ A, kdyz vime, ze se do doby ¢ neporouchalo
(pro hodné mala A) je rovna pfiblizné A A(?).

«—— Weibulls 8 > 1

Exponencialni

/ (Weibull s 8 = 1)

Weibulls 8 < 1

“—

y

>

3'0



Logaritmicko-normalni rozdeleni

r - N
0, x<0 Y ~ N/,LL, o )
f(x)=+ 1 exp(— (Inx —ZM) ), =0 X = eXp(Y)
ox~27 20 5
k X ~ LN(1,0?)

O,2

E(X)= exp(u + 7), Var(X) = exp(2u + 02)(exp02 - 1)
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Charakteristiky doby zivota

Priklad: Zivotnost ventilatoru dieselového motoru miiZeme popsat
pomoci exponencialniho rozdeleni se stredni dobou 68 = 28.700 hod.

1. S jakou pravdepodobnosti se ventilator poroucha béehem prvnich
100 hodin?

100
1 X

100 -
— — — 1 _ 287 —_
P(X <100)= [ a0 P oo Idr =1 2T = 0,003478

2. Jaka je pravdepodobnost, ze ventilator vydrzi bez poruchy zarucni
dobu 8.000 hodin?

8000

! a )dx = e B0 - ()76

P(X>8000)= [, 28700 P 28700

3. Jaka je intenzita poruchy?

Intenzita poruchy je potom A=1/ 6=1/28.700=34,8 ppm.
P(X =100) = A.100 =100.0,00003484 =0,003484



Charakteristiky doby zivota

Priklad: Zivotnost ventilatoru dieselového motoru miiZeme popsat
pomoci exponencialniho rozdeleni se stredni dobou 68 = 28.700 hod.

4. Jaka je ,typicka” delka zivota ventilatoru?

median = X, 5 = —28.700In(1-0.5) =19.900

5. Jaka je stredni doba zivota ventilatoru?

E(X)=0=28.700

6. Do jaké doby se poroucha v priméru 90% vsech ventilatoru?

%o =—-28.700In(1-0.9) = 66.084



