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Bodové odhady
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Bodové odhady

Statistické charakteristiky: jsou spocCteny na zakladé pozorovani xi, x2, ..., xn
.1.d. V}I/béru X1, X, ..., Xa

Odhad stfedni hodnoty: 4 =X, - je nevychyleny (nestranny, unbiased)

[E(Xn)j: E (% ix) _ %E (i: XZ-> _ %iE(XZ-) _ %f:u

Var(X,,) = E(X,, — p)* = (2:Z Bl _n’u) — (Z )

n
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- rozptyl konverguje k O pro n—o => je konzistentni



Bodové odhady

Statistické charakteristiky: jsou spocCteny na zakladé pozorovani xi, x2, ..., xn
.1.d. V}I/béru X1, X, ..., Xa

Odhad rozptylu: o2 = - Z(Xi — )_(n)2 - je vychyleny (biased)
1=1
(B F £ (L300 - x7) - (Y- x.7) -
- n 1=1 " 1=




Bodové odhady

Statistické charakteristiky: jsou spocCteny na zakladé pozorovani xi, x2, ..., xn
l.i.d. vybéru Xi, Xa, ..., Xu

— 1 n .
E(aﬂ):”n o’ sP=——6" = B(s?) =0
[ _
Tedy vybérovy rozptyl s° = . Z(Xi — X,,)? je nestrannym odhadem
rozptylu o2 L

Jak je to s rozptylem téchto odhadi?

Var(s?) = Var( " 62) — (

n—1

n

)ZVar(62) > Var(62)

n—1
Tedy: |
rozptyl zakladniho souboru 6° = =) (X; — X,,)* 1 vychyleny,

n ale ma mensi rozpty!
1 n B : , ,
vybérovy rozptyl s = Z(XZ- - X,)? nevychyleny,
n—1 — ale ma vetsi rozptyl



Bodové odhady

Odhadujeme neznamy parametr 6. Najdeme odhadovou statistiku

0(X1,Xo,...,X,) tak, aby splfiovala nékterou (nejlépe vSechny)

z nasledujicich vlastnosti:

» Nestrannost: E(é(Xl,Xz, X)) =16
+ Vydatnost: Var(6(X1,Xs,...,X,)) je minimalni
- Konzistence: lim Var(é(Xl,Xg, . ,Xn)) =

n—oo

Jak se hleda odhadova statistika?

- Metoda maximalni vérohodnosti (maximalizuje vérohodnostni funkci)
- Momentova metoda (srovnava teoretické a vyberove momenty)

- Metoda nejmensich Ctvercu (minimalizuje Ctvercovou odchylku)



Metoda maximalni vérohodnosti (Maximum likelihood)
* pozorovanim i.i.d. vyberu Xi, Xz, ..., Xn, dostaneme pozorovani xi, xz, ..., Xn

- uvazujme sdruzenou hustotu nahodného vektoru (X1, X, ..., Xn), ktera zavisi

na neznamém parametru f(xi, x2, ..., xn; 0)
- s touto funkci budeme nadale zachazet jako s funkci neznamé 6 a budeme

ji nazyvat verohodnostni funkci: /(8; x1, x2, ..., xn)

* hledame 6 = argmax{(0;z1,...,x,) anazveme je maximalné vérohod-
0

nym odhadem parametru 6.

Casto namisto funkce [(6; x1, x2, ..., xn) maximalizujeme logaritmickou

verohodnostni funkci L(8; x1, x2, ..., xn)= In(l(G; x1, x2, ..., Xn)).

Vysledkem je tzv. ML odhad (MLE)



Metoda maximalni vérohodnosti (Maximum likelihood)

)\k
Pfiklad 1: Odhad parametru Poissonova rozdéleni p(k) = Fe_’\

Mame pozorovani ki, k», ..., kn a vytvorime verohodnostni funkci
e O N N S ks - 1
l()\;kl,...,kn):Hki!e — e MM \Zim Hk—i!
i=1 i=1

Vytvorime logaritmickou verohodnostni funkci:

n n

LOX Ky b)) = —nA +In(0) >k, +ln(

1=1 1=1

1
=)
a hleddme maximum: AL(\; ki kn) 1 —
) A N LV - kz
d\ T ;

—n+izkz’ —0 = [1_ 2 i=1 ke } ML odhad A (MLE A)
A\

: T
1=1




Momentova metoda

* pozorovanim i.i.d. vybéru X1, X, ..., Xu z néjakého rozdeleni s d.f. F(x;6),
kde 6 = (04, ..., 6k) je kneznamych parametru

- SpocCteme k teoretickych momentu u, ..., uxa k vyberovych momentu
mi, ..., My

« porovnanim téchto momentu dostaneme £ rovnic, z nichz vyjadfime &

odhadl neznamych parametrd.

Priklad 2: Odhad parametri normalniho rozdéleni N(u, 62) momentovou metodou.

1 1
= FE(X) = m; =T = — Zj L == X
1 (X) = u, 1 - ;:1 odtud: K n 4=
2 2 2 1 2 . - 2
po=E(X")=0"4+p" mo=—) x; tedy: 6°+40°=— ) x;
n n
1=1 1=1



Intervalové odhady - Intervaly spolehlivosti

Intervalovy odhad je interval (@L(X), 7(X))) takovy, ze

P(© € (0r(X),0n(X)) =1~a

a - hladina vyznamnosti 1-a - koeficient spolehlivosti

Priklad 3: konstrukce intervalového odhadu stfedni hodnoty pfi vybéru z normalniho

rozdeleni. _ B
p=X, X,~N(u, c?/n) Z:X H

Protoze u ani o2, musime pouzit t-rozdeleni: T =




Intervalové odhady - Intervaly spolehlivosti

Priklad 3: konstrukce intervalového odhadu stfedni hodnoty pfi vybéru z normalniho
rozdeleni. S

X — X —
S“Lv%e:m_qm@z—1) S“Hxﬁi:t%@oz—1)

_ S — S

atedy: ;=X — ——t;_,/9(n—1 g =X — ——t9(n—1
y 259 /n 1 /2(n ) UH NG /2(” )

ze symetrie t-rozdéleni vime, ze t,/2(n —1) = —t1_4/2(n —1) , atedy

~ - S
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Hustota pravdépodobnosti Studentova rozd&leni t(»n) \/ﬁ

—

0.4-

0.31

0.2

0.1

00 &&=

-
—
N -
-



Intervalové odhady - Intervaly spolehlivosti

Priklad 3: konstrukce intervalového odhadu stfedni hodnoty pfi vybéru z normalniho
rozdéleni. >

X — [ X — [
L=t ap(n—1) /i = taa(n = 1)

— S — S
atedy: ;=X — —t,_.,n—1 g =X — ——t,0(n—1
y 1155 \/ﬁ 1 /2(” ) HH \/ﬁ /2(” )
ze symetrie t-rozdéleni vime, ze t,/2(n —1) = —t1_4/2(n —1) , atedy
_ S
g =X + ——t_a(n—1
HLH =+ /n 1 /2("1 )

Oznacime-i i751_(%/2(f17, — 1) = SFE, potom Ize intervalovy odhad psat ve tvaru

/n

AA B B SE = standardni
((ML,MU) = (X —SE, X + SE)) chyba

PX-SE<u<X+SE)=1-a«

Poznamka: Pokud rozptyl o2 zname, potom mlzeme pouzit kvantily standardniho

o)
normalniho rozdéleni a standardni chyba bude mittvar SE = —

\/ﬁm—! /2 -



Intervalové odhady - Intervaly spolehlivosti

Priklad 4: Test spotfeby automobilu

Deklarovana prumérna spotfeba je 13,5 /100 km

Otazka: Odpovida deklarovana prumeérna spotreba namérenym

datum?
1 194, 8
= = = ——— =13,914
14 7 14
14 -
1 4,017
2= — 21 149° = = ¢
$°= 13 3 X: o’ 3 = 0,30
Zvolime «=0,05 => to,975(13) = 21603686¢
SE = O’ffgto,%(l:s) =0,15.2,16 = 0, 32

Tedy intervalovy odhad je (13,59; 14,23)

spotreba

n (1/100)
1 12,8
2 13,5
3 14,2
4 13,6
5 14,1
6 14,5
7 13,6
S 13,9
9 14,3
10 15,1
11 13,7
12 13,4
13 13,9
14 14,2

Protoze 13,5! (13,59; 14,23), muzeme tvrdit, Ze naméfrena
spotfeba se od deklarované statisticky vyznamné lisi. ?2?7?

T.INV(0,975;13)=
=2,16036866

=



Intervalové odhady - Intervaly spolehlivosti

Prameér | Sm.odch. | N | Sm.chybaj}| Int. spolehl. | Int. spolehl. [JReferencni t SV p
Froménna -90.000% +90,000% |§ konstanta
spotieba 1/100 13.91429[ 0,555888| 14, 0,14856 13,65113 1417739 12,50000| 9,519502| 13| 0,000000
Primér Sm.odch. | N | Sm.chybal| Int. spolehl. | Int. spolehl. JReferencni t SV p
Promé&nna | -95,000% | +95,000% |jkonstanta
spotieba /100 [13.91429] 0555888 14 0 14856 13,69333 1423525 12.50000 9.519502 13 0,000000
Pramer | Sm.odch. | N | Sm.chybaj| Int. spolehl. | Int. spolehl. [Referencni L SV p
Proménna -99.000% | +99.000% Jkonstanta |
spotieba 1100 [13.91429] 0555888 14 0,14856 13,46676 14,36181 | 12,50000 9,519502 13 0,000000

M
o
N
o
S _— 99% \\
p[40 M-20 M M+20 p-IF40



Intervalové odhady - Intervaly spolehlivosti

=

spotreba <- data.matrix(read.table(,spotreba.txt")) #nacteme data

for (i in 1:10) a[i]=1-1/100 #hladina vyznamnosti o
clm=matrix(0, nrow=10, ncol=2) # sem ulozime meze int. spolehlivosti
for(i in 1:10) {
ali]=1-i/100 #menime hladinu vyznamnosti od 0,99 do 0,9
t=t.test(spotreba, conf.level=a[i]) #funkce t.test spocCte intervalove odhady,
clm[i,]=c(t$conf.int) #které ukladame do matice clm
}
plot(a,cim[,1], ylim=c(13.4, 14.4), type="I", # vykreslime graf s dolni mezi

main="Intervalové odhady pro stredni hodnotu",
xlab="alfa", ylab="stredni spotreba”, col="blue")

lines(a,clml,2], col=,blue") # doplnime horni mez

for (iin 1:10) d[i]=13.5 # deklarovana spotreba, kterou
lines(a,d, col=,red") # zde vykreslime jako Cervenou linku
for (i in 1:10) m[i]=mean(spotreba) # prumeérnou nameérenou spotrebu
lines(a,m) # zde vykreslime jako Cernou linku

Intervalové odhady pro stfedni hodnotu

140

stfedn| spotfedba

136 138

134

| 1 |
0.90 092 0.94 0.96 0.98 *
alfa



Intervalové odhady - Intervaly spolehlivosti
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Intervalové odhady - Intervaly spolehlivosti

VlIiv zmeny odhadovaneho parametru na sirku intervalu spolehlivosti

2,0 . . .
vybérovy rozptyl=1

157 n=10

Jedna se o0 95% intervaly spolehlivosti.
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Intervalové odhady - Intervaly spolehlivosti

Vliv zmeny smerodatné odchylky na sirku intervalu spolehlivosti

4
prumér=0
I n=10
Jedna se o0 95% intervaly spolehlivosti. __— 3
2 i | -
1+ - =
0 L
1 U
2t -~
prumer —1 |
3. — dolni hranice —_
—— horni hranice
-4 . . . . | | | | |
2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

smérodatna odchylka



Intervalové odhady - Intervaly spolehlivosti

Vyznam hodnoty o
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Simulacéni priklad: N=100, u=0, a=0,05, (5 intervald mimo)



Intervalové odhady - Intervaly spolehlivosti

Vliv zmeény hodnoty a na sirku intervalu spolehlivosti

2,0
prumér=0
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Intervalové odhady - Intervaly spolehlivosti

Priklad 5: konstrukce intervalového odhadu rozptylu pfi vybéru z normalniho rozdéleni.

(n! 1)s?

Zde vyuzijeme znalost toho, zZe ™ C 2(n 1)

Podobnymi Upravami jako v pripade stfedni hodnoty se dostaneme k intervalovému
odhadu ve tvaru (n! sz . (n! 1)s?

7,00 D) 7,0 )




Intervalové odhady - Intervaly spolehlivosti

Priklad 6: Odhad pravdépodobnosti p.

- pfi Setfeni jsme zjistili, Ze ze 100 dotazanych respondentu 43 se chysta
volit stranu mirného pokroku v mezich zakona
- ma tato strana sanci vyhrat ve volbach?

X : i-ty dotazany bude volit SMPvVMZ = 1, nebude volit SMPvVMZ = 0O,
.00

Y =podet t&ch, ktefi budou volit SMPvMZ = X; ! Bin (100, p)
i=1

Y Ize aproximovat rozdélenim N (np,np(1! p))

p(l! p)
N

Y ma potom také pfiblizné normaini rozdéleni N p,
Odhad pravdépodobnosti p Ize tedy chapat jako odhad stfedni hodnoty .

Bodovy odhad pravd&podobnosti p je X = 0,42 . Intervalovy odhad je potom

Y0 | p(ll p) U]_!!/z" p" X + p(ll p) Uit 1/2

n N
Up g75 = 1,9€ Tedy intervalovy odhad je (0,33; 0,53) => SMPvMZ ma statisticky
vyznamnou sSanci na hladiné vyznamnosti 5 % ziskat nadpolovicCni
vetsinu.

=



