UCEBNI TEXTY VYSOKYCH SKOL

Fakulta strojni

Zaklady teorie nahodnych procesu

Ing. Milan Ullrich, CSc

Ceské vysokée uéeni technickée v Praze



P¥edmluva

OBSAH

Kapitola I - N4hodné procesy

l.1.

Definice nédhodného procesu

Kapitola II ~ N&hodné procesy s diskrétnim Zagenm

2.1,
2.2,
2.3.
2.4,
2.5.
2.6,
2.7.
2.8,
2.9.

2 .10.

Markovsky retdzec

Homogenn{ merkovsky Fetdzec

Geometrické zndzornovéan{ homogennfch markovskych Fetdzcd
Klasifikace stavd homogennfho markovského Tetézce
Pravd&podobnosti prvnfho dosaZen{ stavu j ze stavu i
Trvalé a pechodné stavy

Nerozlo%itelné merkovské Tretézce

Staciondrnf markovské ret&zce

Pr{klady

Zékon velkych &fsel

Kapitola III - Nédhodné procesy se spojitym Zasem

Jels
J.2.
3.3
3.4.
3.5.

30 60

3.7.

Markovsky proces

Intenzity pravd&podobnost{ prechodu a Kolmogorovy rovnice

Homogenni markovské procesy

Klagifikace stavd homogenniho markovského procesu
Pri{klady homogennich markovskych procesy’

3.5.1. Poissonlv proces

3.5.2. Proces ryztho rozmno%ovani

3.5.3. Proces rozmnofovdn{ a umrt{

Aplikace homogennfch markovskyech process

3.6.1. ZjednoduSend dlohs o telefonnich linkéch

3.6.2. Uloha o telefonnich linké4ch v p*{pad& koneného
poltu linek a s moZnost{ libovolnd délky fronty
&ekajicich

3.6.3. Uloha o telefonnfch linkdech v pr{pedd kone&ného
podtu linek a s moZnost{ Jen koneZné délky fronty
Cekajicich

3.6.4. Uloha o obsluze m automatd jednfim pracovnikem
3.6.5. Uloha o obsluze m sutomatd n pracovniky
Odhady intenzity pravd&podobnosti pifechodu

Kapitola IV - Stuciondrnf néhodné procesy

4.1.
4.2,
4.3.
4.4,
4.5.
4.6,
4.7.
4.8,
4.9.

Charekteristiky néhodnych procesd

Staciondrnf v u¥3fm a 3irs{m smyslu nédhodné proceasy
Gaussovy ndhodné procesy

Spektrélnt funkce

Integrély z néhodnych procest

Spektrélnf rozklad staciondrnfho néhodného procesu
Ergodické néhodné procesy

Vzdjemné koreladni funkce

Optimdln{ linedrn{ transformace néhodnych procesd

- 130 -

Str.

11
1
14

20
27
32
45
49
50
53

56
56
57
61
65
66
66

72
78
78
78

80

82
84
86

88
88
94
97
100
105
115
117
121
124



Predmluyva

Predlozend skripta ze zékladl teorie ndhodnych procesd tvor{ orgsnické pokralo-
vén{ skript O, Han3e s uvodem do teorie pravd&podobnosti a matematické statistiky.
Jejich sutorem je Ing. Milan Ullrich, CSc., ktery spolu s uvedenym autorem piednesl
1l4tku v zimnim semestru 1967/68 v 5-semestrovém postgradudlnim studiu PLzen{ jakosti,
porddeném katedrou statistiky strojn{ fakulty CEVUT.

Ndhodné procesy nachdzej{ dnes stdle v&t3{ uplaetndn{ v rdznych vé&dnich oborech,
pokud zkoumaji dynamické vlastnosti ridznjch procesd. I kdy? podat prehled celé teorie
néhodnych procesd spolu s ukdzkemi rdznych splikac{i nen{ moZné vtdsnat do Jjedinych
skript, pokusil se autor podat zdklady teorie ndhodnych procesd, a to 8 diskrétnim a
spojitym parametrem (Zasem). Skripts jsou pievé¥nd teoretického charakteru a mnoho
zédkladnich tvrzeni je vysloveno formou matematickych v3t a pr{kladd. Autor se pokusil
podat nebo alespon naznadit ddkazy pouX{venych tvrzenf, a to jen pokud nepot ¥ebo va ly
hlubSfch Uvah matematiky, které nejsou bd%né.v kursech matematiky na strojnf fakultd
GVUT. Ukon¥enf dikazd v&t a pP¥fkledl je oznaleno v textu symbolem () o

Prof. RNDr Frantisek Egermayer DrSc
Vedouc{ katedry statistiky
strojni fakulty GVUT

V Praze, kv&ten 1968



Kapitola I - Néhodné procesy

l.1. Pefinice nédhodného procesu

Stejnd jeko v celé teorii pravd&podobnosti, tak i v teorii néhodnych procesd
se vychéz{ z deného pravddpodobnostniho pole (N1, ¥ , P), kde N Je dand neprézdné
mnoZina pozorovénf (elementérnich v¥sledkd), ¥ systém vSech néhodngch jevd a P je
pravddpodobnostn{ mirs definovand na 7 .

V teorii ndhodnych procesd navic vystupuje né&jaké neprdzdnd mnoZina parametrd
oznalend symbolem T & jednotlivé prvky budeme zns&it pomoci t, s resp. s indexy
tiy t5) «.. @ pod. MnoZina T se interpretuje v&t3inou Jjeko Zas, i kdyZ tomu obecnd
nemusi byt, nebof T miZe znadit p¥{p. i geometrické souradnice pfip. jiné psrametry.
V nadich dal3{ch dvahdch bude T néjaké podmnoZina redlnych &{sel na piiklad

T = {o,1, 2, vae )

T o= {t:o<t |

T = [t:—oo<t<or:}

T = {t: a <t < b} ,

kde &, b jsou libovolnd redlnd Xfsls (a < ),
Necht X je zobrezenf kertézského soudinu L x T do mnoZiny redlnych &f{sel tekové,

%e (1) pro kazdé t € T je X(.,t) jsko funkce definovend na N néhodnou prom&nnou,
t.Jj. pro ka%dé redlné {slo X mno%ina
[u ¢ X(w, t)s.x} 134 (1.1.1)

(je ndhodnym jevem);

(2) pro ka2dé wen je X(w,.) jeko funkce definovend na T prvkem mnoZiny
v8ech redlnych funkc{ definovengch na T.

Zobrazent X(.,.) splnujfct podminky (1) a (2) nazyvéme néhodnym procesem

definovanym na T.

2 definice ndhodného procesu vyplyvd, Ze néhodny proces je vlastnd systémem
ndhodnych prom&nnych indexovangch peremetry z mnoZiny T. Budeme proto néhodny proces
X(.,.) oznaZovat symbolem { X(.,t) ter  kde X(.,t) je tato néhodn& promdnnd
oznalend perametrem t ¢ T.

JestliZe T je jednobodové mno¥ine, tak ndhodny proces [ X(.4t) ]t ¢ Je vlastnd
Jjedind néhodné prom2nnd, neboli néhodny proces je zobecnénim pojmu ndhodné promdnné.
Podobné& pro kaZdou kone&nou mnoZinu T = Ly 25 wewy N Je néhodny proces
{X(.,t) teT ° N - rozm&rnd néhodné prom¥cné (N-rozm&rny néhodny vektor). Je
proto néhodny proces té% zobecn&nim vicerozmdrnjch ndhodnych promdnnych.

Ke ka2dé néhodné prom&nné X(.) je piirazena jejf distribu¥n? funkce Fx(.), kte-
rd pro kazdé redlné &f{slo X Jje definovina Jjako c

Fe) = P({w s x@) < x ) (1.1.2)

Je-11 {X(.,t)] te T néhodny proces definovany na T, pak pro ka’dé ty ¢ T
distribu¥n{ funkci néhodné prom&nné X(., tl) budeme oznaZovat symbolem F(.;tl) a
médme tedy pro keZdé redlné &{slo X

Fx;ty) = P({ W XWw,t)) < X ] ) (1.1.3)
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Podobné pro kaZdé piirozené &fslo n a kaZdou n-tiei peremetrd t tz,...,t
z T n-rozm¥rnd ndhodnd promnnd (X(., )i X(.,tz_ seey X(.,t ) ) mé n-rozmémou
distribu¥nf funkei ozna¥enou symbolem

Flosugsasie 3 tys bty e, tn)
definovanou pro kaZdou n-tici redlnych L‘Iselxl, Xy eeey Xn pomoci vztshu

n
F(xl, XgpeeaiX ; tirtoeee,t)) =‘P( Ql lw: X(w.ti) < xi} ) (1.1.4)

Mno"ina vSech distribu¥nich funkci odpovidajfcich néhodnym promdnnfm
(x(.,t 1) X(.,tz),...,x(.,t ) ) pro viechns pfirozend ¥fsla n a vdechny n-tice
parametrd tl, 'tz, .y t z T tvoird t. zv. systém konednd ~ rozmdrngch distribus-
nich funkei ndhodného procesu { X(.yt) ]t 6T *

NANANAANAANAN

DokéZeme si, %e systém kone¥n& - rozmdrnjch dlstribuénich funkce{ ndhodného
procesu { X(.,t) teT splnuje podmfnky:

(1) symetrie. Pro libovolnou permuteci &fsel 1 2, +.., n oznadenou

MMMN\
il, 12, eesy 1 n @ kaZdou n-tici parametrd iy by eeey t a redlnych
Eisel .Xl 20 ccer Xp plat{

F(xil'xiz' ...,xin, til, tiz' - tin) = (1.1.5)

= r(xl.x 20 e X s by by, eey b))

(2) konzistence. Pro libovolné prirozené &fslo n & n-tici parametri
AANAANANANANN

1;.1, tsy ooy t, & v3echne redlnd &{sle X1y %o ceer Xy
lim F(Xl, Xa, "')xn; t1, tz, © s 0y tn) = (10106)
Xn-——w
= F(Xl.xz, ceer Xpqi ty bty eeey tn-—l)'

Dikeaz podm{nky symetrie plyne p¥fmo z komunitativity mnoZinového priniku,

nebot
n

m [u: Xw, t;) S-Xi.}: ﬁ‘u P X(w, t<xs ).
J

j=1 J J=1 J

Podminka konzistence plyne z toho, %e

lim [w:x(w,tn)s xn] = [

Xn——On
Jestlize { X(.,t) ter @ {Y(.,t) ] ¢ g T J80u dva ndhodné procesy definovepé
na stejném T, tak Pfkdme, Ze jsou ekvivalentn{, kdy% pro ks3dé t € T
L ANANNNANAANASVNNAN
P({u:x(w,t)=¥(w,t)])=1, (1.1.7)

neboli kdyZ pro ka%dy perametr t € T odpovidajfc{ néhodné proménné X(.,t) a Y(.,t)
Jjsou si skoro jisté rovny.



Vita 1.1: Dva ekvivalentn{ néhod [ o ] {
a a ekvivalent nédhodné procesy X( ' t) teT © ¥(.,t) ter

mnaj{ stejny systém koneln&-rozmdrnych distribuZnich funke{.
ANNANANNANNNANNVNANANNNANANANNANANNANANANNANNANNNNAAAANNNANANN

NNV AN
Dikez: Dikaz tohoto tvrzen{ je zaloZen na skute¥nosti, %Ze pro ka?dé pirirozend
g{slo n a ka%dou n-tici parametri ORI t, @ redlnych &fgel 'Xl’ xz,...,xn

n
PC () {ws Xu, 1< g bya
j=1

n
= P Q[{w x(w,tj) _<_.>c‘i } N { W X(w.tj)= Y(w,tj)}] )

Skute¥n&, nebot
n

< =
P( ﬂ{u P X(W, t) S X ] ) =
J=1
n-1
= P Q ws )((4.),1:3)5x‘,j ]n[w:x(w,tn) SXn‘] [{w:x(w,tn)=

= Y, tn)]u [u X, ) £ T, 1] ] =

n-1 ’
= . . S H
P( Q {w X(w, tJ) xj] N {u Y(w, tn)an ] ) +

n
+ P m{w: X(w, tJ.)SXj n{w:x(u, tn)#Y(w, tn)])

J=1

Ale tento druhj} s¥ftanec je roven nule, nebot uvaZovany jev je podmnoZinou
néhodného jevu w: X(w, tn) Y w, tn) } , je% mé& pravddpodobnost rovnou nule.
Podobn& dosteneme téZ

n n=2

P( ﬂ{u 5 X(w,tJ-)SxJ] ) = P( ﬂ{u: X(w, tj)S xj} N
J=1 J=1 '
n n _
n m {w: Y(w,tk)SXk]) S P(ﬂ[w: Y(w,tk)ka} Yer ®
k=n-1 k=1

Pomoc{ systému kone¥né - rozmdrnych distribulnfch funke{ lze odvodit, jak
uvidime ddle, vdtd3inu podstatnfch vlestnost{ uvaZoveného néhodného procesu. Existuji
viak ndkteré vlestnosti, které nen{ moZné urdit pomoc{ tohoto systému kone¥né& - roz-

v 6 -



rozmE€rnych distribu¥nfich funkef. Prfkladem takové vlaétnosti Je na pF#ikled ohranide-
nost daného nédhodného procesu urditou konstantou. V nésledujicim prfklads bude tako-
vy p¥ipad podrobndji rozebrién.

mxvechf N =<0,1> , ¥ - systém viech borelovskych mnoZin ne intervalu
<0,1> & P - Lebesgueova mfra na ¥ . Necht T = < 0,1> & [x(.,t) '

Jeer o
{Y({.,t) teT necht jsou dva ndhodné procesy definované vztahy
Mw, t) =0 pro v3echna wefl a tgT

Y(w, t) =1 pro W= ¢ (1.109)
=0 pro W# t.

Uke’te, Ze néhodné procesy {’X(.,t) ] teT © {Y(.,t)} ter dJsou ekvivelentn{ a
P({w: Xw,t) <1, 05t <1 } ) =1 (1.1.10)
B( {w: Y(w,t) <1, 0<t <1 ] ) = 0. | (1.1.11)
Pro ka%dé t, ¢ T je
P{w: xw,t) = vw, 1)) = pa - {e,}) =1,

nebof jednobodovéd mnoZina {to} ey a [ }
t <

= O.

Dédle méme

P({w.x(u,t)<1,0< 1])=P(_ﬂ.)=1
2 ,

p([w P Y(w, t) <1, 0 Stgl]) = P(@) =0,
nebot pro ka%dé w 6 N1 existuje t, ‘tekové, Ze

Y(w, t, ) = 1 _
stall totiZ vz{t t, =W a podle (1.1.9) je Y(w,w) = 1. ®

‘Necht {X(., t) } teT Je néhodny proces. Potom pro ka2dé we€JSl funkei X(w yio)
Jjako funkei definovenou na mnoZin& paremetrd T nezveme realizecf ndhodného procesu
{ X(eyt) ]te p Pro toto w. Oznelme RY mnoiinu viech rmm&m
na T a F nejmen3{ systém podmnoZin mnoZiny R je% splnuje vdechny podminky kladené
na systém néhodnych jevl a je% pro ke dé t € T & redlné X obsahuje mno%iny funkeci{

tvearu

Alt, x) = [X(.):x (.)GRT,

MnoZina A(t, X ) je tedy mnoZinou t&ch redlnych funkc{ definovenych ne T, kterd maj{
hodnotu v daném bod& t € T nejvySe rovnu X .

Jeliko? plat{
{w : X(w, ) € A(t,x)}= {w: X(w, t)< x]sJ’,

jak vyplyvd z (1.1.1) je té% pro ka%dé E ¢ 7
{u: Xw,.) € E]GJ’ (1.1.13)

x(t)s.x]- (1.1.12)

Definujme nyni zobrszeni § mno%iny /. do R'r vztahem
£ (w) = X(w, .), (1.1.14)

t.j. keidému w6 () priredime realizesci néhodného proceau{X(.,t)] ¢ e Pro totow.
Potom pro ks%dé E ¢ § podle (1.1.13)

{u :€(w) e E]={w: Hw,.) ¢ E]e}’
s tedy § (.) je néhodnd proménné s hodnotemi v RY. Definujme nyn{ pro ke2dé E¢ 7

=



pravdépodobnost M vztahem
pm = p{us fer ) = PC{us X, 6 E} )e (1.1.15)

T .
Dd se ukdzst, e trojice (R*, 7, M ) splnuje v8echny sxiomy platné pro pravdédpodob-
nostn{ pole.

Dosli jsme tak k zévéru, Ze keaXdému néhodndmy Procesu odpovidd ndjaké pravas-
podobnostni mirs U na F , Tato dvaha odpovidé tomu, jak se v teorii pravd&podob-
nosti ndhodné prom&nné prifazuje pravd&podobnostn! mira na Jejfch hodnotédch t.j. na
borelovskych mno%inédch v mno2in& redlnych ¢fsel ns p¥fklad na zéklad® hustoty
prevd&podobnosti ur&end k distribufn funkei uvaZované néhodné promé&nné.

Prévé uvedeny postup pro néhodné procesy odpovidd tomu, ¥e se dislednd vychdz{
ze v8ech moZnjch reaslizaci tohoto néhodného procesu. Poznamene jme Jjesté, %e dvs
ekvivelentnf néhodné procesy maji{ p*ifazenu stejnou pravd&podobnostm{ miru na 7,

DokéZeme si nynf obrécenou vétu tykajicl se existence néhodného procesu odpov{-
dajfci{ dené pravd&podobnostni mire na J ,

V&ta 1.2: Nechf H Jje pravd&podobnostn{ mirs na systému ¥ odmnoZin mnoZiny RT.

Potom existuje nd&hod proces &RTTAQf\ teT JehoZ kone¥n&-rozmé&rné distribunf
funkce splnuj{ pro kazdé prirozené &{slo n a libovolné n-tice parametrd tl,tz,...,tn
@ redlnych &fsel X, Xz, ...,|¥n relaci
MV\NWVM\MMMNW n

F("l”‘z"""‘n‘ tl,tz,...,tn) =p(Dl{x(.):x(tj)S. xj]) (1.1.16)

Ddkaz: Abychom dokézali tuto v&tu, je treba zkonstruovat pravdépodobnostni pole
(nN,¥, P a systém ndhodnych promé&nnych { X(.,t) teT JehoZ distribu¥n{ funkce
splnujf (1.1.16).

PoloZme _ﬂ_:RT =7 y P =L

a pro ke?dé W =x(.)e& RT a teT

Xw, t) = x(x(.), t)
Potom pro ke?dé redlné &fslo X s t €T
w:x(u,t)SxI =

x(t).

X() sx(p)Sxte F=¢

t.j. X(., t) je néhodng prom&nnd, neboli [X(., t)} teT Je néhodny proces.

Déle je pro dené n s dané n-tice t1y tay eeey tn 8 X1y Xoy seny Xn

n
F(xl,xz,...,xn; tl,tz,...,tn) = P(Q{w:x(w,td)s x(j} ) =
J:

) ®

n
- : <
M (rl [x (.).X(tj)._ x5
J:

JestliZe deny systém distribuZnich funke{ splﬁuje podminky symetrie @ konsisten-
ce, t.j. podminky (1.1.5) a (1.1.6), tak se d4 dokdzat, %e existuje pravdépod obnogt -
ni{ mira M na- ¥ splnujfef podminku (1.1.16) s tedy dle vaty 1.2. vYplyvé, Ze existuje
néhodny proces mejfc{ deny systém distribu¥nich funke{ za svlj systém konedné-roz-
mérnych distribu¥nich funkecf. Dikegz existence pravd&podobnostni miry na 7 pro
uvefovany systém distribu¥nfch funket nebudeme provédit, nebot vyZaduje hlub3ich

i
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dveh teorie miry, které by Preséhly rémec t&chto skript.
V zdévéru této kepitoly si ukéZeme n&kolik pr{kladd néhodngch procesd.

. Pr{kled 1.2: Nechi X, 00, X,(.); «.. je posloupnost nezévislych néhodnych
proménnych se stejnou distribudni funke{ G(.). Nechi T = 1, 2, ... }a pro kazdé
t € T poloZme
X(., t) = Xt(-)- (1-1017)

DokaZte, Ze {X(., t) }teT Je ndhedny} proces.

I kdy% se na prvnf pohled zd4, 2e nenf v tomto pr{klsdd co dokazovat, pondved}
podle piedpokladu pro kazdé t 6 T je X(., t) ndhodnou proménnou, je mutné si uvddo-
mit, zda vdbec existuje takovd posloupnost nshodnych proménnyéh nezévislych se stej-
nou distribu¥ni funke{ G. A to je prévs skutednost, kterou nyn{ naznadime.

UvaZujme systém distribu¥nfch funke{ definovanych pro ka%dé n e n-tici riznych
perametrd Ty tyy .o, t, pro libovolnqu n=tici redlnych éieel.x]) xz,...,xn

F(xl,xz,...,xn; tl,tz,...,tn) = G(xl)G(xz)...G(xn). (1.1.18)
V pr¥ipad&, Ze jsou prévé dva parametry stejné, na pr¥fklad t, = tz a ostatni
hodnoty parametrd jsou navzdjem rdzné, tek mus{ byt

F(X.l’xz, s e O,xn; tl, tz, 200 .tn)=0(min(x1,x2) )G(XB)- .-G(xn) (1.1019)

Podobnd se definujil i ostatn{ distribuZnf{ funkce pro jind n.

Jak se lze lehce presvdd&it, takto definoveny systém distribudnich funke{
F(.,.) splnuje podminky (1.1.5) a (1.1.6) a tedy existuje pravd&podobnostn{ miras
M na Ta podle vEty 1.2 existuje nédhodnf proces majfcf zavedeny ayatém'distribuénich
funkei za svij systém kone¥nd-rozmdrnych distribudnich funke{.
®

Pr{klad 1.3: Necht X(.) je dand né&hodnéd prom&nnd s distribudni funke{ G & necht
T Je”EKESEESE??QQEh redlnych &fsel. Necht ddle f Je libovolnéd funkce definovand na
T. Dokaite, Ze systém ndhodnych prom&nnych '

X(o, t) = X()f(t) teT (1.1.20)
Je ndhodny proces a urdete jeho systém kone&né~rozmdrnych distribu¥nfch funkc{.
Pro keZdé t6 T je X(., t) jako ndsobek néhodné prom&nné op&t néhodné promdnnd
a tedy {X(.,t) ¢ ¢ ¢ Je néhodny proces.

Je-11i G distribu¥nf funkce néhodné proménné X(.) a je-1i £ > O, tek pro kadé
n a libovolné n-tice parsemetrd t1y toy eeey t,a redlnych &{sel Xyy Xoyeee, %

dost4vémne
F(xl,xz,...,xn; tyr tos eesy tn) =

' < A = o
.X(u)f(tj)_ xJ] ) (1.1.21)

1
i
;Ds
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Je-1i naopak f < O dostaneme podobné&
x-
F(xl,xz,...,xn; tl,tz,...,tn) =1 - G(mgx 7 t.].‘j_ 9.
) dJ

MiZe-1i funkce f nabyt i nulové hodnoty a je-1i pro nskteré ty 2 n-tice
tys tyyeee,t préve f(t‘) = 0, tak bud
[U: X(w) f(tJ)S %3 ] =l kdy% X520

nebo
[w. X(w) f(tJ)S xj} = g kdy3 xd < 0.

Proto cely prinik ve vyrazu (1.1.21) je nemoZnym jevem v pripad& druhé alterna-
tivy nebo mi%eme takové tJ;vylouéit & omezit se jen na zbyld tl,tz....,tn v p¥{pads
alternativy prvni. ,

Obecnd, kdys ¢ nabyvéd jak kledngch, tak i zéporngch hodnot, tak nejprve
rozhodneme podle vyse uvedend Uvehy o t&ch hodnotéch parametru, pro které je f nulo-
vé a zbylé rozd&lime na dva g4sti, takové, %e do prvni ddme ty hodnoty parsmetry
z tl,tz,...,tn pro které je funkce f kladnd & do druhé ty z nich, pro kterd Je z4-
pornd. Dosteneme potom

F(Xl, xz’oot,xn; tl"lo’tn) =
X X
=6(, mi 'T"if) +G(, min 'T'L)') - 1. (1.1.22)
{j:?(;’» o} £ty {,j:f(ta-) < o} it

Tim jsme urili systém viech kone&n&-rozmérnych distribuinfch funkc{ odpovidaj{-
c{ néhodnému procesu { X(.,t) }t cT definovanému v (1.1,20). ®

- 10 -
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Kapitola II - Néhodné procesy s diskrétnim agsem

V této kapitole se budeme zabyvat néhodnymi procesy s diskrétn{m perametrem,
t.j. pripadem, kdy mnoZina T Je dené koneZné respektive spoXetnd mnoZina specid1ng,
kdy% T je dend kone&né nebo nejvySe spofetnd podmnozina mnoZziny nezdpornych X{sel.
Budeme uvazovat, Ze
T = {0,1,2,...,N},

kdy%Z se jednd o kone¥nou mno%finu parametrd (N Je jejich podet) resp.
T = {o, 1, 2, ..., N, }

kdyZ se jednd o spoZetnou mno¥inu perametrd. Potom ndhodny proces { X(.,t)}
Je vlestn# vicerozmérnd ndhodné prom¥nnd (néhodny vektor), kdy2 T je kone&né
pf{padn# posloupnost néhodngch promé&nnych, kdy% T je spoXetnd.

teT

S néhodnymi procesy tohoto typu Jjsme se ji% setkeli v prednéddkdch o teorii
pravddpodobnosti a metematické statistice. Tam se v3ak vétdinou pfedpoklédalo, ze
se jednd o posloupnosti nezévislgch néhodngch prom&nnych & to v&t3inou se stejnou
distribu¥ni funkef - se stejnym rozloZenim pravddpodobnosti. V teorii néhodnych
procesd se takové predpoklady obecnd nedélej{ a naopak se pripoustf{ libovolnd
zdvislost mezi uvaZovangmi néhodngmi prom¥nnjmi.

Specidlnim typem zévislosti zkoumend v teorii néhodngch procesd je t. zv.
markovskd zdvislost, jak bude uvedens v ndsledujfci{m paragrafu.

2.1. Markovakx Tretdzec

V kapitole II. budeme uvaZovat, e T Je mnoZina v3ech nezépornych celych 2{sel
a Ze I je dand, nejvySe spoletnd mnozins nazyvend mno2inou stevd. Jednotlivé prvky
mnoZiny I - stavy si postupnd offslujeme O, 1, 2, ... a budeme uvaZovaet, Ze polet
stavl je kone&ny nebo spofetny, je-li mnoZina I kone&nd nebo spoZetné.

Rekneme, %e néhodny proces [X(.,t)] teT jelssifgzsfxﬁfszgizs\s mno%inou stavd
I, kdy2 T je mno%ina v3ech nezépornych celych &fsel a plat{ ¢
(1) pro ke%2dé i ¢ I existuje t ¢ T takové, Ze
p{w:xtw, v =1]) > o (2.1.1)

(2) pro kaz2dé t > 1 a libovolné stavy i, i1y oeny i, € I je podmin&n4
L]

pravdédpodobnost
t-1
P({w: X(w,t) = it} ﬂ [ w s X(w, 8) = 15]) (2.1.2)
8=0
rovna podmin&né pravddpodobnosti
P({w: X(w,t) = i, } \ {w: X(w, t-l).= it_l]) 3 (2.1.3)

pokud ov8em podmin&nd bravdépodobnost (2.1.2) existuje.

Vlastnost uvedend pod (2) se nazyvd markovskou vlastnosti a vyJjaduje tu
I.\N\/\/WWV\./\/ s
skuteZnost, Ze rozlo%eni pravddpodobnosti néhodné proﬁafazﬂﬁfijt) zévis{ pouze na
stavu v Zase t-1, t.j. na stevu ndhodné prom&nné X(.,t-1) @ nezévis{ na tom, Jjak
se do tohoto stavu néhodny proces X(.,t)} teT dostal.

Poznemenejme na tomto mistd, %e podmin&né pravdépodobnost (2.1.2) existuje,kdy?

- 11 -



i) > o, (2.1.4)

) = Pt{ w : X, 0) = i}, _ (2.1.5)

Potom ztejm

Sy =1 (2.1.6)
ie I

a {71(0) }i ¢ I Pezy¥védme poldtefnim rozlofen{m pravd&podobnosti néhodného procesu
M’\N\N\’\/\/\/\/\MM_’\,\/\’V\/\/\/\ AAANAAA AAAS
{X(., t) }tf r + PoXdteXn{ rozloent pravd&podobnosti je vlaestny roszlofen{ pravds-
ANAANAAAAAA
podobrosti néhodné prom&nné X{.,0).

Oznalme ddle pro ka¥dé t ¢ T symbolem pij(t)”gsexggpodobnost Fechodu ndhodného
procesu {X(.,t)} teT %€ stavu i v Zase t do stavu j v Xase t+l, t.j. podm{n&nou
pravd&podobnost -

P50 = P{ws xw,ee1) = 5] | (s xw,e) = 4 b, (2.1.7)
pokud ov3ea tsto podnindnd pravd&podobnost md smysl.
Pro ka2dé i e I ate T nus{ zrejmd platit, 2e
> Pyj (t) =1 (2.1.8)
Jel
pokud ovXem P([ W X(w, t) =1 }) >0, t.j. mize markovsky Xeté&zec {X(.,t)} teT

byt s klsdnou pravd&podobnost{ v Zase t ve stavu i, nebot pfechod ze stavu i v Sase
t do né&jakého stsvu J v Zase t+1 je Jistym jevem.

Ozne¥me si déle pro ka3dé s eT(t<s)ai, jeI symbolem pij(t' s)
podmin&nou pravdapodobnost

pij(t,s) = P({u;: Xw,s) = j ] |v[u: X(w, t) = i} )5 (2.1.9)

kdyZ tato podminZng pravdépodobnost existuje & nszveme Jji pravdépodobnost { pechodu
MMV\AMA’W\/\/W\/WV\A/\

po s-t krocich ze stavu i v Zase t do stavu j.
AAAAAANANANAAA
Porovnénim (2.1.9) s (2.1.8) dost4v éme

Pij (t, t+1) = p (t). | (2.1.10)

ij
Plat{ nédsledujfc?! v&ts.

,Eiiﬁvscii Je-1i néhodny proces {X(.,t)} teT markovskym Pet&zcem s mnoZinou
stavd I, tak pro kse3dou n=tici parsemetry tl,tz,...,tne T takovou, Ze

A A i s NAAAAL
0L t1< t, <. < t, 8 kaZdou n-tici stavas 11’12""’in € I je

N\/\M/\MM/\N\I\/\/\/\/\M’VW\M/V\,\‘\/\n'l
e T A ey T

J=1
- P({w: XW,t ) = in_} ![ Wi Xt ) = in_l] Yo o o b21300
pokud podmin&nd pravd&podobnost na levé stran& této rovnosti m& smysl.
AANAANANAAAS

JestliZe m je takové celé &fslo, %e 1< m < n, tak navic



n m .
P( r\][u: X(w,tp)= Q}/ {w: thtd)= ij]) =
£ =p+] . j=1 (2,1.12)
n
= P( m {u : X(u,tt)= il}/[ W X(u,tm) = im] Y
L=m+1

WMWWA’W\/VWVMNVW\NVWV\NVWV\M

- Dikaz tohoto tvrzen{ vyplyvéd pfimo z markovské vliastnosti a pro sloZitost z4-
pisp Jej zde nebudeme prov4dit. Je nutné si Jen uv&domit, Ze podobnd Jako markovské
vlastnost ssmotnd udévd zdvislost rozloZenf v Zase t pouze na stavu v Zase t-1 bez
ohledu na prib&h v minulosti, tek totés podle v&ty 2.1 platfi i pro del3{ odstup od
minulosti ne%f o jeden krok a také pro dal3f budoucnost.

Aby bylo moZné urdit, podle tvah kepitoly I, jak vypad4 pravdépodobnostni mira
na prostoru v3ech posloupnostf odpovidsjicf denému morkovskému Fetdzci, je nutné
urfit vSechny kone&n&-rozmirné distribudn{ funkce. K tomu v3ek zrejmd stadf{ uriit
vSechna konednd-rozmdrnd rozlofeni pravdépodobnosti .odpovida,jici pro kaZdé piirozené
¢1slo n néhodnym proménnym X(.,0), X(.,1), <oy X(oyn).

Necht tedy n Je dané prirozend &{slo s nechf io, il, veey in Jsou libovolné
stavy z I. Potom ziejmd

i .

P([ ) {u X{w, §)= i-])= T; (O)p. (0)eoops (n-1) =
J i id io.i

520 o 071 n-1"n (2.1.13)

n
= T (0) Py, 4. (j=1).

Prfklad 2.1, Necht Y0, Y,(.), ... je posloupnost nezévislych néhodnfch proménngch
nabyvajf{cich dvou hodnot O a 1 se stejnymi pravd&podobnostmi

P({U:Yi(bJ) =l})=p=l-P([w=Yi(bJ)=0})

" pro v8echna i =1, 2, ... .
Definujme nyni néhodné prom&nné Xl(.), Xz(.), .ee vztaly
Xy (.) = Yl(.)
X, () =% 1) + ¥ () [moa 2] n=2,3,...

Dokefte, %e ndhodny proces {X(.,t)} teT definovany vztshem
X(e, t) = x.(0)
Je markovsky fretdzec a urlete jeho pravd&podobnosti pfechodu pij(t)!

Nechf t ¢ T, t> 1 a necht io’il""'it Je libovolnd (t+1) tice nul & jednotek.
Potom < t-1

P({wzx(w, t) = it]/ ﬂ [ W Xlw, §) = ij}) =
J=0
t-1
. P({u:it = Y W)+ i, _, [moa 2]}n Q{u; X(w, §) = ij} )
q=
. t=1
PCOT {we xw, =1, ])
3=0 §
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Vzhleden k nezévislosti ndhodnych proménnych Y
t-1

p({u P Xw,t) = it] / ﬂ [w P Xw, §) = ij} ) =
j=0

1(.), Yz(.),... odtud dostévédme

= P({ W s it = Yt(u) + it—l [ mod 2] } )
Na druhé stran& visk téz

P({u: X(w,t) = it] / [u: X(w,t=1) = it-l]) =
(2.1.14)
= P( {w R TR N CL AR [ mod 2]} )

@ tedy je splnina podminke markovské vlsstnosti a { X(.,t)] teT Jje markovsky
retdzec s mnoZinou stavy I = 0, 1} @ s poldtednim rozloZenim

My (0 =1-5p T, (0) = p.

Pravd&podobnosti prechodu pij(t)’ Jak je vid&t z (2.1.14) nez4vis{ na t, nebot
néhodné promé&nné Yt(.) majf stejné rozloZen{ pravddpodobnosti. Proto

Poo(t) = P({w: 0 = Y, w) + 0 [moa 2])) = Plu: vy =0} )=1-p
Pgy (t) = P([u}t 1 =Y, + 0 [moa 2]}) = P{W: Y =1} ) =p
Pt = p({w; 0=Y,W) + 1 [moa 2]}) = P({w: Y w) =1 } ) = p
Py (t) = P({al: 1=Y0W) +1 [mod 2] }) = P({ul: Y w) =0 } ) =1-p.

2.2. Homogenn{ markovsky} retdzec
M/\AMA/\NVVW‘\M/\M/\/\M

Markovsky ret&zec, jehoZ pravddpodobnosti prechodu pij(t) nezévis{ na t, se
nazyvé QgggéﬁgeéNfgggexgky Fetézec. Prikled tskového homogennfho markovského Fet&zce
MAANANNNAANANAL
byl uveden v p¥ikladd 2.1.
KeZ?dému homogennimu markovskému ret&zci tedy odpovidej{ pravd&podobnosti precho-

dad pij = pij(t) pro kaZdé i, je I, kteréd si miZeme sestevit v mstici pravd&podobnost,
A/WV\/\/\NW\N\A/\N\N\AN

prechodu P denou pomoci
ANANANANAN

P11 P12 Py3 -
P P21 Pay  Ppg +e = (p;.) (2.2.1)

P53 P32 Py eee

.
.
ee e

t.Jj. pomoc{ metice, jejf% poZet rddkd s sloupct Je roven poZtu stavd v mno? ing
stavd I.

Matice prevd&podobnost{ prechodu mé tu vlastnost, e soulet prvkd v ke?dém rdd-
ku je roven 1, nebot mus{ plstit podle (2.1.8)

> Pij (t) = > Pyj =1
jel jel
pro kezdé i ¢ I a pij > 0.
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Matice, jeji{% vZechny prvky jsou nezéporné a goudet v kazdé rédce Je roven 1
se nazyvéd nékdy stochastickd matice.

’\M/\/\NW\NV\/VVW\
Ze vztahu (2.1.13) vidime, %e znelost poZ&teniho rozloZeni pravd&podobnosti
{Ei(O) :iel } a metice pravddpodobnost{ piechodu ném umo% nu je vypokitat jaké-
koliv rozloZenf pravd&podobnosti ne mnoZin& viech posloupnost{ stavd a tedy té%
systém kone¥né&-rozm&rngch distribudnfch funkei. Tento systém pak ném zeru¥uje podle
Uveh kaepitoly I existenci pravddpodobnost( miry ne mnoZin& viech posloupnost{ stavl.
Dikez tohoto tvrzeni nebudeme provédst.

UvaZujme tedy homogenni merkovsky Fetdzec { X(.,t)} L 6T Jeho% po¥éte¥nf rozlo-
%en{ pravd&podobnosti je déno pomoct {Ni(O): ieg I} a jshoZ matice pravddpodobnost {
pfechodu je rovna P= (pi.). Ur&ime si nynf, jak vypedejf pravddpodobnosti piechodu
pij(t,s) po s-t krocich ze stavu i v %ase t do stavu j v Zase 8, t.ej. urdime
podninéné pravd&podobnosti

P({w : X(w, 8) = j} /{w= X(w, t) = i] )
Ozna¥me n = g~-t, tedy s = t + n a hledejme pravdépodbbnost
P({w: X(w, t+n) = j} / {w: XWw,t) = i])

Pron =1 Je tato prevd&podobnost rovna pij' Pro n = 2 dostévdme podle v&ty o dplné
prevdépodobnosti a v&ty o nédsobeni prevddpodobnosti. -

P({w & X(w,e02) = j] /{ WX, 1) = 1)) - (2.2.2)
=3 p{ws Xw,t2) = 5, X, =k | ] X, t)=1]) =
keI
N Z Pix * Prj »
keI
coZ podle nésoben{ matic je prvek i-tého sloupce a j-tého Padku matice
2 ~
P =P0/Po
Predpoklddejme nynf, %e pravd&podobnost
v xw, v = 3}/ {w s xw,0 = 1)) (2.2.3)

Je prvek i-tého r&dku & j-tého sloupce matice /P™. Potom
P({w: X(w, t+n+l) = ,j} /{w s X(w,t) = 4 } ) =

=Z P({w iXW, t+n)= 1;} /[u 2 Xw,t)= i}) © Pyjo»
ke I

coZ v8ak je prvek i-tého rédku @ j-tého sloupce matice ”9n+1_

Dokézeli jsme tek, %e podm{n¥né pravd&podobnost (2.2.3), kdy% existuje, nezdvis{
ne t & je prvek i-tého ¥4dku & j-tého sloupce matice PP,

Oznalme pravdZpodobnost (2.2.3) symbolem

pé?) ’
potom prévé dokézané tvrzeni lze symbolicky zapsst ve tvaru
(n)y _ pn _ n
(pij ) P = (pij) . (2.2.4)

=15 =



cof se explicitnd d4 prepsat na

fpdrs {n=1) ;
pij = ‘Ee . pik pkj pron > 1 (2.2.5)
k

8 tento explicitn{ vztah se nazyvé Chapman - Kolmogorovs rovnice. Chapman-Kolmogorov,
rovnice se d4 psdt i pron =1 pouZijeme-1i oznaleni

(O)_a- =0 ckdyE CA0# )

Pi.- = 33
1 WU Rayy L s g

Vita 2.2: Pro k=%dé nezédporné n a m plat{
NV\/WVVVV\NWVW\I\/\N\/\/W\MNMAN\

Bij ht g 0 op pl®) (2.2.6)
Xog T

Dikaz: Prom = O je (2.2.6) triviglnz spln&no podle definice pég). Predpokléde jme,

Ze pro dené n plat{ pro n¥jaké m. DokdZeme, Ze plat{ i pro m+l. Z (2,2.5) plyne

(n+m+1) _ (n+m) L
Pij ot T 1t ey ™
keI

I

keI {e I

2 o Y efEng s

/ €1 kel
£ 7 (n)  (o¥l)
i Zpil Pij

lel

®

Znéme-1i pravdipodobnosti prechodu ze stavu i do stavu J po n krocfch pro
homogenn{ markovsky retdzec {X(.,t)}_te T,tak spolu s polétednim rozlo¥enimpravdd-
podobnosti {n‘i(o) HEe I} lze urdit rozloZen{ pravddpodobnosti nédhodné p;oménné
X(.,t), které se nazjvé/gggg&s&g}m rozlo¥enim preszagSeEEiigi\néhodného procesu
{X(.,t) }te p vV bodd t. Oznedme {}Ti(t) §de I} toto ebsolutni rozlolen{ pravds-
podobnosti homogenniho markovského Fetdzce { X st) }te‘T v Case t. Dostédvdme
pro t >0

T, (8) = P({w : Xw,t) = i}) =
(2.2.7)
ooy P({w ;x(w,o)=j}). P({w :xw,t)=i} /[u:x(w,0)=j])=
Je1l

T (t)
= E nj(O) pji .

58 1

Pr{klad 2.2: Necht { X(.,t)} te T Je homogenn{ markovsky retdzec se tfemi moZnymi
AM/'\M/\/\/W\
stavy I = { O0s°1, ZJ y JehoZ po¥dte&ni rozlofen{ je déno pomoc{
= = =
T(o(O) -7[1(0) -HZ(O) =%
a jehoZ matice prevddpodobnosti prechodu je

R i



1/2 1/2 0
P = 0 0 1
1/2 1/2 0

Urdete pravd&podobnosti pfechodu po 4 krocfch & absolutni rozloeni pravd&podobnosti
v fase t = 4,
Podle (2.2.4) » (2.2.5) méme

V4 1/4 1/2 3/8 3/8 1/4
P2 - v2 12 o |; P Vs s 12 |
/4 1/4 1/2 3/8 3/8 1/4

5/16 5/16 3/8
P* = 3/8 3/8 1/4
5/16  5/16  3/8

0dtud potom ne piFiklad dostaneme péi) = 5/16.

Absolutni rozloZeni pravddpodobnosti v ¥sse t = 4 je podle (2.2.7) ddns

169 =T L0 < T0RE + 100 58 -
3 [de 3] -3
| H'1(4) ='”O(O)péi) +7Tl(o) p{;) + 7T2(0) pé;) =
=%' [T2+B+l ] =3
o -3 [3102] -3 °

2.3. Geometrické znézornovén{ homogennich markovskych PetZzci.
ANANAANNNANANANNAANANANANANANANAAANANANANNANAANAANANAANAL

V tomto paragrefu budeme nejprve uvaZovat homogenn{ markovsky retdzec
{ X(.,t)} ¢eT » Jehoi mnoZina stevd I je kone¥nd, t.j. I = {0, 1; wusy; N }. Takovy
homogenni merkovsky ret&zec je d4n pomoci poXdte®nfiho rozloZeni {ni(o):i eI
a matic{ pravd&podobnosti prechodu typu (N+1l) x (N+1), /P = (pij)'

Vyvoj takového homogenniho mérkovského ret&zce v Zase si miZeme zndzornit po-
moc{ t.zv. stromu. Pro konkrétnost uveXujme homogenni markovsky ret&zec z prikladu
2.2, jehoZ po¥dtedni rozlofer{ pravddpodobnosti bude jiné nez v pifkladu 2.2 a to

Tento homogennf merkovsky ret&zec zadind s pravd&podobnosti 1 ve stavu O,
a kterého miZe s pravd&podobnosti 1/2 setrvat v tomto stavu v nésledujicim Zasovém
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okamZiku t = 1 nebo s pravd&podobnost{ 1/2 miZe piejit do stavu 1. Ze stavu 1 pre-
chdz{ ret&zec s pravd¥podobnost{ 1 do stavu 2. Ze stevu 2 miZe piejit se stejnou
pravd&podobrosti 1/2 do stevu O nebo 1. Déle pak probihé tetdzec podle stejngch
pravidel.

Ozna¥me si ke?dy stav krouZkem pro rizné Zasové okamiky t = 0,1 §25 5 ve o
Jednotlivé moZné prib&hy - realizace - markovského Fetdzce {X(.,t)} terT si md%eme
graficky znézornit jako spojnice odpovidajic{ch stavd pro rdzné Xasové okam?iky.
Jako véhy charakterizujic{ jednotlivé spojnice napfSeme pravd&podobnosti t&chto
prechodld. Graficky je mo%né pouXft bud nerozvinuty tver, jek je uveden na obr. 1.

t=0 =1 ~ t

2 (=3 t=4

0BR. 1

nebo rozvinuty tvar uvedeny na obr. 2.

V obou obrézci{ch jsou nakresleny pouze ty spojnice, které mohou nastat s klad-
nou pravdépodobnost{. Absolutnf rozloZen{ pravd&podobnosti pro jednotlivé &asové
okamZiky se dajf vypoZitat z obou obrézkd, kdyZ se pro kaZdy moZny} stev v uvafove-
ném okamZiku se&tou sou¥iny vah odpovfdajfcfch viem prib&him, kterd v dendém okam¥iku
v daném stavu kon¥{. Tak na p¥fklad v obr. 1 kon&{ v Zase t = 4 ve stavu O v3echny
prib&hy, které v &ase t = 3 byly ve stavu O a setrvaly v ndm (tato situace nastsne
8 pravd&podobnost{ 1/2) nebo byly v &sse t = 3 ve stavu 2 & ngstal prechod ze stavu
2 do stavu O (tato situace nastene té3¥ s pravdépodobnost{ 1/2). Potom

P( {w: X(w,4) = 0 }) = [p{w:ix,3) =0 by Pfw : xw,3) ='2} ) ]

Ale v ¥ase t = 3 kon&{ ve stavu 2 pouze ty cesty, které v Zsse t = 2 byly ve stavu 1

tedy ;
) p{w: xw,3 = 2}) = pcfw s xw,2) =1} ).

Podobné& dosteneme, Ze
P({w: X(w,3) = o}) = % [P({w P X(w,2) = o}) + P({w . Xlo2). = 2} 33
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Lle
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o
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p({w: xw,2)

S

p({w: xw,2) = 2}) =

T T

P({w: xw,2) = 1}) =

Proto

P({w: xw,4) = 0}) .;.[.%<%+.;.) P1]-3-

Z obrdzku 2 se stejné pravdépodobnost vypolitd jednodu3eji a to

4 3
P([u: X(w, 4) =o}) = (P v2H =i

Jiné grafické zndzorn&ni homogenniho merkovského retdzce je uvedeno na obr. 3,
kde ¥ipkami jsou uvedeny pouze ty prechody, které mchou nestat s kladnou pra#dé-
podobnosti. V tomto grafickém zndzornéni je pon&kud potlalen fasovy parametr, oviem
na druhé stran® nédm umoin{ urdit zda z daného stavu lze se dostest do jinych a otdzky
tohoto typu, Jjek uvidime v del3{ch parsgrafech .

o 1
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0BR. 3.

ﬁplné-stejné by se daly znézornovat homogenn! markovské tetdzce se spodetnym mno¥-
stvim stavd. Pro tento u&el v3ak budeme pouZivat ddle v&tinou Jen znézornov énf po-
dle obr. 3.

2.4. Klasifikace stavd homogenntho markovského Fet&zce

V tomto peragrafu budeme uvaZovat homogennt markovsky Fetdzec {X(.,t)} te T

s mnoZinou stavd I, jehox pofdtedn{ rozloZen{ je ["i(o): ie1l } a jeho? matice
pravdépodobnost{ prechodu je [P = (pij)' :

Rekneme, Ze stav J € I je dosaitelny ze stavu i € I, kdy% existuje p¥ir oz ené
ANAANANNAANAAALS )
Zislo n takovs, Ze
(n)

Pij > O, e (2.4.1)
neboli, kdy? mi’e s kladnou pravd&podobnost{ nastat prechod ze stavu i do j.

Stav 1 € I je £§5£§&§351 se stavem j ¢ I kdy% stav j Je dosaZitelny z i a naopak
stav 1 je dosaZitelny z Ja

V&ta 2.3: Jsou-1i i, j,ke I libovolné stavy tekové, Ze j je dosaZitelny z i
& k je dosaZitelny z j, tak k Jje dosaZitelny z 1i. o PRI BN

Dikaz: Podle predpokledu existujf prirozend E{slanam takovd, Ze pgg) >0a
pgi).> O. Potom ale podle (2.2.6)

o 2 o o > o

a8 tedy stav k je dosaZitelny ze stsvu i. . : ®

V&ta 2.4: Kdyz stav i je sousledn} se stavem j, tak
(1) j je sousledny se stavem i;

{(2) i je sousledny s i;

’VWVVVVV\/W\/V\/\(\
(3) kdyz stav k Jje sousledny se stavem J» Je k sousledny se stavem i.
VWV\A/W\/\NWMMN\M/\M/\/\MANW\,\A,WW\AM WVAVANAANANNANA A,
Dikaz: (1) plyne p#fmo z predpokladu, %e i je sousledny s j. (3) vyplyvéd z vty 2.3,
nebot stav k 1ze dosdhnout z i & naopak z k 1lze dosdhnout j & z j lze dosdhnout i.
Tvrzenf (2) psk vyplyvd z (1) a (3). ®

N T



Definujme nyni t. zv. tFf{dy stavd nédsledujicim zpdsobem: KaXdy stav, ktery nen{
NNNANANANANANANAL
sousledny s Z4dnym stavem tvor{ tr{du. Stavy, pro které existuje sousledny stav se
rozd&l{ do mnoZin vz4jemnd souslednych stavi. Ka3d4d takovd mno¥ina tvor{ tr{du sta-
vd. Je-1i tedy i libovolny stav z I, tek bud sdm tvor{ tridu, kdy? neexistuje %ddny
stav s nim sousledny, nebo pat#{ do mnofiny vytvorené ze viech s nim souslednych
stavi.

S pouzitim v&ty 2.4. se dé dokdzat, Ze mnoZina vZech stevd I se rozdslf{ na
disjunktn{ systém t#{d stavid. T¥{de stavd, kterd obsahuje stav i6 I se ozna¥u je
i),

Pr{kled 2.3: Necht {X(., t)} ten Jje homogenn{ markovsky ret¥zec, jeho? grafické
W\N\N\/\/\/\/

zndzorné€n{ je uvedeno na obr. 4.

0BR. 4.

Urdete pro keZdy stav v3echny z ndj dosafitelné stavy, v3echny stavy s nim sousledné
& ukaZte v3echny trfidy stavdl!

Z uvedeného grafického zndzorndn{ vyplyvd, %e ze stavu O lze doséhnout stavy
3, 8, 0 s Z4dné jiné. V nésledujfc{ tadbulce budou ke ksidému stevu i uvedeny oznad&e-
nim + v8echny stavy dossZitelné z i a naopak oznaZenim - ty stavy, které nejsou
dosaZitelné z i.

dosaZitelné
Clary gravy 0 1 2 3 4 5 6| 7 8
0 + - - + - - - -~ +
1 + + + + - = +
2 - - + - - - - -
3 + - - + B - - - +
4 - - - - + - - - =
5 + + + + - - + +
6 + + + + + + - + -
7 - - * - - - - + -
8 C+ . - + | - - - - +
Tab. 1.

- @] -



Z obrdzku 4. ddle dostdvédme, %e na pirikled stav O Je sousledny se stavem 0, 3
8 8, stav 5 neni sousledny s Zddnym stavem, stav 1 je sousledny sém se sebou s pod,
V tabulce 2 budou ke stavu i uvedeny oznalenim + v8echny stavy souslednd s i a
naopak - ty, které nejsou s i souslednd.

sougledné :

el ol vl 23| 4| 5| 6| 7| s

Stav
0 + - - + - - - - +
1 - + - - - - - - -
2 - - + - - - - + -
3 + - - + - - - - +
4 = = - - + - el - =
5 - - - - - - - - -
6 - - - - - - o - -
7 - - + - - - - + -
8 + - - + - - - - - +
Tab. 2

Déle dostévéme, ze C(0) = ¢(3) = &(8) = {0, 3, 8}, c(1) = i}s

c2) = cm ={2, 7}, co) = {4}, ce5) ={5}, c(6) ={6] a'vidtne, jek vypadajt
Jednotlivé tifdy stavd. Tyto t¥{dy stavd jsou vymezeny & oznaleny &érkovanou &arou
na obr. 4. ®

Rekneme, %e stav i € I Jje podstatny, kdyZ je sousledny s keZdym stavem j,
ktery je z n&j dosaZitelny. Stav, ktery nenf podstatny se nazyvé nepodstatny.
’W\/\M‘/\NVV\

Plat{ ndsledujic! vé&ta.

Véta 2.5: Necht i ¢ I je podstatny stev a J € I je dosazitelny stav ze stavu i.
Potom stav j je podstatny. il b d e dc il
ANANAANANAANANNAANANANANANANAANANAANANANANAA

Didkaz: Nechf k ¢ I Jje dossZitelny z j. Potom podle v&ty 2.3 je k dosaZitelny z 1.
JelikoZ i je podstatny, mus{ byt sousledny s kaidym z n&j dossiitelnym stavem a
tedy i je sousledny s k. Podle vEty 2.3 pak je stav j doseZitelny z k a tedy je
8 nim té% sousledny. ®

V&ta 2.6: Je-1i i € I podstatny stev, je kaZdy stav j € C(1) té% podstatny.
SNANANAANAANAANAA
Dikaz této vty vyplyvd z definice C(i) a vidty 2.5,

Prfklad 2.4: Necht {X(.,t)} teT Je homogenni markovsky Fet¥zec z prfkladu 2.3.
ANANNAANANANNNAAN ’
Urdete vSechny podstatné = nepodstatné jeho stavy!

S pouZitfim tabulky 1 s 2, které udévaj{ ke ka%dému stavu i ¢ I z ndho dosszitel-
né stavy resp. stavy s nim sousledné, je moZné ukdzat, e stavy O, 2, 3, 4, 7, 8 jsou
podstatné stavy a stavy 1, 5, 6 jsou nepodstatné stavy. Skuten&, nebot na pi#{klad
z O 1lze doséhnout stavy O, 3 a 8 a se viemi Je stav O sousledny. Toté? plat{ na pfi-;
klad pro stav 4, ale neplat{ na pr{klad pro stav 1, z kterého jsou mimo jiné ‘
dosazitelné stévy 2 a7, s kterymi v3ak 1 nent sousledny stav. ®

Rekneme, Ze mnozina stavd E C I je’332x335§& kdy# pro kaXdé i ¢ E platf



Z Pij = (2.4.2)

S pouzitim (2.1. 8) odtud dostévéme, %e mnoZina vSech stavd I Je uzaviend mno%ina
stavd.

Véta 2,7: Necht E ¢ I je uzaviend mnoZina stavi. Potom pro ka%dé n> 0 a
M’WNWVVW\MAMAMA/VVWVVW\/\MNW\,V\AA/WV\AAMNVWVV\M’VW\
Je

/vvwwvx Z p(n)
JjeE
Diksz: Dikaz provedeme metodou Uplné indukce. Pro n=0an = 1 platf (2.4.3) podle

definice p(a) a definice uzsvitené mnoiny (2.4.2). Predpoklédejme, %e (2.4.3) plat{
pro n. Potom podle (2.2.5) je pro ke3dé i € E

(n+1) z:: Pyy pég) E:: B pég)

(2.4.3)

Proto téZ

( &) - ) =
I DN Tl D B S

JeE JEE kE€E keE jeE

coZ podle (2.4.3) je rovno E Piy @ JelikoZ E je uzaviend, tak E p(g+1) i,
ke E JEE
cot je (2.4.3) pro n + 1. ®

Véta 2.8: MnoZina stavd E ¢ I je uzaviend tehdy a jen tehdy, kdy2 piJ 0

pro kezdé i€ Ea j€ I - E. h
MN\MM/\/\I\MN\/\/\/\/\/\_

aVa Vel

Dikaz této v&ty plyne bezprostfednd z definice uzavi‘end mno%iny stavd a ze zdklad-
nich vlastnost{ pravd¥podobnosti.

Necht E Je libovolnd podmnoZina mnoZiny vSech stavd I. /g£§1§532Amn021ny E,
ktery oznadfme E nazveme takovou mnoZinu stavld, je3 spanJe nésledujici{ poZadavky

(1) E je uzaviend mnozina stavy;
(2) kazdé uzeviend mnoZine stavd obsshujfcf E obsahuje i E.
Uzdvérem dené mnoZiny E je tedy nejmend{ uzaviend mnoZina obsshujic{ E.

Drfve neZ si na pirfkled® ukdZeme, jak vypadaj{ uzavi¥ené mno%iny stavd a uzdvér
libovolné mnoZiny stavd, dokdZeme si nisledujic{ v&ty.

Veta 2,9: JestliZe stav i € I je podstatny, tak
NAN

{i} = ci) (2.4.4)
ANAANANAANANAANANA ]
Dikaz: Kdyz i € I je podstatny, tak podle vity 2.6 je ke2dy stev z C(i) té% podstat-

nf. Musi tedy platit, Ze
2 ~ D Pyy
Je C(i) jeI |
Neboli C(i) je uzav¥end mnoZina. Necht E ¢ C(i) je uzaviend mno¥ina obsahujfc{
stav i takové; Ze C(i) - E # @. Potom mus{ platit

pyi =1
je B 1 )

- 2% -



ale téZ podle véty 2.7 (n)
. E::: Rlead =
PiJ- -3 1 3 (2-405)
JeE
pro kaZdé n> 0. Jeliko? C(i) - E # #, existuje stav { ¢ C(i) - E. Pro n3j viak

nusi existovat n> 0 takové, Ze p§?) > 0. Proto%e [ nent prvkem E je pro toto n

(n) (n)
Z Pjj- < i Pij *pﬁ?) <1
JEE j6E
coZ je spor s (2,4.5). Neexistuje proto 24dné uzavitend mno%ina E, kterd by byla
vlastni podmnoZinou C(i) a proto platf (2.4.4)

®

V&ta 2,10: Nechi i ¢ I je libovolny stav, potom

{iJ = {J :J €I, exe. n2> 0 takové, ze p§2)> OJ = A(i), (2.4.6)

t.j. uzdvdr libovolného stavu i Jje mno%ina v¥ech stavd dossZitelngch ze stavu i .

Diksz: DokédZeme nejprve, e mnoZina A(i) je uzavrens. Predpoklédejme, %e A(i) nent
uzaviend, t.j. existujf j € A(i) e x € I - A(i) tekové, ze pro nékteré n je

p§g) >0a pjk:> 0. Potom v3ak podle (2.2.6)

(n+1) S p{n)

Pik T

(0)

coZ je spor. Je proto A(i) uzaviend mno?ina stavi obsahujfcf stav i, nebot Pii

podle definice je rovno 1.

Necht E je libovolnd uzaviend mnolina stavd obsahujfc{ stav i takov4, Ze
Ec A(i) 2 A(1) - E # 8. Poton pro ks?dé n> 0 nmus{ dle v&ty 2.7 platit
ji:j ) = :
pik = l (20407)
ke B
a soufasnd pro ka%dé n > 0.

> Py (2.4.8)
k € A(1)

Necht j e A(i) - E, potom existuje n> 0 takové, Ze
i
;%? %0
coZ je spor, protoie podle (2.4.7) a (2.4.8) Je pro toto n
‘ (n)
Z::: Piie 7 O
k € A(L) - E
Nemi%e proto ¥4dnd tekov4 uzaviend mnoina E existovat a proto platf (2.4.6).
IR
KdyZz n&jaky stav i€ I je takovy, Ze {i} Je uzaviend mnoXina stavd, tak i
nazyvéme absorbdni stav.
NAANAAN
Plat{ v&ta

Véta 2.11: Stav i € I je absorbdnf tehdy a jen tehdy, kdyz 1 14
M’\’W\"M’V\AMAAAAMNWV\N\,\M,VWWVVVWV\ MANANANNAAAAAANAA

Dikez tohoto tvrzeni nebudeme provédét, nebot vyplyvd pifmo z definice uzavrend
mnoZiny stavl a definice absorb&niho stavu.

Sy



f355335~§;§i Necht {X(.,t)} teT Je homogenn{ markovsky retdzec z pirikladu 2.3.
Urlete uzdvéry jednotlivych stavil

— S pouzitim definice uzaviené mnoZiny dostdvéme, %e uzdvérem stavu 0, t.j.
{o} =ct) ={o, 3, 8}={3} = {8}
Déle

i

{o, 1, 2, 3, 4, T, 8}

{27} = {7}

{4}

{o, 1, 2, 3, 4, 5, 7, 8}
{0,1,2,3 45,6 7,8} 1

]

o)}

i e
i

o v

V nésledujicim obrézku jsou vyznaleny viechny uzéviry odpoQIdéjicI Jjednotlivym
stavim.

Z uvedenfch vztahd vidime, Ze stev 4 je absorbinim stavem. ®

Véta 2.12: Nechi {X(., t)} N eT.je homogenni{ markovsky retdzec s mnoZinou
ANAANNNAANNANANNNANNNANNNANS A, L NS

stavd I. Necht Ec I je dend uzsvPend mnoXina stavd. Potom matice vytvolfend

7z provdépodobnosti prechodl mezl stavy z mnoZiny E tvor{ stochastickou matici.
MANMMWWV\WAANVW\NV\/W\AN\/WV\NV\’\/\NWV\M/WWV\NV\’W\AA

Dikaz: Oznaéme stavy tvorici mnoZinu E symboly il, i2, vy iM, kdy# mnozina E je
konednéd a jeko posloupnost il, 12, ... kdyZz E je spoletnA. Necht P Jje matice

obsahujfci pouze pravd&podobnosti Py . Potom podle definice uzaviené mnoZiny

%t
J7k
stavl musi platit pro kazdé ij e B
z p; s =1
iep Jk
k



neboli /P je stochasticxké matice.

®

JestliZe stav i € I je sousledny sém se sebou, tak nejv&t3{ spolelny d&litel
t&ch prirozenych &Isel n > 1, pro n&2 p§?) > 0 se nazfvé periodou stavu i a
. ANANANANANAANANAL
oznaluje di' Stav i € I se potom nazyvé periodicky stav s periodou di’
AANNANNAAANANANANAN

ziissggAg:éi Ukaite, %e pro homogenn{ markovsky ret¥zec {X(.,t)} ter 2 PFlkladu

2.3 Jje stav 2 periodicky s periodou 2!
Jeliko2
pz’r = 972 = 1,

tek podle (2.2.5) je Pyp = Q, pég) =1, pég) = 0, pég) = 1 a obecnd

(2k)
P2 " =1

a p§§k+l) &0

pro kx =0, 1, 2,... . Vidfme tedy, Ze periods stavu 2 Je nejv&tad{ spoledny d&litel
tisel 2, 4, 6, ... neboli perioda stavu 2 Je rovns 2.

Pro stav 7 podobn& dostaneme, Ze je periodicky té% s periodou 2. ®

V&ta 2.13: Dva sousledné stavy i a j ¢ I maj{ stejné periody.
Dikez: Podle definice souslednosti dvou stevd plyne existence takovych p#irozengch

¢f{sel n a m, Ze
{n) >0 a p‘(jli:) > 0.
Necht r je takové, Ze pii) > 0. Potom z (2.2.6) plyne

(n+m+r) S (m) (r) _(n)

Pjj 2 Pji Pii Pjj° > O

Vzhledem k tomu, Ze té2 piir) > 0, tak podobné&

(otus2rdy 5 g,
JJ

Mus{ tedy perioda stavu j, t.j. dj byt délitelem jek (n+m+r), tak té% (n+m+2r) s

tedy d. mus{ byt d&litelem r. Pri tom ov3em r je libovolny ndsobek periody di stavu

i a proto dj mus{ byt dilitelem di'

Provedeme-1i tuté? uvshu symetricky pro druhy stav dostaneme, Ze di mus{ byt

ddlitelem dj'

Odtud v3ak u% dostévéme tvrzen{ v&ty, nebof potom mus{ byt di = dj' ®

V zévéru tohoto paragrafu si uvedeme je3t& jeden pirikled 8 to t. zv.'héhodnou

. . NAANANNANN
prochédzku s pohlcujfcimi mezemi.
AANAANAANANANANANANANAANAANAAANAANAANANANNANANAANAN.

P¥{klad 2.7: Necht {X(.,t)} t Je homogenni msrkovsky Petdzec s mnoZinou stavd
AANAANS €T

NAAANAN

I= {0, L, wesy N J, JjehoZ matice pravdépodobnostf prechodu je ddna pomoct
/P = (pij)' kde

- 26 -



[}
e

p p.=0 pro j=1, 2, «.., N

00 0J

Pyjj = P pro j =i+ 1
= l-p pro j=1i-1" i=1,2,...,N=1 (2.4.9)
=0 pro § # i+1, i-1

pNN=1 pNj=0 pro j = 0,1,...,N=1,

Provedte rozbor stavi tohoto markovského retdzce!

~ Nebudeme zde podrobn& provaddt rozbor uveZoveného néhodného procesu a uvedeme
jen zévdry. Geometricky je mo¥né tento markovsky Fetdzec zndzornit tek, jak je

uvedeno na obr. 6.
- 1‘;

*p -p T-p 1-p

0BR. 6.

Stavy tohoto procesu lze rozd&lit na tri t¥{dy a to {0} ’ {l,Z,...,N—l} a {N} .
Stavy 1, 2, ..., N-1 jsou nepodstatné, stavy O a N podstatné; existujf jen t¥i
uzaviané mnoZiny & to mnoZina vdech stavd I a {O} a {N} . Pri tom stavy O a N jsou

®

sbsorbdn{ stevy. Stevy 1, 2, ..., N-1 jsou ziejm? periodické s periodou 2.

2.5. Pravagpodobnosti prvniho dosaZen{ stavu j ze stavu i
MNV\NWV\/\/\AN\/\/\/\NV\NV\/W\NWNN\/V\WV\NW\A/\M

V dalsf %4sti této kapitoly se budeme zabyvati otdzkou ur&eni ravd&podobnosti
prvého dosafeni stevu j ze stava i pro homogenni markovsky tet&zec (X(.,t) }te T
Predpoklédejme, Ze v Zase t byl ndhodny proées [X(.,t)} teT Ve stavu 1 a hledejme
pravdépodobnost, Ze z tohoto stavu i prvn& doséhne stav j prd4vé& po n krocich.
Oznedme tuto pravdépodobnost fgg) . Méme tedy

it = P([u: Xw,t+k) # §, 0<k<n-1, X(w, t+n) = J]/

o (2.5.1)
{w; X(w,t) =i } )e
Tato pravddpodobnost pokud existuje nezévis{ na t.
Oznadme déle oo
£55 = ¥ fﬁg‘) , (2.5.2)

n=1l

teds fi‘ je pravdpodobnost, %e homogenni merkovsky Pretdzec vychédze jici ze stavu i
vibec nikdy dosdhne stav Jje

- 27T -



Ozna¥me si pro fixovené t = 0, 1, 2, ... pro kazdé J € I symbolem A
k =1,2, ... néhodny jev '

Ay = [w : XMw, t+k).= J ]. (2.5.3)

k

Potom z¥ejm§ opa&ny jev Ik Jje roven [hl: Xw, t+k) # j ‘} a

L = A uE N AU (KN KnA) UL uENT,n cee N _1NAIU
' . (2.5.4)
U (&N Azﬂ...n.hk) ;
Jek se d4 lehce dokézat. Dostévéme proto
A = MenN=(a1n 4 ) u (Rjn ayn AU ... uE nE,n ceeNk 104y,
P¥i ZemZ toto sjednocent je 8 jednocenfm disjunktnfch mnoZin. Potom ale
P(Ak /{u:X(w,t):i} )= P(AlnAk /[ w: X(w,t) = 1] ) * ee. +
(2.5.5)
+ ... + P(A1n Izn...nxk_lnltk/{ W 3 X(w,t) = i} )e
Jeliko%
P(Akl { W o3 Xw,t) = i} ) = pg) (2.5.6)
s pro ka%dé [ < k
P(Klni'zn...nxl_lnAlnAk/ {w ¢ Xw ,t) = i}) =
(2.5.7)
3 f(() p(g—l)
i3 %3§ .
tek celkov® dostévéme z (2.5.5)
k
pg]‘.‘) = ngé) pgg-“ (2.5.8)
(=1
i ) . 1) = () (k=)
=1
Ve specidlnim p#fpad¥, kdy¥ J = ikmime
(k) _ (k) } (L) (k=()

Pr{klad 2.8: UvaZujme homogenn{ markovsky retdzec [X(.,t)}vte,r z pi{kladu 2.2,
ANAAANAAANA

(Tento homogenni merkovsky ret¥zec odpovidd stavim 8, 3, 0 z pffkladu 2.3, kde
v8echny nenulové pravddpodobnosti prechodu jsou 1/2 s vy jimkou pravdépodobno st i
pechodu P kterd je rovna 1). Ur¥ete viechny pravdépodobnosti typu

(k)

pro i, je I a k=1, 2, ...,
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!

Postupné dostévéme

(l) - -
foo % -Pog .
2y 5 =3 _ (2)
foo = Py3P30 © 2 = Poo
2
(3) _ 1y . (3) (1) _(2) (2) (1)
foo. ™ (2) = Poo (foo Poo * foo Poo )
a obecné
k-1
y (k) Lo gl
oo - (2) k > 2
. Uplng stejnd se dokéZe, Ze
(k) - -
3.5 =0 prok=1
1 k-1
= (3) pro k > 2
félé) = 0 pro k sudé
krl
1 2
= (-2-) pro k liché
(k) _ 1,k
f03 - (2) fég) = 0 pro k sudé
kel
1 2
= (2-) pro k liché
(k) ~ _ (k) . ;
30 =1 prok=1 38 -Opx]:okhché
=0 prok #1 = (%)2 pro k sudé
k
(k) _ _ (k) _ 1
fgg =0 prok =1 fgs = (3 .
1 k-1
= (%) pro k > 2
D4le dosteneme, Ze pro vSechna 1 a j e I jJe
fij = 1.

Sedteme-1i nyn{ vztah {(2.5.8) pro

k = 1,2,...,M, tak dostévéme

-

(y (k={)
§ i3 Pis

k-1

SRR ST Y gfew

M ( M
k) _
Z Pij = Z
k=1 k=1
a po ozne¥eni k-~[ = u méme
M M
k=1 k=

1 u=0
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Prehodime-1i pofadf s&ftdn{ na pravé strand této rownice s uv&domime-1i si, ze
0<u<k-1 o 1< kXM tek je 0 < u < M-1 @ u+1< k<M. Méme proto

SR P - W T
k) _ k-u)
> Pij =2 P;j > 34 =
k=1 u=0 k=u+l
(2.5.13)
S (k)
- u k
-2 Pig" 24— fij
u=0 kfl

Vyslovime si nynf a dokéZeme Jeden tvar t. zv. Abelovy v&ty, kterd Je velmi ddlezi
nejen v teorii ndhodngch procesd, ele v celé metematice.

Véta 2,14: Necht & n = 9 1, 2, ... je posloupnost nezépornych redlnych
éisel: které vesm&s nejsou rovny nule, pro kterou

a
lin —0_ =, : (2.5.14)
n —s=o00
Z "
k=0 _
Potom pro keZdou posloupnost redlngeh &fsel bn (n = 1,2,...), které ma j{ kone&nou
AANAANAAA V\I\A,MN\MM/\/\/\AM/W\
nebo nekone¥nou limitu plat{
’W\NV\NVVV\AN\N\AMM,V\
n
Z " bn—k )
Mn BO o i b (2.5.15)

Z o
k=0

Dikaz: Pro libovolné N> 0 gz predpokladu (2.5,14) plyne, Z%e

n
Z 8 _
lm kERNel (2.5.16)
N -~ oo
Z 8
k=0
Predpokléde jme nejprve, %e¢ lim p_= b <oo, Potom pro libovolné € > 0 existuje

N —= co n

index N(€ ) takovy, Ze pro n > N(¢) Je
Ibn - b | < E °

Proto existuje takové redlné &fslo B, %e pro viechns n Ibn- - bl < B. Déle pro
n > N(E) méme

n n-N(€) n
Z ak(bn-k - b) lg E a,. £ +B § 8, (2.5.17)
k=0 k=0 k=n-N(€)+1

Odtud potom dostédvéme, Ze

- B0



n
l k-Zo ak(bn—k - b)
- n
2 &%
k=0

podle (2.5.16). Protoze € > O je libovolné, tak
n
Z fx bn-k
lim k=0 = b.
n-s>o0 B
> %
k=0

Je-1li b = + o0 , tak pro ka%dé M > O existuje N(M) tekové, Ze b, 2 Mpron 2 N(M).
Potom

IA
)

lim
Il ~—=o0

n n=-N(M) n
2 8 Ppox = E % Ppx * Z B Pk s
k=0 k=0 k=n-N(M)+1 -

n=N(M) n
2 M E 8 * E 8y . min bl'
a

n n=-N(M) n

D % boo > > e
o< N(M)
Zax Z 8y Z fk
k=0 k=0 k=0

Pou#ijeme-1i op&t (2.,5.16), tak

n
Z 8y bn—k

k=0 — >

lim 2 M.
n -—=o n
> ok
k=0
Ale M je libovolné, proto i
n
&g Pnox

. S '
n-—w i n —e-oo n @

(u)

je bud kone&né
A

Poutijeme nyni v&tu 2.14 na vztah (2.5.13). JelikoZ :o p.

nebo nekone&néd, ale vidy p(u) < 1, tsk podle vy3e uvedené poznémky jsou splnény

podminky véty 2.14 poloZime-li

B 3



LA _ () I (k+1)
=M-1, g = Pjj Bpen T 2:: fij

k=0
Potom podle v&ty 2.14
M-1 M=-u
(k) () (k)
2P LBV R
= = u= = = (k+1)
uo Bl Wl = F i3
> 5w Yo e
=0 J u= JJ (205318)
neboli )
(k)
5 o
i
Z” fey RS
=1 (k)
1+)_»jS
=1
a tedy té2 b %)
k
| D Pij
fo. = S” elk) . k=1 ' (2.5.20)
iJ - 1J & L] °
=
k=1

2.6. Trvalé a prechodné stavy
NAAANAANANNANANANANNNA NN NAN

Paa a4

V tomto peragrafu provedeme dald{ klasifikaci stavd homogenniho markovského
procesu, kterou v ndsledujicfm paragrafu budeme vyuzivat pro limitnf vlestnosti
pravdspodobnost{ prechodu. Budou uvedeny pouze obecné v&ty pro jednotlivé typy stevi
a jejich charakterizace.
Rekneme, Ze stav i € I je trvaly, kdy?

fii B l [ : (2-6-1)

t.j. kdy? s pravadpodobnosti 1 se homogenn{ markovsky Fetdzec vychézejici ze stavu i
do stavu i op&t vr4tf. Stav i € I se nazjvé4 prechodny, kdyZ ‘
AAANAANAANAANN

£f;3 < 1 ‘ (2.6.2)

2335l29¢3§21,Pr° homogenni merkovsky reté&zec {x(.,t)} teT 2 ptikladu 2.2 uvazovany
té% v prikladu 2.8 dokaZte, Ze vZechny stavy jsou trvalé. i

Tvrzen{ uvedené v tomto pirfkladu plyne bezprostiedné z vysledkd p¥fklsdu 2.8,
kde bylo dokézéno, Ze pro uvaZoveny proces X(a,t) } 6T plat{ fij = 1 pro kazdé

i, J6 I a tedy té2 f;; = 1 pro ka%dé i ¢ I. Jsou tedy dle (2. 6.1) vdechny etavy
trvalé. ®

Necht i € I je trvely stav homogenniho merkoveského fetézce{ X(.,t)} teT’
Oznaéme ;i( ) néhodnou prom&nnou, které Je definovéna jako podet krokd do prvniho
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ndvratu do stavu i, kdy? na po&tku pro t = O byl néhodny proces { X(oyt) } teT

ve stavu i, t.j.
gi(‘) = k kafi x(cgo) = i’ x(.,t) # i pI‘O t = 1|2.ooo’k-1
a X(.,k) = i, (2.6.3)
Potom ziejmd
- = plk)
P(lw 3 gi (W) =x|) £33 (2.6.4)

Jestlile stiedn hodnota néhodné prom3nné §i(’) Je kone&néd, nazveme trvaly stav i
stavem trvalym nenulovym a je-1li tato sttednf hodnota nekoneZnd, tak stav i nazyv4-

me trvaelym nulovym.
NN

Trvaly stav i 6 I je tedy trvalym nenulovym, kdy2
ELg0] =5 kel ¢ o (2.6.5)
k=1
a trvalym nulovym, kdy2

B[ £,()] sle kel o oo | | (2.6.6)

Nenulovy trvaly stsv, ktery neni periodicky se nazyvd ergodicky.
SANNNAANANNNAAN

Vta 2.15: KaZdy trvely stav homogenntho markovského retdzce {X(.,t)} teT
’WV\MNV\MMIWW\IW\MVW

Je podstatnz. :

Dikaz: Kdy% stav i € I je trvaly, tak The 1. Predpoklédejme, %e nent podstatny.
Potom existuje stav j & I a nezdporné celé &fslo n takové, 2e pig > 0 a pro ke2dé
nezédporné celé &{slo m je pa.i' = 0. Nechf n, Je nejmen3dfch z t&ch n, pro na2

pig) =0 t. 4,

n, = min {n: pgg') > O}.

Necht gi(.) Je néhodnd prom&nné definovand vztehem (2,6,3). Potom

= K
£022 £ = 14a P({wsgi(u)=n])=

ke

n=1 n=1
= ua({u: W <k (2.6.7)
kK —=o .

=1- ln PC{wif @ >k })
k—=c
Podle predpokladu vdak s kladnou pravd&podobnosti plrejde systém po n, krocich
ze stavu i do stavu j, odkud v3ak je u2 nikdy nemd%e vrétit. Potom tedy pro kazdé
k > n mus{ platit
9 (no)
pc{u D Eg@ >k > py° > 0
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a proto téz (n )
lim P({u :Qi(w) > k }) > p..2 >0, (2,6.8)

)
Dosazenim do (2.6.7) dostévéme

coZ je spor s piedpokladem, Ze stav i je trvaly. Je proto stav i podstatny.

®

V nésledujicim piikladu bude ukdzédno, %e pro homogenni markovsky Fetdzgc
{X(.,t) } te T miZe existovat podstatny stav, ktery viak nenf trvaly.

Pr{klad 2.10. Necht {X(.,t) } t g T J¢ homogenn{ markovsky ret¥zec s mnoZinou stavt
ANANAANNANAANANAN
I= {O, 1, 2, ...} a s matic{ pravd&podobnost{ prechodu P = (pi;j)’ kde

pij=°‘i pro j=1i+1
— l— m’i pro J' = 0 i = 0, l, 2, ceoe (2~6-9)
=0 pro j#0, j#i+l
a posloupnost kladnych &isel 0Ly OCYr oo+ Jje takové4, Ze
n
lim | [ o) = o« >0 (2.6.10)
N *>oc0 k=0

Takové posloupnost kladnfch &fsel existuje, jak je zndmo z metematické analyzy.
DokaZte, %e stev O je podstatny, ale ne trvaly!

KaZdy stav je dosaZitelny ze stavu C, nebot pro ka?dé i € I existuje n = 1
takové, Ze pc(’r-;) > 0, nebot pé?) ENQ0] ree 05 > 08 z ka?dého stavu i € I

je dosaitelny stav O, nebot Pjp =1 - 05> 0.

Potom ziejm& pro vechna k = 2, 3,

(k) _
foo =Xy «ealy 5 (1 =0 1)
8 o0 ( ) n
= k) _ - =
fo =0 foo = lm ) ooy +ee0pp (1 o, )
k=1 M=o y=1
= 1lim [“o-“o‘xl"'o‘k-l] =o(0-o( <o(o < 1
Nl ~=0o
a tedy stav O je pPfechodny stav. ®

Véte 2.16: Stav j 6 I lze dosdhnout ze stavu i € I tehdy e jen tehdy, kdy#
AANAANNANANAANANAANANANANANAAANANANNAAAANANANANANANANANANAANANANANANANAANANANANANAANNAA MNANANN
fij > 0. (2.6.11)

Dikaz: Kdy? fi,j > 0, tak existuje n > 1 takové, Ze fgg) > 0. Vzhledem k (2.5.9)
Je

(n) (n)
f35 £ Py
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8 proto pri platnosti (2.6.11) je mozno dosshnout ze stavu i stav Je

Necht naopak staw J lze doséhnout ze stavu i, t.j. existuje n takové, Ze

(ﬂ) >
Py j G
Necht n, = min {n: pgg) > 0 } . Potom ale
(n) (n)
- L o
fi.)' > fij = Pyy > 0
& tedy plat{ (2.6.11). ®

Véta 2,17: Nechi i € I je trvely stav a nechi J € I 1ze doséhnout z i. Potom
IVW\AAMAM/\NV\M,WW\’\ANV\N\AN\M/\/WVV\N\,WMW\MMAW\MM

ia j jsou souslednd stavy.
N\/\MNW\I\M/W\'\/\/VV\/\M

|
Ddkaz: Musfme dokdézat, %e ze stavu J # 1 1lze doséhnout stav i. Necht n, Jje takové
ne jmend{ prirozené &{slo, %e

(no)
pij > 0 ('2,6.12)

8 predpoklédejme, %e 2ze stavu j nelze dosshnout stav i.

Potom
1 - £y = P(m [W sX(W, t+m) # i] / [u: X(w,t) = i})z
= (2.6.13)
2 P({w H X(w,tmo) =j } / { Wi X(w,t) = i]) -
- P({ W :X(w,t+no) = j }n U [w ¢ X{w,t+m)= i ]/{u:x(u,t) = i] ).
m=1

Pro ke¥dé m < ng Jje podle (2.6.12)

i

P([w :X(u,t+n0)= J‘}n {u: X{w, t+m)= i} / [u P Xw,t) = i})

(m) (no-m)

= Pii -+ Pjj =0

Prom > n, Je podle piedpokladu, %e stav i nelze dosdhnout z J
P([u: X(w,t+no) = j]ﬂ { w: X(w,t+m) = i} / {u): X(w,t) = i}) =

(no) (m-no)

1§ By i

=Pp

Prom = n, Jsou mnoZiny [ W X(w,t+no) = j } a {w : X(w,t*no) =i J
disjunktn{ a tedy téz

P({u:x(w,t+rio)= .j}n{w: x(w,t+no)=iJ/[a}; Xw,t) =

!
e
et
~—
"
O
.

Celkem tedy dostévdme ze vztahu (2.6.13)
(no)

1=f43 2 Pgy > 0
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neboli

fii < 1
coZ je spor, proto¥e i Jje trvely stav. Je tedy stav i dosaZitelny ze stavu J a
proto stavy i a j jsou sousledné.

Ukd%eme si nyn{, jak 1lze pou¥{t vztah (2.5,20) charakterizaci typu atavu
homogenntho markovského Fetdzce. Uvedeme si nejprve vztah (2,5.20) ve specidAlnim
tvaru pro j = i. Mdme pak

= (k)
> Pij
k=1
fii = =T —— (2.6.14)
=- (k)
LA I )
k=1

Véte 2.18: Stav i e I je pfechodny tehdy a jen tehdy, kdy%
A .
k :
> pE < oo . (2.6.15)

k=1

Dikez: Je-1li stav i prechodny, tak podle (2.6.2) Je

a tedy dle (2.6.14)

E:: p(k)

k=l . <. (2.6.16)

N *Z ()

Proto musf byt

k
Z Péi)<oo’

k=1
nebot v opeZném pripadé by byl podfl (2.6.18) roven 1, coZ vede ke sporu.
Kdy? naopak platf (2.6. 15) tak

Z p(k)
1 *Zp(k)

/\
—

§3-7

a tedy stav i je prechodny. ' ®

Véta 2.19: Stav i € I je trvaly tehdy a jen tehdy, kdy2
V\NV\MNVVW\W\NW\/\/V\/\/\N\/WV\

Z plllc) oo ' ' (2.6.17)
k=1

Dikaz této v&ty bezprostFedns vyplyvd z v&ty 2.18,
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V&ta 2.20: Necht i € I je prechodn} stav. Potom pro ke?dy stav j € I je
ANVWV\NVV\NV\/\A/\/W\IVV\/WW\AMN\,\M \’V\’\MM/\/\/\M/\M

i P(k) < oo - (2.6.18)

- Dikaz: Podle (2.5.20) je pro ke?dé i a Jel

gy

k=1

. *Z p(k)

Ale podle predpokladu i je pfechodny stav a proto dle vEty 2.18 je

20
k
e pgl) s o2
k=1
Proto mus{ byt

S ol <10 S e <o,

k=1

£34 =

: nebot f,ji nemx‘;ie, Jako pravd&podobnost, pfekrodit 1. ®
|
E Veta 2.21: Necht i € I je trvaly stav. Potom pro keidj stav j € I, z n&ho? 1ze

I\/WV\NWV\NV\M’W\/WVV\AN\/VV\A/W\/V\AN\MANW\MMMAMNV\NW\M

dosdhnout stev i pleti
Z p oo (2.6.19)

a pro kafdy stav j € I, z ndhoZ nelze doséhnout stav i‘blati
2_ Pji3 =0 | (2.6.20)
k=1

Dikaz: Kdy% stav j je takovy, %e z ndho 'Izé ‘dosdhnout trvaly stav i, tak podle
(2.5.20) a véty 2.16

PO S S Y (2.6.21)
5 = (k)
L+) Pig
=
AleZ p(k) , nebot stav i je trvaly, co? plyne z v&ty 2.19.

Proto musi byt téi
(k) _
Ly nal e -
nebof v opa¥ném p¥rfpsdd by ve vztahu (2.6.21) platilo fJi 0, coZ je spor.

Kdyz ze stavu j € I nelze doséhnout stav i, tak pro kezdé k je

(k)
Jl
a tedy trivi&lnd plat{ (2.6.20). ®

= 0

Vita 2.22: Necht i € I je trvaly stav a nechf stav j € I 1ze dosdhnout z 1i.
NN AANANNANANANNNANANNANANAANANNAAANNANANANNANANAANANANANAANAANNANNNANNNAN

ANANNANANANNNAANA
Potom j je trvaly stav.
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Dikaz: Podle vity 2.17 existuji prirozend &fsle n & m takovd, Ze
(n)=“>0 a (m) ﬁ>0.

Pij Pji

Potom pro ka%dé prirozené &fslo k podle (2.2.6)
' (k+n+m) pim) k) (m) (k)

ij 2 ji Py pij OC/SP »

a tedy, vzhledem k tomu, %e stav i je trvely méme
(k) == _(k+ntm) (k) ‘
Z iy > D Pij «BZ pis) = o , (2.6.22)
k=1

t.j. stav j je podle vty 2.19 té% trvaly. ()

Z prévé dokézené vity vyplyvé spolu s wv&tou 2.17, %e v3echny stavy pat¥fc{ do
t¥{dy C(i) odpovidajfef trvalému stavu i jsou vZechny trvslé.

Nésledujfci dve pr{klady ndm ukazujf{, Ze periodicky stav miZe byt jak trvaly,
tak i pPfechodny atedy nenf moZné vyslovit obecnou vdtu, kterd by porovnévela oba
tyte pojmy.

Pr{kled 2.11: Necht { X(.,t)} teT Je homogenn{ markovsky Fetdzec uvaoveny v pHikl
/VV\I\MN\N\N
du 2.6. UkaZte, %e stav 2, ktery je periodicky s periodou 2 Jje trvelym stavem!

Podle Fefenf pifkladu 2.6 dostévéme, Ze p(zk) =1a p§§k+1)= 0. Potom té%
& (x) (2k) _
2 Py Z P22 s
k=1
a tedy dle véty 2.19 astav 2 Jje trvely. ’ ()

P¥{klad 2.12: Nechf {x(.,t)} teT Je homogennf markovsky retdzec, jeho% geometrick
IANAANANANNNNANNNAL . g
zndzorn&ni je na obr. 7, kde 0< & < 1

OBR. - 7.

Je pravd&podobnost prechodu ze stavu 1 do stavu 2. Dokaite; %2e stev 1 je periodicky
s periodou 2 a piitom je piechodny!

Z obr. 7 ihned plyne, Ze pii#) a p{ik*l) O pro v8echna k = 0, 1, ... «

Je tedy stav 1 periodicky s periodou 2.
Ddle viak

o (2x 22 k _
Zp“"-:pn’=2« = =g <o
k=1 k=1
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?' P¥{kled 2.13: Nechi {X(.,t)} teT Je homogenn{ markovsky retdzec z pf{kledu 2.2,

|

6 tedy dle vity 2.18 je stav 1 piechodny. )

V del8{ &4sti tohoto paregrefu si uvedeme n&ktersd tvrzenf t¥kajici se trvslych
stavd nulovych @ nenulovych. Nejprve si uvedeme pfiklady ne nulové & nenulové stavy.

DokaZte, Ze v3echny stavy jsou trvalé nenulové!
Podle vysledkd z.prfkledu 2.9 jsou viechny stavy trvalé. Podle p#fkladu 2.8

dost dvéme k=1
= (k) £ 1
ke =3 k-3
k=1 =2

k-1
o0 00
(k) 1 -

2 kfy’ =) k(3 =3
=1 k=2

]
w

& (k)
Z k fag
k=1

a tedy v3echny stavy Jjsou nenulové.

2 (21 ()
k=1 ®

P¥{klad 2.14: Necht {X(.,t) }t €T Je homogennif markovsky ret&zec s mno%inou stawi

AN\
2 ‘={O,1,2,...} » Jeho% geometrické zndzorn¥ni je na obr. 8.

D @000 © ) @) @@

OBR. 8.

Pritom il =0 =
he=d v 2o E &35 0m
1 k
o poik = (3 I"’:t.k-l'o =1

= < =
Pijey =1 kdyZ pro i = i <ik+1 i &

Potom stav O je trvaly nulovy, nebot

R k k
fég i (%) fég) = 0 pro ostatn{ k
0 o0 k 0 k
a ted . (k) _ 27y = iy o
4 foo = Z foo B foo - (2 1
k=1 k=1 =1



Pritom o o

i , X o
Sre¥ =Y 2% =S 1=, 3
k=1 k=1 k=1 Q\

IXive nel pr*istoupize k dikezlm ndkterych tvreenf, zavedeme si ndsledujic{ cznadent.

Pro ksXdé x = 0,1,2,... 8 lidovolné dvs stevy i,j € I oznsXme

oo
s
by { =
r (4, §) = 15 f;j) 2.6.23)
{=k+1
Potom zlejms

- n

E Ty (i,§) = 1im Z r (i, J)

k=0 n—=—o0 k=0
(2.6.24)

= lin LZ K f“‘)+n 3 f(k)]

L k=n+1

rk(i,,j) < 1 pro ks?dé kx s i,j e I. (2.6.25)

Specidln& pro i = J dostdvdze

Zrku i) = 1lim [Z kf(k) n i

e k=n+1

(k) 5
Ty ] ) (2.6.26)

JestliZe nyn{ i je trvely stav, tak v pi{pads, Ze Je trvely nenulovy, tak rada

@x
r . (i,1) < oo 5 }:: r (1,1) = 2:: K f(k) (2.6.27)
k=0 k=0

a kdyZ je trvaly nenulovy, tek

o

Z r, (1,i) = o , : (2.6.28)
k=0

e p¥itom vidy plati (2.6.25).

Vete 2.23: Necht i ¢ I je trvaly stav nenulovy, neperiodicky.
’\M/\A/\MNVV\/\/WV\/\M'\/\/VV\AN\NVW\AANV\N\N\A/WWVV\
Potom
ANAANANANAL

i%m ii;) etk (2.6.29)
K= o0 Z " f(k)

/\/\M/\MW\/VW\/\/\N\AM
Dikez: Podle ozneleni (2.6.23) je pro kezdé [ > 1
v (4,8 =y (4,4 = - g}
a tedy podle (2.5.8) pro ka%dé k > 1

K
pi’{) ST IZ (r(4,4) = v, 1 (4,1) p(k -0)
=1
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|
|
;\

neboli

k k k-1
IZO rl (i, i)p(k D :;l [ l(1 J.)p(k b =§ [(1 1)p(k ~-1-()

Odkud vidime, %e pro kaZdé k > 1 soulet

k

Z r (i,1) p(k D
[ =0

Je ‘konstantn{ a nezévisf{ na k. JelikoZ podle predpokladu je stev i trvaly, tak
1=g5; =) £ - r (4, 1)
ii ii o'
k=1
a tedy pro ka%dé k > 1 je

k

Y a0 plll oy (2.6.30)
[=0 :

Navic v8ak je stav i nenulovy a proto dle (2.6.27) platf, %e jsou spln¥ny ptedpokla-
dy vé‘cy 2.14 a tedy vzhledem k predpokladu, %e stav i nenf{ periodicky lim pil:)
k >

k
>, plED
(=0

existuje a

lim = lim p. (2.6.31)
k> k k= 11
Z rl (i,1)
[=0
Ale podle (2.6.27) a (2.6.30) méme odtud
1im p(k). T ®
K- 00 i (l:)
k=1
Vita 2.24: Stav i ¢ I je trvaly nulovy tehdy a jen tehdy, kdy2
/WV\AM/\/\N\/\/W\IWVVV\AANVV\NV\/V\,’\N\M/VWWW\/\’\/V\N\JVW
p:(LI;) " a Pgli{) v O pro ¥ —— oo (2.6.32)
k=1

Dikez: Necht i € I je trvely stav nulovy, potom podle vity 2.19 i p(k) =00 .
p k-—

Jeliko¥ podle predpokladu je i  nulovy, tak dle (2.6.28) a (2.6.5) plat{, Ze jsou

splndny predpoklady véty 2.14. Podobn& jako pri odvozeni vztahu (2.6.31) dostdv Ame,

Ye existuje lim pgl;), kterd je rovna
K =00
< [
Z r. (i,1) p(k )
Yim 20 - = 1 = 0, (2.6.33)
K —
it Zr[ (i,1) 14 E If([)
(=0 K=o [=1

w AL



nebot stav i je nulovy.

Necht naopak plat{ podmfnky vety, t.j. (2.6.32). Potom stav i je dle vity 2.19
trvaly a mus{ platit

1 .
. K AT 0
lin ) gD
k"‘o l=1
neboli stav i musf byt nulovy. ®
Vita %&ggo‘gggggwgkngé\f I je trval nenulovy a periodicky s periodogwg;;N
Potom
lim r] =
et Z l“flgp‘ (2.6.34)

Dikaz: Nechf i€ I Je trvely stav s periodou d;+ Potom existuje 1im Pis A

k—=ow
oznalfme A a musf bt A > 0. Podle ddkazu vE&ty 2.23, ktery ze zaddtku miZene
aplikovat i v tomto piipadé dostaneme, e

1
A= s )
5 e, 01
k=0

» kterou

nebot Fada ve Jmenovatel i konverguje podle predpokladu, ¥e stav i Je trvaly nenulovy,

Ale vzhledem k tomu, %e stav i Je periodicky, tak fﬁg) = O'pro k, které nenf
nésobkem periody di' Potom téz

r(i’i) s zfi: f(l) 5 if: f(k+1)di
kdi = ii ii
[=ka.+1 (=1
i
a
(k+1)di—l i o (k*[)di
3 ritihd) =a; ) " ory,
[ =k _ [ =1
Odtud potom dostdvéme
(k+l)di—l
pigcl 1 v ol
rkdi (i,i) = 3{ Pl(l,l)
[ = kdi
neboli o0 oo
§ PR E
i rkdi (i:4) a; z r (i,i)
k=0 . [—0

Celkové tedy méme
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(kd )
ilm Py i A = 1lim Z = pon 1 =
=00 ko0
§ rig. 1) L) rq,0
l =Q 1 i l:O
= di
o0 7
¥ e ©
11

V&ta 2.26. Necht stav i € I Je trvaly neperiodicky. Potom pro ka%dé j e¢ I je
(k) (k)
ANAANNAANAAANANAANANAANANANNNAN

Dikez: KdyZ ze stavu J nelze doséhnout stav i, tak pro ke2dé k je pgg) = 0 a také

f'i = O podle véty 2.16 a tedy tvrzen{ triviéln& platf. Kdy% j=i a plat{ fii =1,
neni co dokazovat. Kdy% j # 1 a ze stavu j lze doséhnout stav i tak fji= 1.
Pro ka%dé k = 1 plstd dle (2.5.8)

(k) }:: f(l) aikall ., (2.6.35)

Vzhledem k tomu, Ze f E:: f(k) = 1, tak

(k)
lim ———J—-— =0

K> Z f(l)

a tedy podle véty 2.14, kterou mlZeme pouZit uvédomime-1li si, Ze fgg) O a stav 1
je neperiodicky, mdme s pouzitim (2.6.35)
(b (x=1)

oK) fyi° Pig
1lim pég) = lim —~‘l-~— = 1lim =0 : = 1lim p§§) .
(l) (l)
> ol % ®
=0

Véta 2.27. Nechf i € I je trvaly stav nulovy a necht stav j € I lze doséhnout
AANANANANAANNANANANNANAANANNAANANANANNANANANANNNAAN VAANANANANANA NAANA VAANNANANNANANAN ANANANANANAN

2z i. Potom J Jje trvaly stav nulovy.
SANAANANAANNAANANAANANANNNANNANANANANNANNANANN
Dikaz: Podle v&ty 2.22 je stav j trvaly a podle vé&ty 2.17 existuji prirozend &{sla
n & m takova, Ze
(m)

(n)
Pii - *= 0 Pji = o,

a tedy pro ka#dé prirozené &islo k podle (2.2.6) .
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(k+n+m) (m) (k) (n)

Py = Pij Pjj Pji 0 (2.6.36)
Vzhledem k tomu, Ze stav i je trvely, nulovy, tek podle v&ty 2.24 1im pi?) =0
a tedy z (2.6.36) ko 2

(k+n+m) (m) (n) (k)
0= 1lim T3 $ . : i i
Koo 3 iy Pgp - L pgs’ =0

neboli podle tése vé&ty je stav j trvaly nulovy. ()

V&ta 2.28. Pro kaZdy homogennt merkovsky retézec existuje pro kazdaé i € 1
Sl tatara i “n" ““‘VVV“VVVVVVVWV\N\NWV\’VVVMWW\,WV\M,\

. 2 (k)
o & ) plk (2.6.37)
N —= oo
k=1
0
Ddkez: Kdy% stav i e¢ I Jje pfechodny, tak dle (2.6.15) 2:: p§§)<: o a tedy
limita (2.6.37) je rovna O. . k=1
Kdy? stav i € I Je trvaly nulovy, tak podle (2.6.32) 1im pif) = 0.8 tedy dle znémd
v&ty z matematiky tdéz k-0
n
P | (k)
lim = P::" = 0,

Kdy? stav i 6 I je trvaly nenulovy neperiodicky, tak podle (2,6,29)

(k) 1
lim p.;.’ =
k-oOo id = (k)
) kfif
k=1
a tedy téz
n
_1_\: (k) _ 1
“i'i?"nklpii_“ (k)
= . k
Zkfii ,

Kdy% stav i € I je trvaly nenulovy periodicky, tak podle (2.6.34)

(kda,) d.

g i .. i
klll:o pii —:——wT_
~ k)

2 ket
k=1
a8 tedy n n (kd )

PR | Ck) o 1 17
lin 2 3 Pij’ = lim - > Pyg . *
Rore =1 it k=1

T T LT
di k"’“ il

®

a (k)
Z k fo5
k=1

V zévéru tohoto paragrafu si uvedeme pirehlednou tabulku,
v¥sledky uvedend ve v&tdch tohoto paragrafu,

kterd shrnuje ndkteré
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TRVALY STAV
PRECHODN{ NENULOVY ' NULOVE
STAV PERIODICKY | NEPERIODICKY| PERIODICKY | NEPERIODICKY

- :

R R

k=1

<1 -3
klim pi(’i" 0 aH By 0 0

0
ke py = Z X fg{) )
k=1

Moiitelné markovské retdzce

v tomtomm otézkami aplikaci vysledkd paragrafu 2,6.
na merkovské retdzce a to s kone&nym nebo spoletnym poltem stavd.,

Necht {x(.,t)} teT Je homogenn{ markovsky Pet&zec s mnoZinou stavid I.
Rekneme, Ze {X(.,t)} t ¢ J¢ nerozlofitelny, kdyZ v ndm neexistuje 24dnd jing
uzeviend mnoZina stavd krom& mnoZiny v3ech stavy I.

Pr{lrladem nerozloZitelndho homogenniho markovského retdzce Jje na priklad
ptiklad 2.2, zati{mco v prfkladu 2.3 uvaZovany homogenn{ markovsky ret&zec nen{
nerozloZitelny. '

V&ta 2.29: Homogenni markovsky Fetdzec {X(.,t)} teT Je nerozloZitelny tehdy

A ’\M/\/\NV\’\’V\M/\M/.\/VVV\/\MMMMMI\MM/\ o A
a jen tehdy, kdyZ kaZdy jeho stev miZe byt dosazen z libovolného jiného stavu.

Dikaz: Necht i, Jjsou lﬁvolné dva stavy z I. Podle pfedpokladu nerozloZitelnosti
a podle véty 2.10 je { i} a tedy existuje n>= 0 takové, ze

(9] ¥

Necht naopak pro kazdé i,j € I existuje n = O takové, Ze pgg) > 0. Predpokléde jme,
Ze {X(.,t)} tel neni nerozloZitelny. Pak existuje neprdzdné uzaviend mno%ina E a

stavy i, J takové, Ze

[i} c &, jeI-E
a
ng) = 0 pro kaZdé n > O.
Dostali jeme tak spor protofe platf (2.6.37) pro ka%dé n po 30 = ®

Véta 2.30. V nerozloZitelném markovském ret&zci {X(.,t)) t ¢T 8 BmnoZinou stavd

SWANAANANANANNAN
I jsou v8echny stavy stejného typu: bud jsou v8echny prechodné, trvalé nulové nebo
trvalé nenulové. V kaZdém pr{ped¥ majf{ stejnou periodu a v¥echny dvojice stavi

MW\MN\NVWVW\NWV\/WV\AM,WV\’W’W\M/WMMANW\AAMAN\AMM
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Jjsou sousledné.
AANNNNANANNNANAAN,

Dikaz: Necht existuje stav i € I, ktery je prechodny a nechi stav J €I je trvaly
@ je dosefitelny z i. Potom ale podle v&ty 2.29 je stav i dosszitelny ze stavu j
8 tedy podle v&ty 2.22 je také stav i trvaly, co% je spor a musi byt stav J, dosazi-
telny ze stavu i, téZ prechodny.

Kdyz existuje stav i € I, ktery je trvaly nulovy, tak kaZdy stav j dosaZiteln
z 1 je podle v&ty 2.27 té% trvaly nulovy. Proto, podle vEty 2.29 vSechny stavy jsou
trvalé nulové.

KdyZ existuje stav i ¢ I, ktery je trvely nenulovy, tek v8echny ostatni stavy
musi byt té% trvalé nenulové, pon&vad% v opalném pripad¥® bychom do¥li ke sporu.

To, Z%e kaZdé dvojice stavd jsou stavy sousledné plyne z véty 2.29 a pripadné
stejnd perioda pak z vaty 2.13. ®

V&te 2.31: Markovsky ret&zec {X(.,t)} teT ° konednym podtem stavd nemiZe
AN

N\M/.\/\’WV\MNWV\/\/\/\/\/\NV\NVW\,
obsahovat jen prechodné stavy a neobsshuje Z4dny trvely stsv nulovy.
/WM/WVW\M/\ANWV\ANW\AN\A/W\/W\MIWI\AMN\A/\WNV\

Dikaz: Predpoklédejme, Ze v3echny stavy kone&ného markovského fetdzce s mnoZinou
stavd I = { Q5 Xy wewy N } Jsou prechodné. Potom pro kaZdé i,j ¢ I musi podle véty
2.20

(n) = 0

1lim le

N ~=o00

lim E p;:) 0

fsee 4 & 1

a tedy téz

(n)

Jl = 1 pro kaZdé n.

coZ vede ke sporu, protoZe E
iel

Nem&ée proto markovsky ret&zec obsshovat jen prechodné stavy.

Predpokldédejme nyni, Ze stav i € I je trvaly nulovy. Potom kea%dy stav j
dosaZitelny z i mus{i dle vé&ty 2.27 téZ trvaly nulovy. Ale podle véty 2.26

lim § vpég) =0

Neee 5 g I

coZ opét vede ke sporu, protoZe

E pig) 1 pro kaZdé n.

i€ I
- ®

NemtZe tedy existovat Zadny trvaly nulovy stav.

Jako disledek této v&ty lze dokézat pro nerozlofitelné markovské homogennt
retdzce ndsledujic{ vétu.

Véta 2.32: NerozloZitelny markovsky Pretdzec s konednym poXtem stavi m& v3echny
AN\A/WVV\ANV\MNWW\N\A/W\A/VV\NW\AMAAANWV\M\AMMNV\AMN\A

stavy trvaléd nenulové.
AANAAANANANANAANANAANAAANNNN

Dikaz: Podle v&ty 2.31 mus{ existovat alespon jeden trvely stav, ktery podle téZe
véty musi byt nenulovy. Potom ale podle v&ty 2.30 jsou v3echny stavy trvalé nenuloy
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Ve specidlnim prfpad&, kdyz uvaZovany merkovsky retdzec Je neperiodicky, plet{
ndsledujicf tvrzeni.

t Vata 2.%3: Nerozlozitelny, neperiodicky markovsky ret&zec s koneénym poftem
stavl md v3echny stavy ergodické.
AN\A/\AM/\/\N\/\N\M/\/\/V\M/\MM

Dikaz: Ddkaz tohoto tvrzeni vyplyvd bezprostiedns gz véty 2.32 a z v&ty 2.30 nebot
- v uvaZovaném pripadd jsou viechny stavy trvalé nenulové s neperiodické, tedy
. ergodické.

KdyZz jsme dokdzali, jakého typu mohou byt stavy kone&ného homogennfho merkovské-
ho Fetdzce, mi%eme dokézat nésledujfcf v&tu tykajfcf se limitnich pravdépodobnost{
~ plechodu pro po¥et krokd jdoucf k nekone¥nu a Jjejich vypodtu.

V&ta 2.34: Necht {X(.,t)} teT Je nerozloZitelny homogennf Petdzec s kone &nym
NANANAANAN

pottem stevi I =10, 1, ..., N}, ktery je neperiodicky a jeho# matice pravdépodob-

nosti prechodd je déna pomoci /P = (pij)' otom existujf &isia x_, Tps eeay Ty

[s]

AMN\’WV\MVV\N\/WWNWWV\M’W\A/W\IV\NVW\M,W'\A,
takové, Ze pro ka?dé i 6 I NANANAANANAAAAA,
ACANVANAANAAANAANNAAAAAAAA .

e 3 (n)
J. = 1lim p.. §=0,1,...,N (2.7.1)

8 jsou jedinym redenfim systému linedrnfch rovnic

kel
8 vlastnosti
ielI

Dikaz: Podle v&ty 2.33 jsou v8echny stavy uvaZovaného markovského Fetdzce ergodické
8 proto podle v&t 2.29 a 2.26 existuj{ limity

’ (n) ; (n)
lim pi; = lim p..
et Jji Fckeae ii
pro v8echna i a j € I. Oznalme tyto limity
= : (n)
Jig = lim p,ji iel
n-.@
Potom podle (2.2.5) - -
n+l) _ n
Red o Z Pijk Pxi
kel ]
a tedy téz - (n) v
- i n+l) _ . n 5
Ti= Maopy = Um ) pipy = ) 7y b
N-=o00 N -= oo k6 I k eI

tede {]/‘i 1€ I} Je PeSenim systému rovnic (2.7.2) s vlastnost{ E ;i = 15

iel
D Ti= la Yy P§2)=1'

i€l Reesioe & 1

nebot

JestliZe nyni {Ui s ie I} Je jiné reSeni systému (2.7.2) splnujfef (2.7.3), t.J.

uiz :ukpki iel

kel
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i1€1
tak téz ;
uJ = § I Pij 7 2::: z::: Y Pri pij =
iel ielI kel
B (2)
2::: ukz::: Pri pla ‘E::: Qi ka
kel ieI kel
a obecnd
- (n)
ug= ) wpi]

kel
pro kaZdé n = 1. Potom vZak t&3

s : (n) _ _
u'j n]-':‘m E uk pkj _JTJ E uk ‘IJ
*® kel kel

a tedy .ﬁ;, ﬂi, ""‘”N Je Jedinym redenfm systému rovnic (2.7.2) splnugjfef
podminku (2.7.3). _ ®

Prfklad 2.15. Necht {X("t)}te’r Je homogennt markovsky retézec uvaiovany v prikla-
AANANANANAAANAAN

d& 2.2, Ur&ete v8echny

1im P

(n),
n ~=oo Ji

UvaZovany retdzec je neperiodicky a podle prikladu 2.9 Jjsou v8echny stavy trvald
a d1é pfikladu 2.13 nenulové. Podle véty 2,34 tedy existujf limity

(n)

ji Jel pro iel,

JTi = lim jo}

n -=oco

které jsou jedinym redenim systému rovnic 2.7.2 8 vliestnostf{ 2.7.3. Podle matice
pravdépodobnost{ prechodu je systém 2.7.2 dédn pomoci{

g 1
Ty = 3T, * 57,
i U
e At P

Ty =Ty

Re¥enfm tohoto systému rovnic dostévéme.Fo = Il = Wz a vzhleden k tomu, %e mus{ byt
spln&no 2.7.3, tak : :
g Ty R 8 ®

Prfklad 2.16. Necht {X(.,t)} Jje homogenni markovsky retézec se spoletnou mnoZi-
AANAAAANAL VAAAAL tel R g

nou stevd I = {0, Ly 2y ...} dany pomoc{ matice pravd&podobnost{ prechodu
P = (pij)’ kde

Pi; = P pro j=1i+1
= 1l-p pro j =0 1 =@, 1,25 v
=0 pro j#0, i+ 1

2 A -



~ Urlete typy Jjednotlivych stavi a urdete
1lim p](_r-‘) pro kaZzdé i, j ¢ I.
n —=go J
Dé se ukédzat, Ze se jednéd o nerozloZitelny homogennf merkovsky Fet&zec a tedy dle

véty 2.30 jsou v3echny stavy stejného typu. JelikoZ

#f - 9
00
fég) = pk"l(l—p) pro k= 2
tak o (
S-S e s
k=1
neboli stav O je prechodny a tedy v8echny stavy jsou piechodné. Potom v3ak podle
véty 2.20 pro kazdé j € T a ie I ’ ®
1n  pi® = o.
J
N —= 0o

2.8, Stacionédrni markovské retdzce
ANWV\/\/\/\/\M/\N\/\/V\/\N\/\/\NV\/\MN

Budeme se nyni zebyvat otézkami urleni absolutniho rozlofeni pravd&podobnosti
{Jri(l): ie I] v %ase t € T, pro homogenni merkovsky ret&zec {x(.,t)} teT"

8 pouiiﬁm v&ty o uplné pravddpodobnosti lze dokézat, %e pro kaZdé i € I a
t,s ¢ T (s < t) plat{

ST S Y T, (e p‘t s) (2.8.1)
kel )

Rekneme, %e homogenni markovsky fetdzec {X(.,t)} teT je steciondrnif, kdyZ absolutni

rozloZen{ pravddpodobnosti pro libovolné dva &asové okamZiky jsou stejndé, t.j. kdyZ
pro ke?dé t, s € Ta ie I

Ty (t + s) =~77i(t) “H2.8.2)
JestliZe {X(.,t)} teT je stacionérnf, homogenni markovsky retdzec, tak existuje
rozloZfeni pravddpodobnosti {‘Ti $ A € I} takové, %e pro ka?dé i € I a kaZdé t €T Jje

I, (8) = Iy

i
a pritom toto rozloZeni pravdépodobnosti splnuje pro ka*dé i € I rovnici
kel : '

Véta 2.35: Jestlie podédte¥ni rozloZeni pravd&podobnosti {Jf (0)s 4. ¢ I)

W\/W\/\/\/\/\N\/\v
homogennfho merkovského Fet&zce “X("t)l\m
ANAAANAAANANAANSAAANANNNANANANNAANANAANANASANS

;i =y : 7.0 py iel, (2.8.4)
k € ‘

AN

PR .



tak {X(.,t)} teT Je steciondrn{ markovsky ¥et&zec.
AANNANAANSNAANA
Ddkaz: Podle (2.8.1) méme pro ka¥dé i ¢ I

kel

coZ v3ak podle (2.8.4) je rovno Wi(O). Predpoklddejme, %e pro dené t € T & ka3dé

i€ I platgf
J =J
1(8) =.(0).

Potom dle (2.8.1) a (2.8.4) méme
(t+1) = > Jrk(t) Pyi —E ]rk(o) Pys =T, (0)
kel kel
a tedy pro kazdé t € T a i € I plat{
in(t) = ~?[i(0)

neboli {X(.,t)} t ¢ T Je stacionérni merkovsky Fet&zec. ®

2 véty 2.34 vyplyvd, %e limitni rozlofen{ pravdépodobnosti je jedingm
absolutnim rozlofenim pravddpodobnosti, kterd zaruduje stacionarltu uvaZovaného
homogennfho markovského retdzce.

2.9 Prilklady
ANANAANAANANAANAAANAAL

V tomto paragrafu si uvedeme dva prfklsdy, z nichz prvni mé za kol v jednodu-
chém pripadu ukdézat jek vlestnosti markovského retdzce zévisejf ‘0od pravddpodo bnost {
prechodu & druhy pifklad je zjednodulenym modelem difusnich procesl.

P¥{klad 2.17: Necht {X(.,t)] t eT J¢ homogennf merkovsky Fetdzec s dvéma stavy,
NAANAANANAANAANANAAANAN
tej. I = {0, l,} » JehoZ poldtednf rozloZen{ je déno pomoci

JTO(O) =1 -T 7/'1(0) = T

a jehoZ matice pravd&podobnosti pi¥echodu je
1-q q
kde 0 £ p,q £ 1.
UvaZujme nejprve pripad
(a) p=q=1.

Potom oba stavy jsou absorb&ni, t.Jj. trvalé nenulové a plat{
(n) _

1im’-.p3w” = I
i ii
lim (n) _ 0 jL# 3
pji J
n--oe

i=0,1. Odpovidajici merkovsky retdzec nenf{ nerozloZitelny}, sle je staciondrnt,
nebot pro ks¥dé n & m platf

W’(n+m) = ﬁ'(n) p(m) + T (n)p(m) W;(n)
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a
”l (n+m) = Jro(n) pc()ni) +771(n)p](_?) =7fl(n).

B 'p=1, q=0
Potom stav O je sbsorbdni{ a stav 1 piechodny. Pokud J < 1 nen{ odpov{dajict
markovsky ret&zec stacionérni.

@ Pp*0,q=1
Tento pripad je podobny pi#ipadu (B3), kde stavy O & 1 maj{ vyméndnou dlochu.
() e LB S g 0
Potom stavy O a 1 jsou oba periodické s periodou 2 a
; (2n) " 2
lim pii =1 lim pgin‘..l) =0
N -= cc . n-= oo
. (2n) % (2n+1)
lim p:5" =0 lim p;% =1 pokud j # i.
N-=co 1J N = oo 1J J
(€) 0<p<i, -0<q<1

Oba stavy jsou trvalé, nenulové, neperiodické a tedy ergodické. Podle vty 2.54,
nebot se jedn& o nerozloZitelny kone&ny fetézec,existuji &isgla ﬂ'o a ‘”l takovd, Ze
rend (n) :
Ty~ Al P Ty = lim pi?),

I — 0o 1~ o0

kterd jsou jedinym felenfm systému rovnic

To=D T+ (1-q

o}

T

1 (l—p)JTo+qJT

X

Iyto rovnice jsou linefrn& zévislé (jsou identické) s tedy existuje nekore&n& mnoho
reSeni, ale jen jedno je takové, Ze '”o +J; = 1. Toto FeSen{ je potom déno vztahy
e To= g0 & E

Kol\= B8 =g Ty 5t

P -q
Dvojice {W}N Jl} Je také jedinym moXnym rozlofenf{m, které by zarulovalo stacionaritu
uvazoveného markovského retézce s tedy kdyby

L= &I, T A

tak merkovsky retézec je stacionérni. ()

Pr{klad 2.18: UvaZujme dv& osudi obsshujfc{ kaZdé N koulf & predpoklédejme, %e cel-
EZE}"S€E§¥\§3h11 v obou osudich, které jsou bflé je N a ostatni jsou Zerné. ﬁekneme,
ze osudf 1l. je ve stavu 1 € I = {0, Ty wwiy N } , kdyZ obsshuje i bilych kouli.
Potom obsahuje N - i &ernych koulf a u druhého osudf je tomu opadnd. Ndhodny pokus,
ktery budeme uvaiovat,spoéivé v tom, Ze se postupné bude nezdvisle vytshovat "z obou
osud{ soulasné jedna koule a vloz{ se do druhé.

Necht ( X(.,t)} teT Je néhodny proces, ktery vyjedfuje stav 1. osudi. Potom

zPejmaé [X(.,t) }t €T Jje merkovsky ret&zec homogenni s matic{ pravd&podobnost{ pre-
chodu

- B e



n
-

+
=

pij = -—F-——- kdyz j

]
|
1
[}

o kdy? j i=1,2,...,N-1

- 2i(N-i) N

PNN-1= 1.
VSechny stavy jsou neperiodické a merkovsky retdzec je nerozloZitelny a proto dle
vety 2.34 existujt

: (n) .
im rradit I o
n}., Pil

]
[T

(2.9.1)

i i = o,l,...,N (2.9.2)

a &isla Jl'i, Jfl, «+ey T ) tvol'f rozlozent pravdépodobnosti a vyhovu j{ systému
lineérnfch rovnic (2.7.2)

_ 1
J"o'WIF

) 2N = 1
¥ ‘7’0*”1“‘];2‘)' v, ﬁz

2
J72=JrliN_:2.D_. + 7, 4N -2) o r}g

N 2y 3 (2.9.3)
They =T yoo f,:‘ TN g%‘i‘ﬂ *Ty
TN =T I—N:f
ReSenim tohoto systému lineé&rnich rovnic postupn¥ dostévéme
Joo=T
T, =7 -
¥, = (§)2Jro
T, : (13\1)2JI_0 (2.9.4)
Ty ) (PoF s

Velikost Jl'o uréfme z podminky, aby

4 1.
i=0
Ale

N
) ai =¥, [<g)2 LB T i (ﬁ,‘)z] =7, 3P
120

a tedy sta&f poloZit
o 1
To = 20y -
N

« B% o



Potom pro kezdé i = 0,1,2,...,N je
(N)z

o
&

210, Zdkon velkych &isel
ANAAANAAANANNANNNAANANAANANNNNAN,

Necht {X(.,t)} % eTJe nerozloZitelny, neperiodicky, markovsky ret&zec
8 kone&nym poftem stavli, ktery je staciondrnf. Potom podle vty 2.33 v8echny jeho
stavy jsou ergodické. Necht i ¢ I Je libovolny stav a necht g3 (.) je zobrazen{ mno-
tiny I do redlnych &fsel definovand nésledujicim zpdsobem

gy3ldy =1 kdy% j = i

(2.10.1)
=0 kdy% j # i. :

L]
Neeht {X (.) =g Je posloupnost néhodnych proménnych definovangch vztehem
n n=0
Xn(.) = gi(x(O,n) ). ‘ (2-10-2)

~ St¥ednf hodnota ndhodné prom&nné Xn(.) je déna pomoct
E[x()]=E [ggxt.,n)]=m,

a rozptyl néhodné proménné Xn(.) je dén pomoc{
p[x0]==[0] -72-10 -7

Dédle z vlastnosti stiednich hodnot

n-1
E[Z xk(.)] = n7,
k=0
a n-1 n-1
(> %o ]=e[() ol -7?] -
k=0 k=0
n-1 n-2 n-1
=Y E[x 01?2 B (X ()-T) (x (-1 ] .
k=0 k=0 (=k+1

Ale pro [ > k je
B[(X() =T ) =T ] = B [x 0%, ()] -72 -

P([w P X(w,k) = 4, X(@, () =i)) -T2

2 (L-x) 2
By By el

Proto n-1

[Z AP )] = nJ(1-T;) + 2T, Z B psBE) @ aa
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lim =5 D x(.q.-zr lim & k pin=k) -re.
n-=-oo nz ;0 k N-» oo n-‘zk=l pll i
Ale n=1 : a
1 -k -
s kpl'{)“l[z “pgk)'“]
N k=1 =1
- k)
o Bl n-k pE
= ;2 EE: kpis “n-
k=1
Jeliko%
lim 0_ -9
N —o00 n
) &
k=1
tak podle v&ty 2.14
=
kZI <l (n)
: = N : n
= n = piiz pgy
)k
k=1
a tedy n n ( y
n-k
n-1 2k ) kp{f -n
el " k=1 k=1 2 _
N0 n = N=o n
k=0 _ k
k=1

e 1 2 _
—ZW'.Z‘J’J‘._O.

Podle zékona velkych &fsel - Markovova véta - odtud vyplyvd, ze posloupnost néhod-
nych prom&nnych

n-1
;11- E X, () A= 1,200 (2.10.3)
k=0 n=-1
konverguje podle pravd&podobnosti ke stfedn{ hodnot&, t.j. k-ﬂk. Jeliko% E:: Xk(.)
k=0

Je po¥et kolikrét se od po¥édtku vyskytl stav i, tek relstivnf Zetnost vyskytu stavu
i konverguje podle pravd&podobnosti k pravdépodobnosti.ﬁi) kterd je rovna

P{o: X0, t)=1i))
pro ka%dé t € T,

Necht nynt g(.) Jje libovolné funkce definovand na mnoziné& stavd I a zkoume jme
néhodné prom&nné

o}
=

RASE

S

g(X(.,k)). (2.10.4)

w
1]
o
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Potom v prvnich n &asovych okamficfch se stav i e I vyskytl vi(.,n) krét

{2 Vi(n) = n) a tedy
1€ n-1 :
T2 sxGu =2 7y ngh). (2.10.5)
k=0 iel ;

Vzhledem ke konednosti mnoziny stavd I a vzhledem k tomu, Ze

n-1

29,6,m=12 }k:o g3 (X(.,k))

konverguje podle pravd&podobnosti k Jl'i, tak

n=-1

SRR T RN

=0
konverguje pro n —= oo podle pravd&podobnosti k

> ¥ g atd) (2.10.6)
ie L

coZ v8ak je podle definice st¥edni hodnots néhodné prom&nné g(x(.,t))

E[gx(.,t0)] . ' (2.10.7)
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Kapitols III - Néhodné procesy se spojitym Zasem

3.1. Msrkovsky proces
ANAANANAANANANANANAANAAAA,

V kapitole II jeme se zabyvali néhodnymi procesy pro které mnoZins perametrd T
byla mnoZinou vdech nezépornych celjch &fsel a mnofina stavd I byle konednd resp.
spoletnd. V této kapitole ukéZeme, Ze v&t3inu vysledkd 1lze pievést i na pripad, kdyz
T je mnoZina v3ech nezéporngch reélnych &{sel, t.j. na nespodetnou mnoZinu
T =<0, o ),

V této kapitole budeme uvaZovat nghodné procesy [X(.,t) ] teT Pro néZ T =<0, 00)
a I je bud tveru I = [0_, Ly, 2y s N} nebo tvaru I = {0, 1, 2, ...].

Rekneme, %e ndhodny proces [X(.,t)} teT Je markovsky néhodny proces s mnoZinou
PAAANAAANAANAANANANAANAAANAANA AN,
stavl I, kdy2 T = <0, « ) a plat{:

(1) pro ka%dé i € I existuje te T takové, Ze
P({w: Xx(w, t)=1]}) > o {3:1.1)
(2) pro ke?dé n prirozené e kazdou n-tici parametrd 0 < t < tyg <.ce<t 2Ta
kaZdou n-tici stavd il, 5.2, veey in podmindnéd pravddpodobnost
n-1
P({w:x(w,tn) =in}/ m{u :x(w't,i)=i.j)) (3.1.2)
J=1

pokud existuje je rovna podmin&né pravdipodobnosti

P(|lw: Xw, t) = in} / (w: x(w, t )= in-l} ). (3.1.3)

Vlestnost (2) se podobn& jako v peragrafu 3.1 nazjvé Wm
a vidime, %e definice merkovského retdzce & markovského procesu se jedind 1i3{
- v mno%in¥& pouZ{vanych parametrd T. Vlastnost (2) Jje vyslovena nynf{ pon&kud 0dlizngji
neZ v peragrafu 3.1, av3ek odpovi{déd vztshu (2.1.11).

Ozname nyni pro ka?dé i ¢ I symbolem
T = P({w: X(w, 0) = 1), (3.1.4)

Poldtednf rozloZen{ pravddpodobnosti markovského procesu {X(.,t)} teT Jje ztejmd
’\’\MMM’WWM\AM/WM/VVW\AfMNva\AM'\M
[rs@ :ie1}

Zavedeme si nyni pravd&podobnost p#echodu pi-(s,t) (s <t) jako podmfn&nou
ANAAAANAANNAAAANAAANNA, — Ld .
pravd&podobnost toho, Ze markovsky proces bude v Zase t ve stavu Jy kdyZ v Zase s
byl ve stavu i. Potom zFejm&

Pjj (st) 20 4 (3.1.5)
a

2 Py (syt) = 1

je1I

pro kazdé s, t € T a i € I.

Absolutni rozlo%enf{ pravd&podobnosti {in(t): ie I} v ase t € T pro markovsky
AANANANAS AAANANNANAANANNANAANANANANANAANNANANAANANALNNA, ,

proces [ X(.,t) } t ¢ 7 Je definovén vztahem
Wi(t)=P([w:X(U,t)=i}) proie I. (3.1.6)

Podle v&ty o uplné pravd&podobnosti odtud dostévéme, Ze

=BG



JTi(t) = § J . (0) p (0 t). (3.1.7)
Jel
Dé se ukdzet, metodami kapitoly I, Ze v p¥{pad® znalosti polédtednfho rozlo¥eni
pravdgpodobnosti {m‘i<0): ie I_} a pravdépodobnost{ prechodu

{pii(s,tZ: i,je I, s, teT, s<t } pro dany markovsky proces { X(.,t)} teT

umozni definovat systém konednérozmdrnych distribudnich funkef, ktery splnuje
podminku symetrie (1l.1l.5) & podminku konzistence a tedy ném zsru¥uje znalost
pravd&podobnostni miry v prostoru viech redlnych funkc{ definovanych na T.

Pro ka%dou n-tici parametrd 0 < t1‘< ty <. < tn 8 kazdou n-tici stavd
il’ i2,...,in vzhledem k markovské vlastnosti dostsneme

P( ﬂl {w: xw, =15} =Ty (e)epy g (tyty)eepy g ()
J:
E J (O)pkl (0,t,)ps (tl,tz)...p i (tn 1ty
Ty 1% n-1’
(3.1.8)

a tyto pravd&podobnosti ndm umoZni urlit kone&nd-rozmérné distribulni funkce.
Absolutnf rozloZeni pravd&podobnosti mus{ splﬁovat funkciondlni rovnici

\W'J-(t) Ee 3 T s (s) le(s t) (3.1.9)

pro kazdé s <t a J €I Dikaz tohoto tvrzenf je nésledujfcf .
Pro kazdé i,j € I a s <t
o x0,) =5 Jn [0 Xw,8) = 1)) =T;(s) pysls,t)

a tedy Tty = ) Mo xe,t) =) n{o: Mw,8 =1}) =
' ieI
= § in(s) pij (S,t)«
iel

Uplnd stejnd se d4 dokdzet, %e pro kazdé i,j € I a s <T< t z T platf

pij(s’t) = il Pij(S,T) pkj(’l’,t) (3.1.10)
k€ .

3.2. Intenzity pravd&podobnosti prechodu a Kolmogcrovovy rovnice.
AAAANAAANAAANAAAAAANAAAANAAAL VAANAAAAANNNAANAAAAAAAAANAANANNN

V daldfch Z4stech kapitoly III. ud&ldme nédsledujfci piedpoklsdy o pravd&podob-
nostech prechodu ze stavu i v Zase s do stavu j v Zase t, t.j. o pravd&podobnostech
pij(s,t). Budeme predpoklédat:

(1) Existuje . 1im pij(s’t) {%.2.1)

t -8

pro ka?dé i & j ¢,I a je rovna O kdy? i # j e rovna 1 kdyZ i = j;

w §F



(2) pro ka%dé s ¢ T a i,j e I (i # J) existuje

p:: (s,t)
lim 2 (3.2.2)

t -g t ~-s f
kterou ozna¥ime M.. (s). Z¥ejm& M. .(s) > O. Tyto limity p..(s) nazveme intenzita-
1J 1J 1J ANAAANAN

/eiﬂgfavdépodobnosti pfechoggbt.j. ;Jij(s) Je intenzita pravd&podobnosti ptechodu
ze stavu i do stavu j v Zase s; -

(3) pro ke%dé s € T a i ¢ I existuje

1l - p.:(s, t)
t i-ia : d (3.2.3)

lim
t— s

kterou ozna&ime pi(s) @ nazveme intenzitou pravd¥podobnosti pfechodu ze stavu i
v 8age s; dé se dokizat, Ze yi(s) > 0;

(4) plat{ pro ks%dé i ¢ I

) p-i(s,t) p.i(s,t) iy
tl_l.ms E . - - § lim - = E : by (e).
i i

L]
ct
{
/]

Je J € Je
J# J# i J# (3.2.4)

=

Na zdklad& t&chto predpokladd si nynf odvodime systém parcidlnich diferencidl-
nich rovnic, kterym musf vyhovovat pravdépodobnosti prechodu a absolutnf rozloZen{
pravdZpodobnosti. Tyto rovnice ném budou slou%it jako vychodisko k dalifmu vyzkumu
markovskych procesd a jejich aplikact.

Z rovnice (3.1.10) méme pro libovolné 4>0ai,je1

Pijlest + ) = kge g Pik(s,t) Pjitst +4) =

= pij(s,t) pjj(t,t+ 4) + E pik(s,t) pkj(t,t* 4)s

keI~
k # j
Po jednoduché ipravg
< = po (e - pa:lt,t
pll(s.t +4) le(Q,t) =2 G d 1 P +4) o
4 J 4
p,s(t,t +4)
+ E pik(s’t) —lc_tl._.’“._...__
kel
k # J

Prejdeme-1i nyn{ k limit® pro 4 — O a pouZijeme-1i predpoklady (2) - (4) a
uvé&domfime-1i si definici parcidlnf derivace, dostaneme

dp. .(s,t) E:__
kel
k#J

6plné stejn& lze dokézat, Ze



Op::(s,t)

———%§§—~—— = pij(s,t) byi(t) - § }Jik(s) pkj(s,t); (3.2.6)
kel

. kA4

kdyZ se vychdzi ze vztahu
pij(s -4, t) = E pij(s - 4,8) pkj(s,t).
kel

Aby bylo moZné psét parcidlni diferencidlni rovnice (3.2.5) a (3.2.6) v
ucelen&j3{ form&, budeme v del3im poulfvat oznaleni

Hss(e) = = p (t) (3.2.7)

pro ka#dé i € I a t ¢ T. Potom parcidlnf diferencidln{ rovnice (3.2.5) prechdzf na
parcidlni diferencidlni rovnice

(s, t)
-——~51——— > Piy (85t) Hy (L) (3.2.8)
ke I
& parciélni diferencidlnf rovnice (3.2.6) na parcidlnf diferencidélni rovnice

Op: :(s,t)
____j__,___ E ;Jlk(s) ka(s t). (3.2.9)
ke I

Pro ebsolutni rozloZeni pravd&podobnosti Wi(t) pro i€ Iate T dostévdme z (3.1.9)

pro 4 >0
jelI

Tt + 4)

T, 1 (t)py (e, t+4) + > :rr (t)p 1(tit+ )
G

J #
a tedy

T (t+ L)=- T.(t) l-p..(t,t+ 4)
1 - X = -in(t) pil > J/ (t)p i(ttr ) .
€

J #

UvaZujeme~1i limitu této rovnice pro 4 —= 0 méme podle (3.2.7)

daar.(t)
__...é_t.__ = =T (t) pylt) + > ! JTJ.(t) ,Uji(t)
je
J# i
(3.2.10)
= E JTJ-(t)IJJ.i(t).

Jel
Rovnice (3.2.8), (3.2.9) e (3.2.10) se nazyvaji{ Kolmogorovovy percidlnf diferencidl-

ni rovnice.

V zévéru tohoto paragrafu si uvedeme jeden piriklad markovského procesu, kde
-
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za mnoZinu paremetrd T vezmeme mimo¥4dnd jen interval < 0,1).

P¥{klad 3.1: Necht { X("t)}1;eT Je merkovsky proces s mno%inou stavd
ANAANNNANAAN, :

I= {O, 1, <eoy N } a mnoZinou perametry T =<0,1) , jez Je dén pomoc{ intenzit
pravdépodobnost{ prechodu

Hij06) = 24 (v - g pro j = i + 1
=-rEr (N-i) proja=g (3.2.11)
=0 pro j # i, i + 1,

kdeizo’ l’ ®ooy N"la
Ha(t) = o.

Poldtedni rozlosent markovského procesu je ddno pomoc{
ﬁ}(O) =1 a JE(O) =0 pro i=1,2,...,N,

Ur&ete absolutnf rozloent pravd&podobnost i {-Wi(t) tie IJ {

Pro absolutnf rozlozent pravdépodobnosti‘Ii(t) mus{ platit percidlnf diferenci4l
ni rovnice (3.2.10), kterd V. uvaZoveném p¥fpadu maj{ tvar

4 Jro(t) N
3t = ey T, (3.2.12)
dJI'i(t) 1 1

at = - 1=¢ (N-i) Ii(t) = 3 (N=-i+1) .Ti_l(t? (3.2.13)

i=1,2,...,N,
Jelikoz
d log Jro(t) 1 a7z (t)
dt o T, E) at

dostaneme z rovnice (3.2.12)

d log 7 (t) N
~dt T T I=t
a tedy
log T (t) = N log (1 - t) + Cos (3.2.14)

kde Co Je takovéd konstanta, aby byla splnéna poXite&n{ podminka vyplyvajfc{
z polédtedniho rozloeni pravdépodobnosti, t.j. aby JTO(O) = 1. ‘
Ze vztahu (3.2.14) pak méme

c
T 8) = (1 - pY e

a tedy musi byt C° = 0. Méme tak
7 ft) = (1 - )N,
Obecnd se d4 dokézat, Ze FeSenim rovnic (3.2.13) jsou funkce
Ty = et a - g (3.2.15)

SkuteZn&, nebot
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dni“)

]

i (?) t371(qg)N-1 (?) (N-1)t1(1-¢)N-3-1

dat
= (D 17 -0 oy
sle téZ
N-i - —i~
ERNTSR R A R TSI T

JelikoZ téz J_(t) se ad vyjéarit ve tveru (3.2.15) s i = O, tak absolutn{ rozloZenf
| pravddpodobnosti je déno vztahem

_ (N, i N-i .
T (t) = (t7(1-t) i=o0,1,...,N,

coZ v8ak je obecny vyraz pro binomické rozloZeni pravd&podobnosti s parametrem t.

®

-

7.3. Homogenni merkovské procesy.
Podobn& jeko u merkovskych Fetdzcl Pekneme, ¥e markovsky proces {X(.,t)] tel

je homogenni, kdy% pravdépodobnost piechodu p;.(s,t) (s < t) zévisf pouze na rozdi-
AAAANAAANNS . v . 1 - e
lut -~ s a nezdvisf na t a s zvla¥t, t.j. pravd&podobnosti pirechodu splnuji rovnici

pii(s,t) = pij(O, t - 9). (3.3.1)

Bez djmy ne srozumitelnosti budeme déle pou?f{vat oznalent pi.(t—s) = p..(O,t-s).

Pro homogenni markovské procesy se predpoklady uvedené v paragrafu 3.2 tykajfed
se pravd&podobnosti piechodu zmén{ na:

(1) Existuje pro kazdé i, j e I

i A |
5&5?0 Pij (4) (3.3.2)

a je rovna O kdyZz i # j nebo 1 kdy% i = j;

(2) existujf pro ke#dé i,j e I

p:.(4)
Alimo "‘l“lzl"—"‘" = ’Ji‘j, (3-3-3)

t.j. intenzity pravddpodobnosti piechodu ze stevu i do stavu j nezédvis{ na t;

(3) existuji pro keZdé i e I

TR kA U (3.3.4)
4—~0 a ¥

teds intenzity pravddpodobnost{ prechodu ze stavu i nezévis{ na t;

(4) plat{ pro ka?dé ie¢ I

p..(4)
lim ) —J%Z——— = E lim E Hjq+ (3.3.5)
B~0 s eI jeIA*O jel

i A

js
J#i J#A 4 J# i

Za tdchto predpokledd systémy percidlnich diferencidlnich rovnic, jimZ mus{
vyhovovat pravd&podobnosti p¥echodu & sbsolutni rozloZenf{ pravddpodobnosti piechézej{
na tvar
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d pi.(t)
“'aﬁ"' = ZE: pik(t)llkj (3.3.6)

kel
d p;s(t)
-‘(%;L_ = E iy pkj(t) (3.3.7)
kel
aJ.(t)
d'll’.- = z JrJ(t) FJi ’ (3.%.8)
. jer

kde jsme ovZem op&t poloZili
’Jii = _lJi- (3-3-9)

Dé se dokézat, Ze pro vSechna i,j € I (i # j) jsou spln&ny nerovnosti 0 < pij< 0.
Dikaz tohoto tvrzen{ zde v3ak nebudeme provddst. .

V&ta 3.1: Pro ka?dy stav i€ I plat{
ANAAAANANNANANANANANNANAANAANAANANAAAAANAA

jJi = .Z jJiJ- . (3.3.10)

p::(4)
o | 1i pit: et | TET Y S pis(A) =
J# i JAL jfi
pro bt i

®

Jako dlisledek pou?iti ozna¥eni (3.3.9) vyplyvé z prévd dokézené v&ty, Ze pro

kazdé i € I
Z Hyz = O (3.3.11)
jel
V celé ndsledujici &dsti kapitoly III. budeme uvsZovat jen homogenn{ markovské
procesy, které splnuj{ podminky (1) - (4).

coZ v3ak podle predpokladu je rovno Hye

Véta 3.2: KdyZ v %ase t € T je markovsky proces ve stevu i € I, tak pfavdé-

ANAANANANNANANAAANS
podobnost prechodu do n&jekého jiného stavu b&hem malého ¥asového intervelu 4 je
W\/\,‘\/\/\/\/\N\/‘JV\/\MW\N\/\N\/\/\/\/W\/\/
i
py 4+ o(4), (5. 5.02)

NANAANNNNANAINANANANAAALANAANA

kde o(4) je symbol vyjadfujic{ to, %e konverguje k nule rychleji ne% linedrn&, t.j.
ANAANANAANSIAAANANAANANNNANANNANANAN AANAANAANANANANANNANANANAANAANANAN,

» o(4)
= 0.
31?0 4
ANAANAANANAANANAANAANAANANANAN
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Dikaz: Pro kazdé 4 > O méme zPejmd

P({m:x(w, t+A)£i}/{w:x(w,t)=i})=

]

1-?po s xo,e+a) =i} [ {o: o,0 = 1)) -

JelikoZ
- 1-p..04)
13 —_— o,
i~o 4 Hs
tak

Podobnd Jjako wve v&td 3.2 lze dokdzst, Ze pravddpodobnost pij(A ) ze stavu i v ¥ase
t do stavu j v 8ase t + 4 se pro mald dd vyjédrit ve tvaru

Py;(d) = His 4 + o(4). (3.3.13)

Véta 3.3: Kdyz v 8ase t = 0 je markovsky proces ve stavu i 6 I, tak doba
AAAANNANAAAANNANANAAANANANNAANAAAAAANAAANANANAAANAAANAAANVANAAAAAAANNAANANAL

setrvéni v tomto stavu

T;(.) = sup { t: X(.,8) =4, 0<s<t) (3.3.14)
jé ndhodnd proménnd a jeji distribudni funkce je déns vztshem
i

Gi(t) l-e pro ka3dé t ¢ T. (3.3.15)

AAAANNAANANANNAANANANANNAANAS ANANNANAA
Dikaz: Nebudeme dokazovat, Ze Ti(‘) Je ndhodnou proménnou, pondvad? to vyZaduje
hlub&ich dvsh teorie miry. Budeme tedy predpoklddst, Ze Ti(.) Je ndhodnd prom3nné.
Potom jeji distribudni funkce, kterou oznadime pro kaZdé t € T symbolem Gi(t) Je

G (1) = P({w:Ty(w) £ t] [{o: X0,00=1}),

Pro tuto distribudni funkci mus{ platit pro kazdé 4>0

gt +4) = p{w s T(@) <t + 4} [[a: X(0,0 = 1]
=p{o:rw) <t} [{w: xw0,0=1})+

+P({o:t <1(w) <t +a) [ [w: x(w,0 = i}

'P(lu): t <Tilw) <t +A}/[w: X(w,0) = '1})=
= P({w 1< T (w) J/{w: X(w,0)=1} ). P( {w:Ti(w)st+A}/{u=x(o,o)=i,

@3> t)) = [1-65(0)] P(fw Tyt < tra ) [{o: x(w,0) = 1))

= B% =



Vzhledem k predpokladu homogenity uvaZovaného markovského procesu tento posledn{
vyraz se d4 prepsat na

[1-6;0]. ptfw: ry@<al/lo: w0 = 1)) -
= [1 - o;(t)] G;(4)

Potom tedy celkem dostdvéme
Gi(t + 4) =0a5(8) + [1-6,0] a0,

Ale Gi} 4) znamend, %e bshem intervelu délky 4 nastane pfechod ze stavu i do jiného
stavu j # i. Podle v&ty 3.2 se tato pravd¥podobnost dé pro mald 4 vyjddrit ve tveru

Gi(4) = py4 +o (4)

a proto

G;(t +4) - G, (t)
i i £ Y|
5 = [1 < Gi(t)] Cpy o+ Q%Z_l )

a tedy distribu®ni funkce Gi mus{ vyhovovat diferenciélni rovnici

= = [1 - Gi(t)] Hi

s poldtedni podmfnkou Gi(d) =

Obecné redeni této rovnice je

b }Jit"'c
Gi(t) =1 -e N

kde konstenta c je takové, aby Gi(O) = 0 neboli ¢ = O. Méme proto

-Pit
Gi(t) = 1 - e

Vidime, %e doba setrvéni ve stevu i mé exponencidlnf rozloZenf pravdépodobnosti
8 parametrem }Ji- @

Podobn& jeko jsme definovali néhodnou prom&nnou T;(.) zavedeme si ndhodnou
promé&nnou Tij(’)' kterd bude vyjadiovat dobu prvnfho dosazeni stavu j kdyz v Zase
t = 0 byl merkovsky proces ve stavu i, t.j.

Tij = in_f{t; X(" Q) = i’ X(.’t) = J' J . (3-3-16)
Budeme nyni hledat pravd&podobnost néhodného jevu

{G); Tij(w) = Ty(w )],
t.Jj. hleddme pravdédpodobnost toho, 2e p¥i opu3téni stavu i prejde proces prévé do
stavu Jj, kdyi na poldtku byl uvaZoveny proces ve stavu i.

Teto hledand Prevd&podobnost je z¥ejm&
P{w: 735 = @] [{w: xw,0 =1}) =

-~ (3.3.17)
i ;
0 # Hi E Hik
kel
k#i
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J.4. Klasifikece stav( homogenn{ho markovského procesu.
AAMWV\M/VV\N\AMAA/\N\/\ANMANWV\NW\,WWVV\AN

Pro klasifikaci stavd pro markovské procesy plat{ stejné zdsady jako pro
merkovské retdzce, které jsme podrobng uvaZoveli v paragrafech 2.4 a 2.6,

Tek na priklad rfkéme, %e stav i¢ I Jje dose3itel ze stavu j 6 I, kdyz
existuje t € T takové, Ze

py;(t) > o. (3.4.1)
Stavy i a8 je I JSO“,&R&ﬁ&SﬁQﬁ; kdy? stev i je dosaZitelny ze stavu j e naopak
stav j je doseitelny ze stavu i. :

Necht pro kezdé i € I je definovand funkce gi(.) zobrazujic{ mnoZinu stavd I
do redlnych ¥fsel nésledujfcim zplsobem

gi(x) =0 kdyz X# i
=1 kdyr X= i,

(3.4.2)

Oznalme nyni pro kazdé i 6 I symbolem 'Ti(.) néhodnou prom&nnou definovanou vztshem
t

T.(.) = 1lim g;(X(.,s))ds. (3.4.3)

T;(.) Je vlastn¥ celkovd doba po kterou Je néhodny proces {X(.,t)} t? r Ve stavu
ie I.
Stredni hodnote n&hodné promé&nné T'i(.) v pripadd, Ze X(.,0) = i je zFejms
rovna
% t iy
() |= 1im - E[ (Xl x))]ds = 'limfp--(s)ds= p;;(s)ds. .
E[r;()] tliﬁof g5\ Xte Mo il < 0/ ii (3.4.4)
Odtud potom je prirozené nazyvat stav i € I prechodnym, kdy2
ANANANANNANANANANY
< .
/ P;;(s) ds < o0 (3.4.5)
0
a trvalym, kdy%
SNANAANANA ©o
/psi(e) ds = oo, ' (3.4.6)
0
Stav i € I nazveme trvalym stavem nulovym, kdy%
/pii(s)ds = o0 a 1im 't' / pii(S)ds =0 (30407)
t—=oo
0 : 0
a trvalym stavem nenulovym, kdyZz
AANAAA - AN, A :
j[ pii(s)ds = oo a lim % // pii(s)ds > Q. (3.4.8)
0 G 0

L 4
Zavéadéni P°Jmu,3££$82i2§y stav nemd pro markovské procesy smysl, nebof pro homogenni{
markovské procesy (X(.,t)} tem dJeProke¥dé ie I a teT

Skute¥n&, nebol pro dané € existuje takové dg¢ , ze
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Necht n je takovég, e % < 4¢ . Potom podle

n
pii(t) > [ Pii(%)] > 0.

3.5. Pr{klady homogennich markovskych procesd
A’\NV\/WWVW\NW\AM/V\/VWV\NVVVWNM

3.5.1. Poissondv proces
’\/WVV\M‘\/\/\M/\MAJ\M

Necht [X(.,t)]'tc ¢ Je homogennt merkovsky proces s mnoZinou stavi

1= {0,1,2,... } » JehoZ poZéteni rozlofenf je déno pomoci.ro(o) =1, ~Ii(0) =0
pro i # 0 a jeho? intenzity pravd&podobnost{ prechodu jsou nésledujfcf

-uij = ) pro j =i+ 1
= 0 pro j # i, i+l (3.5.1)
=-A. pro j = i -

kde i = 0,1,2,... . .
Potom vzhledem k homogenit& uveZovaného ndhodného procesu pravd&podobnost pre-

chodu

pro j 2 i znamen4 pravdépodobnost, Z%e bdhem intervalu &asu délky t nastalo celkem
J=i preskokd a tedy

Pi3(t) = p, 5 5(t). (3.5.2)

Ale pro ka2dé j € I vzhledem k potétednimu rozloZent pravd&podobnosti je
; = J. i G
poa(t) J(t) (3.5.3)

Systém diferencidlnich rovnie, kterym mus{ vyhovovat sbsolutn{ rozloZen{
pravd&podobnosti (3.3.8) md v tomto pripad& ndsledujfc{ tver

ar (t)
~3 = T8 P o= - Ar(e)
axs,(t)
at = Tia(® Py T pyy - (3.5.4)
= Ary_(t) A7) i=1,2,...

&
Abychom vyre3ili tento systém diferencidlnfch rovnic zavedeme nové funkce
wi(.) i=0,1,... definované pro ka%dé t ¢ T pomoc{

gs(t) = e M 7 (¢) i=0,1,2,... (3.5.5)
Potom -
Ii(t) = e g;(t)
» ax,(t) ]y dg. (t)
i _ - At - At i
3— = -Ae gi(t) +e —5—
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Systém rovnic (3.5.4) mdZeme plepsat na systém rovnic pro funkce s (.) & to

a¢, (t)
““‘dt :

dyp;(t) A ) - (3.5.6)
dt Wi“'l(t) 1 =1,2,...

s poddtednimi podmfnkami ?0(0) =1s Wi(O) = O pro v8echna i = 1,2,...
Z prvni rovnice dostdvéme
¢o(t) =
a vzhledem k tomu, Ze ¥,(0) = 1 méme
Wo(t) =

Obecn& bychom dostali

3

i
‘Pi(t) = LA__t_)_. R
1!
Skute&n&, nebot

i-1

dt (1 - 15'
aproi=1,2,.,.
Wi(O) =
Vrétime-1i se zp&t k vychozim funkeim J,(t), tek
T t) = &= At (3.5.7)
i
Ti(t) = e At ii%%L— i=1,2,... (3.5.8)

Vyraz (3.5.8) pro i = O pokryvé i (3.5.7) a tedy obecn& dostdvéme

i
Tyiiy = o~ A% LAMC i=0,1,2,....
Vidime proto, Z%e absolutnf rozloZen{ pravdepodobnosti v fase t € T je dédno
pomoci obecného vyrazu Poissonova rozloZent pravdépodobnosti s parametrem At.

Proto se také tento uvaovany homogenn{ markovsky proces nazyvé Poissondv.
ANAAANANANNA

Pravd&podobnosti prechodu pij(t) (j 2 1) jsou podle (3.5.2) a (3.5.%3) dény

vztahem .

~- & (~A§ (3.5.9)

v_i“

pij(t) = Py joift) = J/J._i(t) = e

Jeliko% pro ka?dé i6 I

fw p;;(s)ds = /oo o At dt =
0 0

< o0

>

tak podle (3.4.5) jsou vdechny stavy prechodnd.
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3.5.2. Proces ryztho rozmnoZovAani
AAANAANAAA

Necht {x(.,t) }t eT Je homogennt markovsky proces s mno inou stavi
I={o,1, 2, ... }» Jdehoz poxate#nt rozlotent je
Jro(O) =1, Jl'i(O) =0 proi#o0 ' . (3.5.10)

@ jehoZ intenzity pravd&podobnost{ pirechodu Jsou dédny vztshem

}Jij=Ai pro j =i+ 1
= -Ai pro j = i (3.5.11)
= 0 pro j#1i, i+ 1

kde i = 0,1,2,... (A°> 0).

Vzhle_dem k tomu, %e proces {X(.,t)] teT midZe prochézet postupn& stavy 0,1,2,,,
z8 sebou, tek podle p¥edpokladu homogenity méme pro pravd&podobnost prechodu pij(t)
(§ 21) vztah

piJ-(t) = p, j_i(t) = ﬂ'j__i(t). (3.5.12)

Stali tedy zn&t pouze absolutni rozloZen{ pravdépodobnosti v kaZdém Essovém
okamZiku, abychom znali cely ndhodny proces.

‘ Systém diferencidlnich rovaic, kterym musf vyhovovat absolutn{ rozlozen{
pravd&podobnosti, t.j. systém (3.3.8) Je v uvezovaném p¥{padd tveru

auy, (t)

o e (3.5.13)
AT, (t)

1 - -

dt—-— Ai"l Ii"l(t) 'Ai I i(t)n i - 1,2,.-0

8 pofétednimi podminkemi (3.5.10).

Uplng stejn& jako u redenf p#i Poissonovu procesu, zavedeme nové funkce lPi(.)
definované vztahem

lit
Y;(t) = e T 4 (t) i=01,2,... (3.5.14)
Potom systém diferencidlnfch rovnic (3.5.13) prejde na gystém
ay (t) _
at =0 (3.5.15)
day,(t) Ay -Ape s
dt = Ai_l e wi-l(t) 1 = 1'2,'..

8 polédtednimi podmfnkemi «po(O) =1, V’i(o) = Opro i # 0.

fro ¢°(.) z prvni rovnice a z pod4tedni podminky V’O(O) = 1 dostévéme

‘po(t) = 1.

Pro i = 1 méme tedy
a¢,(t) Y =CA - At
—at T "e®

z 8ehoZ
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i -(A-A)t
A _ s e + Cqy
Ao = Al 1

Ale z poZétedn{ podminky lPl(O) = 0 mus{ byt

PL(t) = -

ey = _______Xo
L 2o M
a proto l (A =2t
V’l(t)=——i_°-—[1-e oM J
Ao =M
Obecn& bychom dostali
i —( ), - ?\.i)t ( "
i eDed
fi0 = CDRh A ) Tt x By Cr v Py W I
pro i & 1,2, ese
g tedy -\t
T (t) =e ° (%<5.17)
- ;\ t
a I-(t) "l)l)l A oo- - (3-5.18)
i i- IJZ (). =2 )...(A Ar T(),J ’AJ+13...T’1\5 A

Pomoci vztehu (3.5.12) ml%eme potom z tohoto absolutnfho rozloZeni pravd&podobnosti
urdit prevd&podobnosti pFechodu pij(t) pro ke?dé i,je I (j2 i) at ¢ T.
JelikoZ pro ka2dé 1 € T a t € T je

At
py;(t) =T (t) = e §

A @ ~-AS 1
/Pii(s)ds =/ e % ds e 7 < o,
(0] 0

Vidime, Ze vSechny stavy uveZovaného msrkovského procesu jsou prechodné.

tek

V dal3f &4sti budeme specifikovat v p#fkladu 3.2 intenzity pravd&podobnost {
prechodu A i

Pr{klad 3.2: Necht [X(.,t)} teT Je homogenni markovsky proces - proces ryziho
IAANAANAANANANNAN

rozmnoZovéni, s mnoZinou stavd I = {0,1,2, e— ] » JehoZ poldédtedni rozloZeni pravd-

podobnosti Jje
170(0)

1, 7.(0) =0 pro i#0
a jehoZ intenzity A’i i=0,1,2,... jsou dény vztahem '
Ay = N+ i)A £= 0,100, - (3.5.19)

kde N je dané prirozené &islo a A >o.

Ur&ete v3echny pravd&podobnosti prechodu pij(t)'

Dosadfme-1i do (3.5.18) intenzity (3.5.19), tak
J/'o(t) = e"NA't
#

apro i=1,2,...
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i
(-pixi N(N+l)...(N+i—1)Z

o (NHG) At
550 AN .20 (D) ey

Hn

in(t)

i : .
Ueizl)1 5 god At o NAt( )5

= NI 36 I =T
i (3.5.20)
= (T oA Y () (M
J=0 Y
- (N+i-1) e-NAt (1< o~ )vt)i. \
Potom pro kazdé i,j € I (j > i) ate T Jje
Pyg(t) =T, () = (WI-i-1) -NAt, - atyj-i
ij J-i j~i /e -e . (3.5.21)

UvaZovany néhodny proces odpovidd populaci obsahujic{ na poXdtku N Jedincd,
kte{ se v8ichni se stejnou intenzitou X mohou rozmnozit. Stav i v &ase t zZnamené,
Ze piirdstek za interval délky 't je i Jjedined, neboli stav populace je, %e obsahuje
(N+i) jedincd. '

Pro tento merkovsky proces plat{ ziejmé

00 ad Qo
D myley=y  (Fiely WAt ot 1=Z (-1 e Mty _omAt) 1
i=0 i=0 i=N

= e-NAt(e_ M’)_N ® 1,

nebot podle vzoroge pro geometrickou »adu
> CNHenia-e™) S 1 s e ] N L (mhyN

i
i=N
-Ddéle jeliko% pro ka%dé i € I a t e T Jje
Pii(t) = e-Nlt y

tak P ‘ =
- ~NAs R
O/pii<8)d3 E O/e ds = wNA« < o

a presvéddili jsme se tak, Ze vSechny stavy i ¢ I uvazoveného markovského procesu
Jsou prechodné. ®

’

V nédhodngch procesech ryzfho rozmno¥ovént nemus{ obecnd& platit, %e pro kajdé

i Jri(t) = 1.

i=0
Je to zplsobeno tim, Ze soufet

idfi(t)
i=0

znemend pravd&podobnost, Ze v Sasovém okamZiku t Jje néhodny proces {X(.,t)} teT

t €T je

v kone&ném stavu. MiZe se oviem sﬁét, hlavné& kdyZ intenzity pravd&podobnosti p*echodu

-



Xi dostatedné& rychle rostou, Ze stav néhodnédho procesu v kone&ném Sasovém okam¥iku
nemusi byt konedny a miZe se tedy stét, e
o0

g gty < 1, (3.5.21)

i=0
Abychom 1épe pronikli do této skutefnosti uvazujme nendhodny piipad populsce,
kterd se pravideln& rozmnoiuje a predpoklddejme, Ze prirdstek Je Umdrny Xtverci
Jedined v populaci. Cznadme x(t) po&et Jjedined v &ase t. Potom v pripad& koeficientu
Umdrnosti A méme tedy

——L-—dx(;t) = )\.xz(t).

Vzhledem k tomu, Ze

1 _dx{t) _a |_ 2
Zo &[]

tak
1l _
TRy At e
neboli
x(t):.—-——-—l——.
ct+ At?

kde ¢ je konstanta takovs, aby x(0) byl deny po&idtedni stav populace. Celkem tedy

méme
1

C=—_’<'x0'5'

¢ - x40
x(t) —l__:—}:(;%ﬁjf°

V piripadé, ze A Jje takové, Z%e pro dené t
1 - Ax(0)t = 0,

a8 proto

tak v tomto Zasovém okemZiku neni stav x(t) koneZny.

Obecn& je mo?né dokézat, Ze
o0
i=0

pro kazdé t € T tehdy a jen tehdy, kdy? rada

o0 .
§ i— (3.5.22)
i=0 &

Jje divergentni.

Dikaz tohoto tvrzeni nebudeme provéddt, jen upozorﬁujeme, Ze v nasem pri{kladé
3.2 je A’i = (N+i) A a tedy

00 o0
S 1
} B (W+i) A
i=0 1 3§20

<0
neboli Fada (3.5.22) diverguje & proto Z J i(t) = 1 pro ke¥dé t € T. V nendhodném
i=0

pi{padd uvaZoveném vySe je zhrube A4 = Ai° i>1 a pro tato Ai Peda (3.5.22)
o0

konverguje Z "lZ' < @™ a tedy : Jri(t) < 1.
=1 Ai i=o
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3.5.3. Proces rozmnoZovénf a Umrtf.
Necht {x(.,t)} teT Je homogenn{ merkovsky proces s mnoZinou stavd
I= {0, 1, 2, ...], JjehoZ po¥4tedni rozlozeni Je
”ﬁ(O) =1, Ii(O) =0 proi # N, (3.5.23)

kde N je dané pirirozené &1slo, a jeho? intenzity prairdépodobnoati pfechodu jsou d4-

ny vztahem
Hor = Xo

Hoo = ')\o . - (3.5.24)
pij = Ay kdy? j =i + 1
V’i kdy2 j =1 -1
—(Aiﬂfi) kdy: § = i
=0 pro ostatn{ j a pro i =0kdy: j # 1 y kde i=1,2,....

Systémy diferencidlnich rovnic (3.3.6), (3.3.7) a (3.3.8) i kdy% se dajf lehce
nepset nedaji se jiZ s pouZit{m jednoduchého matematického spardtu fe3it. Proto se
v dald3im omezfme jen ne nékteré specidlni.

Obecnd je moné dokézat, %e pro libovolné intenzity A;2 0 V2 0 existujf
kladné reSenf uvedengch systémd diferencidlnfch rovnic takovd, Ze
o0

E Wi(t) <1 (3.5.25)
i=0
pro kazdé t e T. JestliZe intenzity Ai a Y'i Jjsou ohrani¥ené nebo kdy% rostou
dostate&n& pomelu, tek Fedent Je jediné = splnuje podminku )
i=0 '
pro kaZdé t ¢ T.

Ve viech prakticky zajfmavych pripedech platf, e existuje jediné reZenf, které
splnuje podmfnku (3.5.26).

D¥{ve ne% piejdeme ke zkouméni specidlnfch p*fpedd procesd rozmno*ovéni & smrti
poznamenejme, Ze v piipadd kdy? Ao = 0, tak nenf mo¥n¢ prechod ze stavu O do stavu 1
a stav O je v tomto p#{padd absorbdnf. 2 diferenciélnf rovnice pro Jfo(.), které
obecné m4 tvar

d Jro(t)

T = = A T (t) 4V T () (3.5.27)
vyplyvd, Ze pro 20 = 0 je funkce Io(.) neklesajfc{ a jeliko? je shora omezend,
existuje

lim Jl’o(t),

t—o
kterou ozna&ime Jro. Potom Jfo nédm vlastn® urduje prevdépodbbnoat, Ze nastane pohlce-
n{ stavem 0. N '

JestliZe y¥echna A i@ Y'i pro i = 1,2,... jsou kladnd, tak v8echny stavy. jsou
trvalé a existuj{ limity pro t— o absolutnfch rozlofeni pravdépodobnosti bez
ohledu na po¥éte¥ni rozloZenf pravd&podobnosti. Dikaz tohoto tvrzeni zde nebudeme
provéddt a ukdZeme je jen na n&ktergch specidlnfch pripadech déle.

s T2 =



Oznaldme pro kazdé i € I
J = .
5 lim 7. (t) (3.5.28)

t e 0

Hodnoty T 5, pokud existujf, lze z{skati refenim systému (3.3.8) polo¥fme-1i

d Jri(t)
—————— = ()
dt
a nahradime-1i .7fi(t) &isly in, t.j. PeSenim systému linedrnich rovnie
E JTk }jki = 0 i 6 I) . (305-29)
kel

t.j. v neSem pripad® obecného procesu rozmnofovén{ a smrti systémem rovnic
-'AO;TO + y&f”l = 0

(3.5.30)
Sy YT Mg Ty Y Ty =0 L2,

Kdyz tedy }\o = 0 vidime, %Ze 7, = O a obecn& pro viechna i € I jsou o, =0
neboli systém s pravddpodobnosti T, bude pohlcen staevem O a s pravddpodobnost{
1 -7 a poroste nade v3echny meze.

Omezime se nyni ne specifikaci intenzit Ai a Y..

i
(A) Necht
Ay =A >0 pro i = 0,1,2,...
(3.5.31)
Y. = iY
i
Potom ze systému rovnic (%.5.30) dostévéme
)
Il Ty To
a obecnd pro i = 1,2,...
1k
Wy =2y (7)‘70
o Sem%Z se lze lehce pPresvdddit dosazenim do (3.5.30).
Vzhledem k tomu, Ze A
Z‘Vi:ﬂoz 1_.!.(:,.) =J e
i=0 i=0
tak poloZime-1i A
JF =e Y
0
dostaneme obecné 5
-4 i ;
T, =e 4 —}l— (g‘;) 1o=00,0, %, 5,5 (3.5.32)

neboli op&t Poissonovo rozlozen{ pravd&podobnosti, t.j. ustdlenf stav pro t —e oo
vede k Poissonovu rozloZenf pravddpodobnosti s parametrem (7).

JestliZe budeme uvaZovat polet stavd konelny, t.Jj.
I-= {0, L, oevy N} a poloZime-1i

= Ny = - NV

Hun-1 - Han
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tak dosteneme stejng T ; Jako v (3.5.32) Jen pro i = 0,1;.<4,N & mustme volit o
tak, aby °

N N i
_ 1 (A, _
2 Tica, Tk e
i=0 i=°
neboli dostaneme
L
1
T, = -NL._J i=0,1,..,N, (3.5.33)
A
2 H4
J=0

zndm jako Erlaagove formule.

N
(B) Nechf A s

Ay = 1A ' : (3.5.34)
Y. = 1Y

proi=1,2,.., .1I kdy%, jak jsme uvedli vy8e, vime, %e tento néhodny proces mg
tu vlastnost, %e s pravdépodobnost{ Jro bude pohlcen stavem 0 a g pravd&podobnost{
1- Jfo poroste nade vaechny meze, ukdéZeme celéd Fedenf, pon&vadi v tomto prfpadé je
dosti jednoduché.

UvaZujme poX4te&nt rozloZend{ pravdé&podobnosti

Jl'l(o) =1, J'i(O) =0 pro i # 1, ' (3.5.35)

Systém diferencidlnfch rovnic (3.3.8) pro absolutnf rozlozent pravdépodobnost i
{Fi(t): ie I} Je v tomto p¥fpad& ddn pomoe{

a (t)

e YT

4F (6 (3.5.36)
== - 1A FIOT) + (G-D) AT (1) + )y o, (4

O (- SRR
8 poZéteinimi podmfnkemi (3.5.35).

Obecné resenf tohoto systému je
T (t) = YB(t)
i-1 (3.5.37)
7i(t) = [1-28(t) ] [1 - vB(e) 1 Asc)] i=1,2,...,
kde g Q(A -Vt
B(t) = Y-Ae(a_y.)—' .

Dikaz, Ze tyto funkce Jsou ¥edenim systému (3.5.36) ponechévéme jako cviZent.
Ze vztehd (3.5.37) VYPLYvé, 2e existujf limity pro t —o » které jsou rovny

lim J (t) = kdyz A > v

t=o (3.5.38)

Ll b 3

kdyz A <y

- Th =



a pro kazdé i = 1,2,...
lim J‘(t) (3.5.39)

t—

(C) V této specifikaci se budeme zabjvat zkoumsénim obecného procesu rozmnofovéni a
smrti, kdy? pofet stavd je kone¥ny, a budeme uveZovat, %e I = {0,1,2 } . Intenzity
pravddpodobnosti prechodu nechf jsou nésledujici

Hoo = =4 Pol=A
Pig* Y Hqp =A Hqq = =(A+Y) (3.5.40)
Hag=90 My =29 = jigp=~2¢

1]

a poldtedni rozloZeni pravddpodobnosti necht je
T (0) = T,(0) = 0;. J,(0) = 1. (3.5.41)

I kdyZ by bylo moZné provddét redeni{ v Uplné obecnosti, presto pro Jednoduchost
zédpisu budeme piedpoklddat, Ze
A= 2Y (3.5.42)

V tomto pi{pad® potom systém diferencidlnich rovnic (3.3.8) pro absolutni rozloZenf
pravd&podobnosti mé tvar

d Jro(t)
T dat

[t}

-2 YJro(t) + Y'Jfl(t)

d Jfl(t)
dat

27 o(t) -3 Y J l(t) + 2V sz(t) . (3.5.43)

dJrz(t)
dat

2T (t) -2V T ()

S po&dtedni podmfnkou (3.5.42).

Jeliko? se jednd o systém lineérnich diferenciélnich rovnie, je moZné k jeho
resSen{ pouZit Leplaceovu transformaci. Oznadme pro kaZdé x

P, {x) = / Jri(t)e’xt at. (3.5.44)
Potom /ood ‘”i(t) . 5
T e dt = - i(O) + x Pi(x). (3.5.45)
0

Ndsobfme-1i kaZdou rovnici v (3.5.43) funkef e_Xt, integrujeme-1i vzhledem k t
0od 0 do o & pouZijeme-1i ozna¥enf (3.5.44) a (3.5.45), dostdvéme systém linedrnich
rovnic pro Po(x), Pl(x) a P,(x) tveru

xP (x) = - 2 Y P (x) + YPy(x)
-1+ 2P (x) =2V Py(x) -3V P(x) v 2V Py(x)
xP,(x) = 2 Y P (x) -2 Y P, (x)

Redenfm tohoto systému linedrnich rovnic dostévéme

= T5 =



Po(x)

=2 Y+ _2 3
'Pl(x) X _.5;+

oy

N o e
Pz(x) = xz51+ x’ = 5‘; 5{51'* "x'T °
JelikoZ jrﬂ' co
xe™Xt gy = ¥ / e te7xtgy - _1
0 * 0 wr x
tak méme podle (3.5.44)
Jo(t) =1.1 e-S\ft
2 - -
ORERE Taal (3.5.46)
- 2_2 -5¢y¢t
Ié(t) = 3 5 e
{
OBR. 9

" Pro tento specidlnf p*fpad si ur&{me Je8t& v3echny pravdspodobnosti prechodu
pi:}(t)’ které mus{ vyhovovet systému diferencidlnfch rovnic (3.3.6) resp. (3.3.7).
Dosazenfm intenzit )‘i a Y'i podle (3.5.41) do (3.3.6) dostdvéme

—at = -2V itV

d pil(t)
dt

[}

2V py, -3V 0y +27Vp,, (3.5.47)

—at—=2Vpy -2Vpy,
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pro i = 0,1,2 s poldtednimi podm:(hkami pii(O) =1, pij(o) = 0 pro j # i.

ReSenfm tohoto systému, ktery lze provést stejn& jako pro absolutnfi rozloZen{
pravdépodobnosti dostaneme

Poolt) = % - -§- o2Vt | 'i% g2Vt

Py(®) = § -5 e

pa(t) = -2 a2Vt 4 BT

Plo(t) =3 -3 2T

ppft) =+ 327t (3.5.48)
prp(t) = § -4 Ve

Py, (t) = %——%- e2Vt I% oVt

p21(t) = % -%— e"sTt

Pop(t) = % + %‘- ot 1—% e 3Vt

Jako kontrolu provedenych numerickyjch vypoZtd lze na p¥{kled pouzf{t vztah
(3.1.9) pro s = O odkud dostdvdme

JTJ.(t) = plj(t)
nebo{JIi(O) = 1. Porovnénim s vyrazy (3.5.46) e (3.5.48) vidime, Ze jsou vyrazy
identické.

Ze vztahd (3.5.48) ddle vidime, %e pro t— « existujf limity 1lim pij(t)'
které nezdvisf{ ne i, ele pouze jen na j. Dostévéme

lim p_.(t) = iim p,.(t) = 1im p,.(t) = T,
t—oo O t—e LI tmon 20 J
a I, = %‘-, -771 = %, sz = % Tyto hodnoty bychom dostali primo ze systému (3.5.43)
T i(t)
poloZili-1li bychom misto g'—d't}.—- hodnoty O a misto Jl'j(t) &i{sla JTJ.
Déle ze vztaht (3.5.48) se lze presvdd¥it, %e pro vdechna i

oo

[pii(s)ds = o0 ,
0

t.j. v3echny stavy jsou trvalé a podobnd
t

S | g 5
lim %-0/ poo(s)ds =g

t-b“
. t (3.5.49)
2 1 1 _ 2
lim = p,,(8)ds = 1lim = / Poo(8)ds = &

neboli v3echny stavy uvaZovaného ndhodného procesu jsou trvalé nenulové, jek ani
Jjinak byt nemGZe, pondved? i pro merkovské procesy plet{ v&ty identické s v&tami
v paragrafu 2.6 pou%ijeme-li ov3em definice z parsgrafu 3.4.

A



3.6. Aplikace homogennich markovskgch procesd
AN

V tomto paragrafu se budeme zabyvati nékterymi aeplikacemi homogennich merk ov-
skych procesd uvedenych v peragrafu 3.5 na vybrané dlohy z teorie obsluhy. Z uvede-
nych pirfkladd teké vyplyne, %e podobnym zplsobem Je moZné interpretovat rizné tech-
nické problémy spojené s vyrobnimi procesy s teorif spolehlivosti.

3.6.1. Zjednodu¥end dloha o telefonnich spojich

Predpokléde jme, %e mdme k disposici nekone¥né& mnoho telefonnich linek & e
cely telefonni provoz bude popsén nédsledujfcim pravdépodobnostnfm modelem:

OznaZme X(.,t) po¥et obsazenych linek v tase t. Necht {X(.,t)} terT Je
homogenn{ markovsky proces s hodnotami v mnoZin& stavd I ={ 0,1,2,...} majic{
po&étedni rozlosent pravdépodobnosti

ﬂ;(O) =1, Wi(O) =0 i#o.
& jehoZ intenzity pravd&podobnosti Jsou popsény vztahy
-“'oo="A
Mij = A J = i+l i=0,1,2,...
=iV J=i-1 i % L2ias ' (3.6.1)
/ = —(A+iV) j = i i=0,1,...
=0 J # i-1,i,i+1,

kde A Je intenzita objevenf nového voldn{ a y Je intenzita ukon&ent spojeného
hovoru. '

Z uvedenych predpokladd vidime, %e se jedn4 o obecny proces rozmnoovénf a
Umrt{ zkoumsny v piedchdzejfcim paragrafu jako (A). Limitn{ rozlofen{ pravddpodob-
nosti

JTi = 1lim JTi(t)
t -
Je podle (3.5.31) pro jekékoliv poldétedn{ rozloZen{ pravd&podobnost i Poissonovym
rozloZenim s psrametrem Y

3.6.2. Oloha o telefonnich linkdch v pr{pad¥d kone&ného poétuq}éesiﬁg\

8 moZznostl libovolné délky fronty ekajicich

AANANNANAAANAANAAANAANAANAN, WWV\/WW\N\A/\N\/\M,WVV\

UvaZujme nyn{ podobny prfklad Jako v‘3,6.1. 8 tim rozdflem, %e poXet linek

v telefonn{ Ustiedn& bude konedny a roven s. Hovor, ktery se objev{ pri obsazenf
v8ech linek se automsticky zetad{ do fronty &eksjicfch, kterd nemusi byt ohraniZené.
Oznalme X(.,t) celkovy podet volajfcich a ekajicich ve frontd v Zese t. Podle uve-
deného popisu telefonnfho provozu za t&chto predpokladd, budeme uvaXovat, e
[x(.,t)} teT Je homogennf merkovsky proces s mnoZinou stavd I = {0,1,2,...]

dany intenzitami
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Hoo==A

00
His = A j=i+1 i=0,1,2,...
=iV j=i-18i<s
=sY jJ=i-1,1i>s (3.6.2)
= -(A+ iY) J=1aiLs
= ~(A+sV) j=iai>s
=0 JAiLi=-1,4i,1+1

Poétedni rozloZeni pravd&podobnosti nechi Jje déno pomoci{
Jfo(O) = 1, Jri(O) =0 pro i # O.

Z uvedenych predpokladd vidime, Ze se op&t jednd o obecny markovsky proces
rozmnoZovdn{ 2 Umrt{ se specidlnim tvarem intenzit prevd&podobnost{ pfechodu.

Pro i < s jsou diferenciédln{ rovnice pro absolutni rozloZen{ pravd&podobnosti
identické s diferencidlnfmi rovnicemi pro proces rozmno¥ovéni s umrt{ (A) a proto
pro i < s je podle (3.5.31)

e R TR WL |
in = tl—l—mu JTi(t) o JTO T (),,) i< s (%3.6.3)

Pro i > s diferencidln{ rovnice pro absolutni rozloZen{ prevdépodobnbsti maji tvar

a J; (t) A ‘
¢ S -(A+sY) Ti(t) + )\Jri_l(t) +8yYJ i+1(t)' (3.6.4)
neboli pro i > s mus{
J. = 1lim J.(t)
I pewen  *
splnovat rovnice
0=-(A+r V)T +AT5_ + sV Ty, - (3.6.5)
Specidln¥ pro i = s dostdvéme
=3 1}° 1 St
Ty = 5 (A+s )T S3(F) + AT 52737 F) =
(3,6.6)
s+l
- Jo_ &)
s s! 'Y .
Obecn& bychom mohli uréit, Ze
A To ) stk _ ¢
'7rs+k = :k—:‘!' (7) k=1,2,c00 (3.6.7)
V pripadd, Ze
&) < s, (3.6.8)
v tek Pada 0 s
Z 1 (3.6.9)
io 7o
konverguje & je moZné urlit .71'0 tak, aby
f—; T=1 (3.6.10)
i=0

e Y



Kdyby
> s, (3.6.11)

~ >

tak rada (3.6.9) diverguje a tedy musf byt 'Io = 0. Odtud v&ak potom plyne, 2Ze i
ostatni J&(i = 1,2,...) jsou rovny 0. Proto v tomto pripedd s pravd&podobnost{ 1
proces {X(.,t)) t e T FOoste nede v3echny meze.

Pr{kled 3.3: Ur&ete limitn{ rozloZeni pravd&podobnost{
AN AAAANA
Ti= lim 7 (t) v pripadd, te s =1, A=1, V=2,

t=o00
I kdyZ bychom mohli pou2ft okemitd vzorce (3.6.3) & (3.6.7) uvedeme si
diferencidln{ rovnice pro absolutn{ rozloZeni{ pravd&podobnosti v tomto pifipadd a
ukéZeme si postup odvozenf. Absolutn{ rozloZen{ pravdépodobnosti mus{ splnovat

rovnice
d Jro(t)

§— = - T (0 + 20 (v

(3.6.12)
a T, (t)

—d— = - S3aylt) + T [ (t) + 27, () i=1,2,... .
Limitnf{ rozloZent pravd&podobnosti, kteréd v tomto pr{padé existuje, splnujf rovnice

-Jro+2JT = 0

1
Ty =3y +2r,, =0 i=1,2,...,

JejichZ re3enim dosteneme :
i
T2 ), i=0,1,...
Jeliko2 ‘

o o 1J'.
.5:”1‘770: (3 = el

i=0 i=0
tak '”o = % » 8by soufet limitnfch pravddpodobnost{ byl roven 1. Obecnd pek

i+l
LA (%) i=0,1,2,.... (3.6.13)
V nédsledujfcf tabulce jsou uvedeny nékteré tyto prevddpodobnosti.
Polet volajfcich s Zeksjfcich 0 1 2 3 4 5
Délka fronty 0 0 1 2 -5 4
T 0,500 | 0,250 [ 0,125 | 0,062 0,031 | 0,016

®

3.6.3. Uloha 0 telefonnich linkdch v pffpadd koneZného podtu linek @ 8 moZnost{

Jen kone¥né délky fronty &ekajfcich
AAANAAANAAAAANANANAANAAAAAAAANNANN

V persgrafu 3.6.2. jsme uvaZovali telefonni UstPednu, ve které pti obsazent
vBech s linek ke?dy novy hovor se sutometicky zefadf do fronty Zekajicich. Nyn{ se
budeme zabyvat pripadem, kdy pfi obsazent vBech s linek se novy hovor za#ed{ mezi
Zekajici, kdy% polet Zekajfcich Je men3f neZ m 2 jinak se automaticky ztrstf a
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vypadne. Oznalme {X(.,t)} teT potet volajfc{ch a Zekaj{cfch v Zase t. Budeme
predpcklédat, Ze {X(.,t)} teT Je homogenn{ markovsky proces s kone ¥nym podtem sta-
va I = {O, Ny iy s+m} , deny intenzitami

. * ok
\[Jij = A J = i+l
=3 Jj=1i-1, i <s
=gV J=1i-1, 8 <i < g+m (3.6.14)
= ~(A+1¥) j=1i i<s
= =(A+gY) j=4 8 <i <g+m
Hetm s+m = ~8 Y

kde opét A Jje intenzite objeven{ nového volén{ a VY je intenzita ukon3enf
uskuteén&ného spojen{. Poldtedn{ rozlcfen{ pravd&podobnosti necht Je

T (0) =1, T(0) =0 pro i #0

Z uvedenfeh pfedpokledd vidfme, %e se opdt jednd o specidln{ t¥p procesu
rozmnoZovéni e uUmrt{. Diferencidln{ rovnice, kterym mus{ vyhovovat sbsolutn{ rozlo-
Zenf prevd&podobnosti jsou pro v3echna i < s + m stejné jako v pi*{pad& 3.6.2. Pro
i=g+m mdme

ar_, (t)

--~§-+E~——-=-e\{-7/ (t) +AT

at ——— 1( ) (3.6.15)

Podle obecnych dveh z paragrafu 3.5.3 existujf limity absolutnfch rozloZenf

pravddpodobnosti T ; lim 7 4(t), které splnujf podmfnku
t—=o0

s+m

Y s h
i=0

Ze vztehd (3.6.3) a (3. 6.7) méme
i

Jr—]’oil (%) pro i < g
To A .
';i:;'_;(?) pro 8 < i <8 + m.
Hodnotu Jfo volime tak, aby
8 % s+m A
1 A y
T [Z HO + ) 4= — ) ]- Le (3.6.17)
i=0 i=g+l o
V konkrétnfm prfkled® kdyZ e = 1, m=1, A =1, Y = 2 méme
- 4
JTo =7
Ty =T, %=% (3.6.18)
. A
Ta=d F=%
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vypadne. Oznadme {X(.,t)} teT potet volajfcfch a Zekajfcfch v %age t. Budeme
pifedpecklddat, Ze {K(.,t)} teT Je homogenn{ markovsky proces s kone ¥nym podtem sta-
v I = {0, Yi wainy s+m} , deny¥ intenzitami

Hoo = =)
Hyg* A j=in
=i J=1-1, i< s
=gV J=1i-1, 8 <i < e*m (3.6.14)
= - (A+1Y) j=1 i<s
= -(A+gY) =1 s <i <gtm
Hetm erm = ~2 Vs

kde op&t A Jje intenzite objeveni nového volénf a Y Jje intenzita ukon3en{
uskutednéného spojeni. Poldtednf rozlofen{ pravddpodobnosti necht Jje

T () =1, ~77'i(0) =0 proi #0

Z uvedenfech predpokledd vidfme, %e se op&t jedns o specidln{ t¥p procesu
rozmno%ovéni{ e Umrt{. Diferencidlnf rovnice, kterym mus{ vyhovovat absolutn{ rozlo-
Zen{ pravd&podobnosti jsou pro vdechna i <s + m stejné jako v piipad& 3.6.2. Pro
i=g+m méme

axr_, (t)

-g—§L—- = - eV (8) *AT o (t) | (3.6.15)

Podle obecnych udveh z paragrafu 3.5.3 existujf limity absolutnich rozlofenf
pravddpodobnosti J; = 1lim Jri(t), které splnuj{ podmfnku

t—=—o0

s+m

Y -

i=0
Ze vztehd (3.6.3) & (3.6.7) méme

AR A S pro i < e
(3.6.16)
T (%) pro s < i <s+ m kE

Hodnotu Jfo volime tak, aby
8 ) s+m k
1 E =
Jro [Z ( ) '—"M (Y) }— 1. (3-6-17)
i=0 i=g+l h
V konkrétnim prfkled® kdy? s = 1, m=1, A=1, ¥ = 2 méme

.
To 7

(306.18)

Y
|
N
e L
[
= 3
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Ei;g&egﬁz&éi UrZete vSechna absolutn{ rozlo¥en{ pravdZpodobnosti pro néhodny proces
odpovidajici Uloze o telefonnich linkdéch v pripadé koneného po¥tu linek s = 1 a

s moZnosti jen konelné délky fronty m = 1, kdy? intenzits vzniku nového hovoru je
A= 1 a intenzitas ukonZen{ spojeného hovoru je YV = 2!

V tomto konkrétnim p#fklad® lze p¥{mo re3it podobnd Jjako v p¥{klad& obecného
procesu rozmnofovén{ a dmrt{ (C) prisludné diferencidlni rovnice pro absolutn{
rozloZen{ pravd&podobnosti. Tyto diferencidlnf rovnice v nsem pFfklsdu Jsou

d.;ro(t)
dt

- Io(t) + 2 Il(t)

d .7/'1(1:)
dt

JTO(t) + 2-7r2(t) - BIl(t) (3.6.19)

aT,H(t)
dat

-Tfl(t) - 2.7!'2(t).

Uvazujeme-1i boééteénf'rozIOZeni pravdépodobnosti dané W;(O) =1, WI(O) = 0,
IZ(O) = 0, tak to jsou té% poXéatedni podminky pro systém rovnic. Podobnou metodou
jeko v paragrafu 3.5.3 vztahy (3.5.43) -~ (3.5.46) dosté&véme

t 1} « 3 Lyt

FAe) 4 FT IO oy oy <y
o = 7 - T <t T

2 5+ 20(1 o(lt 5 + 2“1 o(zt
5 + 7.(0/—-———_.-5-2 "Q’l e - 7-(»—-————-”2 ‘Oi e (3.6.20)

H

-/Tl(t)

6 +0C t 6 +& At
= & s SR s A L 2
AV =27t ey ¢ T TG ey ¢

kdeo:1=—3+V3, O<2=-3-V7.

Vidime, Ze pro ka?dé t ¢ T je
To(t) + T (t) +,(t) =1

a lim Wi(t) existujf, nebot oy <9, ,<0a

t -0

= 3 / = i
IO tilmoo J’—o\t) 7
T, = lin T (t) = 2
1 3 1 7

-
T, = lim T (t) = &
2 o 2 7
coZ odpovidéd vztashu (3.6.18). ®

3.6.4. Uloha o obsluze m automatd jednim pracovnikem
ANANAAANANNNAANANANNANANANNANANANALNNAANNNAAAANAANANANAAAAAANN

Zkoume jme nyni sutomat, ktery nepotfebuje, pokud pracuje normdédln&, lidskou
obsluhu. P¥i porue v3ak vyZaduje lidsky zdssh a opravu, jejiZ délka je nshodné.
Také doba vzniku poruchy je ndhodnd. Predpoklddejme, Ze méme m stejnych nezédvislych
automatd, které jsou obsluhovény jednim pracovnikem. Oznaelme X(.,t) po&et nepracujf-
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cich sutomatd v Sase t. Budeme uvaZovat, %e { X(.,t)} teT Je homogenn{ markovsky

proces 8 konednou mnoZinou stavd I
pravdépodobnosti je

T (0) =1, T,(0)

{o,1,c.0,m } , JehoZ poX&te¥n{ rozloZen{

]

0 pro i # 0O, (3.6.21)

s JjehoZ intenzity pravddpodobnosti pfechodu jsou

Hoo = - mA ,

,uiJ.=(m-i)7\ j=i+1 i=0,1,e0.,m1
=¥ j=i-1 i=1,2,...,n (3.6.22)
= —[(m-i)A+V] j=1i i=1,2,...,m
=0 J # i-1,1i,i+1 a v8echna i,

kde A je vlastn® intenzita poruchy libovolného pracujfctho automatu a ¥ je inten-
zita ukonfeni opravovaného sutomatu.

Z uvedenych predpokladd vyplyvé, Ze [ X(.,t)]
procesu rozmnoZovéni a Umrt{.

teT opét gpecidlnf typ obecného

Diferencidln{ rovnice popisujfc{ chovén{ absolutnich rozlo%enf pravd&podobnosti
Jjsou podle (3.3.8) nésledujici:

d Jro(t)

2 = AT () + YT (t)

-d T, (t)
= = [0 VT ()% (et DAL (D yarg, (0 (3.6.23)

dJTm(t) i=1,2;¢00,m=1

i el WS )\vﬂ'm_l(t)

1]

Po¥4tedni rozlofeni pravddpodobnosti (3%.6.21) d4vé polétedni podminky pro systém
(3.6.23).

ReSent systému (3.6.23) by bylo moné provést jako difve. Vypod{tdme si nyni
limitn{ rozloZenf{ pro t — o , které podle obecnych tivah existuje a je déno Fe3enim
systému linedrnich rovnic

0 = _m'A Jro + )"Jl'l

0= = [tD AV Jorg + @B DAT )+ T, (3.6.24)
proi=1,2,...,m-1

Q =

VIt X g

Z poslednf rovnice dostédvéme
VI = AT 4
" co% dosszeno do predposledni rovnice dévé
0= A+ V)T, + 22T +AT |
neboli
YT, =2AT 5.
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Obecn& bychom dostali pro ka3dé i = 0,1,...,m-1
W= - b AT (3.6.25)
Celkem tedy dostévdme pro kazdé i = 0,1,...,m

& vy _ 1 v 2 1
Wi T To=i)A 7ri*'-l T To=-1) (@-1i-1) (i)‘”i+2 T omen = m-1)1 <X) W'm

JelikoZ musi platit

tak m § med

Ta ) whr @ <1
i=0

a tedy pro ka?dé i = 0,1,...,m

i

1 il
7, - &=0r Y
i m i
> (%)m J
50

Vidime, %e limitnf rozloZenf pravdépodobnosti v naem prfkladd odpovidéd Erlangovu
vzorei (3.5.33).

Pravd&podobnost ‘”o lze interpretovat jeko pravdépodobnost toho, %e pracovnik,
ktery mé ns sterost uvafovanych m sutomatd nebude mit co ne préci neboli pravdépo-
dobnost prostoje pracpypika.

V nédsledujfc{ tebulce jsou uvedeny konkrétnf hodnoty W'i pro pfipad, %e m = 6
a$=o,1.

Po¥et automatd
i ﬂ; opravovangch |[Zekajfcich na opravu
0 0, 4845 0 0
1 0,2907 1 0
2 0,1454 1 1
3 0,0582 1 2
4 0,0175 1 3
5 0, 0035 1 4
6 0, 0003 1 5

3.6.5. Gloha o obsluze m automstd n pracovniky
NWVV\/\NVV\/\/W\/\AM/\/\NW\/"\/V\’\AAM’WM

UvaZujme podobny prfpad jako v paragrafu 3.6.4. s tim rozd{lem, %e podet
pracovnikd, kte¥{ obsluhujf m automatd Jje roven n. Aby uvezovany prfpasd m&l smysl
Je rozumné uvazovat, %e n < m. OznaZme X(.,t) poZet nepracujfcich automatd v Zase t.
Kdy? poZet nepracujfcich sutomatd v deném tage t je i, tek v priped®, %e i < n jsou
v38echny nepracujfct automaty opravovédny a m-i sutomatd pracuje normélné. Podet
pracovnikd, kte¥f nejsou v Zase t vyuZzivéni je v tomto p#fpedé n-i. Naopek, kdyZ
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i>n, teknz i nepracujfcf{ch automatd je opravovéno s vzhledem k tomu, Ze %édny
pracovnik nen{ volny, i-n automatd &ekd na opravu.

Budeme uvaZovat, e [X(.,t)] teT Je homogenni markovsky proces s kone&nou
mnoZinou stavd I = [0,1,...,m} s po&dtednim rozloZenim pravd&podobnosti

F©) =1, J.(0)=0 proi#o,

8 s intenzitemi pravddpodobnosti p¥echodu danymi vztahy

oo = = m A
Mz = (m-i) A Jj =i+l i=0,1,...,m-1
=3y j=i-1 i<n (3.6.27)
=ny J=i-1 i>n
= = [(m-1)A+1Y] i=4, i<n
= = [(m=1))+ny] i=1, i>n
=0 | J #i-1,1,i+1,

kde A je intenzita vzniku poruchy u automatu a Y Je intenzita ukonZ¥enf opravy
opravovaného automatu. Predpokldédd se, %e jak v3echny automaty, tak i v3ichni
pracovnici majic{ na starost tyto automaty jsou stejného charakteru, t.j. jek A tak
iy pro vdechny pracovniky s automaty jsou stejné.

2 uvedenych predpokladd vyplyvé, Ze {X(.,t)} teT Jje opét specidlni typ obecné-
ho procesu rozmnoZovéni a umrt{.

Diferencidlnf rovnice popisujfci chovénf absolutnfch rozloZen{ pravd&podobnosti
jsou podle (3.3.8) ndsledujfci g

aw (t) ;
—ge— = - AT (t) + VT (¢)
au,(t) w 3
~gt— = - [(@-DM V] T )+ m-de AT, (8)+ (VT (1)
R B TR, | (3.6.28)
ag.(t)
g = - [(-DAen V|7 (O -1+ DAT,_ () v T 4, (1)
i=n, ntl,...,m-1
aga (t)
—— = - nV T (t) + AT (¢)

Resenf tohoto systému diferencidlnfch rovnic pro podéteéni podminky dsné '
podétednim rozloZenim pravdépodobnosti by bylo moZné provést Uplnd stejn¥ jako drive.
Op&t se v8sak omezime jen na zkouméni limitnfiho rozloZeni pravd&podobnosti pro t =00,
které musi splnovat systém lineérnfch rovniec

0= -mAT +VI,

0= - [(m-D)A+ W]y + (m-isDHAT, ) + WDV, (5.6.59)
i=1,2,...,n-1

0= - [(m-i)A + n)":IJTi + (m=1i+1)A T 4.1 * riVJri+1
i=n, nt¥l,..,m-1

O=-nyuw +Aw
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i>n, takn z i nepracujicf{ch automatd je opravovédno s vzhledem k tomu, %e Z4dny
pracovnik nen{ volny, i-n automatd &ekd na oprevu.

Budeme uvaZovat, Ze [X(.,t)] teT Je homogenni markovsky proces s kone&nou
mnoZinou stavd I = {0,1,...,mJ s poldtednim rozloZenim pravddpodobnosti

JO(O) =1, J,00)=0 pro i # 0,

a8 s intenzitami pravdpodobnosti pFechodu dangmi vztahy

Foo = - m2
Hij = (m-1) A J =i+l i=0,1,...,m-1
=31y j=i-1 i<n (3.6.27)
=ny j = i-1 i>n
= = [(m=1)A+1V] i=i, i<n
= = [(m~1)\+nV] j =i, i>n
=0 J #i-1,4,i+1,

kde A je intenzita vzniku poruchy u automatu a Y Je intenzita ukonX¥enf opravy
opravovaného automatu. Predpokl4dd se, %e jak v3echny sutomaty, tak i v3ichni
pracovnici majici na sterost tyto sutomsty jsou stejného charakteru, t.j. jek A tak
iV pro v8echny pracovniky e automaty jsou stejné.

Z uvedenych predpokladld vyplyvé, Ze {X(.,t)] teT Je op&t specidln{ typ obecné-
ho procesu rozmnoZovéni a umrt{.

Diferencidln{ rovnice popisujfci chovén{ absolutnich rozloZeni pravd&podobnosti
jsou podle (3.3.8) nésledujici ’

aw_(t) '
—e— = = mA T (t) + VT (1)
aa,(t)
= =-Em-i))wiv']JTo(t)+(m—i+l)7\JTi_1(t)+(i+1)V'JTi+1(t)
i = 1,2,'-o,n"1 (3-6.28)
ag,(t)
—— = - [ DMn V[T O+ m-ds D AT, _ )4 VT 4, (1)
i=n, ntlyece,m-1
ax (t)
—t— = - nV T () + AT (%)

Redenf tohoto systému diferencidélnfch rovnic pro po¥éte®ni podminky dsné 4
poddtednim rozloZenim pravddpodobnosti by bylo moZné provést uUpln& stejn¥ jako d¥ive.
Op&t se v3sk omezime jen na zkoumdni limitnfho rozloZeni pravd&podobnosti pro t —=00,
které mus{ splnovat systém lineérnich rovnic

0= -mAT +VI,

0=-[(-D)A+ ]Iy + (m-sDAT;_J + GV T, (3.6.29)
i=112,...,n-1
0= -[m-0A+ nV ]I, + (m-i+DAT ,_ +nvT,,,
i=n, n¥l,..,m-1
0=-nVTm+ﬁWm4
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Podobn& jako v p¥ipadd 3.6.4.
\’Jfl =m)Jf°,
2VT, = (m-1)A T

. 1
a obecnd
VT = (m=i+ AT, | pro i = 1,2,...,n (3.6.30)
a
nVWml=(mm2Jn
a obecné
nyar, = (u1—'1+l)%JI'i_1 pro i = n+l,...,m (3.6.31)
Vyjddrime-1i v3echny hodnoty Wi_i = 0,1,s..,m pomoc{ W‘o dostanene
T, = i
3= X (7) T, pro i = 0,1,...,n (3.6.32)
7. = (m=n)! (A) T
nti o iyl Y
m! A n+i : .
= _—— () Vi pro i = 0,1,...,m-n (3.6,
n! (m-n-1)tnt Y ¥ AP e
Jeliko* mus{ plstit 2:: J; =1, tek z tohoto vztahu lze vypo¥{itet hodnotu T, e

z ni potom v3echny hodnoty JT (i = 1,2,00.,m),
V nédsledujic{ tabulce jsou uvedeny hodnoty W‘i pro riznd i pfim =20, n = 3 &

%— = 0,1
PoZet sutomstd Po%et pracovnikd
i ﬂ& opravovanych ekajici na opravujic{ich | nevyuZitych
opravu
0 0,13625 0 0 0 3
1 0,27250 1 0 1 2
2 0, 25888 2 0 2 ‘)
3 0,15533 3 0 5 0
4 0,08802 3 1 3 o
5 0,04694 3 2 3 0
6 0,02347 3 3 3 0
T 0,01095 3 4 3 0
8 * 0,00475 3 5 3 0
9 0,00190 3 6 3 0
10 0, 00070 3 7 3 0
11 0,00023 3 8 3 0
12 0,00007 3 9 3 0

3.7. Odhady intenzity pravd&podobnosti p¥echodu
AANANANANANANAANNAANNAANANANAANNANNANAAANNAN VAN

V predchézejicich paragrafech jsme se zabyvali zkouménim vlastnosti sbsolutnich
rozlofeni prevd&podobnosti a pravdépodobnosti{ prechodu pro homogenn{ merkovské pro-
cesy, kdy? jsme znali potfebné intenzity pravd&podobnosti piechodu. V tomto paragra-
fu se jen struXn® budeme zabyvat otdzkemi pPfsludnych intenzit.
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Tyto uvahy si ukédZeme na prikladu odhadu parametru A u Poissonove procesu.

Predpoklddejme tedy, 2Ze {X(.,t)} teT Je Poissontiv proces s intenzitou
pravddpodobnosti pFechodu A a nechi po¥steZni rozlofeni Je takové, Ze J (O) =
T, (O) = 0 pro i # O. Odhed parametru A budeme prov&d&ti ne zdklads doby T (.
dokud uvaZovany Poissondv proces {X(.,t) } teT nedogséhne stav i, t.j.:
T,(.) = inf {T: X(.,T) =1i; X(.,00=0]}. (3.7.1)
Potom T;(.) je. néhodnd prom&nnd s distribudni funkct
W, -
PC{w: 1) <u)) =

1,
)

=1-pP{ Wi >u}) -

=1-P{w: xXwuw <i)) = (3.7.2)
i-1

=1-3 v xww = 5] -
J% ;
i-1

=1- 3 __ e"}‘u -(-—}%-‘!3-)—1 "
3=0 J

Hustota pravdépodobnosti ndhodné prom&nné Ti(') existuje a je déne vyrazem
‘ _ A i-1 .
Grw ) Su)y = Aem A LQue (3.7.3)

Pi‘edpoklédegme, %e d&léme N nezdvislych pozorovdni a dostdvéme vysledky
T<1)( ), T( )( ),...,TiN)(.) neboli N nezdvislych néhodnych prom&nnfch se stejnou
hustotou pravdépodobnosti znamena jic{ doby pro rizné pozorovéni stejného fjgissonova
procesu neZ dostaneme i skokd. Potom maximdln& v&rohodny odhed je tekové A (.),
kteréd pro kazdé w €[ (t j. kaXdou r’ealizaci) maximalizu.je vyraz .

: -1
N J=1 (3.7 4)
103{>\ [(1—1)!J

vzhledem k parametru A . Tento maxim4lnd vérohodny odhad je ziejm& roven

Ay = ——2 (3.7.5)

15 p(3)
3 ng I

JelikoZ ndhodnd prom&nnd Z(.) definovend vztahem

z(.) = 227,(.) (3.7.6)
mé X o rozloZeni pravdépodobnosti o 2i stupnich volnost{, tek je moZné stanovit
pomoci kvantild tohoto rozloZeni intervalovy odhad parametru A pomoci doby Ti(‘)'

Skutedn&, nebof hustota pravdipodobnosti néhodné prom&nné 2(.) je
Z 4
=3 (g)i-2
2 (i - 1)1

2
co% Jje hustots pravdspodobnosti X rozloZenf o 2i stupnich volnosti. Z tsbulek X
rozloZen{ lze pro dané &,, &, urlit takové meze X 21(061) a Xz (1- 0(2) tak, aby
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oo

I R
2 (z)i7?

Xzzi(“l) P rITTi e
a podobné& L
-2 i-1
2/ e ‘ ;’i‘f‘)-“—— dz = -062
X511 0c) -1
Potom

POf w s X3,(1-0) < z(w) X0 ]) =1 - (g ey,

coZ po Uprav& s pouzitfm (3.7.6) d&vé

2 2
XZi(l- OCZ) <A< x?i(‘xl)

P({U; '\ W 1&1

Pre1- oy vay

neboli interval pro parametr A pro danou spolehlivost 1 - (DC1 + 062).

Kapitola IV - Stacionérn{ néhodné procesy

ANAAAS
Vratme se nynf k obecné definici néhodného procesu Jjako systému néhodnych

proménngeh { X(.,t) } te pe JestliZe pro kedé t € T existuje stFednf hodnote néhodné
proménné X(.,t), kterou ozna¥ime m (t), t.J.

m (t) = E [X(.,t)] = /;de(x'; t), (4.1.1)

4.1. Charakteristiky nédhodnych procesd
MN\/\/\MI\/W\N\N\N\M/\/\N\/\M,-

tak funkeci mx(.) Jeko funkei t nazveme st¥edn{ hodnota nédhodného procesu [)((.,t)}t .

Poznamenejme, %e stfednf hodnota néhodné prom&nné X(.) existuje,kdyz na priklad
E [|x(.)|] < nebo kayr E[X3(.)] < oo .

Predpoklddejme déle, %e pro ke%dé t € T Je rozptyl néhodné prom&nné X(.,t)
kone¥nf. Oznsime tento rozptyl & i(t), tijie

[
6 2(t) = £ [(X(.,t) - m(t))?] - f(x-mxm)zdmx; t), (4.1.2)
-0

tek funkei @ 2(.) Jeko funkci t € T nazveme rozptyl ndhodného proéesu {X(.,t)} T
x M’\M/\/\AN\I\N\/W\AM/\/\/\, te
Necht nynt tl, ty € T jsou libovolné hodnoty parametru a ozna&me

Bx(tl, tz) = E [(X(.,tl) - mx(tl))(X(.,tz) - mx(tz))J (4.1.3)

Tato stfednf hodnota existuje, nebot podle Schwerzovy nerovnosti se dé psét
2 2

B (t, t))| < V@ 2(t)G 2ty (4.1.4)

coZ vzhledem k predpokledu kone&nosti rozptylu je koneZné. Stredni hodnota (4.1.3)
uvaZovend jeko funkce definovand na kertézském goudinu T x T se nazyvéd koreladnt
ANANAANAANNANA

JLunkce néhodného procesu {X(.,'t)} |

teT*
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Vlastnosti stfedn{ hodnoty & rozptylu néhodného procesu Jjsou stejné jako
vlasstnosti strednich hodnot a rozptyld obyZejnych ndhodngch proménngch.

Uvedeme si zde nikteré zdkladnf vlastnosti koreladnf funkce n&hodného procesu
{x(.,t)} A

(1) Pro kezdé t;, ty€ T

B (ty, t5) = B (t,, ty) 5 (4.1.5)

(2) Pro ka%dé t € T
2
B (t, t) =6 2(t) > 0; (4.1.6)

(3) Nechf tl, tz,...,tne T =a 0qy gyeeey o Jjsou libovolné n-tice parsmetrd
resp. redlnych &isel, tak

n
E Bx(tiv tJ) OCiO(J' > 0. (4.1.7)
i, j=1

Dikez tohoto vztashu plyne ze zFejmych dprav, nebo%

n n n
> B(ty,t.)oqog=E [Z S (X(.,ti)-mx(ti))(x(.,tj)-mx(tj))ui«j] =

i,J=1 i=§ J=1

i=1

n
= B l:(Z (XCayty) - mx(ti)))z]z 0.

Funkee splnujici podmfnku (4.1.7) se nazyvé positivné definitivni.
AANAAANANANANAANNAANAANAAN

(4) Pro kadé t1y t,€6 T

|8 (t), t < 6 (40 (t,). (4.1.8)

Dikaz tohoto tvrzenf vyplyvé ze Schwartzovy nerovnosti stejn® jsko vztah (4.1.4).

St¥edn{ hodnota, rozptyl a korela®n{ funkce nédm ddvaj{ charakteristiky ndhodné-
ho procesu a jak stfedn{ hodnota, tek i rozptyl maji tentyZ vyznam jako v teorii
pravd&podobnosti pro oby¥ejné ndhodné promé&€nné. Koreladni{ funkce Bx(tl, t2) ném
naopak d4vé jistou miru zévislosti mezi ndhodnymi prom&nnymi X(.,tl) a X(.,tz).

Hodnota

B (tl, t5)

\/G'i(tl)ﬁ'i(tz)

kterd mdZe byt podle (4.1.8) jen v 1nterva1u < -1, 1>, se v teorii pravdé&podobnosti
nazyvé koeflciegt korelsce a pou%f{vé se JBkO mfra zévislosti mezi néhodnymi promé&nnymi
X(.,tl) a X(.,t2 . Skuteln&, nebot, kdy? X(.,tl) a X(.,tz) jsou statisticky nezévislé,
Je koeficient korelace roven O a naopak, kdy% existujf redlné ¥fsla X a 3 takové, e

b (40109\
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X(ey ty) = aX(., ty) + 3,
t.Jj. kdy? ndhodné prom&nné X, tl) a X(., t2) Jsou linedrnd z&vislé, tak
2 1l kdyz &« >0
Be(tyy tp) g g(t)) -

= sign =
Vo282t Volo 266 2t N kdyz o< 0,

MdZe se oviem stét, %e koeficient korelace je roven O & presto uvazované ndhodné
prom&nné jsou funkdn& z&vislé, Jak bude uvedeno v nésledujfcim prfkladg.

Pr{klad 4.1: Necht o¢ (.) Je oby¥ejnd néhodné proménns s rovnom&rnym rozloZfenim
ANAAAANAAAAA "

pravdépodobnosti na intervalu < O, 207 > a necht X(., tl) a X(., tz) Jsou néhodné
prom&nné definované vztahy

XGoy tl) = cos o0 (.)

Xlis o ty) = sin o (L) =\/1 - xz(., ty).

DokeZte, Ze koeficient korelace mezi X(., tl) a X(., tz) Je nulovy!

Jeliko% 24

E[X(., tl)]=E[coso((.)]=§%r— / cog ¢ doe = O
0
a podobn& i 20
EE((., tl)J=E[sino((.):,=2%; / sin ¢ d & = 0,
0
tak 2ar
Bx(tl,tz) - E[X(.,tl)x(.,tz)] = -é—J% / cossin cdox =
27 0
=ZLJr‘/ sin 2xd o = O ®
0]

Pr{klad 4.2: VypoXt&te stredn{ hodnotu, rozptyl a koreladn{ funkei Foissonova
ANANANAANAN
néhodného procesu s parametrem A !

Pro libovolné t € T je X(., t) n&hodné prom&nnd, jej{Z rozloZen{ pravd&podobnosti
Je déno absolutnim rozloZenim pravdépodobnosti néhodného procesu {I((.,t) } teT vV So-
se t € T. Pro Poissoniv proces je toto rozloZen{ podle (3.5.8) ddno Poissonovym
rozloZenim pravdépodobnosti s parametrem A t. Potom zFejmd pro kaxdé t

o0 oo .
e [x(.,0)] = > 1T ) =% 3 i%,-t_)i a A
i=0 i=0

a tedy stiedn{ hodnota Poissonova procesu je funkce mx(.), kterd pro ka*dé t € T
Je dédna vztahem
m (t) = A t.

Rozptyl néhodné prom&nné X(.,t) existuje a je roven
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o0 .
2 I 27, : 2 =Xt (Ag)?
G L (t) -u[kx(.,t)-ﬁt) J-Z (i -At)° e i—i—}l—z At.
i=0
Potom rozptyl Poissonova procesu {X(.,t)] t ¢ 7 Je funkce 4] )2((.), kterd pro kazdd
t ¢ T je déna
Gi(t) = At

Vypoditéme si nyni korela¥nf funkci Poissonova procesu { X(e,t) }te T K tomu
v3gk je nutné zndt pro ka%dé tl, t, a i, j pravd&podobnost

P({w: X(w, t)) =1, Xw, ty) = j}).

Kayz t1$ ty Je pro i > j tato pravdpodobnost rovna O a pro i <J je tato pravds-
podobnost zfejm& dle (3.5.9) rovna

- i _ i - J=3

Aty (At)h =Mey ) [Alty-t))]

Wi(tl) JrJ._i(tz—tl) = e ——-—1-‘}-— e 3= .

Potom pro tl_<. t,

[Zacd o]
Be(tyy t9) =) ) (=AM T T, (byty) =

S (4.1.10)
= At
Podobné& pro tlg t, méme
B (tyy ty) = At, (4.1.11)
Spojime-1i (4.1.10) a (4.1.11) méme
B (ty, t,) = A min btyy i)
®

Pr{klad 4.3: Vypolt&te stfedn{ hodnotu a rozptyl nédhodného procesu rozmnoXovéni a
mcifikaci (B), jeho% po¥4te&ni rozloenf pravd&podobnosti je déno vztshem
(3.5.35) a jeho% absolutnf rozloZen{ pravd&podobnosti spliuje systém diferencidlnfch
rovnic (3.5.36)!

I kdy%Z bychom k vypo&tu st¥edn{ hodnoty a rozptylu mohli pouZft ihned obecné
vztahy pro absolutn{ rozloZeni prevd¥podobnosti (3.5.37), ukéZeme si pondkud jiny
zplisob, ktery se v3ak dd pou%ft i v jinych pf{padech néhodngch procest markovského
typu. ‘

Obecné diferencidln{ rovnice v naSem pifklad® jsou dény systémem (3.5.36).
Nésobme kaZdou z t&chto rovnic pFfsludnym i a setdme je pres v3echny mo¥né hodnoty
i 0d 1 doo . Dostaneme tak

e dJr,(t) % =
Y o i—h—=- Ay BT (0 XY iG-DT,_ (0 4
i=1 i=1 i=1
o0 (401.12)
R DI (S TS Y

i=1
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Pravd strana této rovnice miZe byt pfepsédna na tver

00 2 00 ©0
-(;\d)zl 1407 (+) +Aiz WDIT ) +V )~ G-11T (1) =
i= =] - i=1

00 «
=(A-Y))~ 1T (),
i=1

neboli o0 adJr.(t) e
1= i=

Levéd strana v3ak miZe byt vyJjéd¥ena jako gf mx(t) a pravd jako (A-Y) mx(t). Vid{-
me tedy, Ze st¥ednf hodnota musf{ vyhovovat diferencidlnf rovnici

'3? m(t) = (A=Y) m(t). (4.1.14)

00

Jeliko% mx(O) = z:: iJTi(t), tak podle predpokladu o po&dtednim rozloZenf pravdd-
i=1 .

podobnosti hleddme takové reSenf diferencidln{ rovnice (4.1.14) pro které mx(O) =1,

ReSenfm rovnice (4.1.14) spolu s touto poddtednt podminkou je funkce
(A=)t
e

mx(t) = + ey

kde ¢ je takovd konstanta, aby 1 + ¢ = 1, neboli ¢ = 0. Je tedy stiednf hodnota
uvaZovaného néhodného procesu funkce mx(.), takovd, Ze pro ka%dé t e T

elA =Vt (4.1.15)

mx(t) =
Rozptyl ndhodného procesu {X(.,t)} teT % tohoto prfkledu stanovime podobna
a to tak, Ze rovnice (3.5.36) vynésobime postupné i” a sedteme pies vSechns i od 1
do o0 , Po jednoduché upravé dosteneme

oo o o0
§e0_ T = 209) e+ AY 1T (), (4.1.16)
i=1 i=1 i=1 :
2. .2 2
Rozptyl Gi(t) . Z iSJr.(t) - mi(t), coZ po dosazent do (4.1.16) 4§
i=1
a [.2 2.1 2 2
it l_%x(t) + mx(t)]— Z(A-i)[ﬁx(th mx(t)] & (AJ) mét_). (4.1.17)

PouZijeme-1i (4.1.15) a upravime, tak
& 2 2 (A=Yt ‘
Ot =20A-¥)B2(t) + (A+v)e (4.1.18)

Uv&domime-1i si, Ze podle predpokladu o poddtednim rozlozent pravd&podobnosti je
65(0) = 0, tak reSenf (4.1.18) s touto poddtenf podmfnkou je déno pomocit

62(t) = "\j:’; [1 -e’“"”"]ew\"’)t (4.1.19)

A
®
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Pr{klad 4.4: Urdete stfedni{ hodnotu, rozptyl a koreladn{ funkel pro ndhodny proces
AAAANAAAAAANA h
rozmno¥ovéni a umrt{ v pfipadd® specifikace (C)!

Podle definice stredni hodnoty je pro uvaZoveny néhodny proces {X(.,t)} teT
podle (3.5.46)

m (t) = E [x(.,t)] =0T (1) + 1.0 (1) + 2 T,

(4.1.20)

- d-te AT 23 -2 AT g AL

-1
5

Rozptyl ndhodného procesu {X(.,t)] teT je funkce 6'5(.), kterd pro ke?dé t € T
je rovna

82(t) = B [, 0) - m(0) 17] = 8 [, 0)] - nd(e) -

(4.1021)
2-5- 2_5- - TS

Korela®ni funkce ndhodného procesu [X(.,t)} teT J& Pro ka%dé ty, ty€ T (tl.S.tz)
déne vaztahem

B (t), t5) = B[X(.,t)X(.,t5) ] = m (t)m (t,) =

-5Yt -5yt -5Y (t,-t.)
_ 6 1 _ 17 2 2 - | (4.1.22)
= 23 e 5 e + 73 e +
X _% e-z ¥ (ty-t)) : _B_e-zvtz-wtl ) % e-lo AN
T 15 5
®

Pr{klad 4.5: Nech{'{x(‘,t)} Jje Poissonlv néhodny proces s parametrem A a necht
AAAAAAANAAS teT
poddtedni rozloZeni{ pravd&podobnosti je déno pomoci

Jro(O) = 1, JTi(O) =0 pro 1#0

Nechf X(.) je néhodné prom&nné s hodnotami O a& 1, kterd pro kazdé t € T je nezévisld
s ndhodnou prom&nnou X(.,t) takov4, Ze

p({w: xw =0}) = p({w : X =1}) =3. (4.1.23)
Definujme novy néhodny proces{ Y(.,t)) teT VZtEhY
Y(.,t) = X(.,t) + X(.) [ mod 2] pro t € T. (4.1.24)

Ur&ete absolutni rozlo%eni pravd&podobnosti néhodného procesu [Y("t)Jt;eT a jeho
stfedn{ hodnotu, rozptyl & koreledni funkeci!

Podle definice (4.1.24) je {Y(.,t)]_te ¢ néhodny proces s hodnotami O a 1 a pro
ka2dé t € T

P({w: Yw,t) = op) = P({w: xw) = of). P({w :X(w,t) je sudé Xfslo}) +

+ P({w: xw) = 1. P({w: X(w,t) je liché &fslo}),

co% podle (4.1.23) je rovno 1/2. Podobn& i
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1
5. (4.1.25)

P({w. ¥Y(w, t)=1))

Strednf hodnota néhodného procesu [Y(.,t)J teT Je proto pro t € T rovne
= = 1
my(t) = E[¥(., ©)] = 3. (4.1.26)

a rozptyl je pro ka2dé t roven

2
oy =el,0-H?-1. 3.1 3. . (4.1.27)

Korela&nf funkce néhodného. procesu {Y(.,t)] Je pro ke¥dé t,, t,€ T (t.< t )
teT 1 2 1= "2
definovéna vztahem

By(ty,ty) = B[Y(., 1) Y(.,t5)]- my(t)) my(t,) =

= P({w:xwt=1} . p({w PXW,t5)-XW,t,) je sudé 3{slo)),

1 Aty-t) [Ace,-t)]3
g . 2% g 5y
. %Ze (2K)1 —%
k=0
Ale o [ e, -t ) ]2k [ %ttt At
2 ™Y « 2701 i 27ty)
58 TZEy1 =% iy g ]
a tedy “Mto=t,) [ Mto=ti)  -A(t.-t
Byty,ty) = de 20 [N AG 1)]_%_
2 (tpety) : (4.1.28)

[
e

Podobné bychom dostseli pro tI:E ty, Ze

-< A(t,~t,)
By(ty, t,) = %e 12 (4.1.29)
a tedy obecn& pro tl, tz [
=22 lt,-t, |
Bty 2,0 = %e 271 (4.1.30)
®

4.2, Staciondrnf v uZ3fm a 3ir3f{m smyslu ndhodné procesy
AAAAANANANAANAAAANAAN.
Néhodny proces {X(.,t)} teT °° nazyvé m%m presn&ji MM%
smyslu, kdy% pro keZdé prirozené ¥{slo n, ke¥dou n-tici redlnych &fsel tl,tz,...,tn
AANAAAANA,

a Xy, xz,...,.zn a libovolné redlné &fslo 7

F(‘xlv xz,---, Xni tl +T, tZ + T, ey tn + 7)) =
(4.2.1)

= F(Xl, xz,o--, xn; tl, tz,o-c,tn)o
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t.j. kdy? vSechny kone¥nérozmdrné distribulni funkce néhodného procesu{x(.,t)} teT
jsou nezdvislé na posunutif poléte¥nfho okemZfiku t = O.

Jako ddsledek této definice stacionerity, lze dokdzat, %e v3echny jednorozmérhé
distribudni funkce nezévisl{ na t a v3echny dvourozmérné distribuéni funkce zdvis{
pouze na rozd{lu Zasovych paremetrd.

Skute¥n®, nebot pro stecionérni proces {X(.,t)} teT podle definice pro ka*dé
redlnéd t, X a 7 platf

F(x; t+T ) =F(X; t).

Volime-1li specidlng& T

- t, tak
F(x; t)

F(x; t -t) =F(x; 0). (4.2.2)
Déle pro kazdé t]-’ tz, X'l, X2 aT plat:f
F(Xq, %55 ty *T, t; +7) = F( X1 %05 bty t5).

Specidlng pro = - ty Je
F(X %55 1) ty) = F(xl,ng tl-tl,tz-tl)_= F(xl,xz;o,tz-tl) (4.2.3)

7 t3chto ddsledkd v3ak okamZit& vyplyvé, Ze pro staciondrni{ néhodny proces
{X(.,t)} teT je strednf hodnota, pokud existuje, konstantnf a korela¥ni funkce je
funkci pouze rozdilu ergumentd. Skute&ng, nebot pro kaZdé teT

00
mx(t) = /.xdF(x,t) = /X dF(x;0) = m_ (0) (4.2.4)

-0 - 00

a pro ka%dé ty, t, 6 T

00 ,00
B, (ty,t5) = // (X-mx(O))(y-mx(O))dF(x,y;tl,tz) =

-0 =00

/ [ (x-mx(O))(y-mx(O))dF(x,y; 0, ty-t;) = (4.2.5)

~00 -00

Pro staciondrni néhodné procesy budeme pouZfvat oznaleni »

Bx(t].’ tz) = Bx(o, tz - tl) = Bx(tz - tl)o (4.2.6)

Koreladn{ funkce staciondrnfho ndhodného procesu je tedy funkci pouze jedné
redlné proménné. '

7 vlestnostf korelednfch funkef (4.1.5) - (4.1.8) vyplyvd pro korelaln{ funkc1
stacionérniho procesu [X(.,t)} teT Z° mé ndsledujict vlastnosn.

(1) B (-t) = B (t) pro kezdé t € T; i (4.2.7)
s e .
(2) B,(0) = G 2(t) > 0; (4.2.8)

(3) pro ka%dou n-tici redlnfch Zfsel ¢y, 0Cpyc-y 0, @ tiatoyeeesty plat{
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(4) pro ke3dé t € T
| ()] < B (0) (4.2.10)

Pr{klad 4.6: Necht X(.) je ndhodns promdnné s distribudnf funkef G(.). Definujme
/V\N\/\/\/W\/\/
pro kazdé redlné &{slo t

X(., t) = x(.).

Potom {x(.,t)J teT Jje staciondrn{ ndhodny proces.

To, Ze {X(.,t)} teT Je néhodny proces je zrejmé. Pro ka%dé prirozené &fslo n
a libovolné n-tice redlngch &{sel tl’tZ""’tn a xl,.xa,..., x Jje jeho distribu¥-
ni funkce ddne vztahem

n
FXy %oy eeesdity by, een,t )= PO {w Xlwt)<x ] =
i=1

= P({u : X(w)Sm@nxi] ) = G( min x )
i i

Pro kadé redlné ¥1slo T viak
F(.xl,xz,...,xn; tl +T, ty + [,...,tn+r ) =

n
=PCN{w: Xty <x, ] - Smin X )
1=1

a vidime, %e néhodny proces {X(.,t)J teT Jje staciondrni.
Stredn{ hodnota ndhodného procesu {X(.,t)} teT Je pro ka%dé t € T rovna
m, (0 =E[x(.,0)] =& [x()],

rozptyl
82(t) =& [(XC.,0) - m (02 ]= & [(x() - £ x(.) 2]

a korela¥n{ funkce je déna pomoc{

B (toaty) = E[(X(.,tl)-mx(tl))(x(.,tz)-mx(tz)):’ =62(0) ®

Pr{klad 4.7: Necht lX(.,t)} teT Je homogenn{ markovsky proces s mnoZinou stavd
I = {0,1,2,...] majfci tu vlastnost, Ze pro ka3dé t e T a i ¢ I je

Ti(t) = T,(0) | (4.2.11)
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DokaZte, ie{ X(.,t) } teT Jje staciondrn{ néhodny proces!

Necht t1, tpyeeept, @ X,,X5,.005 x  Jsou libovolné n-tice parametrd a sta-
v procesu. Potom podle vlastnost{ homogennf{ho markovského procesu za predpokladu
t;< t; ... <t Je pro kazdé T '

n
P(N]w: Xwt,) =%} =T, () p (ty=ts) e
i=l{ i 1} Xl X X1%o 2 "1

"'pxn-r"n(t“_t“‘l) # erl(tf r)pxlxz((tzw )= (e+7)) ...

n
=P(ﬂ{w:X(&), ti+r)=‘xi])-
i=1

Stiedni hodnota pro tento markovsky proces je zFejmé rovna pro ka%dé t € T

m(t) = )  iT(t) =Y i7,(0) = m(0)

ie I iel
e korela¥ni funkce je pro kaZdé t, > t, déna vztahem

B (t,t,) = ) i3 P{w: Xw,t)) = 4, Xw,ty) = §}) -
i,jel

- 25(0) =) 1373 (t1)p; 5(tp=t;) - n2(0)
i,jel

a pro t, < tl podobné

= - 2
Bx(tl,tz) . E : ij Ij(tz)pji(tl-tz) - m (0).
1,J€

Jeliko% platf (4.2.11), tek korela¥n{ funké¢e néhodného procesu { X(.,t)) teT
z4vis{ pouze na rozdfilu argumentd.

®

Rekneme, %e ndhodny procee {X(.,t)} teT jemwwmyz
jeho stiedni hodnota je konstanta a koreladni funkce Bx(tl,tz) zédvisi jen na rozdi-
lu(t2 - tl). : |

Ze vztahd (4.2.4) a (4.2.5) vyplyvd, %e ndhodny proces staciondrni v u%iim
smyslu je staciondérn{f v 3ir3im smyslu. Opak v3ak nemus{ obecn& platit. Existuje v3ak
velkd t¥fda néhodnych procesd, obsahujfc{ t.zv. Gaussovy nédhodné procesy, pro n&%
jsou oba pojmy stacionarity ekvivaelentni. '

4.%. Gaussovy néhodné procesy
SANAAANANANAANANANANAANAAANANNS

NANAAN

Néhodny proces fX(,,t)} teT S€ nazyv4 Gaussiv néhodny proces, kdyZ Jjeho
v3echny konelnd&rozmé&rné distribu¥ni funkce jsou Gaussovské.
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JestliZe {X(.,t)} teT Je Gauss(v ndhodny proces se sti¥edni hodnotou m (.)
X

a s korelaéni funkel Bx(.,.), tak pro kaZ?dé n a ka%dou n-tici parametrd tl’tZ"°"t
n

Je n-rozmé&rné hustota pravddpodobnosti ndhodnych promé&nnych
X(.,tl),'X(.,tz),...,X(.,tn) déna vztahem

V "ai.

'L“— exp —% 853 I:xl -m (%, )J[x . ¥ (t )] (4.3.1)

3 {,31

kde (aij) Je inversnf matice k metici (B (ti,t-)) a "aijﬂ Je Jjeji determinant.

(2Jr)

JestliZe stredni hodnote je konstantnf, t.j. m, (t) = m (O) pro ke2dé t € T a
JjestliZe korelaZn{ funkce B (.,.) zévis{ jen na rozdflu paramatrd t.Jj. pro kazaé
tisty € T

Bx(tl, tz) = Bx(t2 - tl),

tak ziejmé i prvky matice (a. J) zdvis! jen na rozdflech ty = tJ (i,j = 1,2,...,n)

a proto i hustota pravd¥podobnosti (4.3.1) zdvis{ jen na t&chto rozdflech. Odtud

pak dostévéme, Ze hustoty prevd&podobnosti néhodnfch proménngch

X(.,tl), X(.,tz),...,x(.,tn) a ndhodnych prom&nnych X(.,t1+r),X(.,t2+t),...,X(.,tn+T)

Jeou stejné a proto i jim odpovidajfci distribu¥n{ funkce jsou té% stejné.

Dokézali jsme tak, %e Gaussiv nséhodny proces, ktery je stacion&rnf v Sirsim
smyslu je staciondrnf{ i v u%3i{m smyslu.

Déle si dokédZeme, Ze ke ken%dé redlné funkci m(.) definovené na T a ke kazdé
funkei B(.,.) definované ns T x T splnujfc{ podminky (4.1.5) a (4.1.7) existuje
Gaussiv ndhodny proces {X(.,t)} teT tokovy, Ze m (o) = m(.) aB (.,.) = B(.,.).

Pro kazdé n a kaXdou n-tici tl,tz,...,tn z T existuje n-tice Gaussovskych
néhodngch prom¢nnyeh X(.,t,), X(.,t5),..., X(.,t ), jejf% hustoty pravdspodobnosti
jsou dény pomoeci (4.3.1).

Vezmeme~1i k t&mto hustotdm odpovidajfc{ distribu¥ni funkce, tak splnujf
podminky (1.1.5) a (1.1.6). Podle uvah z kapitoly I pak existuje ndhodny proces
{X(.,t)} teT majici tento systém kone¥nérozmdrnych distribudnich funkef za svidj
systém konedn&rozmérnfch distribudnfch funkci. Nebudeme zde provadét do detaild
ddkazy uvedenyfch tvrzenf, nebol by to vy%adovelo rozbor t.zv. singuldrnfch pitipadd
a zbytedn& by zvét3ovalo rozsah této &dsti.

Potom mle tento uvaZovany néhodny proces{ X(.,t)} teT mé& tu vlastnost, Ze pro
kardé t € T
- /
mx(t) = mit)

a pro kaZdé t,, t,€ T
Bx(tl, tz) = B(tl, ts).

Gaussovské ndhodné procesy majf{, stejn® tak jeako v teorii pravd&podobnosti
Gaussovy ndhodné prom&nné, velkou dileZitost v aplikecich, pon&vad% mnoho néhodnych
procesi v aplikacich lze povaZovat za Gaussovy. Je to vysledkem t.zv. centrédlni
limitn{ v&ty.

Nebudeme se zde hloub&ji zabyvati Pedenim ndkterych dileZitych problémd pro
Gausaovy néhodné procesy, ale ukdZeme na jednom prikladé relen{ problédmu nalezeni
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statistickych charakteristik doby, po kterou je néhodny proces v deném Zasovém
intervalu nad ndjakou denou hladinou. Pro Gaussovy néhodné procesy je moZno takovy
problém Pedit, zatimco pro néhodné procesy jiného typu Jje re3eni analytickymi meto-
demi, 2% ne velmi jednoduché p¥ipady, nemoZné.

Eiiﬁlesmizéé\Neche {X(.,t)} teT je Gaussliv stacionérni néhodny proces se stiedni

hodnotou O & koreladni funkci Bx(t) =e” “Rl. Necht u je dené libovolné redlné
¥1slo. UvaZujme novy ndhodny proces { Y(.,t)} ¢ ¢ 7 definoveny vztahem

Y(w, t) =1 kdyz X(w,t) >u
‘ (4.3.2)
=0 kdyz X(w,t) < u.
Ozna¥me ddle pro dané a > 0
a
z(.) = jr Y(.,t) at, (4.3.3)

0

t.j. dobu v intervalu <O, a > po kterou je néhodny proces {X(.,t)} teT nad hledi-
nou u.

UrZete st¥edni hodnotu a rozptyl néhodné prom2nné Z(.)-

Abychom se presv&d®ili o tom, Ze mé smysl hovotit o Z(.) jeko o néhodné promén-
né, musime dokdzat, %e existuje integrél (4.3.3). Podle v&ty 4.6. dokédzané déle,
musime dokdzat existenci integrélu

a a

// By(t,s) dt ds, O (4.3.4)
)

6]

t.j. musime nejprve odvodit korelaZn{ funkei néhodného procesu-[Y(.,t)} teT

Pro ka%dé t € T dostédvéme

ng(t) = B[, 0]= Pw: x@,0) > uf) =1 - § w, (4.3.5)

kde ¢ je distribuZni funkce Gaussovy néhodné prom&nné se st¥edni hodnotou O a
rozptylem 1, nebot st¥ednf{ hodnota néhodné prom&nné X(.,t) je rovns 0 a jeji{ rozptyl
je 1.

Potom v3ak pro kaZdé t,, t, € T

B[Y(, )X, tp)]= P{Ws XW,e)) > u, X(W, 1) > u]). (4.3.6)

Podle predpokladu je dvojice nédhodnych promé&nnych (x(.,tl), X(.yty)) dvojict
Gsussovych néhodnych proménnych se stejnou hustotou pravdépodobnosti a s koeficien-
tem korelace

-0o¢ | to=t |
¢ =e 2" (4.3.7)

Jejich dvourozm&rné hustota pravdédpodobnosti je déna vyrazem
1 1 2 2

271-¢° TR -
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Tuto hustotu pravdépodobnosti lze rozlo¥it v Taylorovu Fadu podle @ a jev tomto
pf{padé ddna Fadou

‘Pi s (4.3.9)

i=0 i

Jak se lze lehce presvdd¥it. Potom ale
Plw : Xw, ) >4, Xo, t,) >u}) =

o0 oo 00
(i+1) (i+1)
_L (X)) g (%,)
1 2 i

// 'Zo 1l 3 0y Oy
u u 1=

o0 o0 oo (i+1) (i+1) (4.3.10)

(1) (1) 0~ gy

/ { l:¢ (xl) 1] (xz) + iZl I1 ?i] dx) dx, =
u =

[-1 -ﬁ(u_)]z + i %T(fi[ﬁ (i)(u)] 2
i=]

Jelikoz
By(tl,tz) =

I
||._a 1
1
="
~—
c
N
| S

N
+
p—
2
o
[ |
—~
[N
N
~~
=
(et
n
—
=
i
Sy
~—
=
—
N
[}]

(4.3.11)
, )] 2

i
K-
D

|
~
aSY
&

tek existuje integrél (4.3.3), nebot
a a ;
-l ty-t, | ~Lia
//e 21(]1; dt =—2—a-;—:°£—---
172 i ol
0 0

Je proto Z(.) néhodné prom&nnd, jejf? stFednf hodnota je
a

E[z(.)] = O/ P{W : Y, = 1Y) at = a[1 -fw ] (4.3.12)
a rozptyl o o
=0da :
p[z()]= ) =t [o - =t — ] [ﬁ(l)(u)_]z (4.3.13)
1=1 : ®

4.4. Spektrédlni funkce
/\’\f\/W\/\/\NW\/W\M/W

Tak jeko v matematice je pro nékteré ivahy lep3{ vychézet ne piimo z danfch
funkc{, ele jejich obrazl na pri{klad z Fourierovych transformact, Laplaceovych
transformac{ a pod., tak toté% m4 vyznem i pro koreladni funkci.

Dokézeme si nynf v&tu o vyjédreni korele&n{ funkce stacionérnfho néhodného
procesu.
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ARAARISSDR R TR0 SROIA Lurkse L) boda korelatnt funkot. je
nutné a stati, aby existovala distribun{ funkce G(.) takovd, Ze pro ke%dé t

0
B(t) = B(0) / cos(ts)daG(s), B(0)> 0 (4.4.1)

0
Dikaz: Necht B(.) je spojitd korela&nf funkce. Potom podle vlastnosti (2.1.7) je
positivn& definitn{ a proto podle Bochner-Chin¥inovy véty se dé nepsat ve tvaru

o0 .
gg) = fe Fen d G(S),
oo

kde G*(.) je n&jeka distribuini funkce. Jelikoz ale B(.) je redlnd, tek mus{ platit

%%;- = /COS ts dG*(S) = / cos ts dG(S)
5,/ 0

pro vSechna t, kde G(s) = G*(s) - G*(-s).

Predpoklddejme nynf, %e B(.) je nZjakd funkce, kters se d4 vy jédrit ve tveru
(4.4.1). Potom B(.) je positivn& definitnf s vlastnost{ B(-t) = B(t) pro ka%dé
t € T. Podle idvah paragrafu 4.3 existuje Gsussiv stacionérni néhodny proces majic{
B(.) za svou koreladnf funkci a tedy jsme dokdzali, %e B(.) Je koreladni funkce.

®

Distribudni funkce G(.) vyskytujici se ve vyrezu (4.4.1) se nazyva spektrdlni
. ANANAANNNNS
funkce staciondrnfho néhodného procesu.
AANNANNN

JestliZe existuje derivace spektrdlni funkce, pak tuto derivaci nazveme
spektrdlni hustota stacionérnihoc nénodného procesu.

D4 se dokdzat, Ze pro korela¥nf funkei Bx(.) staciondrnfho néhodného procesu
splﬁujici podminku

ﬁax(t) | at < oo (4.4.2)

- o0

existuje spektrdlni hustota a pro kazdé t

e o)
Bx(t) i Bx(O) j[ g(s) cos(te)ds.
0
Spektrélni hustots, kdyZ existuje, se dd vyjddrit pomoci integrélu

gls) = ﬁr§2167' /r cos(ts). B(t) dt (4.4.3)
X
0

Dikaz tohoto tvrzeni téZ nebudeme prov4dét a odkazujeme na vztah mezi redlnymi
funkcemi a jejich Fourierovymi transformscemi,p¥fpadnd na vztah mezi charakteristic-
kymi funkcemi a distribu¥nfmi funkcemi ndéhodngch prom&nnych.

Uvedeme si nynf{ n&kolik p¥fkladd staciondrnich ndéhodnych procest a vypo&itéme
si jejich koreladni funkce, spektrdlni funkce prip. spektrdlnf hustoty.

Pffklad 4.9: Necht X(.) a Y(.) jsou dv& néhodné proménné se stFedni hodnotou rovnou
SNAANAANAAAA.

0, jednotkovim rozptylem takové, ze E[X(.)Y(.)]= C. Necht {x(.,©} e Je néhodny
proces definovany pro t € T vztahem

X(.,t) = X(.) cos At + Y(.) sin A t, (4.4.4)
kde A je dand Ei{gelnd, kladnd konstanta.
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DokeZte, Ze {X(.,t)} teT Je stacionérn{ v 3ir&{m smyslu ndhodny proces;
vypoditejte jeho korela¥n{ funkci a spektrdlnf funkcil

Strednf{ hodnota ndhodného procesu existuje & je pro ka%dé t € T rovne
mx(t) = E [X(.) cos A\t + Y(.) sin%t:l =0 (4.4.5)

a koreladni funkce pro kaZdé tyy 1€ T je déna pomoc{
Bx(t,l,tz) = E[(X(.)cosktf Y(.)sinA t]_)()((.)cos’\t2 +

+ Y(.)sin7\t2)]= cos A ty cos?\t2 E [Xz(.)] +
. (4.4.6)

+ (sinAtl cusA t, * cos A ty sinA tz)E[X(.).Y(.)J +
+.sinAt; sin)t, E [Ya(.)]= cos )\(tl - ty).

JelikoZ stfedni hodnota nshodného procesu { }((.,'I:)} teT Jje konstantni e
koreladni funkce je funkci pouze rozd{lu argumentd, je {X(.,t)} teT stacionérni
v 3irdim smyslu néhodny proces a nen{ staciondrn{ v uZ3im smyslu.

Spektrdlnf funkce G(.) tohoto néhodného procesu je tskovd, Ze pro ka%dé t musi
platit o0
Bx(t) = cogAt = / cos ts d G(g).

0
Vidime, Ze tekovou funkei je

G(s) =0 pro sg )
=1 pro s>\ (4.4.7)
®
Priklad 4.10; Necht xl(.), XZ(.),..., a Yl(.), Yz(.), jsou néhodné proménné takové,
Ze
Elx ] =ely]=o0
N y pro 1i=1,2,...
E [xi(.)] = E [xi<.)'_] =1 (4.4.8)

E[Xi(.)xj(.):]= B[t ) YJ.(.)]= 0 pro i#j, i,3=1,2,...
E[Xi(.) YJ.(.)] =0 pro i, = 1,2,e00 |

Necht bl’ 6,,... Jje posloupnost reélnfch &fsel takovd, Ze

Z 2

i=1
a necht )\1, 9\2,... je libovoln& posloupnost vzéjemn& rdznych, kladnych redlnjch &isel.
Definujme pro kaZdé redlné t

&b
X(.,t) = E bi[xi(-) cos Ait + Yi(o) Sinait] ° (4-409)
i=1
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Potom {X(.,t)} teT je néhodny proces e dokaite, Ze je staciondrn{ v 3ird{m
smyslu! Vypoltdte Jeho korelsdn{ funkci a spektrdln{ funkci!
Pro ka%dé redlné t méme
m (t) = E [x(.,£)] =0 : (4.4.10)

s pro keZdé tq, ty je vzhledem k predpokledim (4,4.8) koreladn{ funkce Bx(tl,tz)

zfejm& rovna

o0
’ 2
3, {tq, ty) = E b i cos A i(tz - tl) (4.4.11)
i=1

St#edn{ hodnots ndhodného procesu {X(.,t)} teT je konstantn{ a korelalni
funkce je funkci pouze rozdilu ergumentd & tedy néhodny proces‘{X(.,t)} teT Je
staciondrni v 3ir3im smyslu.

Podobnd jako v pPfikledd 4.9 je spektrélni funkce takovéd, Ze v kazdém bodd A i
md skoky velikosti '

o
N

1 .
(1 =°2,2,50) » .
b2 s
J

™o

(]
il
—

V nésledujfcim pri{kled& bude ukézéno, Ze ne ka3d4 korela®n{ funkce mé spektrél-

ni funkei.

Eéégiﬁgvééiﬂc Necht {X(.,t)} teT je stacionérn{ v 3ir¥im smyslu nédhodny proces,
pro ktery
z [x(.,0)] =0

E [k(.,tl)x(.,tz)] 1 kdyz ty = t;

i

0 kdy? ty #otse

Potom koreladni funkce néhodného procesu {X(.,t)} teT Je

n

Bx(t) 0 xdy: t # 0
=1 kdyz t = O
a pro kaidou distribu¥n{ funkei G neplatf (4.4.1).

Skuteléng, nebot pro libovolnou distribudni funkci G existuje k libovolnému
€ > 0 tekové &fslo A, pro které

[ act < &
{a: a>4]
a takové h, aby pro ka?dé s < A
|cos ts - 1| < %. ~ pro t <h
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Potom

g 0o
cos ts dG(s) - /F d G(s) | <
0

o— Ol

o A
< l cos ts - lldG(s) =J[, cos ts-lldG(s) + j[ | cos ts-1]|dG(s) <
A 0 {#: 4>A}
< /Icosts-lldG(s)+2 f aas)<Ev2. Lo

pro t < h, neboli
Q0o

fcos ts dG(s)
0
Jje spojitd funkce v t = Q.

JelikoZ Bx(.) neni spojitd v t = O, nemiZe byt proto vyjédfena ve tvaru
(4.4.1).

P¥{klad 4.12: Necht B(.) Je funkce definované pro ke3dé redlné t vztshem
AAAAANANAANAAAN
B(t) = e ~ cltl | , , (4.4.12)

kde ¢ > O. Dokazte, Ze B(.) je korela¥nf funkce a ur&ete odpovidajic{ spektrdln{
hustotu} :

Nejprve je nutné dokézat, Ze B(.) definovend vztehem (4.4.12) Jje korela¥n{
funkef. I kdyZ bychom mohli pouZft vysledku prifkladu 4.5 vztah (4.1.30), kde tato
funkce vy$la jako koreladn{ funkce daného né&hodného procesu, dokéZeme si p¥imo, %e
B(.) definovand vztahem (4.4.12) je korela¥ni funkce. Funkce B(.) splnuje podmfnky
(4.2.7), (4.2.8) a (4.2.10). DokéZeme-1i, Ze splfiuje jedts podminku (4.2.9), t.j.
dokdZeme-1i, Ze je positivn& definitn{ bude B(.) podle dvsh paregrafu 4.3 koreladn{
funke{ n&jakého Gaussova néhodného procesu.

Necht tl' tz,...,tn a ai,(xz,...,cxn Jjesou libovolné n-tice redlnych &{sel,
Potom

L -clti-tj|
J=1

n
i=1 j=1 i-1

n 5 n n, -clti_tjl
B <§ ejo)¥ v 2y ) o 06(eic; ~e )
i=1

i=1 j=i+l

kde pro kazdé i je ¢y = 1 kdyz 0(12 0 a ey B = 1 kdyz oy < O. Potom ovSem pro
kazdé i,j je
-c lti-tjl

- >
Oin(J. (cicJ. e ) =0

a tedy B(.) je positivn& definitn{. Proto B(.) je korela&n{ funkec{.
Jeliko% B(.) je spojité a

©o
[oett et <o,
-00

Q
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tak existuje podle (4.4.2) spektrdlnf hustota g(.), kterd se podle (4.4.3) urd{
pro keZdé s jako integrdl

00
gls) = ?§§T07— [ cos ts B(t) dat ' (4.4.13)
0
Odtud v3sk integraci dostévdme
gls) =J—T1-?2~f——? (4.4.14)
Odpovidajfct spektréifi‘funkce Jje pak pro kaZdé s ddne vztahem
G(s) = j[ g(s)ds =‘% srctg % (4.4.15)

0 ®

4.5. Integrdly z néhodnfch procesd
AAAAANANAAANAANNAAANANAANANAANAANAAA,
Drive nef pristoupime ke zkouméni otdzek staciondrnich néhodngch procesi,

uvedeme si n&které pojmy o zdkladni vlastnosti pro ndhodné promé&nné s kone&nym
rozptylem, které budou odpovidst t.zv. Hilbertovu prostoru néhodnych proménnych.

Ozne¥me X mno%inu vSech ndhodnych proménnyech X(.) s vlastnost{
z[x%()] < o (4.5.1)

Jestlize dv& néhodné promdnné z & jsou ekvivalentnf, tek je budeme povaZovat
ze identické.

Nechf {Xn(.), n = 1,2,...} je posloupnost néhodnych prom&nnych z ¥ . Rekneme,

%e pro n — g konverguje tato posloupnost podle kvadratického st¥fedu k ndhodné
AAANAAANAANAAAAANAANANAAANANANANA
prom&nné Xo(.), kdyZ

. 27 _
1n B [(X () - X ()%= o. (4.5.2)
n—s 0o
Dé se ukdzat, %e nutnou & postalujic{ podminkou k tomu aby posloupnost ndhod-
nych proménnych{jxn(.) :n = 1,2,L°.} z ¥ konvergovala podle kvadratického stiedu
je to, aby byle Csuchyovskd, t.j. @by pron, m —e 0o

E [‘Xn“ - x (%] — o.

Déle se d4 dokézat, %e pro kazdou Cauchyovskou posloupnost néhodnych prom&nnych
z ¥ existuje ndhodnd promdnni Xo(.), ke které tato posloupnost konverguje podle
kvadratického stiedu.

Dile?ité kriterium pro zjiZt&ni, zde dand posloupnost konverguje podle kvadratic-
kého stredu je obsa¥eno v nédsledujici vé&té. :

V&ta 4.2: Posloupnost néhodnych prom&nnych {Xn(.): n = 1,2,...} konverguje pro
ANAVNAAANAANANAAAANAANANANAAAANANAANAAANAANAAAANAAAAAAAAAANANAAAAANNAANAANS
n —e g podle kvadratického stfedu tehdy a jen tehdy, kdyZ
ANAANAAAAANAANNANAAANANANAANNANAANANANAANAANS

ANANANAAANAS
E [xn(.) xm(.)J (4.5.3)

konverguje pro n,m -= o ke kone&né limité.
PAASAAANANANAAANAAAANAAAAAAANAAAAAANAAAA A
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Dikaz: Predpoklédejme, Ze{X (.) : n = 1,2,...] je tekové, fe (4.5.3) konv ergu je
pro n,m —=oo k né&jaké konstantd ¢ <o . Fotom

2 [0 - 200 s[@00] - 2 B[ (X ()] +

+E[xi(.)]—-— ¢ Bow oD

Pro n,m — o o tedy posloupnost { X (.): n = 1,2,...} je Cauchyovské podle
kvaedratického stfedu a tedy konverguje pron = k n&jaké 1imits xo<') podle
kvadratického st¥edu.

Nechf naopak posloupnost {Xn(.): n=1,2, } konverguje pro n — o podle
(.)

kvadratického stiedu k ndhodné proménné Xo . Potom pro n = oo

| = [ - RBo]l= |2 [ - x (2]

* 2 B[ X () - %, (]| <

< E[(xn(.)-xo(.))2J+ zVE[x§<.>]E[(xn<.>-xo<.))2] ~= 0

neboli
E[Xi’(.)]—— E[Xcz)] pro n — oo .

Potom ale pro n,m-—= oo plat{

2E[x (DX ()]= B[C)]+ B[x3()] -
- B[ - 1 (] — 2 B[] < o,
t.j. plat{ (4.5.2).

\

V&te 4.3: JestliZe posloupnost néhodnych prom&nnych Xl(.), Xz(.),...
MMANVV\AANVW\AMAM/\MNW»\AAM,VVV\A/W\AAAMN\ANWW

z & konverguje pro n —= oo podle kvadratického st¥edu k néhodné prom&nné XO(.), tak

MAANM/MNVW\AN\/\M/W\AAM/\NV\/\M/W\,VV\WNV\ANVV\N\M/W\AMMM/\AW

E[x()] = E[X ()]  pron—= oo . (4.5.4)
ANANAANANANAANAAANAANANAAAAAANAANAANANAAAAAAN
Dikaz tohoto tvrzen{ plyne oksm3¥it& ze Schwarzovy nerovnosti. Plat{ toté3

lE[Xn(.) - X, ()] ‘ < \/ E[(Xn(.) - xo(.))2] ;

coZ podle predpokladu konverguje pro n — o k nule, t.j. plat{ téz (4.5.4).

)

KdyZ posloupnost nshodnych promé&nngch Xl(.), X2(.), ... konversuje podle
kvadratického st¥edu pro n —= oo k néhodné promé&nné Xo(.) a souXasné k nédhodné pro-
mé&nné YO(.) podle pravdépodobnosti nebo skoro jist&, tak X,(.) a ¥ () jsou
ekvivalentni néhodné prom¥nné, t.j.

Pefw s X, W) = Y @} = 1. (4.5.5)

UvaZzujme nyni ndhodny proces[ X(.,t)} teT kde pro kszdé t € T je
X(.,t) e £,
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Rekneme, Ze ndhodny proces {X(.,t)} teT Je Spojity v bod® t e T, kdy% pro
kaZdou posloupnost ty, tyye.. 2 T, kterd pro n-s oo konverguje k t,

2 w 2
lim 3 [(X(.,t) - X(.,t %] = o. (4.5.6)
N —=00
V dals3f{m budeme piedpoklédet, Ze uvaZovené ndhodné procesy maj{ st¥ednf{ hodnotu
pro ke?dé t e T rovnu nule, t.j. misto ndhodného procesu {X(.,t)] teT budeme
uvazovat procesy {X(.,t) -m (t)} ter

Véta 4.4: Néhodny proces {X(.,t)j teT Jje spojity v bodd to € T tehdy a jen
AANAAANANANANNANANAAAANANAANAAANANAAAANAAAANANNAAANAANAANAAAAAANANANAANANAAAANAANAAN

tehdy, kdyZ koreladni funkce Bx(.,.) Je spojitd v bods t, = ty = tg.
AANANAANAAANNANANANNAANNAAANAAANANANANANS VOANNANANANAANANNAANANA VAAAANAAANAANAS

Dikaz: S pouZitim zdkladnich vlastnosti stifednich hodnot pro dané t, @ libovolné k
plati

E [(x(.,to+k) - X(.,to))2] = B (t +k, t, + k) -
- 2B (t +k,t )+B (t_,t ) <|B (t +k,t +k) - B (t ,t )|+
+2|B (t,,t,) - B (t +k, t )] .

PPedpokldddme-1i, Ze koreladni funkce B (.,.) je spojitd v bodé t=t=t , tek
k libovolnému £ > O existuje k(€ )> 0 takové %e pro viechna Ik | < k (E)

‘ Bx(to * k5 Ty ¥ k) - Bx(to’ to) I “ 5

’Bx(toﬂc, t,) - B (t_, to)l <

Wim

Potom v3ak té% pro | k| < k(€) je
2
E['_(x(.,to+k) - X{e,t ) ] < ¢

neboli {X(.,t)} teT je spojity v tye

Necht naopak nghodny proces{ X("t)}‘te p Je spojity v bods t . Potom pro
ka%dé redlné h a k s pouzitim Schwarzovy nerovnosti ‘

| Bx(to+h,to+k)-Bx(to,to)|=|E[_(X(.,to+h)-x(.,t°))(X(.,to+k)-x(.,t°))]

+ B, 8 (RCe £ w0 =XCe,80)]+ B[KC, 1) (K torm=XCat D] | <

S[B[RC. b ) -XCey e D [ b -XC e 0P ] (451

sVE[BC,80] B [t 0)-XC, e 07] +

AV B[X0, 0] B [(XC b om-XCe e 0)2]

Podle predpokladu spojitosti néhodného procesu {X(.,t)] teTV bodg t existuje
pro kazdé € > O takové h(f), Ze pro v3echna lhl < h(g) je

E [ (X(.,t +h) - x(.,to))z:l < \/8 +62 - \[6—2,

- 107 -



2 e
x826% = = [X°1.,t )] . Potom podle (4.5.7) pro | n, | k| < hi&) jo

fax(to *hy t, v k) - Bt 4 to)f <
S We+d? 622, (6% (e .62 (52 . £

te:Je Bx(.,.) Jje spojitd v bods (to, t).

®
Vdta 4.5: Jestlise Bx(.,.) Je korelaXn{ funkce néhodného procesu {X(.,t)] teT
a je spojitd v ka*dém bodd (to, to), tak je spojité v libovolném bodd (tl, ty) .
A/VWMA/W\NWV\AN»VW’MN\M/\MWAWWNWW/WWNVM
Dékaz: Pro ka*dé h a k mdme
E[XC, ) XCL, tyrk)] = X0ty h) (XCL, ) - X(eyt )]+
* E[XC, 1) (K0t X, e 0] + 8 [XC,t%0, ] -
8 tedy
| 2[xC, bpmmx(C 0] - ExC,tx0G,t0] ] <
w2 ) Ty 2
< \/ 2[X°(., t*h)] \/ 2[00 - XC,100)%] +
2 2
A 202, ] [ [, eemx(, e 7]
Pro h,k— 0 podle dikszu véty 4.2 a podle vity 4.4 plat{
lin ® (X0, tqemIxCL, tp00] = E[XC,tX0,1,)].
h — -
k =0 ®

EEfEiiSVéRizivNGChE {X(.,t)} teT Je Poissondv proces s parametrem A . DokaZte, Ze
Je spojity podle kvadratického stiedu!
Podle prikladu 4.2 je pro kezdé te T

Bx(t,t) = At

& tedy korela®n{ funkce je podle vty 4.5 spojitd ne T x T.

Déle

lin 2 [(X(.,t+n)-X(.,t))%]= 1lin [Be(t+h, t+h)+B (t,t) +
h—0 h—20

) ‘
* ot e n) - ()% - 238 (t+he)] -
= Bx(t,t) + Bx(t,t) - ZBx(t,t) =0 ®
Zavedere si nynf dal3{ ddlezity pojem a to pojem integrdl z néhodného procesu.

Necht {X(.,t)} terT Je dany néhodnf proces takovy, Ze pro ka%dé t € T je X(.,t) eX
a nechi f£(.) Je libovolnd redlnd funkce definovend na T a nechf a, b Jsou libovolrd
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redlné %{sla (a<b). Necht to,tl,...,tn Jje libovolné d&leni intervalu (a,b) takové,ze

8=t <ty <...<t <t = b, (4.5.8)

JestliZe posloupnost néhodnych prom&nnych

n
§ f(ti) X(.,ti)(ti - t5q) (4.5.9)
i=1

konverguje pro n —= oo pPi souasném max | t, - t;.1 | ™ O podle kvedratického

1<i<n
st¥edu, tek odpovidajfc{ limita se nazyvd integrdlem z funkce f & néhodného procesu

{X(.,t)} t ¢ T De intervalu (a, b) a oznalime jej
b
a/- £(t) X(.,t) at. (4.5.10)

Podobn& se definuje i nevlastn{ integrél z funkce f & néhodného procesu
{xC., )} ;. ¢

oo

[f(t) X(.,t) at : | (4.5.11)

- 00

jeko limity podle kvadratického st¥edu integrélu (4.5.10) pro a —= - oo , b—= oo
pokud ov3em tyte limity existugji.

Abychom mohli odpov&3&t na otézku existence integrdlu (4.5.11) resp. (4.5.10)
uvedeme si nédsledujfci v&tu

Véte 4.6: Pro existenci integrélu
AAAANAANAANNAANAAANAAAANANANAA S

NN
o0
J[}(t) X(.,t)dt

~oo

’vavv'vvvvvvx.
stalf, eby existoval integrél
ANV IAAAAANAAAANAANNANANNANAA

<0 o
a= [ [ B (t,e) £(t) £(s)a tas. (4.5.12)
/~xAfvéé&uG4?/vxa»v»AAvaAA/vwnrwvﬂAﬁuvx
Potom plat{
AAAAAAAAAA, 00 5
A=E[( /, £(0)X(.,t)at) . (4.5.13)
g ANAAL
Diksz: Dikez provedeme jen pro pripad kone&nych mezi, t.j. pro integrél (4.5.10).
Aby tento integrél existoval mus{ posloupnost (4,5.9) konvergovat podle kvadratického
st¥edu, coZ podle vlastnost{ konvergence podle kvadratického stiedu znamené, Ze musf

tato posloupnost byt Cauchyovskd, t.j. pro n,m —= oo musi platit

m n
B[ £0XC b e )= eepx(,un) res N2] —o (4,5.14)
i=1 j:l J J J J-—l .

pri m?x (ti - ti-l) — 0. Tato stiednf{ hodnota se d4 prepsat na tvar
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m m n '
e[()” £, ) (et 0% 28[> 3 £(e5)e(e3).
i=1 i=1 j=1

XCt X0, E0 (6 = &y (83 - t1 ) ]+

n
27,
P £epxC,en ey - 15 10?] -
51
m m
= ) Y S PB4, - TRUCHER TR
i=1 j=1
m n
-2y 5 PEPDTCEDB (6,80 (k5 = t5 (8} — 3 1)
i=1 j=1
n n
+ Zl : f(t;)f(t3)3x(ti,t3)(ti-t;_l)(ts-t.'j_l)
Jj=1 i=

VSechny soudty na pravé strand pri existenci integrélu (4.5.12) konvergujf pti

n,m—e oo & soulasném max (t; - t; ;) —™= 0 a max (t% -t ) —= 0
1si€m * 1$jsn 9 91

k A a proto platf (4,5.14).
JelikoZ ddle

m
2

tak podle dikazu vty 4.2 té3

b .
E [( / £(t) X(.,t) at )2'] = A (4.5.16)
8 , ' ®

UkdZeme si na p¥{klad¥® pouzit{ e vypolet integrélu z funkce a ndhodného procesu.

Priklad 4.14: Vypo&t&te integrdl
ANAAAAAAY AN

f ﬂ-i%ﬁ—t-x(.,t) at, (4.5.17)

=00

kde {X(.,t) } te T Je néhodny proces z prikladu 4.9!

Podle (4.4.6) je korelednf funkce néhodného pr0cesu{ X ) } teT uvaZovaného
v tomto p*{fklad& rovna cosﬁ(tz - t;) & jelikoz

QO . 0o s
2 «
[[ cos A (t - g) Li’t‘-z‘—t— §i§3—-§ atas = I (4,5.18)
=00 =0o
tak integrél (4.5.17) existuje.

Podle definice integr4l

fﬂi—&é‘-—ﬁ X(.,t)dt
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se d4 psdt jako limita podle kvedratického stiedu soudtd

L sinkti
:}: ———t—l——— XL oy t:i)(*l:i - ti—l)
i=1
pro n —s oo kdeto=-'1‘, tn='1‘emgx|ti—ti_l|"'0.

Po dosazeni za néhodny proces {X(.,t)} teT dostaneme

sm}\t 2 sinAt,
X(.) Z —t eosh eyt ) ¢ XC) Y —5—2 ein(h, tXtg-tg o).

i=1 .

Vzhledem k tomu, Ze pro n—=oo konvergujf p*i uvedenych dal3ich omezenfch tyto
soudty k integrélim

T T
sinAt sindt :
f e cosA t dt  resp. / 5= sin 7\°t dat,

tak ziejmd

T T '
/ sAndt g(. t)at = () / 2108t o5 4 ¢ at + ¥(.) f oinlt o309 tat
~T -T =T

‘a téz

o0 co <0
/smt}\t X(.,t)at = X(.) /ﬂ—%li cosA tdt 1{(.)/’—3&33LL sin} tat

(o)
-00 - 00 -00

JelikoZ 00 .
/ .‘il?.gll c0s )\otdt = %‘-JT [sign(ﬁ+ AO) + sign(k—'f\o)]
-0
a
slad)
/53—56‘-’4 sin?  t dt = 0,
-~
kde
sign x = 1 kdyZ x> O
= O kdyz x =0

=-1 kdy% x <0,

nebot, jek vime z metematické snslyzy

0
/il-r-l-fﬁ dt = Jsignx,

-00

dostévédme tedy celkem
/ﬂt‘—?‘-l x(.,t)at = x(.) G [sign(A+ A )+oign(A- A ] (4.5.19)
~ 00 ®
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Priklad 4.15: Vypo&t&te integrél
INAONANNANANAANANAL

P 5
Locosdt (0 ar (4.5.20)
o

pro stejny néhodny proces {X(.,t)} terT Jako v prfklads 4.14!

V¥poZet nebudeme do detsild provAddt, nebot Jej lze provést upln& stejn& jeko
v pr{klad® 4.14. Dostaneme potom

o
/ kQ%S_..A_}_ X(.,t)dt = Y(.) JQ-T[ESign)\o-sign(Ao+>\)+sign()\-)B)] (4.5.21)
i ®

Podobné jeko jsme definovali integrdl z funkce a ndhodného procesu, Jje mo¥né
definovat i Stieltjesiv integr4l dené funkce f podle néhodného procesu {X(.,t)J teT

a derivaci néhodného procesu. Tyto nové definice odpovidsj{ obydejnym definicim
Stieltjesova integrédlu a derivaci tek, jek je znéme z matemetickd analyzy, jen s tim
rozdilem, Ze v3echny konvergence a limity chdpeme ve smyslu konvergence podle
kvadratického stredu. Tek na prfklad Stieltjes&v integrél funkce f(. ) podle néhodné—
ho procesu {X(.,t)} ter vV mezich od a do b

b
J[ £(t) a x(.,t) (4.5.22)
8

Je definovén jako limita podle kvadratického stredu posloupnosti

n
S £ty [x\., bgd = By iy 1)J \ (4.5.23)
i=1
pro n — o pri soudasném mex (ti -t 1) ™0, kde
: i
B=t < ty< o<t <t =D, (4.5.24)

pokud oviem tato limite existuje.

Véts 4.7: Pro existenci integrélu

NV\/V\A,V\/\/;.{W\NW\/V\ANVV\/\/VV\/
/f(t) d X(.,t) (4.5,25)
stad{, aby ex;:z:::IN;;z:;:zifv
@ ~ o .
[[ £(t) £s) d,d,B (t,s). (4.5.26)
~00 2 oo

ANANNANNNANANANANANANANNAAANANANANANAA S
Potom plst{

ANANAANANAANANNA
= £ [ /f‘(t) ax(.,t)%] . (4.5.27)

AANAN N Ay

Dikaz této vity je podobny diikazu véty 4.6 a nebudeme JjeJj provédst.

Pr{klad 4.16: Necht X(.) je néhodnd prom3nnd se st¥edn{ hodnotou EEX(.)] =0 s
M/\/\MMAM
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E [X2(.)J = 62 a necht { Z(.,t)} teT Je néhodny proces definoveny vztahem

Z2{.,t) = X(.) pro t>t,

(4.5.28)
= &
0 pro t to
VypoZt&te integrél
oo
j[ £{t) d@ 2(.,t) ! (4.5.29)
) 0
Korels¥ni funkce nédhodného procesu {Z(.,t)] teT Jje dédna pomoci{
< 2,
Bz(t,s) = L[X \.)] pro tzto, s>t
(4.5.30)
= Q pro ostatnf{ t a s
Potom zPejmé
oo o0 2
J[ ][ £(t) £(s) dg d, B, (t,s) =G fz(to) (4.5.31)
0 0

a tedy integrdl (4.5.26) existuje, proto existuje i integral (4.5.29) podle vty 4.7.
Tento integrél podle definice je roven

X(.) f(to),

jek se lze lehce presviddit. ®

Rekneme, e néhodny proces {X(.,t)} teT mé\ggsixggévv bods to» JjestliZe pro
Jakoukoliv posloupnost tl, t2,... konvergujic{ pron — k to posloupnost néhod-

o

nych
X(., tn) - X(., to)

(4.5.32)
L

kon&erguje podle kvadratického stredu. Tuto limitu, pokud existuje, nazveme derivac{
AANAANANAN
néhodného procesu v &gase to.

Plat{ nédsledujici v&ta.

Véta 4.8. K tomu, aby ndéhodny proces {X(.,t)J teT mél derivaci v Zase to e T

Je nutné a stadf, aby existovala a byla konedné druhé derivace

62

7;;7;;7 Bx(t,t’) (4.5.33)
v bods t = t? = t_.
ANANAANNANANANAAANANAANANL

Dikaz: JelikoZ

: [X(., tm) - X(., to) . X(., tn) - X(., to) J
th = % th= %
Bx(tn,tm) - Bx(tn’to) - Bx(to,tm) + Bx(to,to)

; (tm - to)Ttn - to)
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tm-to t-to

1 [Bx(tn,tm)—Bx(tn,to) ) Bx(to,tm)-Bx(tO,to) ]
(o] m

2
tak pro n,m — c konverguje tento vyraz k hodnot® derivace —g—t_'j?" Bx(t,t:)

v bodé t = t? = to’ Podle v&ty 4.2 pak dostévdme tvrzen{ nss{ véty. @

Jako disledek prévé dokézené vity dostévéme, %e derivace ndhodného procesu
{x(.,t)] te T pokud existuje, je op&t néhodny proces s koreladn{ funkc{

02
W Bx(t, t?).

P¥{klad 4.17: Nechf {X(.,t)} t ¢ T J¢ Poissondv proces a necht [ Y(.,t)} teT Je
AAAANAAAAANAS

nédhodny proces definovany vztahem
’ t

(. ,t) =J x*.,t) at, " (4.5.34)

kde
X*(.,t) = X(.,t) - m (t).

DokaZte, Ze existuje derivace néhodného procesu {Y(.,t)} ter
DokéZeme nejprve, Ze néhodny proces {Y(.,t)} teT existuje. Podle vé&ty 4.6.
stad{ dokdzat, Z%e existuje integrsl

t t

/ /Bx’"(t,s) dtds. (4.5.35)
o ©

Podle prikladu 4.2 je
Bx*(t,s) = Bx(t,a) =Amin (t,s)

8 tedy integrél (4.5.35) je roven

t ot

3
/ f A min(t,s) dtds = -2‘3-1-
0 0

Vidime tedy, 2%e néhodny proces {I(.,t)} teT definovany (4.5.34) existuje a
t 5 3
E [(/ X ¥e; 2) dt)z] = —3-L
0
Korela&n{ funkce ndhodného procesu {Y(.,t)} teT Je

By(t,s) = E[} f x*.,m) x%.,6) aTa6] =
o o

-]

- O/t O/ E [x"(.,'t) x‘(.,G)] 47T a6 = é"z (s - p

kdyz s> t
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2
By(t,s) = —%—’1— (t - -§-) kdy:? s <t

JelikoZ
02 .
W BY(t,S) = )X min (t,s),
tak podle v&ty 4.8. existuje derivace néhodného procesu {Y(.,t)} teT’ ®

\
»

4.6. Spektrdlni rozklad staciondrniho néhodného procesu
LANAAAAANAANNAANANNANANANAANANANANANANANNAANANANAAAANANA NAAAAANANAAANAS

V tomto paragrafu se budeme zabyveti vyjddrfenim staciondrnfho v 3ir3im smyslu
néhodného procesu {X(.,t)} te T pomoc{ néhodné kombinace trigonometrickych funkef,
tek jako se v matematické analyze nahreZuj{ funkce pomoci jejich Fourierovych rad
prip. Fourierovych transformaci.

UvaZujme tedy stacionérnf v 3ir3im smyslu ndhodny proces{x(.,t)} teT ktery
Je spojity, jehoZ st¥edni hodnota je rovna O a jeho% koreladni funkce Bx(') se d4
vy jédrit ve tveru '

o0
Bx(t) = Bx(O) /cos ts 4dG(s), (4.6.1)
0]
kde G(.) je spektrdlni funkce ndhodného procesu {x(.,t)_} te T
Potom plat{ nédsledujici v&ta.

V&ta 4.9.: JestliZe {X(.,t)} tg T J¢ steciondrn{ v 3irS3im smyslu néhodny proces,

. MAM{}NV\AMN\AAAANV\N\/\NVV\A/VW\A/V\MMNWN\MMMAN\AM’W\A
JeZ je spojity a jehoZ st¥edn{ hodnota je O a korela¥nf funkce Bx(')’ tak existujf

ANANAANANANAAAANANAANAANAAAANANANAANAAANNAAAAAAANANANAAAANANAN AANAAANAAAANANAAAAAANNA
néhodné procesy{Zl(.,s)} a0 B [Zz(.,s)} 850 takové, Ze

ANAAANNANAANANAAANAS NANAAANANAANAANAAANAAAAANAS VVAAAAANAAAAAANA

(1) pro kazdé 515 S5» S5 <s,
/\N\M/\N\/\AMMANWV\MNV\/ Lo

E[(23(18,) - 250.,8)0)(2;5(.,8,) - Z5(.,8,00] = 0 (4.6.2)

M’\N\N\/\/\/\AANV\/\A/V\/\/\NVVMAMMNVV\N\/\M
pro i #j; 1i,j = 1,2
AANAANAANAAANAAANANANANNAANANAANANAL
nebo pro i = j kdy2 85 < 84
AAAANNAANANANANAAAANAANANNAA

(2) E[(2;(.,8y) - 2:(.,8.)°]=[G(sy) - G(s)) ] B (0) (4.6.3)
IANAAANAANAANAAANANANNANAANANANAANAAANANAANAANAAANAAANANN L
i=1,2
INOANAANAANANS
a pro ke%dé te€ T
ANAANAAAANAANAANANS o0 o
X(.,t) = / cos st le(.,s) + /ain st d 22(.,8). (4.6.4)
0 0

’\N\AAN\AAAAM/VW\MMN)MNVV\/V\AM/\,WW
Ndhodné procesy [Zl(.,s)_} s>T° { sz.,S)} s> T lze urdit pomoci vztahd
ANAANAAANAANANAANANAANNANAAS MNANANANAAAANANANNAANANNANANAANNAAAANANAS VANANAANANAANAS
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o0

Z,(+,8) =}r _]mﬂ-l—;‘—i‘ X(.,t)dt (4.6.5)
ANAAAANANANAANAANANNAANAANAAAANAAAL
@ ’
Z,(.,8) f 1-cos 8t y(,,¢) at. (4.6.6)
.4

AAAAANAANNANANAANAANAAAANAAAAAAAAN

Vy jéd¥eni néhodného procesu {X(.,t)_} t ¢ 7 Pomoci (4.6.4) se nazyvé spektrdln
AANANANAAN,

rozklad ndhodného procesu [X(.,t)_} teT
/\M/V\M/WVW\/\AA/W\AM

Nebudeme dokezovat v&tu 4.9 v Uplné obecnosti, nebof to vyZaduje hlubdich uvah
a metod metematiky, a omez{me se jen na specidlni p¥{pad, kdyZ néhodny proces
{x(.,t)} t e Je definovén pomoct

X(.,t) = X(o) COS)\t + Y(O) Sin}t, ‘ (40607) |

kde A je dend kladné konstanta a X(.), ¥(.) jsou dv& néhodné proménné se stiedni
hodnotou rovnou O a jednotkovym rozptylem takové, Ze E [x(.) Y(.)] = 0.

Koreladni funkce ndhodného procesu {X(.,t)] teT Jje podle p#ikledu 4.9 rovna
B, (t,8) = cos A(t - 8),

a spektrélnf funkce je rovna podle (4.4.7)
G(s)

O pro 8 <)

=1 pro s > A .
Néhodny proces {X(.,t)} teT je zPejm& spojity.
7 p¥f{kladd 4.14 e 4.15 méme

oo
Zl(.,s) = %/ﬂ%ﬂ- X(.,t)dt = X(.)% sign(s+A) + sign(s-l)jl
a = :
25(.,8) =J%/h‘59-2—53—‘;- X(.,t)at = Y(.)%- [Zsign} -sign(s+7\)+sign(s-)):|
-0
Proto
z,(.y8) = X(.) kdyz s 2> A
=0 kdy: s < A
a
Z,(.,8) = Y(.) kdyz s <A
=0 ‘kdyz 8 > )\

Lehce se lze presv&ddit, Ze {Zl(.,s)} s s O YOk i {ZZ(.,e)} sl splnujf (4.6.2).
Potom také podle prfkladu 4.16 '
Q0

cos st d Zl(.,s) = X(.) cos At
0

a ©o

_[ sin st d ZZ(-,S)
0

Y(.) sinAt

a tedy ) o
X(.,t) = X(.)cosAt + Y(.)sinAt = /cos Stdzl(.,s) + /sin st 4 zé("S)'
0 o

- 116 -



On

WL

end, nechi staciondrn{ v Sir3fm smyslu ndhodny proces {X(-vt)J teT M4

ni rozkxlad

o'}

b

pextré

57]

r® ~ 0
X{.,t) = / cos ts le(.,s) +‘/ sin ts de(.,s),
0

kde {Zl(.,S)} 530 a {22(.,3)} as 0 splnujf podmfnku (4.6.2) tak pro ka¥dé tl’

ta
-0 <
B[Xle gty B a0 = EB/costlsdzl(.,s) - /sin t,8425(.,8)) .
0 0
[e<] = o}
. (/cos tzsdzli.,s) + J/;in tzsdzz(.,s))] =
0 0

i

© ®
J/;os tys cos t,s E[kd Zlc"S))%]+ J/;in tys sin t,s E[Zd Zz(.,s))z]

0 0
s / 2
= g/ cos sit, - tl)E[(d Zl(.,s)) J

coZ porovnédno s (4.4.1) dévé
El_—(d 2,902 ] = & [(a Zz(.,s))2] = a G(s) . B_(0),

neboli vztah (4.6 3).

4.7. Ergodické néhodné procesy
NVV\N\/V\/\/\I\/\MNVV\/\/\/\M/\/\,
V tomto psragrefu se budeme zabyvati takovymi ndhodnymi procesy, pro které limi-

ty Zasovych pramérd konvergujf ke stifedni hodnotd. Takové ndhodné procesy se
v praktickych aplikacich v&tS3inou vyskytujf, jak bude zrejmé z nédsledujicich vat,
které plat{ za predpokladl, které lze pri splikacich vZdy akceptovat.

Jestlize {X(.,t)} teT Je staciondrn{ v uZ3{m smyslu ndhodny proces spojity,

ktery mé kone&nou stifedni hodnotu m, tak se dé& dokdzat, Ze
T

%d/ X(.,t) at (#:7:1)

konverguje pro T —=— o0 8 pravd&podobnost{ 1. Tato limita je obecn& néhodnou promé&nnou,
ale d4 se dokézat, Ze v n&kterych piripadech je tato ndhodnéd prom&nndch konstanta
rovna stPedni hodnotd uvaZovaného nédhodného procesu. Takovym p¥i{pedem je na piiklad
to, kdy% pro korela¥nf funkce Bx(.) nahodného procesu {X(.,t)} t ¢ ¢ Plett

lim B_(t) = 0O, (4.7.2)
t=0 *

jak bude dokdzéno v nédsledujici v&té&.

Vita 4.10.: Necht {X(.,t)) terT je staciondrni ndhodny proces s kone&nou stredni

ANANANNNANAAANNSSAANNAANANANS NN NANANANAASNAAANANAAANNAAS
hodnotou m, pro jehoZ koreladni funkce Bx(') je splndna podminka (4.7.2).
ANAAAANNANAANANN NANANAAANNANAAAAANNANAANAANAAANANANAANAANAN AAANANNAAANA
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Potom T
AAAAAA

1
H f X(.,t)dt — m (4.7.3)
0

SAAANAANAAANANAL
AAANAAAAANAAANNANY
Dikaz: Pro fixované T zFejmé existuje integrél (4.7.3) a integrél (4.7.1) je nshodng

prom&nnd, jeji% stiednf hodnots Je m a rozptyl
T T T

E[(%afx(.,t)dt-m)z’]= ;%J / Bx(t-s)dtds. (4.7.4)
0

Jestlize {X(.,t)} teT splnuje podmfnku (4.7.2), tak k libovolnému € > 0 existu je
ug > O tekové, %e prou > ug Jje

|3 )| < & (4.7.5)

- 4B_(O)u,
Necht T je tekové, %e T >

. Potom

T T T
-;3{ J B, (t-s)dt ds = ;%/ B, (t) (T-t)at =
3

i (4.7.6)
YUe
o ok e 2 &
“ o2 f Bx(t)('l‘ t)dt + ;z / Bx(t)(T t)dat.
0 u[
Ale u
¢ 2B_(0) Ye
I % /Bx(t)(’l‘-t)dt, < *éz—— / (T-t)dt =
Tk T g
> (4.7.7)
2B_(0) Ue Uug €
= _-ii—— [T ug = 2*:] = Bx(O) T (2 - T )
8 T : iy
2 2 v
I < / Bx(t)(T-t)dtIS_ 5.5 / (T-t)at =
u u
13 4
2
= 26 [n(poy,) - 8 12 £ (1 - )2
" Ug T ik 2 Floe
Proto

X

Q\"J

u u u
l ,%z B (t-s)dtds| < BO) 7= (2- =5 + § (1 - )2

u
<2B(0) g+5 S¢.

S rostoucim T —= o0 konverguje rozptyl (4.7.4) k nule a tedy limitn{ néhodnéd
proménnd mé nulovy rozptyl, t.j. je konstanta. Jeliko2 pro keZdé T je st¥edni hodno-
ta

- 118 -



T
E[% f X(.,t)dt ] =
o]
proto téZ limitnf ndhodné prom&nnd je rovna m, te.j. platf (4.7.3) s pravd&podobnost{ 1.

®

V&ta 4.11: Necht fx(.,t)_} teT Je stacionérn{ v 3ir3{m smyslu spojity néhodny

proces 8 korelednf funkei Bx(‘)‘ Nutnou a postadujfe{ podminkou k tomu, aby
¥ MAANAANANANAAALANAAAANAANAAL VAAAAAA,

[ x.,0at =0 proT o (4.7.8)
0 3
je splnéni podminky
AANAANANAAANAANAANNANANAY

T .
[ a-Ps et —0 pro T —= o (4.7.9)
5 |

Dikaz: Jeliko {X(.,t)_} teT J¢ Spojity, tek dle v&ty 4.4 je Bx(') spojitd a tedy
pro kaZdé T existuje integrél ' ’

~

T .
F f X(., t)dt. - (4.7.10)
0

JelikoZ ddle pudle (4.7.9) konverguje
T

T T
EI}—%J X(.,t)dt)2]=%§ f/ B (t-s)dtds =
o o
T

. (4.7.11)
= % f (1 - %)Bx(t)dt —~ 0 pro T —= o0
(0]

tak integrédl (4.7.10) konverguje pro T —ew podle kvadratického st¥edu k O.

Necht naopak (4.7.10) konverguje pro T—=oo k nule, tak musi{ té% podle (4.7.11)
T 5
£
f (1 - '—f) Bx(t) dt

0 ' ®

konvergovat pro T —=eo k nule.

F3j=

Pr{klad 4.18: Necht {X(.,t)} teT Je stacionérni néhodny proces definovany vztahem
INAANAAANNN,
X(o,t) = X(o) cosAt + Y(.) SinAt,

kde X(.) a Y(.) jsou dv& néhodné promdnné s nulovou st¥ednf hodnotou, . Jednotkovym
rozptylem takové, Ze .

E [x(.) ¥(.)] = o.
" DokaZte, Ze

T
i f X(.,t)at
0

konverguje pro T — 00 k nule!

Podle pPikladu 4.9 je koreladni funkce uvaZovaného ndhodného procesu rovna
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Bx\t) = cos At
a ndhodny proces {X(.,t)} teT Je zrejm¥& spojity. Jelikox
T
, & _ 2 / :
(T-t)cos At dt = —5—5 (1 = cosAT) —= 0
T\

"3"\)

S

pro T - 00, tak dle véty 4.11.

T
%o/ X(.,t)dt —~ O pro T —= o , ®

P¥{klad 4.19: Necht {X(.,t)} teT Je néhodny proces definovany vztahem
AAAAANANAANAL AN

X(.yt) = X(.) pro ke2dé t e T,

kde X(.) je néhodné promdnné se st¥ednf{ hodnotou O s rozptylem 1. Dokate, %e
neplat{

T
%/ X(.yt)dt = 0 pro T — o
0

UvaZovany ndhodny proces je staciondrnf s ufd{im smyslem s koreladn{ funke{i
Bx(.) =1,

pro kterou neplat{ podminke (4.7.9) ani (4.7.2). Nekbnverguje proto

T
%f X(.,t)dt
3

pro T—=oc0 k nule. Presto vak, jak je okam3it& zrejmé

T
4 / X(.,t)dt = X(.) pro ke3dé te T
¢ T
a tedy integrél % d/- X(.,t)dt konverguje, sle jen k ndhodné prom&nné. ®

UvaZujme nyn{ staciondrnf v uf%im smyslu nshodny proces {X(.,t)} teT ®
definujme pro dsné T néhodny proces '
Y(.,t) = x(.,t+T) X{.,t). (4.7.12)
Stredn{ hodnota néhodného procasu‘{Y(.,t)J tel Je pro ka%*dé t rovna
2
B (T) + n",
-t.j. konstanta a koreladnf funkce
By(t,8) = E[X(.,t+ DX, OX(, 0TX(.,0) ] -

- [BX(T) + mZJ R .

PodleApfedpokledu 0 nédhodném procesu {X(.,t)} teT stfedn{ hodnote na pravé
strand (4.7.13) zévis{ pouze na rozdilu (t-s) a tedy ndhodny proces {Y(.,t)} teT

(4.7.13)
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Jje staciondrnf v 3ir¥fm smyslu. JestliZe koreladnf funkce BY(‘) splnuje podminku
(407-9), tak

T T
% J/ Y(.,t)dt = % J[ X(a,t+ )X(.,t)at (4.7.14)
s 0

konverguje pro T —= po ke stiednf hodnot&, t.j. k

B (%) + n°.
Vidime tedy, Z%e za uvedenych predpokladd Je moZno urdit korelaZn{ funkci nshodného
procesu‘[X(.,t)] teT Jjako &asovy primér urdeny podle (4.7.14).

Néhodné procesy, které splnujf podminky (4.7.3) a (4.7.14) se nazyvajl ergodické
ngéhodné procesy a jejich vyznem spo&ivéd v tom, %e jak Jejich strednf hodnotu, tak i
ASAAAAANANANAAAS
koreladni funkci lze ziskat jako limitu Zesovych prim&rd urdenfch z jedné realizace.

.V technické praxi se v&t3inou ptedpoklédd, Ze v3echny uvaované ndhodné procesy
Jsou ergodické p¥fpadn¥, Ze odchylky od n&jakého trendu tvoi{ ergodicky néhodny pro-
ces. .

4.8. Vzdjemné koreladni funkce
Necht {X(.,t)} teT @ {Y(.,t)J teT Jsou dva staciondrnf néhodné procesy,
JejichZ stfedni hodnoty jsou rovny O a korelanf funkce Bx(.) resp. BY(')'
Vzdjemnou korelacni funkeci BXY(”') definujeme pro kezdé tl,t2 e T jako

NANS
nésledujici st¥edni hodnotu

Byy(tys tp) = B EERBE (PR (4.8.1)
Vzédjemnd koreladni funkce BXY("') md ziejm® ndsledujfici vlastnosti
(1) pro kazaé ti) t,6 T

BXY(tl, t2) = BYx(tz, ty); (4.8.2)

(2) pro kazdé ty, t, €T
IBXY(tl, t) | <\ B,(0) B,(0) (4.8.%)

‘Rekneme, e dva néhodné procesy {X(.,t)] ter @ {Y(.,t)} t e Jsou 22135&%1
stacionérnf, kdy# pro kaZdou (n+m)-tici parametrd tirtoseeeyt €T, a kazdé
AANANNANAANS

s Xoseees X 8 Yy Ypreear ¥y 8 kazdé T

n+m

n m
P(ﬂ {u; X(w’ti+T)Sxi}n m{w: Y(w,tmjﬂ') =< yJ}) =

i=1 ,j=l
n ‘ (4.8.4)
= P(ﬂ{ (WH X(U.ti)Sxi}n m{u; Y(“’tmj) Sy,j j ).
i=1 j=1
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Jsou~1li néhodné procesy {X(.,t)} ter @ [Y(.,t)} teT navz 4 jem gtacionérn{,
tak pro kszdé tiy t5, %, ¥y o8 T = - t, je podle (4.8.4)

P([U:X(w. tl-tg)SXJn [(A): Y(w, tz'tz)s .YJ ) =
=P({w P X w, tl)S fo‘\ {w P Y(w, tz)Syj )

zévisld pouze nn rozdflu ti - t,. Proto té2 vzdjemnd karelsdn{ funkce navzdjem
sta ciondrnich ndhodnych procest Je zévisléd jen ne rozdflu (tl - tz), teJj. v nedem
piikladd

Potom v¥ak plet{

Bn(tl,tz) = Bn(tl-—tz,O) = Bn(o, tl-tz) =

(4.8.6)
= B!x(tz - ty, 0)
Ozna¥ime-1i v tomto p¥{padd pro kezdé T
BXY(T, 0) = Byy (D) , (4.8.7)

tak posledni vztah ném udédvd, Ze
er(t) = BYX(—f) ' (4.8.8)

Stejné tak jako pri definici stacionsrity nédhodnych procesd jsme uveovali

néhodné procesy staciondrni v u¥sfm o Sirsim smyslu, tak téZ pro dva néhodné procesy

budeme hovorit o navzdjem staciondrnf v u*sfm a 5ir3{m smyslu. Zat{m jsme zavedli
pojem navzdjem staciondrnich néhodnych procesd v u%3{m smyslu podle vztahu (4.8.4).

Rekneme, Ze dve néhodné procesy jsou navzéjem staciondrnf v Zir3{m smyslu, kdyz
Jejich vzéjemnd koreladni funkce Je funkc{ pouze rozdilu argumentd. 2 vy8e uvedenych

skutelnost{ vyplyvd, 2e dva néhodné procesy navzdjem stacionérnf v u¥3fm smyslu jsou

té%2 navzdjem staciondrni v 3irdim smyslu. Opak v3sk nemus{ byt splnén.

Pr{klaed 4.20: Necht X(.) a Y(.) Jjsou dv& néhodné prom&nné s nulovou st¥ednf hodnotou

AAANANANAANANANAANA,
8 jednotkovym rozptylem takové, Ze

E[x) ¥ ]=o.

Necht néhodné procesy {X(.,t)} teT ® {Y(.,t)} t€T Jjsou definovény pro dené A

pomoci vztahd
X(.,t) = X(.) cos At + Y(.) sinAt

Y(.,t) = - X(.) sinAt + ¥Y(.) cosAt

i

DokaZte, Ze {X(.,t)} teT ® {Y(-,t)J " €,I.J'sc:»u navzéjem staciondrni v 3ir3{m smyslu!

Necht tys t, jsou libovolné hodnoty peremetrd.
Potom
BXY(tl’tZ) = E[(X(.)cos/\tl + Y(.) z-n'.n9\tl)(-)((.)s:'Ln?H;2 +

+ Y(,) cos?\tz)] = - cosﬁt1 sin9\t2 + sin?\tl cosAt2 =
= gin X(tl - t,)
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£§£5339,3;3iiv Necht {X(.,t)} terT @ {Y(.,t)} teT Jsou stacionérnf nshodné procesy

vzéjemné staciondérnf v 8irdfm smyslu s korelanimi funkcemi By (o), B (.) aB
Necht {Z(.,t)} teT Je néhodny proces definoveny pro ka%dé t e T vztahem

2(., t) = X(., ) + Y(., t)-

oA

DokaZte, Z%e néhodny proces {Z(., t)j teT J¢ staciondrn{ v 3irdfm smyslu!
Stfedn{ hodnota ndhodného procesu {Z(., t)J teT Jje pro ka?%dé t € T rovna
mz(t) = mx(t) + mY(t) = mx(O) + mY(O),

t.Jj. strednf hodnota { 2(., t)j €T je konstanta .

Pro ks2dé t,, t, € T korelaéni funkce néhodného procesu {Z(., t)} t e Je déna
pomoci
Bz(tl,tz) = Bx(tl,tz) + Bxy(tl,tz) + BYx(tl,tz)

+ BY(tl,tz) = By(ty-t,) + Byy(t -t,) + Byy(ts-t))

+ By(tl'tz)’
®

tej. zévisi jen na rozdilu ty =ty

Eiésiigvééiij»NGChE {X(.,t)} teT @ {¥.,t)} te T Jsou dva vzdjemnd nezdvislé néhod-

né procesy steciondrni se stiednf hodnotou rovnou O & se stejnymi koreladnimi funkce-
mi By (.)= By(.). Potom néhodné procesy {U(.,t)] teT @ L ¥, ] t e 7 definované
pomoci
U(.,t) = X(.,t) cos At
ter, A>0

V(.,t) = Y(.,t) sinAt

nejsou staciondrni, ale ndhodny proces {Z(.,t)] definoveny pomoci

Z(.,t) = U(.,t) + V(.,t) teT

teT

Je steciondrn{ v 3ir3{im smyslu.

Stfedni hodnoty ndhodnych procesd {U(.,t)j teT @ {V(.,t)) teT Jsou rovny O a
jejich koreladni funkce jsou pro kaZdé tl, tz € T rovny

By(tysty) = Bylt -t,)cos )\tl cosAt2

Bv(tl,tz) Bx(tl—tz) sin}\tl sin ktz.

Tyto korela&ni funkce nezdvis{ jen na rozdflu ti-t, a tedy oba néhodné procesy

{U\.,t)} teT ® {V(.,t)J teT nejsou staciondrni v 3ird{m smyslu.

Néhodny proces {Z(.,t)} teT né zrejm& stfedni hodnotu rovnu O & jeho korela&ni
funkce Jje pro kazdé tl,tze T rovna

By(tyaty) = B [(UC,5)+V(., 1)) (UC, 1)+ (. t,)) ] =

Bx(tl-tz)COSAtl cos A ty + By(tl-tz)sinA tl sin%tz =

il

= By(ty-ty)cos Alty-t,).

- 123 -



Vidime tedy, Ze néhodny proces {Z(.,t)} teT Je staciondrn{ v $ir3im smyslu.

®

4.9. Optiméln{ lineérnf transformace néhodnych procesd

V tomto paragrafu se budeme zabyvati otdézkami linedrnfch transformact
staciondrnich néhodnyfch procesd a otdzkami optimdlnfch linedrnfch transformac{ t&ch-
to néhodnych procesdi.

Predpoklddejme, Ze {X(.,t)j teT Je staciondrn{ néhodny proces se stiedn{
hodnotou rovnou O a s koreladni funkeci Bx(.). Budeme se zabjvat tsekovymi 1inedrnimi
transformacemi danymi ve tvaru

-]

1,0 = [aox, e, ter (4.9.1)

- 00 00

kde h(T) =0pro T < 0 a ﬁh(’t)ldt<oo

- 00
Za tohoto predpokledu podle véty 4.6 integrél (4.9.1) existuje pro ka?dé t e T,
nebot existuje integrél

/fJ[ Bx(t - s)h(t)h(s)dtds, 7 (4.9.2)

ktery v absolutni hodnot& je nejvyde roven
By(Q) (/|h(t)|dt) < oo
Je proto {Y(.,t)} teT nédhodny proces, jeho? st¥edn{ hodnota je O, nebot pro
ka?dé te T "
B[, = [h('l‘) E[x(.,t-t)] aT = 0 (4,9.3)

-00
a jehoZ koreladni funkce je pro kazdé tis t, déna vztahem

BY(tl,tz) =B [(/h(??)x(.,tl—t)dt)([ﬁ(G)x(.,t2—6)d6 ) J =
00 0o = (4.9.4)
= [j h(T)h(a) Bx(tl—tz—’f+6)d’rd6

-c0 00
Vidime tedy, Ze korelalni funkce BY(.) zévis{ pouze na rozd{lu asrgumentd a tedy

néhodny proces {Y("t)J'te‘T Jje staciondrnf v 3irsim smyslu.
JestliZe gx(.) je spektréln{ hustota néhodného procesu { X(.,t)] t e tede
jestliZe koreladén{ funkce BX(') miZze byt pro kazdé t € T vyjddrena ve tveru
By(t) = By(0) j[ cos (ts)gy(s) ds,
0

tak po dosazeni do (4.9.4) méme

oo
. 0, 00
By(t) =// h(T)h(G)BX(O)/ cos((t-T + G )s)gy(s)dsd? aG .
0

-0 -0
Po jednoduché upravé dostaneme

By(t) = B (0)/ gx(s)cos(ts) [: /h(’t’)cos(’t s)d't)

(4.9.9)

+(/h(’l‘)sin(’b S g )2] ds = By(0) / cos (ts) gy(s)ds,

4



kde ®

B, (0) > “ .
gyls) = 5, (07 8y (s) [(fh(’t)cos(’ts)d’t ) +(/h('€)sin(t5)dt) ], (4.9.6)
b L

co? Jje spektrdlni hustota ndhodného procesu {Y(.,t)} teT

Ze vztahu (4.9.5) v3ak dos;:évéme "
By(0) = BX(O) /gx(s)[ (/h(‘t)cos(ts)d't )2 +
0 ~0o

w (4‘ 9.7)
+(fh('?)sin(’ts)d’z“)2 ds
) -00
a po dosazenf do (4.9.6) obdrZfme pro kazdé s
o0 @
(/h(")cos(’l‘s)d’l‘)2 + (/h(t)sin(’l‘s)d’l')2
-Q0
gy(s) = gy(s) (4.9.8)

o
P © @
/gx(d) [( /h('t)cos(l‘@f)d‘t)2+(/h('t)sin(‘[(o‘)d”)2 ] do
0

-00 -85

Prfklad 4.23: Nechf {X(.,t)} teT Je stacionédrnf v 3ir3fm smyslu néhodny proces se
AANNANAANANANNAN 2
stPedni hodnotou O a s koreladni funkc{ Bx(.), kterd pro ka2dé t6 T je déna vztshem

B,(t) = oeltl v (4.9.9)

Necht { ¥(.,t) Je néhodny proces definovany pro ks3dé t € T vztahem
teT o

T(oyt) = /}ﬂt)x(”t-r)df, © (4.9.10)

=00

kde
h(7)

"
(o]

pro T <0
- B (4.9.11)
=@ ®E pro s 0,
~ Urdete korela&ni funkci a spektrédlnf{ hustotu néhodného procesu{Y(.,t)J b Tl

Spektrédlnf{ funkce nédhodného procesu{){(.,t)]te ¢ Je podle prfkladu 4.12 rovna

1 2c
gyls) = = .
X a 02 % SE
JelikoZ déle
® @
/h('t‘)cos('l's)d’t = /e- L4 cos(Ts)dt = _2._25_,2
20 0 o6 *t s
*® )
) _ -t . s
/h(‘c)51n('ts)d'z“ = /e 8in(Ts)dT = Sy
» 0 o *t 8

o«
1 j[ 2¢ e el LA | .
o o 02 + 32 Mz + 32 N( o Y C)

Proto
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P 8 . 2 @ + o
gyl(s) = = & R ) =S «e .
Y aT (¢4 + s x‘—'-(zl:c—y s (‘2';82)(;2*82; (409-12)
Koreladni funkce BY(‘) Je potom dle paragrafu 4.4 déna pro ke2dé t € T vztahem
«
By(t) = By(0) /gY(s) cos(ts)ds.
0
JelikoZ
- 1
e SR e
tak @ @®
5 L2
(¢) = 28 / cosg (ta) ds = & [/ 0s(ts) ds -
oF ‘7’0(06+s)(c2+s) Ja 0 « =-¢ «£ + g
2 0o (409013)
_ c /gos(ts)da:' - —C [ —dit] _ = lt I]
K2 - o2 s cl+s 062__02 e ®. - ®

Predpoklddejme nynf, Ze {X(.,t)} teT ® {Y(.,t)}’te,r Jsou dva staciongrnt

néhodné procesy s nulovou st¥edn{ hodnotou a korela&nimi funkcemi Bx(.) resp. BY(')'
které jsou nevzédjem staciondrnf v 8ir3{m smyslu a Jejich vzdjemnd korelsZnf funkce
Jje BXY(')' Necht {Z(.,t)} te T Je néhodny proces, ktery je pro kezdé te T definovédn
vztahem

2(.,t) = X(.,t) + Y(ayt) . (4.9.14)

Potom podle prfkladu 4.21 Je néhodny proces {Z(.,t)J teT staciondrnf{ v Sirs{m
smyslu se st¥edni hodrnotou rovnou O a s koreladn{ funkei BZ(‘)’ kterd pro kaszdé
t€T je déna pomoct

B,(t) = By(t) + Byy(t) + Byy(t) + By(t). JaC (4.9.15)

Hledejme nyn{ takovou linedrnt transformaci néhodného procesu { Z(‘,t)J teT teje
takovou funkei h(.) s vlsstnost{

h(t) =0 pro t <0

& o :
/I h(t)|dat < o
~00

aby néhodny proces

L]
{ /h(’t‘) Z(.,t-t)d't]
teT

~00
co nejlépe aproximoval néhodny proces [ X(.,t)_] t 6T, pripadn® nédhodny proces
{X(.,t+s)J t ¢ T Pro dané s> 0. ;

Pod pojmem co nejlépe aproximovat {X(.,t+s)} t ¢ 7 Chépeme to, aby funkce h(.)

minimalizovela st¥ednf hodnotu
)

E I:(X(.,t+s)- /h(f)z(.,t-’t')d't')z:l (4.9.16)
: -
Funkei h(.) minimalizujfef st¥ednf hodnotu (4.9.16) nezyvéme optimdln{ funkc{ = Jj1
MNV\N\/\M'VV\/\,
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odpovidajic{ linedrni transformeci optimédlni lineérn{ transformace.
AAAANANAAAAASNAANANANNNAANNNANS

Ukézeme si nyni, jekym pozadavkim mus{ vyhovovat opt iméln{ funkce h(.).

St¥edni hodnota (4.9.16) miZe byt prepséna na tvar
PN

By (0) g [ h(T) By, (t*s,t-7)dz +
- (4.9.17)
. // h(t) h(6) B,(T -6)aTac.
- Q0 - 00
Podle predpokladd kladengeh na{ X(.,t)} 4 m {r, 00} cp e {26,8)]) 4 p
dostaneme

Byy(t+s, t-1) = By(s+t) + Byy(s* T).
Predpoklédejme nynf, %e existuje optimélni funkce ho(.) a necht g(.) je libovol-
né funkce splnujici podmfnky
g(t) =0 pro t <0

(-]
[]g(t) |at < o .
-0

Potom funkce
h(.) = h () + € g(.) (4.9.18)

‘definuje pro kezdé £ linedrn{ trensformeci, a je optiméln{ funkef, kdyz & = O.
St¥edn{ hodnote (4.9.16) je pro tuto funkci rovna

o0 00
BX(O) - 2/ ho(T)BXZ(s+t)d'C- 2¢ / g(Z‘)sz(s'r't)d‘l‘
o} 0

@ -~
+ / / h (%) h,(6) B,(T -6)daTaG+
o 0
00 s 0O
+ 2€ //ho(t)g(a)sz(?—d)d'td6+ (4.9.19)
o o0 .
@ [oo
+€° //g(’t) g(6) B,(T -0)aT s .
0 O

Zxouméme~1i (4.9.19) joko funkci perametru ¢ , tak vzhledem k tomu, Ze ho(.) Je
optimdlnf, mus{ nadbyt minim&lni hodnotu prévé pro ¢ = O. Extrém funkce (4.9.19) Je
dosaZen pro le €, pro které derivace (4.9.19) vzhledem k & je rovna O. Tato derivace
je zPejmé '

o X 0
-2 fgm By, (s* )aT+ 2 /fhomg(é‘) B,(T -G)aT a6
0 o O ‘

@ 0
+2¢& //g(?)g(G)BZ(t—G)ath
0 0

a je rovna nule, kdyZ .
-]
[5(®) [Byglert)- /ho(é)Bz(ﬁ-'t')dGJ ar
€ = 0/7“ 8 . (4.9.20)
t)g(6) B -
472 EE12l9), Byl B 0080 2
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V tomto bod& se opravdu dosshuje minimum, nebof druhd derivace podle £ je
rovna

o , 0
2 ]/ g(t) g(6) B,(T -0)at a6 (4.9.21)
0O O

8 je nezépornéd, pond&vad% Bz(.) Jako korela&ni funkce je positivn& definitn{.
Aby tedy minimum (4.9.19) bylo dosaZeno pro € = 0, mus{ byt
o @
fg(t) [szcs+t)- / h (6)B,(0 - T)d@] at =0, (4.9.22)
o 0
Vzhledem k tomu, %e g(.) je libovolnd funkce, mus{ pro ke%dé T > 0 platit

@
sz(s+T) - 6/h°(6) BZ(G-T)do‘ =0 (4.9.23)

Dostali jsme tak integrdlnf rovnici, kterou mus{ splnovat optiméln{ funkce ho(.).

Necht naopak ho(.) Je taekové funkce, kterd vyhowuje integrélnf rovnici (4.9.23)
a nechi £(.) je libovolnd funkce splnujfci podmfnky

f(t) =0 pro t <0
(o)

/lf(t)ldt <o .

Y ;

Polo¥me g(.) = £(.) - h, (.). Potom

@
E [(x(., t+g) - /f(T)Z(.,t—T)d't)z ] -
3 ,
@
2
E[(X(.,t+s) —o/ ho('l’) Z(.,t=-T)d7) ] =

-] w0
E[(X(.,t+e)- o/g(r)z(.,t-r)d't- tho(f) Z(.,t-’l‘)d’t‘)z]-

r

E[(X(.,t+s)- jho(’t")Z(-,t—'t‘)df)ZJ =
0

Qo
-2 /Z(?)[sz(svn- /ho(G) Bz(ﬁ-t)d6]d'r +
0 0

+

0 0
/fg(f)g(G)Bz(%-G)dde > 0
0 o '

nebot ho(‘) splnuje (4.9.23) = B,(.) jeko koreladn{ funkce je positivné definitni.

Dokdzali jsme tak, Ze nutnou a postedujfci podminkou pro to, aby funkce ho(.)

byla optimélni funkef je, Ze splnuje integrdlnf rovnici
20

By, (s+? ) - / ho(G) BZ(G-’F)de
0

0

pro ke2dé T > O,



Prikled 4.24: Necht Y(.,t) = O pro ke%dé t&T s necht {X(.,t)} teT Jje stecionérnf

ANAANAANSANNAN
nédhodny proces s nulovou stredn{ hodnotou a koreladni funke{ Bx(.) danou pro ka%dé t
vztahem

By(t) = et c >0

Nechf s > 0 Jje dané. Urlete optimdlnt funkcl h (.), tek, sby lineérnf transformace
_/n (T) X(.,t-7)aT

byla nejlep{ aproximace ndhodného procesu {X(.,t+s)} tet
V tomto uveZovaném priklad® méme pro kaZ?dé teT
2(.,t) = X(out)

-C |a+'C|

Bx(s+’b ) = e

BXZ(S+T )

B,(6 - T)

B (0 -T) = g olo=%],

Aby funkce ho(.) byla optimdln{, mus{ byt redenim integrélnf{ rovnice (4.9.23), neboli

pro kazdé T > O musi splnovat rovnici
o0

-c | s+T] f G -
e -/ n @) ecl®-Tls - o,
0 (o]

Tuto integrélnf{ rovnici mdZeme piepsat na
Q0

T
-c(s*?) _ /ho(c) e -0 46 - /ho(G) e=t@M 46 =0 (4.9.24)
o * '

e

pro T > 0.

Uké%eme si, %e FeSenim této rovnice je funkce ho(.), kterd pro ke2dé @ = O
Jje déna
h,(6) = e°° 3 (6), (4.9.25)

kde 50(.) je t.zv. Dirscove S -funkce v bods O majic{ tu vlastnost, Ze pro kaZdou
funkci f(.)

jf('r) 5,(?) at = £(0).

Funkce h, ( ) dend vztahem (4.9.25) je skute¥n¥ redenim rovnice (4.9.24), nebot pro
‘ka2dé t > 0 je

g
- -c(T= = = -
/ecs§0<6)e c(T-6) a6 €5 %8 ¢ 2T . p cls+ T)
0

(o]
/e'cs 5,@ ¢°=%) a6 = 0.
(4
Optiméln{ 1ineérni transformace je tedy déna pomoci
f e 5 ,(T) X(.,t-1)a = 7% X(.,t),
o
E [(X(.,t+8)- ¢7°® X(.,+))?] = min
a toto minimum je rovno

t.j.

By(0) - 2¢g-cs BX(S) + g-2cs8 By (0) = 1 - g~2¢8, ®
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