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Kniha seznamuje se zaklady teorie pravdépodobnosti, s poc¢etnim aparatem
a metodami jeho pouziti. Je urcena hlavné pro posluchace vysokych skol
technickych. Privitaji ji také absolventi téchto skol a technici z praxe, ktefi
se chtéji s touto problematikou seznamit. Autori, 1981

Dobrych knih neni nikdy dost. Pfi hledani vhodnych ¢esky psanych uceb-
nic zakladu teorie pravdépodobnosti a matematické statistiky pro studenty
technické univerzity jsme ani po 35 letech nenasli lépe napsané knihy, které
bychom mohli studentum doporuéit, nez jsou uc¢ebnice autoru Jiftho LikeSe a
Josefa Machka. Svoji nadcasovosti, dukladnym a vlidnym vykladem jsou stale
aktualni i v dobé sofistikovaného statistického software a vykonnych pocitacu
vSech velikosti. Ba naopak, pfipominaji nam, Ze statistické programy jsou
pouze nastrojem, ktery muze dobte pouzivat pouze dobry femeslnik, ktery
zné a ovlada teoretické zaklady. Domnivame se, ze si tato ucebnice zdkladu
teorie pravdépodobnosti zaslouzi reedici a pozornost studentu a uéitelu i v
dobé 4. prumyslové revoluce. Reeditori, 2019
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Nahodny jev






Kapitola 1

Nahodné pokusy a nahodné
jevy

1.1 Nahodné pokusy.

V zékladech fyziky a chemie najdeme mmnoho ptikladu zakonu typu ,,pfi
splnéni urcitych podminek nastane vzdy urc¢ity nasledek”, napf. magnetickd
stielka umisténa pod proudovodicem se pii zapnuti proudu vychyli vzdy
urcitym smérem v zavislosti na sméru proudu. Ponoti-li se do roztoku CuSOy,
elektrody, zacne se na katodé hromadit méd. Ocekdvany vysledek se nedo-
stavi jen tehdy, kdyz nejsou spravné dodrzeny podminky pokusu. Splnéni
urcitého souboru podminek ma v pokusech tohoto druhu vzdy za nasledek
vyskyt urcitého jevu, jednoznacné urceného prislusnym souborem podminek.

Naproti tomu existuji pokusy, pii kterych tomu tak neni, pii kterych
realizace danych podminek muze vyvolat ruzné nasledky, vysledek pokusu
neni jednoznacné predurcéen podminkami. Napt. pii nékterych hodnotéach
napéti nelze s jistotou Tici, zda izolator daného druhu bude prorazen ¢i ne;
pri nékterych pokusech k prurazu dojde, pii jinych nikoliv. Strojvudce elek-
trického vlaku projizdéjici denné stejnou traf ani pii peclivé kontrole stroje
nemuze predpovédét poruchu stroje pii jizdé. Pti pokusu o telefonické spo-
jeni s danym ¢islem nelze predem fici, zda linka bude obsazena ¢i ne. Uvede-li
se do provozu urcité zafizeni, nelze — ani pii dobfe znamé technologii jeho
vyroby — s jistotou fici, ze bude bez poruchy pracovat 200 hodin, ani ze
k poruse dojde béhem prvnich 100 hodin provozu, ani ze k poruse dojde po
750 hodinéach atd. Jde tu o ¢innosti, u kterych podminky, predurcujici jejich
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vysledek, jsou daleko méné kontrolovatelné, nez podminky nékterych jedno-
duchych laboratornich pokusu. U takovychto ¢innosti 1ze jen popsat tiidu
moznych vysledku a tici, ze ten ¢i onen vysledek nastava ,velmi casto”,
ycasto”, | ziidka”, ,velmi zfidka”, apod. VSsem takovym c¢innostem, jejichz
vysledek neni jednoznacné preduréen podminkami, za kterych probihaji, a
které jsou (aspon v zasadé, teoreticky) neomezené mnohokrat opakovatelné
za stejnych podminek, fikdme nahodné pokusy.

Co do predvidatelnosti vysledku podobaji se vSechny zminéné ndhodné
pokusy tkonum z hazardnich her jako rozdavani karet, hazeni hracimi kost-
kami, roztoceni kola rulety, tahani losu z osudi atd. Nahodné pokusy sdruzené
s hazardnimi (ndhodnymi) hrami se zv14st dobfe hod{ pro ilustraci zdkladnich
principt poctu pravdépodobnosti, a historicky prvni matematické studie prav-
dépodobnosti byly praveé s témito pokusy tésné spjaty. Duvodem je zvlastni
jednoduchost takovych pokust: maly poc¢et moznych vysledki, jednoduchy
a presny popis, dokonald znalost podminek pokusu. Proto i v ivodu do teo-
rie pravdépodobnosti je uzitecné uchylit se k prikladum z oblasti nahodnych

her.

1.2 Nahodné jevy a stabilita relativnich
cetnosti

Ndhodnym jevem rozumime jakékoliv tvrzeni o vysledku nahodného pokusu,
o kterém lze po uskutecnéni pokusu rozhodnout, zda pti dané realizaci pokusu
je ¢i neni pravdivé. Tak napi. spoc¢iva-li nahodny pokus ve zkousce elektrické
pevnosti izolatoru, vysledek — , prorazeni izolatoru”— je nahodny jev. Spociva-
li pokus v navstéve restaurace (bez predchozi rezervace stolu), pak jev ,,aspon
jeden stul je volny”je ndhodny jev. Jde-li o provoz elektrické lokomotivy
v danych podminkach, pak ,,porucha hnaciho ustroji béhem 50 000 km”,
yujeti 25 000 km bez poruchy”, ,,opotiebeni lozisek kol pred ujetim 40 000
km”atd. jsou ndhodné jevy.

Cilem teorie pravdépodobnosti je nahradit neurcita tvrzeni jako ,jev
nastava velmi ziidka”nebo ,jev nastdva pomérné casto” presnéjsimi vyrazy,
zavést miru pocetnosti vyskytu ruznych jevu a dat pravidla pro manipulaci
s ndhodnymi jevy, s mirami pocetnosti jejich vyskytu, tj. vytvorit soustavu
pravidel pro vypocty zminénych mér pocetnosti vyskytu.

Jakkoliv jsou vyskyty ruznych jevu v jednotlivych realizacich nahodného
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Tab. 1: Prehled déti narozenych v Polsku v letech 1927-1932

absolutni ¢etnosti relativni ¢etnosti
Rok celkem chlapci divky chlapci divky
1927 958 733 496 554 462 189 0,5179 0,4821
1928 990 993 513 654 477 339 0,5183 0,4817
1929 994 101 514 765 479 336 0,5178 0,4822
1930 1022 811 528 072 494 739 0,5163 0,4837
1931 964 573 496 986 467 587 0,5152 0,4848
1932 934 663 482 431 452 232 0,5162 0,4838

pokusu nepredvidatelné a jednotlivé mozné vysledky se stiidaji zcela nepra-
videlné, pri hromadném pozorovani, tj. pii pozorovani velkého poctu reali-
zaci, se objevuji u mnohych ndhodnych pokusu zietelné zakonitosti (pravi-
delnosti). Ukdzeme tyto zdkonitosti na nékolika piikladech.

1.3 Piiklady

1.3.1

Pted narozenim ditéte nelze urcit, zda novorozenec bude chlapec ¢i dévce.
V tabulce 1 jsou uvedeny celkové pocty déti narozenych v Polsku v nékolika
po sobé jdoucich letech, pocty chlapcu a pocty divek mezi nimi a podily
chlapcu a divek (data z [1] [3]).

Je videét, ze podily chlapcu, narozenych v jednotlivych letech, (tzv. re-
lativni ¢etnosti) se pohybuji v tésné blizkosti ¢isla 0,52. Ackoli predpoved
pohlavi ditéte v jednotlivém pifpadé je zcela nemoznd, predpovéd podilu
chlapci ve velkém poctu narozenych déti mozna je; lze ocekavat, ze mezi
narozenymi détmi bude pfiblizné 52% chlapcu. Odchylka bude tim mensi,
¢im vétsi pocet déti bude pozorovan.

1.3.2

Tabulka 2 obsahuje vysledky nahodného pokusu spocivajictho v hodu minci,
ziskané v sériich po deseti, stu a péti stech opakovani.

Z udaju v Tab. 2 plyne: (1) Relativni ¢etnost licu pii mnohondsobném
opakovéani hodu minci kolisé kolem ¢isla 0,50; (2) ¢im vétsi je pocet opakovani
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Tab. 2: Vysledky ndhodného pokusu spocivajictho v hodu minci, ziskané
v sériich po deseti, stu a péti stech opakovani.

Cislo série Pocet opakovani Pocet licu Relativni pocet licu
1 10 6 0,6
2 10 ) 0,5
3 10 3 0,3
4 10 4 0,4
) 10 ) 0,5
6 100 43 0,43
7 100 50 0,50
8 100 95 0,55
9 100 49 0,49
10 100 51 0,51
11 500 248 0,496
12 500 265 0,530
13 500 238 0,476
14 500 261 0,522
15 500 248 0,496

pokusu, tim mensi jsou odchylky relativni ¢etnosti lice od 0,50.

Ukaz, ze relativni Cetnosti nékterych jevu se s rostoucim poctem opa-
kovani ustaluji na urc¢itych c¢islech, se nazyva stabilitou relativnich cetnosti.
Tato stabilita relativnich cetnosti je empirickym zdkladem teorie pravdépo-
dobnosti. Predmétem studia jsou ndhodné pokusy, jejichz vysledky se vy-
znacuji stabilitou relativnich ¢etnosti, a ndhodnym jevem se rozumi jen jev,
ktery pii opakovani pokusu za stejnych podminek vykazuje stabilitu relativni
cetnosti.



Kapitola 2

Operace s nahodnymi jevy

2.1 Uvod.

V odstavci 1.2 byla za ndhodny jev oznacena predpovéd vysledku ndhodného
pokusu, o které lze po uskutecnéni pokusu fici, zda se splnila ¢i nikoliv. Ta-
kové predpovédi 1ze ruzné kombinovat, tvorit jejich negace (tvrzeni opacnd),
spojovat spojkami ,a”,,nebo”, tvorit z nich vyrobky typu ,splni se A, ale ni-
koliv B”atd. Zbyvajici cast této kapitoly je vénovana pravidlim pro tvoreni
takovych spojeni ruznych ndhodnych jevi (strucénéji téz jevu).

Jevy budeme znacit velkymi pismeny latinské abecedy, v piipadé potieby
opatfenymi indexy. Dohodneme se nejprve na nékolika nazvech a oznacenich.
Rekneme, ze jev A implikuje jev B (nebo ze A md za ndsledek B), jestlize jev
B nastane vzdy, kdyz nastane A. Vztah ” A implikuje B”zapiSeme takto:

ACB.

Dva jevy, A a B, jsou si rovny, jestlize A C B a zaroven B C A, tj. jestlize
A nastane vzdy, kdyz nastane B a nikdy jindy. Jev, ktery nastane nutné pii
kazdé realizaci daného nahodného pokusu, nazveme jistym jevem a oznacime
S. Jev, ktery nemuze v daném pokusu nikdy nastat, nazveme nemozZngm
jevem a oznacime ().
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2.2 Sjednoceni jevu.

Sjednocenim jevi Ay.As, ..., A, se nazyva jev, ktery nastane pravé tehdy,
kdyz nastane alespon jeden z jevu Aj.As, ..., A,. Znaci se

AiUAyU---UA, nebo UAj.
j=1

Sjednoceni jevii muze obsahovat i nekonecny pocet jevu; je-li jich spocetné
~ ’ ’~ (o]
mnozstvi, A;.A,, ..., piSeme Uj:1 A;

2.3 Piiklady

2.3.1

Necht ndhodnym pokusem je hod kostkou, necht A; zna¢i jev ,padne &islo
1. Jev B ,padne sudé ¢islo” je sjednocenim jevi As, Ay, Ag, tj.

B:AQUA4UA6.

2.3.2

Néhodny pokus spocivé ve dvou hodech kostkou. Necht A;; znacf jev ,,v prvnim
hodu padlo ¢islo ¢, ve druhém ¢islo 57, kde 4,5 = 1,2,...6. Znaci-li B jev
,soucet vysledki z obou hodu je roven péti”, pak

4
B=A1,UA»UAsUAy = U A5
i=1

2.3.3

Pro zkousky provozni spolehlivosti ur¢itého zafizeni je predepsan tento po-
stup: Zafizeni je uvedeno v ¢innosti pétkrat pri maximéalnim mozném zatizeni.
Jakmile pii nékterém z téchto péti pokusu selze, nesplnilo podminky zkousky.
Oznacme E; jev ,pri i-té zkousce doslo k selhani”, ¢ = 1,2,...,5. Znaci-li £
jev ,,zafizeni neproslo uspésné ovérovaci zkouskou”, potom

5
E=FEUEU...UEs=|]JE;
j=1
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2.34

Nahodny pokus spo¢iva v hazeni minci, dokud poprvé nepadne lic. Ozna¢me
A; jev ,lic padne poprvé pii j-tém hodu”, j = 1,2,.... Potom jev ,k vyskytu
lice bude tfeba nejméné péti hodu” (¢ili jev ,,v prvnich ¢tyfech hodech padne
vzdy rub”) je sjednocenim posloupnosti jevu As, A, . . ., tj. U;";S A,

2.4 Prunik jevu

Prinikem jevu Ay, A, ..., A, nazyvame jev, ktery nastava prave tehdy, kdyz
v realizaci pokusu nastanou vSechny jevy A;,j = 1,2,...,n cili soucasny
vyskyt jevi Ay, Ao, ..., A,. Pranik jeva Ay, As, ..., A, se znaci

AN AN A, nebo (1) A;.

J=1

Podobné jako sjednoceni jevu i prunik jevu je definovan také pro nekonecéné
mnozstvi jevi.

2.5 Piiklady

2.5.1

Necht ndhodny pokus spociva jako v pifkl. 2.3.2 ve dvou hodech kostkou,
A; necht znadf jev ,,v prvnim hodu padlo ¢islo i7a B; jev ,,ve druhém hodu
padlo ¢islo 57, ¢,7 = 1,2,...,6. Je-li A;; jev ,v prvnim hodu padne 7, ve
druhém j7a C' jev ”v obou hodech padne stejné ¢islo”, potom

Az’j = Az N Bj,
6

C:AHUAQQUAG(;:U(AIOBI)

=1

2.5.2

Uvazujme stejny pokus jako v prikl. 2.3.3. a oznac¢me A; jev ,,v i-tém pokusu
doslo k selhani”a B; jev ,,v i-tém pokusu zafizeni pracovalo bez zavad”. Po-
tom je ,,zafizeni proslo uspésné celou zkouskou”je prunikem jevi By, ..., Bs,
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tj. ﬂle B;, a jev ,zafizeni selhalo pravé jednou, a to pii poslednim pokusu”je
BiNByNBsNByN As.

2.6 Disjunktni jevy.

Jestlize prunik jevi A a B je nemozny jev, AN B =, tj. jestlize jevy A
a B nemohou nastat soucasné, fikame, ze jsou disjunkini (téz neslucitelné,
navzajem se vylucujici). Libovolny konecny nebo nekoneény systém jevi se
nazyva disjunktni, jestlize kterékoliv dva ruzné jevy z tohoto systému jsou
disjunktni, tj. jestlize pro libovolné jevy A; # A; z tohoto systému plati

2.7 Komplementarni jev.

Komplementdrnim jevem k jevu A (téz dopliikovym jevem €i opacnym jevem
se nazyva jev, ktery nastane pravé tehdy, kdyz nenastane jev A. Komple-
mentarni jev k jevu A budeme znacit symbolem A.

2.8 Piiklady

2.8.1

Je-li ndhodnym pokusem hod kostkou a zna¢i-li A jev ,padne sudé cislo“,
pak doplnkem jevu A je A ,padne liché ¢islo.

2.8.2

Je-li ndhodnym pokusem troji opakovani hodu minci a znaci-li A jev ,aspon
jednou padne lic*, pak doplikem jevu A je A ,ve vsech tfech hodech padne
rub®.

2.8.3

Uvazujeme pokus z piikl. 2.3.3. Doplitkkem jevu E ,zafizeni neprojde uspésné
ovérovaci zkouskou® je jev E ,zafizeni absolvuje ovérovaci zkousku ispésné®,
tj, v zadném z péti pokusu nedojde k selhani.
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2.84

Komplementarnim jevem k jevu A ,zafizeni daného druhu bude za presné
urcenych podminek pracovat bez poruch aspon po dobu 500 hodin“ je jev A
,béhem prvnich 500 hodin dojde k aspon jedné poruse®.

2.9 Vyjadreni komplementu priuniku a kom-
plementu sjednoceni.

Vypocty pravdépodobnosti lze ¢asto zjednodusit uzitim nasledujiciho pravi-
dla pro vyjadieni komplementu pruniku (¢i komplementu sjednoceni) pomoci
sjednoceni (nebo pruniku) komplementérnich jevu:

Necht Ay, As, ... jsou ndhodné jevy. Komplementdrnim jevem priniku
), Ai je sjednocent komplementdrnich jevi,

ﬁZ:UE, (2.9.1)

a komplementdrnim jevem ke sjednoceni |J; A; je prunik komplementdrnich

jevt L
a4 =4 (2.9.2)

Uvedené pravidlo se snadno dokaze primo podle definice sjednoceni, pru-
niku a komplementarniho jevu. Prunik jevu A; nastane pravé tehdy, kdyz
nastanou vsechny jevy A; (tj. kdyz vysledek pokusu spliuje vsechna tvr-
zeni A;). Doplitkem pruniku je jev opacny, nenastanou viechny jevy A;, tj.
vysledek pokusu nespliuje aspon jedno z tvrzeni A;, ¢ili pro nékteré i nastane
A;, ¢ili nastane U, A;. Naopak, jestlize pro nékteré i nastane A;, pak pro toto
¢ nenastane A;, nemuze tedy nastat prunik jevi A; a nastane komplement
pruniku (), 4;. Sjednoceni jevii A; nastava pravé tehdy, kdyz nastane A;
aspon pro jedno 7. Doplnkovy jev k tomuto sjednoceni nastane, kdyz A; neni
splnéno pro zadné i, tj. kdyz pro véechna i nastane A;, ¢ili nastane priunik
jevii A;. A naopak, nastane-li prunik jevii A;, nenastane ani jediny z jevii A;,
tj. nenastane sjednoceni jevu A;, ¢ili nastane doplnék sjednoceni jevu A;.

Poznamka. Ctenaf obezndmeny se zéklady teorie mnozin pozna snadno

v pravidlech (2.9.1) a (2.9.2) znama de Morganova pravidla pro operace
s mnozinami.
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2.10 Rozdil jev.

Rozdilem jeviA a B se rozumi jev A\ B, ktery nastane praveé tehdy, kdyz na-
stane jev A, ale nikoliv jev B. Z definice rozdilu, pruniku a komplementarniho
jevu plyne, ze rozdil A\B lze vyjadrit také ve tvaru

A\B = ANB, (2.10.1)

2.11 Piiklady

2.11.1

Pokus spociva v hodu kostkou, jev A je ,padne sudé cislo“, jev B je ,padne
¢islo delitelné tremi“. Rozdil A\ B je jev ,padne sudé ¢islo, které neni délitelné
tfemi®, tj. jev ,,padne dvojka nebo ¢tytka“.

2.11.2

Pokus spoc¢iva v pozorovani doby bezporuchového chodu néjakého zafizeni.
Jev A necht je ,,prvni porucha nastane aZ po 100 hodinach provozu®, tj. ,doba
bezporuchového chodu je delsi nez 100 hodin®, jev B necht je ,béhem prvnich
200 hodin nenastane zadna porucha“. Rozdil A\B je jev ,prvni porucha
nastane mezi 100 a 200 hodinami provozu“. Znaci-li C' jev ,,béhem prvnich
200 hodin provozu nastanou nejméné dvé poruchy,“, pak rozdil A\C' je jev
,béhem prvnich 200 hodin nastane nejvyse jedna porucha, a ta nenastane
diive nez po 100 hodinach provozu“.

2.12 Ulohy

2.12.1

V prikladé 2.3.2 zapiSte pomoci jeva A;; tyto jevy: A v prvnim hodu padne
c¢islo 1; B ,vysledek druhého hodu bude o 4 vétsi nez vysledek prvniho
hodu*; C' ,vysledek druhého hodu bude dvojnasobkem vysledku prvniho
hodu®.

[A= Uj6:1 Ayj; B =AU Ay C = AU Ay U Agg)
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2.12.2

V prikladé 2.3.3 zapiste pomoci jevu Ei, Es, ..., E5 tyto jevy: A ,prvni tfi
pokusy budou tspésné, ve ¢tvrtém a v patém zatizeni selze”; B ,zkouska bude
nedspésna (tj. aspon jedno selhéni), ale prvni a paty pokus bude tispésny“.
[A = El QF20E3QE4QE5, B = (U?:l El)ﬂ(El HE5) = Ufzg(EszI OE5)]

2.12.3

Necht A a B jsou dva ndhodné jevy. Vyjadiete jejich sjednoceni jako sjedno-
ceni dvou jevu navzajem disjunktnich!
[AUB =AU (B\A).|
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Kapitola 3

Prostor elementarnich jevu

3.1 Elementarni jev.

Jev A se nazyva elementdrni jev, jestlize neexistuji jevy F a F ruzné od A
takové, ze A = E U F, tj. jestlize jev A nelze vyjadrit jako sjednoceni dvou
jinych jevu ruznych od A. Prakticky to znamend, Ze elementarnim jevem se
rozumi , nejjednodussi” vysledek pokusu, ktery uz nelze déle rozlozit.

3.2 Piiklady

3.2.1

Necht nédhodny pokus spoc¢iva v hodu kostkou a necht A znaci jev ,,padne
sudé ¢islo®. Jev A ziejmé neni elementdrnim jevem, nebot napt. A = FUF,
kde E znaci jev ,padne ¢islo 27a F' jev ,padne ¢islo 4 nebo 6”.

3.2.2

Necht ndhodny pokus spo¢ivd v pozorovani doby bezporuchového provozu
néjakého zaiizeni a necht A znaéf jev ., prvni porucha nastane béhem prvnich
100 hodin provozu”. Jev A neni elementdrnim jevem, nebot existuje ne-
spocetné mnoho zpusobu jeho vyjadreni ve tvaru sjednoceni, napt. A = EUF,
kde E znaéi jev ,,porucha nastane béhem prvnich deseti hodin provozu”a F
,prvni porucha nastane béhem jedenacté az sté hodiny provozu.” Elementar-
nimi jevy jsou v daném pokusu jevy , porucha nastane pravé v okamziku,

15
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kdy zafizeni dovrsi x hodin bezvadné funkce”, kde x je libovolné nezaporné
cislo.

3.3 Prostor elementarnich jevu.

Prostorem elementdrnich jevi se rozumi mnozina vSech elementarnich jevu,
které mohou nastat jako vysledek daného ndhodného pokusu. Libovolny
nahodny jev pak je podmnozinou prostoru elementarnich jevi. Sjednocent,
prunik a rozdil ndhodnych jevu pak je sjednocenim, prunikem a rozdilem
prislusnych podmnozin prostoru elementarnich jevu, a operace s ndhodnymi
jevy se redukuji na operace s mnozinami a idi se tymiz pravidly (viz napf.
[14]). Nemoznému jevu odpovida préazdnd mnozina, jistému jevu cely prostor
elementarnich jevu.

3.4 Piiklady

3.4.1

V pokusu ,,hod kostkou”je prostorem elementdrnich jevu mnozina Sesti ¢isel
{1,2,3,4,5,6}. Jev ,padne liché ¢islo”je podmnozina {1,3,5} tohoto pro-
storu, jev ,padne ¢islo vétsi nez 4”je podmnozina {5,6} atd.

3.4.2

V pokusu ,,dva po sobé jdouci hody kostkou” je prostorem elementarnich jeva
mnozina usporddanych dvojic {(1;1), (1;2),...,(5;6), (6;6)}. Jev ,soucet vy-
sledki z obou hodt je roven 4 je podmnozina {(1;3),(2;2),(3;1)} tohoto
prostoru.

3.4.3

Prostorem elementarnich jevii pro pokus spocivajici v deseti hodech minci
je mnozina vSech usporddanych deseti rubu a licu. Jev ,lic padne prave
dvakrat”je podmnozina téch desetic, ve kterych se vyskytuji pravé dva lice
na kterychkoliv mistech.
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3.4.4

Zvlast casto se setkdvame s ndhodnymi pokusy, jimz odpovidaji tyto typy
prostoru elementarnich jevu:

a. Prostorem elementérnich jevi je mnozina realnych c¢isel nebo néktera
jeji cast, vysledkem pokusu je jedno realné cislo; pak tikame, ze pozo-
rujeme (redlnou) ndhodnou velicinu.

b. Prostorem elementarnich jevu je mnozina k-tic redlnych ¢isel (mnozina
k-slozkovych realnych vektoru ¢i k-rozmérny euklidovsky prostor nebo
nekterd jeho ¢ést), pak fikdme, ze pozorujeme ndhodny vektor nebo
k-rozmérnou ndhodnou velicinu.

c. Prostorem elementdarnich jevu je mnozina vsech posloupnosti {X;}2,;
pak jde o pozorovani ndhodné (¢i stochastické) posloupnosti nebo téz o

stochasticky proces s diskrétnim casem.

d. Prostorem elementéarnich jevu je prostor funkei X (¢) na intervalu 0 <
t < T pak jde o pozorovani stochastického procesu se spojitym casem.

3.5 Ulohy

3.5.1
Héazi se kostkou, dokud nepadne ¢islo 6.
a. Popiste prostor elementarnich jevu a vypisté nékolik jeho prvku.
b. Vypiste elementarni jevy tvorici jev ,pokus skonci pti druhém hodu®.
c. Urcete, kolik elementarnich jevu tvori jev ,,pokus skonci tietim hodem*.
[a) Prvky prostoru elementérnich jevi jsou: jev ,,v prvnim hodu padne Sestka®,
jevy ,,v prvnim hodu padne ¢islo j, ve druhém Sestka“, kde 5 = 1,2,3,4,5

atd., tedy {(6),(1;6),(2;6),...(1;1;6),...,(5;5;6),...}; b) {(1;6),(2;6),
(3;6),(4;6), (5;6)}; ) 25]
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3.5.2

Predpokladejte, ze pro kontrolu dodavek urcitého druhu vyrobkt je predepsan
tento postup: Z dodavky se vybiraji postupné jednotlivé vyrobky a zjistuje se
jejich jakost. Postup kon¢i zamitnutim dodavky, jakmile se najde vadny kus,
pokud se vyskytne nejpozdéji pti desatém vybrani; je-li vSech deset prvnich
vybranych kusu dobrych, postup konéi prijetim dodavky. Vypiste vSechny
elementarni jevy prislusného prostoru elementarnich jevu.

[Pise-li se misto ,dobry vyrobek® pismeno D, misto ,vadny vyrobek*
pismeno V', lze zapsat elementérni jevy takto: {(V),(D,V),(D,D,V), (D, D,
D,V), (D,D,D,D,V),(D,D,D,D,D,V), (D,D,D,D,D,D,V), (D,D,D,
D,D,D,D,V),(D,D,D,D,D,D,D,D,V),(D,D,D,D,D,D,D,D,D,V)}]

3.5.3

V aparatute pro zkousky zivotnosti valivych lozisek se zkousi soucasné pét
kusu lozisek a zaznamendvaji se tii nejkratsi doby do opotiebeni (v poradi,
v jakém se loziska porusi, tj. nejkratsi pozorovand doba jako prvni atd.).
Popiste prostor elementarnich jevu pro tento pokus.

[Prostor elementarnich jevu je {(z1, 9, x3)|0 < 21 < x9 < x3}.]
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Pravdépodobnost
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Kapitola 4

Pravdépodobnost

4.1 Relativni ¢cetnosti.

Predstavme si posloupnost velkého poctu n realizaci néjakého nahodného
pokusu. Pro dany jev A ozna¢me n(A) pocet téch realizaci, ve kterych nastal

jev A. Podil
h(A) = —= (4.1.1)

se nazyva relativni ¢etnost jevu A v n pokusech.

Pocet n(A) vyskytu jevu A v n pokusech ziejmé musi byt celé nezdporné
¢islo, nejvyse rovné ¢islu n; jestlize jev A nenastane pii zadné realizaci po-
kusu, pak n(A) = 0, jestlize naopak jev A nastane pii kazdé z n realizaci,
pak n(A) = n. Musi tedy platit

0<n(A)<n (4.1.2)
a odtud pro relativni ¢etnosti
0<h(A) <1. (4.1.3)
Déle, je-li Ay, As,... posloupnost navzajem disjunktnich jeva a A jeji
sjednoceni, pak
n(A) =n(A;) +n(Az) +n(As) + ... ; (4.1.4)

tato rovnost je ziejma — sjednoceni jevu A; nastava prave tehdy, kdyz nastava
nekterych z jevu A;, a protoze A; jsou disjunktni, nastava pti vyskytu jejich

21
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sjednoceni vzdy pravé jeden z nich. Kazdy vyskyt sjednoceni A je tedy zahr-
nut pfesné v jedné z ¢etnosti n(A;). Pro relativni ¢etnosti h(A), h(Ay), h(As), . ..
plyne odtud rovnost

h(A) = h(Ay) + h(Ay) + ... = i h(A). (4.1.5)

Konecné je-li A jisty jev, tj. takovy, ktery nevyhnutelné musi nastat pri
kazdé realizaci ptislusného ndhodného pokusu, pak jeho ¢etnost n(A) musi
byt v kazdé sérii n realizaci pokusu rovna n, tj. jeho relativni cetnost h(A)
musi byt rovna 1.

4.2 Pravdépodobnost.

V odstavci 1.2 jsme se zminili o tzv. statistické stabilité relativnich ¢etnosti.
Touto statistickou stabilitou relativnich cetnosti se rozumi tkaz, ze relativni
¢etnosti urcitého jevu A v dlouhych sériich realizaci nahodného pokusu se
odchyluji malo od urcitého ¢isla. Je prirozené ptijmout toto ¢islo za miru
pocetnosti vyskytu prislusného jevu a nazvat je pravdépodobnosti tohoto
jevu.

Pravdépodobnost jevu A je tedy cislo P(A) pritazené jevu A, které ma tu
vlastnost, ze relativni ¢etnost h(A) jevu A se s rostoucim poétem realizaci
pokusu blizi ¢islu P(A).

4.3 Axiémy pravdépodobnosti.
Protoze pravdépodobnosti jsou ¢isla, jejichz empirickym protéjskem jsou rela-
tivni cetnosti vyskytu ndhodnych jevii, musi ptitazeni pravdépodobnosti jed-

notlivym jevum splnovat obdobné podminky, jaké splnuji relativni ¢etnosti.
Tyto podminky, zvané aziomy pravdépodobnosti, jsou:

4.3.1

Pravdépodobnost nahodného jevu A je mezdporné cislo, nejvyse rovné 1,

0< P(A) <1. (4.3.1)
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4.3.2

Je-li Ay, Ag, A3 konecny nebo spocetny disjunktni systém ndhodnych jevi,
pak pravdépodobnost jeho sjednoceni | J; A; je rovna souctu pravdépodobnosti
jednotliviych jevu systému,

A;iNA; =0 proviechnai#j = P(U A) = Z P(A;)). (4.3.2)

4.3.3
Je-li S jisty jev, pak jeho pravdépodobnost je rovna 1,
S je jisty jev = P(S)=1. (4.3.3)

Pravdépodobnost je tedy funkce prirazujici ndhodnym jevum redlna ¢isla,
pricemz pritazeni splnuje axiémy 4.3.1 az 4.3.3.

4.4 Vlastnosti pravdépodobnosti.

Ze ti1 uvedenych axiému vyplyvaji ihned dalsi vlastnosti pravdépodobnosti:

4.4.1

Jestlize jev A implikuje jev B, pak pravdépodobnost jevu A je nejvyse rovna
pravdépodobnosti jevu B,

AC B= P(A) < P(B). (4.4.1)

Jev B lze totiz vyjadrit jako sjednoceni disjunktnich jevii A a B\ A; podle
4.3.2 tedy je
P(B) = P(A) + P(B\A),

a protoze podle 4.3.1 je P(B\A) >, musi byt

P(B) > P(A).
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4.4.2

Pravdépodobnost komplementdrniho jevu k jevu A je rovna dopliku pravdépo-

dobnosti P(A) do jedné,

P(A=1- P(A). (4.4.2)
Jevy A a A jsou disjunktni a jejich sjednocent je jev jisty; z axiému 4.3.2

tedy plyne _
P(A) + P(A) =1,

a odtud ihned plyne vlastnost (4.4.2).

4.4.3

Pravdépodobnost nemozného jevu je rovna 0.
Nemozny jev je doplitkem jevu jistého; znaci-li tedy S jev jisty a jev nemozny,
plati podle 4.3.2

P(S)+ P(0) =1, tj. P(0) =1— P(S) = 0.

4.4.4
Pravdépodobnost rozdilu A\B jevi A a B je rovna
P(A\B) = P(A) — P(ANB). (4.4.3)

Nahodny jev A je totiz roven sjednoceni disjunktnich jevii ANB a ANB =
A\B. Podle axiému 4.3.2 je tedy

P(A) = P(ANn B) + P(A\B),
odkud ihned plyne (4.4.3).

4.4.5
Pravdépodobnost sjednoceni dvou nedisjunktnich jevi A a B je rovna
P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(AN B). (4.4.4)

Vztah (4.4.4) je jednoduchym dusledkem skutecnosti, ze sjednoceni AUB
Ize vyjadrit jako sjednoceni dvou disjunktnich jevu, totiz

AUB = BU(A\B).

Uzitim axiému 4.3.2 a vlastnosti 4.4.4 dostaneme vztah (4.4.4).



Kapitola 5

Vypocet pravdépodobnosti
pomoci kombinatorickych
metod

5.1 Konecény prostor elementarnich jev.

Zakladni vlastnosti pravdépodobnosti, uvedené v predchazejicim clanku 4,
umoznuji vypocet pravdépodobnosti ruznych jevu pro jednoduché nahodné
pokusy, kterym piislusi prostor elementarnich jevi S s koneénym poctem N
prvku,

S - {El,EQ,...7EN}

kde N je dané ptirozené cislo. Jestlize podminky pokusu umoznuji priradit
kazdému elementarnimu jevu FE;(: = 1,2,..., N) pravdépodobnost P(E;),
pak pravdépodobnost libovolného jevu A (tj. libovolné podmnoziny A pro-
storu S) je rovna souctu pravdépodobnosti P(E;) pres vsechny elementérni
jevy E; pattici do A.

5.2 Priklad.

Jako priklad ndhodného pokusu s koneé¢nym prostorem elementarnich jevu
uvazme hod kostkou; prostor elementarnich jeva S ma N = 6 prvku, Fy, E»,
..., Eg, kde E; znaci jev ,padlo cislo i“. Jev A ,padne sudé ¢islo® je pak
podmnozina A = {FEy, E4, Fg} prostoru S, jev B ,padne ¢islo délitelné tfemi“

25



26 KAPITOLA 5. VYPOCET PRAVDEPODOBNOSTI POMOCI KOMBINATORICKYCH ]

je podmnozina B = {E3, Fs} prostoru S atd. Jsou-li P(E;) pravdépodobnosti
jednotlivych elementarnich jevi, pak pro uvedené jevy A, B mame pravdépo-
dobnosti

P(A) = P(Ey)+ P(E,) + P(Eg)
P(B) = P(FEs3)+ P(Es).

Je-li kostka, se kterou se hazi, naprosto pravidelnd, tj. ma tvar presné
krychle a je zhotovena z homogenniho materidlu, pak neni duvod ocekavat,
ze by pfi fadné provadénych hodech padal néktera cisla castéji nez jina,
napf. jednicka castéji nez Sestka atd. Ocekavame tedy, ze v dlouhé fadé opa-
kovani pokusu se kazdy z elementarnich jeva Fy, Fs, ..., Eg bude vyskytovat
priblizné stejné casto, tj. ze elementarni jevy E; budou mit piiblizné stejné
relativni Cetnosti. Je tedy pfirozené pritadit elementarnim jevim v tomto
pokusu stejné pravdépodobnosti

P(E)) = P(E,) = ... = P(Ey).

Protoze pravdépodobnost celého prostoru elementarnich jevu musi byt rovna
1, je pak

1
P(E;) = g Pro vsechna i=1,2,...,6

Pak ovsem pravdépodobnost jevu A, obsahujictho N4 elementarnich jevu, je
Ny - ¢. Pro jevy A, B z naseho pifkladu je

5.3 Klasicka definice pravdépodobnosti.

Uvahu z pifkladu 5.2 lze zobecnit na jakykoliv pokus s koneénym prostorem
elementarnich jevu. Tak se dospéje k nasledujicimu pravidlu znamému jako
tzv. klasickd definice pravdépodobnosti:

Necht ndhodnému pokusu pifslusi prostor elementarnich jevi s N prvky.
Jestlize za danych podminek neni duvodu predpokladat, ze néktery z ele-
mentarnich jevi nastane spiSe nez jiny, pak pravdépodobnost jevu A, ktery
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je sjednocenim N4 elementarnich jevu, je rovna

Ny
P(A) = —.
()=
Elementarni jevy, pti jejichz vyskytu nastava jev A, tj. prvky podmnoziny
A, se nékdy nazyvaji ,vysledky priznivé jevu A“, a vSechny elementarni jevy
,mozné vysledky pokusu*. Pravdépodobnost jevu A pak strucné definuji jako
,podil poctu priznivych vysledku a poctu moznych vysledku“.

5.4 Piiklady.

5.4.1
V krabici s 1000 srouby je 30 Sroubu s nespravnym zavitem. Pravdépodob-
nost, ze nahodné vybrany sroub bude mit vadny zavit, je rovna % =0,03.
5.4.2

Nahodny pokus spociva v hodu symetrickou minci. Jaka je pravdépodobnost,

ze padne lic? Prostor elementdrnich jeva zde méa dva prvky: Muze padnout
rub nebo lic. Jevu ,,padne lic” je ptiznivy jeden elementarni jev. Pravdépodobnost
padnuti lice tedy je %

5.4.3

Pokus spociva ve dvou hodech symetrickou minci; jaka je pravdépodobnost,
ze padne pravé jedou rub (lhostejno, zda pii prvnim ¢i druhém hodu)? Pro-
stor elementarnich jevu zde mé ctyti prvky: {(rub, rub), (rub, lic), (lic, rub),
(lic, lic)}.

Praveé jeden rub padne, kdyz nastane néktery ze dvou elementarnich jevu
(rub, lic) nebo (lic, rub). Pravdépodobnost, ze padne pravé jednou rub, je

2 _ 1
tedy rovna § = 3.

5.5 Poznamka.

V uvedenych prikladech je stanoveni poctu elementarnich jevu priznivych
danému jevu velmi jednoduché, je mozné prostym vyctem vsech elementarnich
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jevu a vSech jevu priznivych danému jevu. Jakmile vSak napt. v prikl. 5.4.1
budeme uvazovat vybér 100 sroubu a ptat se na pravdépodobnost vyskytu
deseti vadnych ve vybéru nebo v piikl. 5.4.3 misto dvou hodu deset hodu a
hledat pravdépodobnost ¢ty rubu, bude vyjmenovani vSech elementarnich
jevu prilis zdlouhavé. V takovych piipadech usnadni vypocty kombinatorické
metody.

5.6 Zakladni vzorce kombinatoriky.

5.6.1 Usporadané k-tice.

Necht {ai,as,...an, },{b1,b2, .. . buy}, .- {81, 92, Gn.}, je k skupin libo-
volnych prvku; pocet prvku i-té skupiny je n;. Pocet ruznych k-tic (a;,, by, - - -, gi).)
majicich na prvnim misté prvek z prvni skupiny, na druhém prvek z druhé
skupiny atd., je roven ninaong. .. ng.

5.6.2 Usporadany vybér s opakovanim.

Necht je déna skupina n rtznych prvki, rozliSenych napt. éisly 1,2,. .., n.
Ze skupiny se vybira k-krét po sobé po jednom prvku, vybrany prvek se vzdy
pred dalsim vybranim vraci. Pocet vSech ruznych k-tic (iq,1s,. .., 1), které

Ize takto utvoiit, je n*.

5.6.3 Usporadany vybér bez opakovani.

Necht je ddna skupina n prvki oéfslovanych 1,2, ..., n. Ze skupiny se vybira
k-krat po sobé po jednom prvku, vybrané prvky se nevraceji. Pocet vSech
moznych k-tic (i1, 4o, ..., i), kde i; je ¢islo prvku vybraného pfi j-tém tahu,
je roven

n® =nn-1)...(n—k+1).

5.6.4 Permutace.

Skupinu n prvku oé¢islovanych 1,2, ..., n lze usporadat v posloupnost (i1, s,
ey in)
nl=n™=nn-1)(n-2)...2-1
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zpusoby. Jednotlivd mozna usporadéani (iq, s, ..., 4,) ¢isel 1,2, ..., n jsou tzv.
permutace. Cislo n! udava pocet permutaci n prvku. Symbol n! se cte n-
faktorial.

5.6.5 Neusporadany vybér bez opakovani — kombinace.

Necht je ddna mnozina n prvki oéislovanych 1,2, ... n. Pocet riznych podmno-
zin po k prvcich, které 1ze vybrat z dané mnoziny n prvku, je roven

n) n! n
ko kl(n — k)! - ( k)

Ruzné podmnoziny o k prvcich vybrané z dané mnoziny o n prvcich jsou

tzv. kombinace k prvki z n; cislo Z ) (¢te se ,n nad k) udava pocet

kombinaci k prvku z n.

5.7 Piiklady.

5.7.1

Nahodny pokus spociva ve vytazeni 4 karet z dukladné promichané hry 32
karet. Jaka je pravdépodobnost, ze budou vytazeny karty cervena sedma,
zelena desitka, zaludsky kral, kulové eso v uvedeném poradi? Elementarni
jevy v tomto pokusu jsou usporadané ¢tverice karet. Podle pravidla 5.6.3 je
takovych moznych ¢tveric

324 = 32.31-30-29 = 863 040.

Dukladné zamichani karet a vytahovani bez snahy o ovlivnéni vysledku
vytvari predpoklady pro to, aby bylo mozné povazovat vSechny ctverice za
stejné pravdépodobné. Pravdépodobnost vytazeni ¢tyt danych karet v daném
poradi je

1. »
=L 1587107

5.7.2

Uvazujme tyz nahodny pokus jako v prikladu 5.7.1 a stanovme pravdépodob-
nost, ze budou vytazeny c¢tyii dané karty v jakémkoliv poradi. Pocet ele-
mentarnich jevu — usporadanych ¢tveric — byl stanoven v piikladu 5.7.1. Dané
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¢tyti karty 1ze (podle pravidla 5.6.4) usporadat 4! = 24 zpusoby. To znamena,
ze jevu ,vytazeni ¢tyt danych karet v libovolném poradi“ je priznivych 24
elementarnich jevi, a pravdépodobnost tohoto jevu je

4 24
32(4) 863040

=2.78-107°.

5.7.3

Néhodny pokus spociva v Sesti hodech kostkou; predpoklada se, ze kostka je
naprosto pravidelna a hézi se bez snahy o dosazeni urcitého vysledku. Jaka
je pravdépodobnost, Ze nepadne ani jednou Sestka? Pii feseni lze pouzit
pravidla 5.6.2. Misto vybirani prvku ze skupiny Sesti prvku je pii kazdém
hodu vybrana jedna z Sesti stén kostky. Vysledek Sesti hodu je iplné popsan
uspofddanou Sestici ¢isel (iq, i, .. .,1%, kde 7; znaci vysledek j-tého hodu.
Pocet takovych Sestic je (podle pravidla 5.6.2) 6° = 46656. Vzhledem k po-
psanym podminkam je lze povazovat za stejné pravdépodobné. Elementarnich
jevi, pifznivych jevu ,nepadne zadna Sestka“, je 55 = 15625 (opét podle
5.6.2; usporadané skupiny neobsahujici Sestku lze vytvorit tak, ze na vsech
mistech se vystiidaji vSechny ze zbyvajicich péti moznosti). Pravdépodobnost,
ze v Sesti hodech nepadne viubec zadna Sestka, je tedy rovna

5 (5)\°
(Mozna, ze se bude mnohym zdét ptilis vysoka, uvazi-li, ze na kostce je sest

moznych vysledku a hazi se Sestkrét.) Pravdépodobnost, ze v Sesti hodech
padne Sestka aspon jednou je rovna doplinku

5 6
1— (=) =0,6651.

Jaka je pravdépodobnost, ze Sestka padne pravée jednou? Jevu ,praveée
jednou padne Sestka“ jsou ptiznivé elementarni jevy, popsané usporadanymi
Sesticemi (i1, 149, ..., 1), ve kterych pravé jedno i; je rovno 6, a ostatni jsou
¢isla od 1 do 5. Takovych Sestic je 6 - 5° = 18759 [je 5° skupin tvaru
(6,149,143, . . .,16) si; # 6, 5° skupin tvaru (i1, 6, i3, i4, i5, is) atd.]. Tedy pravdépodobnost

pravé jedné Sestky je
6-5°  (5\°
o (6) =0, 4019.
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Jev, ze Sestka padne nejvySe jednou, je sjednocenim disjunktnich jevu
»Sestka nepadne vubec” a ,Sestka padne pravé jednou“. Pravdépodobnost,
ze Sestka padne nejvyse jednou, je tedy rovna souctu pravdépodobnosti téchto
jevu:

0,3349+0,4019 =0,7368

Pravdépodobnost, ze Sestka padne vice nez jednou, je tedy

1-0,7368 = 0,263 2.

5.8 Ijlohy.

5.8.1

V krabici je N = 100 zarovek, mezi nimi M = 5 vadnych. Stanovte pravdépodobnost,
ze mezi n = 10 ndhodné vybranymi zarovkami nebude zadnd vadna (za
predpokladu, ze vSechny mozné podskupiny po n = 10 kusech maji stejnou
pravdépodobnost byt vybrany). [0,584]

5.8.2

V obci, ve které zije N = 500 rodin, bude za tucelem jistého sociologického
pruzkumu vybrano zcela ndhodné n = 100 rodin. Stanovte pravdépodobnost,
se kterou bude do vybéru zahrnuta urcita dana rodina. 0,2]

5.8.3

Uvazujte nahodny pokus spocivajici v ndhodném rozmisténi r predmétu do n
prihradek tak, aby kazdé z moznych rozmisténi mélo stejnou pravdépodobnost.
Vypoctéte pravdépodobnost P, ze do urcité dané prihradky padne prave x

predmétu.
{Px = < ; ) n~"(n— 1)T"’”}

V tloze 5.8.3 predpokladejte, Ze n > r a ze predméty se umistuji tak, ze zaddna
prihradka nesmi obsahovat dva nebo vice predmétu. Stanovte pravdépodobnost,
ze bude obsazena dana skupina r prihradek.

5.8.4
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Kapitola 6

Podminéna pravdépodobnost a
nezavislost jevu

6.1 Podminéné relativni ¢etnosti.

Predstavme si n realizaci néjakého nahodného pokusu a uvazujme dvé pod-
mnoziny A a B v ptislusném prostoru elementarnich jevu, tj. dva ndhodné
jevy souvisejici s timto pokusem. Oznacme n(A), resp. n(B) pocet realizaci
pokusu, pii kterych nastal jev A, resp. jev B a h(A), resp. h(B) piislusné
relativni etnosti. Vyberme ted z posloupnosti realizaci pokusu jen ty reali-
zace, pii kterych nastal jev B; takovych realizaci je n(B). Predpokladame,
ze jev B vubec nékdy v posloupnosti n realizaci nastal, tj. ze n(B) > 0. Pak
lze vypocitat podil

n(AN B)

MAIB) = =

tento podil nazveme relativni cetnosti jevu A, podminénou jevem B. Muzeme
si predstavit, ze zizime prostor elementdarnich jevu sdruzeny s pokusem;
misto puvodniho prostoru elementarnich jevi bereme jeho ¢ast B, a pii se-
stavovani statistiky vysledku bereme v uvahu jen ty realizace, pti kterych
nastal néktery z elementarnich jevu, patficich do B.

Snadno se lze presvédéit, ze podminéné relativni ¢etnosti maji obdobné
vlastnosti jako nepodminéné relativni cetnosti:

33
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6.1.1
Podminend relativni cetnost je nezdaporné c¢islo, nejvyse rovné 1;
0 <h(A|B) <1. (6.1.1)
6.1.2
Jsou-li jevy Ay, Ao, ... disjunktni, pak relativni cetnost jejich sjednoceni podminénd

jevem B, je rovna souctu podminénych relativnich c¢etnosti;

h([] Ai|B) = h(Ay|B) + h(Ay|B) + ... (6.1.2)

i=1

6.1.3
Jestlize jev B implikuje jev A, pak

h(A|B) = 1. (6.1.3)

6.2 Poznamka.

Podminéné relativni ¢etnosti davaji zavaznou informaci o pripadné vzajemné
souvislosti jevu. Jestlize napt. v dlouhé fadé realizaci pokusu je h(A|B)
o mnoho vyssi nez h(A), znamena to: V realizacich pokusu, ve kterych na-
stal jev B, je vyskyt jevu A pomérné mnohem cetnéjsi nez ve vsech reali-
zacich vubec. Jinymi slovy, vyskytne-li se jev B, lze otekavat vyskyt jevu
A spiSe, nez kdyz jev B nenastane. Jevy A a B jsou ur¢itym zpusobem
vzajemné zavislé; vyskyt jevu A je do urcité miry vazan na vyskyt jevu B.
Je-li h(A|B) = h(A), znamena to, ze jev A se v celé posloupnosti realizaci
vyskytuje relativné stejné casto jako v posloupnosti realizaci, ve kterych na-
stal jev B; informace o vyskytu jevu B neméni tedy nic na ocekavani, zda
jev A nastane ¢i nikoliv, a jevy A a B povazujeme za nezavislé.

6.3 Priklad.

Na n = 200 odlitcich byla zjiét’ovéga pritomnost dvou druhu vad, fekneéme A
a B.Z n = 200 odlitku jich n(ANB) = 10 mélo jen vadu A,n(ANB = 15 jen
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vadu B, n(ANB) = 60 mélo obé vady soucasné. Zde méme n(A) = n(ANB)+
n(ANB) = 60+ 10 = 70,n(B) = n(AN B) +n(AN B) = 60 + 15 = 75. Tedy

relativni Cetnost vyskytu vady A je h(A) = -2 = 0,35, zatimco podminénd
relativni cetnost vyskytu vady A pii vyskytu vady B je
60
h(A|B) = — =0, 80,
(A1B) = =

Jevy ,odlitek ma vadu A“ a ,odlitek ma vadu B* tedy asi nejsou navzajem
nezavislé. [Bylo by tlohou statistické analyzy posoudit, zda pozorovany
rozdil mezi h(A) a h(A|B) je tak velky, ze dosti presvédéivé prokazuje vzajemnou
zévislost obou druhu vad.]

6.4 Podminéna pravdépodobnost.

Relativni ¢etnost jevu A podminénou jevem B lze zapsat také takto:

h(A|B) = "(:(;ﬁzl/ n_ hf(;)B ). (6.4.1)

S rostouci délkou posloupnosti realizaci pokusu se relativni ¢etnost h(AN
B) jevu AN B blizi ¢islu P(ANB) a relativni ¢etnost h(B) jevu B ¢islu P(B)
(viz odst. 1.2). Pro dvojice jevu A a B takové, ze P(B) # 0, definujeme tedy
pravdépodobnost jevu A podminénou jevem B jako podil
P(ANB)
P(B) -
K tomuto éislu ,se blizi“ relativni ¢etnosti jevu A podminéné jevem B
pri rostoucim poctu realizaci pokusu.

P(A|B) = (6.4.2)

6.5 Vlastnosti podminénych pravdépodobnosti.

Podminéné pravdépodobnosti maji obdobné vlastnosti jako nepodminéné
pravdépodobnosti. Dukazy plynou snadno z tvrzeni uvedenych v odst. 4.3
a4.4.

6.5.1

Pro libovolny jev A je
0< P(A|B) <1. (6.5.1)
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6.5.2
Je-li Ay, Ao, ... libovolny konecény nebo spocetny systém disjunktnich jevu,
pak

P(JAilB) =) P(AiB). (6.5.2)
6.5.3

Jestlize jev B implikuje jev A, pak pravdépodobnost jevu A podminénd jevem
B je rovna 1;

BC A= P(AB) =1. (6.5.3)

6.5.4

Jestlize jev Ay implikuje jev Ao, pak

P(A,|B) < P(Ay|B). (6.5.4)

6.5.5

Pravdépodobnost rozdilu B\ A je rovna dopliku podminéné pravdépodobnosti
jevu A do 1;

P(B\A|B) = 1 — P(A|B). (6.5.5)

6.6 Pravdépodobnost priniku nahodnych jevi.

Pifmo z definice podminéné pravdépodobnosti (6.4.2) plyne pro pravdépo-
dobnost pruniku dvou jevu vyraz

P(ANB) = P(B)P(A|B). (6.6.1)

Vzorec (6.6.1) 1ze snadno zobecnit na prunik libovolného poctu n jevu Ay, Ay, ..., Ay:

P(() 4;) = P(A1) P(As| A1) P(A3| Ay M Ag) ... P(A,| nﬂ A5 (66.2)
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6.7 Priklady.

6.7.1

Urcité zarizeni muze mit v ¢asovém intervalu dané délky zcela ndhodnou po-
ruchu. Za podminky, ze v piislusném obdobi nenastanou extrémni povétrnostni
podminky (napf. mréz), ma takovd ndhodna porucha pravdépodobnost Q.
Jestlize nastanou extrémni povétrnostni podminky, selhdva zafizeni zcela
jisté. Pravdépodobnost vyskytu neptiznivych klimatickych podminek v daném
obdobi necht je R. Pravdépodobnost bezporuchového provozu zaiizeni v daném
¢asovém intervalu je rovna pravdépodobnosti pruniku dvou jevu, totiz B ,kli-
matické podminky budou po celou dobu normélni“ a A ,nedojde k nahodné
poruse‘. Pravdépodobnost bezporuchového provozu za normalnich podminek
je P(A|B) = 1—Q, pravdépodobnost trvani normélnich podminek je P(B) =
1 — R. Podle (6.6.1) je pravdépodobnost bezporuchového chodu po dobu
celého daného intervalu rovna

P(ANB) = P(B)P(A|B) = (1 —Q)(1 - R).

6.7.2

Predpokladejme, ze urcity systém obsahuje n elektronickych bloku. Pravde-
podobnost bezporuchového provozu i-tého bloku za normélnich podminek ne-
cht je P;,i = 1,2,...,n. Za norméalnich podminek jsou také poruchy riznych
bloku navzajem nezavislé. Jestlize se vSak vyskytne urcita kriticka situace,
pak vSechny bloky selzou. Pravdépodobnost vyskytu takové kritické situ-
ace budiz R. Pravdépodobnost, ze cely systém bude pracovat bez zavad,
je rovna pravdépodobnosti pruniku dvou jevu, totiz ,zadny z n bloku ne-
bude mit ndhodnou poruchu® a ,,po celé obdobi budou normalni podminky*.
Pravdépodobnosti P; bezporuchového chodu zatizeni za normalnich podminek
jsou vlastné podminéné pravdépodobnosti jevi A; ,i-ty blok nebude mit po-
ruchu® pri daném jevu B ,,podminky provozu jsou normalni®. Pravdépodobnost
bezporuchového provozu celého systému je

P(AiNAyN...NA,NB)=P(ANAN...NAIB)PB)=(1-R)[]P-
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6.8 Nezavislost jevu.

Jevy A a B nazyvame navzdjem nezavislymi, jestlize plati
P(ANB)= P(A)P(B). (6.8.1)
Je-li P(B) > 0, plyne pro nezavislé jevy A a B z rovnice (6.4.2) vztah
P(A|B) = P(A), (6.8.2)

a podobné pii P(A) >0
P(B|A) = P(B). (6.8.3)
Ze vztahu (6.8.2) a (6.8.3) a z vykladu o podminénych relativnich ¢etnostech

je ihned zfejmé motivace definice nezavislosti vztahem (6.8.1).
Vzijemnou nezavislost vétsiho poctu jevu nez dvou definujeme takto:

Rekneme, ze jevy A1, As, ..., A, jsou navzdjem nezdvislé, jestlize pro libo-
volnou skupinu indexu (ky, ks, . .., k), kde r < n, plati

P(Ay, N A, 0. N Ay, = P(Ag, ) P(Ayg, ... P(Ag,). (6.8.4)
Jestlize skupina jevu Aj, Ao, ... A, splnuje tuto podminku, pak pro dvé

disjunktni skupiny indexu (i1, i, ...,%) a (j1,j2, - -, js) ziejmé plati
P (ﬂ A, 1N Ajv> =P (ﬂ Aiv> . (6.8.5)

v=1 v=1 v=1

Jsou-li tedy jevy Aj, As, ..., A, navzdjem nezavislé ve smyslu definice

(6.8.4), pak pravdépodobnost pruniku libovolné podskupiny téchto jevu pod-
minénd vyskytem jakékoliv jiné podskupiny je rovna nepodminéné pravdépo-
dobnosti. V piikladé 6.9.6 uvidime, ze mohou nastat situace, kdy libovolné
dva jevy ze skupiny jevu jsou navzajem nezavislé, avSsak skupina jako celek
neni skupinou navzdjem nezavislych jevu.

6.9 Piiklady.

6.9.1

Necht ndhodny pokus spoéiva ve vytazeni dvou karet po sobé z dobie zamichané
hry 32 karet. Jaka je pravdépodobnost jevu A ,druhd vytazend karta je eso,
podminéna jevem B ,prvni vytazena karta je eso“?
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Prostor elementarnich jevi ma 32 - 31 prvku. Jevu B je ptiznivo 4 - 31
elementarnich jevi: Prvni volba je ze CtyT es, kterd jsou ve hie, druhé volba
ze zbyvajicich 31 karet. Jevu A je priznivych 28 -4+ 4 -3 elementarnich jevu.
(Jev A muze nastat dvéma zpusoby: Bud se vyskytne dvojice ,eso, eso®, a
takovych je 4.3, nebo dvojice ,libovolnd jina karta, eso“, a takovych je 28-4).

Koneéné pruniku A N B je ptiznivych 4.3 elementarnich jevu.

28-444- 1 1
P(A) — 8-4+4-3 _ 3 L
32-31 8-31 8
4-31 4 1
P(B) — . S
32-31 32 8
4 .
P(ANB) = 3 = 3 = i
3231 8-31 248
Je ihned vidét, Ze jevy A a B nejsou navzdjem nezavislé, nebot
3 1
P(ANB)=— # — = P(A)P(B).
(ANB) = S # = = PIAP(D)
Pravdépodobnost jevu A podminénd jevem B je rovna
P(ANB) 3
P(AB)= ——— = —.
(41B) P(B) 31

6.9.2

Necht ndhodny pokus spocivé ve vytazeni jedné karty ze hry 32 karet, necht
A znadi jev ,vytazend karta je Cervend“, B jev ,vytazena karta je kral“. Jaké
jsou pravdépodobnosti jeva A, B, AN B? Jsou jevy A a B nezavislé?

Prostor elementarnich jevi ma 32 prvku. Z nich pti 8 nastava jev A, pii
¢tytech jev B a pii jednom jev AN B. Tedy

PU) = =1
P(B) = =t
P(ANB) = 3—12:P(A)P(B).

Jev A ajev B jsou navzajem nezavislé. Pravdépodobnost jevu A podminéna
jevem B je

P(A|B) = P(A) =

A~ =

P(ANB)
P(B)

[pi‘l’mym vypoctem podle definice P(A|B) =

Elafs-
I
=
| I
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6.9.3

Predstavme si zarizeni, které je slozeno z m bloku, a predpokladejme, ze pro
bezvadnou funkci zafizeni je nutna bezvadna funkce vSech bloku soucasné.
Jakmile selze jediny z bloku, je celé zafizeni neschopno provozu. (Zafizeni
s takovou strukturou se nazyva v teorii spolehlivosti sériovym systémem
s m slozkami.) Oznaéme A; jev -ty blok splni bezvadné svou funkei®.
Pravdépodobnost bezvadné funkce celého zafizeni je rovna

p:p<§,4i).

Jestlize jednotlivé slozky zafizeni jsou navzajem nezavislé, tj. jestlize A; jsou
navzajem nezavislé jevy, pak

P =]]P(A)=P(A)P(A)...P(A,).
i=1
Pravdépodobnost selhani zatizeni je rovna
Q=1-P=1-]]P),
i=1

jinak zapsano

i=1

6.9.4

m

(%)

i=1

=1-P

s

zl_p@&).

Predstavme si opét zafizeni slozené z m bloku, avSak s takovou strukturou,
ze zafizeni splni svou funkci, kdyz aspon jeden z bloku bude schopen pro-
vozu. Takova zafizeni se v teorii spolehlivosti nazyvaji paralelni systémy o
m slozkdach; typickym prikladem je zafizeni, vybavené jesté m — 1 zaloznimi
zafizenimi stejného druhu. Oznacme opét A; jev ,i-ty blok splni bezvadné
svou funkci“. Spolehlivost celého zatizeni (pravdépodobnost jeho provozu-
schopnosti) je

p=r(Ua)=r|(Ua)| - 1-#(NA)
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Jsou-li jednotlivé podsystémy navzajem nezavislé, pak

m m

) =1-]][1- P

i=1 i=1

>

u

|
—
=

N

6.9.5

Predstavme si konecné zarizeni, slozené z m clanku spojenych sériove, avsak
pro zvyseni pravdépodobnosti bezvadné funkce je i-ty ¢lanek (i = 1,2,...,m)
paralelnim systémem r; identickych bloku. Cely systém tedy splni bezvadné
svou funkci, pokud v kazdém c¢lanku bude aspon jeden bezvadné fungujici
blok. Oznacme A;; jev ,j-ty blok v i-tém ¢ldnku plni svou funkci bez zdvad*®.
Pravdépodobnost bezvadné funkce celého systému je

m T

P= P[ﬁ ( | A3) .
=1 j=1
Za predpokladu nezavislosti jevii A;; je tato pravdépodobnost rovna
=) 10 #(Qa)] - il (1) -
=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
“TI[-T1P@)] =TI [ - TI 1 - Peay)]]
i=1 j=1 i=1 j=1

6.9.6

V osudi jsou ctyfi listky, oznacené ¢isly 4,9, 25, 30. Nahodny pokus spociva
ve vytazeni jednoho listku tak, aby kazdy listek mél stejnou pravdépodobnost
byti vybran. Ozna¢me pismenem A jev ,vytazené cislo je délitelné dvéema®,
pismenem B jev ,vytazené cislo je délitelné tremi“ a pismenem C' jev ,vytazené
¢islo je délitelné péti“. Prostor elementarnich jeva ma ctyti prvky - muze byt
tazeno kterékoliv ¢islo. Kazdému z jevu A, B, C jsou priznivy dva elementarni

jevy, tedy
2 1
P(A)=P(B)=P(C) = 1=3
Kazdému z pruniku ANB, ANC, BNC je ptiznivy jeden elementarni jev, totiz

yvytazeni listku s ¢islem 30“. Pravdépodobnosti pruniku ANB, ANC, BNC,
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jsou tedy

P(ANB) = P(ANC) = P(BNC) =,
— P(A)P(B) = P(A)P(C) = P(B)P(C),

takze jevy A, B, C, jsou po dvou nezavislé. Pruniku ANBNC je vSak priznivy
jediny elementarni jev, takze

P(ANBNC) = 711 £ P(A)P(B)P(C).

Jevy A, B, C nejsou navzajem nezavislé, ackoliv kterdkoli dvojice z nich
vybrand je dvojici navzajem nezavislych jevu.

6.10 Véta o uplné pravdépodobnosti.

vvvvvv

pravidlo oznacované nékdy jako ,véta o uplné pravdépodobnosti®:
Necht By, Bo, ..., B, jsou navzdjem disjunktni jevy, jejichZ pravdépodob-
nosti splnuji podminky

P(B;) >0 pro vSechna i=1,2,...,n, (6.10.1)

n

P(JB) = i P(B;) =1. (6.10.2)

i=1
Ddle necht A je libovolny jev, jehoZ pravdépodobnost P(A|B;) podminénd
jevem B; je pro kaZdé i zndma. Pravdépodobnost jevu A je pak rovna

P(A) = Xn: P(A|B;)P(B)). (6.10.3)

Jev A lze vyjadrit jako sjednoceni pruniku AN B;,i = 1,2,...,n. Tyto
pruniky jsou disjunktni, protoze jevy B; jsou podle predpokladu disjunktni.
Pravdépodobnost jevu A je tedy rovna

P(A) = Z P(ANB,). (6.10.4)
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Pravdépodobnost pruniku A N B; vsak je podle (6.6.1)
P(AN B;) = P(A|B;)P(By); (6.10.5)

dosazenim (6.10.5) do vyrazu (6.10.4) pro pravdépodobnost jevu A dosta-
neme (6.10.3).

6.11 Priklady.

6.11.1

Necht je ddno 10 osudi; v kazdém 10 kouli, v i-tém je 7 kouli ¢ernych a 10 — 4
bilych. Ndhodny pokus spoc¢iva ve vybéru jednoho osudi (tak, aby kazdé mélo
stejnou pravdépodobnost byt vybrano), a potom ve vytazeni jedné koule
z vybraného osudi (opét tak, aby kazda koule méla stejnou pravdépodobnost
byt vytazena). Jaka je pravdépodobnost, ze vytazena koule bude ¢erna?

Oznacme A jev ,je vytazena ¢ernd koule“, B; jev ,v prvni fazi pokusu je
zvoleno osudi s ¢ ¢ernymi koulemi®“. Za téchto podminek je

1
i
P(A|B;) = —,i=1,2,...,10.
(lZ) ]_072 )= 70
Odtud plyne
10 10
10-11
= P(A|B;))P(B;) = — = = .
Zj(lz)( 0223 5 1gg = 09

6.11.2

V osudi je 5 cernych kouli a 15 bilych kouli. Z osudi se vytahne jedna koule
(tak, aby vSechny koule mély stejnou pravdépodobnost vytazeni), vrati se
zpét, prida se 20 kouli téze barvy, jakou méla vytazena koule, a tah se opakuje.
Jaka je pravdépodobnost, ze druha vytazena koule bude ¢ernda?

Oznacme By jev ,prvni vytazend koule je ¢cerna”, By jev ,prvni vytazena
koule je bild“, A jev ,druhd vytazend koule je ¢ernd“. Podle (6.10.3) je pak

P(A) = P(A|B1)P(B:) + P(A|By)P(B2) =
5 25 15 5 5-40 5

1
=50 40 72010 " 20.40 20 1
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Je zajimavé, ze pravdépodobnost vytazeni ¢erné koule ve druhém tahu je
stejné jako pravdépodobnost vytazeni ¢erné koule v prvnim tahu, prestoze
slozeni osudi se méni podle vysledku prvniho tahu.

6.12 Bayesova véta.

Necht By, Bo, ..., B, jsou navzdjem disjunktni jevy s kladnymi pravdépodob-
nostmi P(B;) takové, Ze

iP(Bi) = P(U B;) =1. (6.12.1)

Necht A je libovolny dany jev, jehoZ pravdépodobnosti podminéné jevy B;,i =
1,2,...n, jsou zndmy. Potom pravdépodobnost jevu By, podminénd jevem A

je rovna
B P(A|By)P(By)
P(Bi|A) = ST P{A|B)P(B)’ (6.12.2)

Vzorec (6.12.2) vyjadiujici podminénou pravdépodobnost jevu By pii
daném A pomoci podminénych pravdépodobnosti jevu A za podminky vysky-
tu jevu B; je znam v teorii pravdépodobnosti jako Bayesova véta nebo véta
o pravdépodobnosti hypotéz nebo vét o inverzni pravdépodobnosti. Je v pod-
staté jednoduchym dusledkem zakladnich vlastnosti podminéné pravdépodob-
nosti:

P(AN By) P(AN By)
POBIA) = = 50ay = S, P(B)PCATE)

podle (6.10.3); vyjadFenim pravdépodobnosti pruniku ANBy, pomoci P(A|By)
a P(By,) podle (6.6.1) dostaneme odtud ihned (6.12.2).

6.13 Ulohy.

6.13.1

Pti kontrole jakosti dodavek prumyslovych vyrobku se nékdy uziva tohoto
postupu: Z dodavky se vybere nahodné m; kusu; neni-li mezi nimi zadny
nevyhovujici kus, povazuje se dodavka za dodavku prvni jakosti, jsou-li mezi
nimi dva vadné kusy nebo vice, klasifikuje se jako dodavka druhé jakosti. Je-li
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mezi vybranymi n; kusy jeden vadny kus, vybere se ndhodné dalsich ny kusu;
jsou-li vsechny bezvadné, klasifikuje se dodavka jako dodavka prvni jakosti,
jinak jako dodavka druhé jakosti. Oznacte A, jev v prvnim vybéru se najde
x vadnych kusu“ a B, jev ,ve druhém vybéru se najde y vadnych kusu® a
urcete pomoci véty o uplné pravdépodobnosti (odst. 6.10) pravdépodobnost,
ze dodavka bude prijata jako dodavka prvni jakosti.

[Pijeti dodavky jako dodavky prvni jakosti povazujme za jev C; P(C) =
P(Ao) + P(A1)P(Bo|A1).]

6.13.2

Bylo zjisténo, ze u jistého druhu elektrickych spotiebicu se s pravdépodob-
nosti m = 0,10 vyskytuje vyrobni vada. U vyrobku s touto vadou dochazi
béhem Sestimeési¢ni zarucni lhuty k poruse s pravdépodobnosti rovnou Qy =
0,50. Vyrobky, které nemaji zminénou vadu, vykazuji béhem stejné doby
poruchu jen s pravdépodobnosti @)y = 0,01. Vypocitejte: a) pravdépodobnost
@, ze u ndhodné vybraného vyrobku nastane v zaruéni dobé porucha; b)
pravdépodobnost, ze vyrobek, ktery se v zaruéni dobé porouchd, bude mit
dotyény vyrobni vadu. [a) @ = 0,059; b) 0,85.]
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Kapitola 7

Axiomaticka definice
pravdépodobnosti

7.1 Uvod.

V predchazejicich odstavcich byly rozvinuty zéklady teorie pravdépodobnosti
s jednoduchymi konkrétnimi pokusy. Pozornost pii tom byla vénovana hlavné
vyznamu a interpretaci pravdépodobnosti. Podobné se v teorii pravdépodob-
nosti pracovalo v jejich pocatcich. S rostouci slozitosti iloh fesenych v teorii
pravdépodobnosti vznikla potieba vybudovat obecnou teorii po¢itani s prav-
dépodobnostmi, vymezit tiidu jevu, kterym lze rozumné prifadit pravde-
podobnosti atd. Tak se zrodila nova matematicka disciplina, zabyvajici se
pravdépodobnosti jako matematickym objektem, jako funkei podmnozin pro-
storu elementarnich jevi. Pravdépodobnost je v této teorii definovana svymi
zakladnimi vlastnostmi, ze kterych se pak ryze deduktivni cestou jako v kazdé
jiné oblasti matematiky vyvodi vSechny zakony pravdépodobnosti bez od-
volani na konkrétni ptiklady. V nésledujicich nékolika odstavcich uvedeme
zakladni pojmy této obecné teorie; dukladnéjsi vyklad lze najit v literatufte,
naprt. [22], [23].

7.2 Jevové pole.

Necht je ddna neprdzdnd mnozina S a systém A podmnoZin mnoZiny S,
ktery ma tyto vlastnosti:
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7.2.1

Mnozina S je prvkem systému .A.

7.2.2

Jestlize mnozina A je prvkem systému A, pak i mnozina A = S— A je prvkem
systému A.

7.2.3

Jestlize Ay, Ao, ... je koneény nebo spocetny systém mnozin z A, pak i sjed-
noceni viech A; je prvkem systému A.

Potom nazveme dvojici {S, A} jevovym polem a prvky systému A jevy
nebo ndahodnymi jevy.

7.3 Zakladni vlastnosti jevového pole.

Z podminek 7.2.1 az 7.2.3 plyne snadno fada dalsich. Nejjednodussi z nich
jsou:

7.3.1

Systém A obsahuje prdzdnou mnoZinu. To je jednoduchy dusledek podminek
7.2.1a7.2.2, nebot ) = S.

7.3.2

Jestlize A a B jsou prvky systému A, pak i prunik AN B je prokem systému
A.

Z predpokladu A € A, B € A plyne totiz podle 7.2.2 i vztah AcABc
A, takze 1 AUB € A (podle 7.2.3) a AN B = S\(A U B pak patii do A
podle 7.2.2.

7.3.3

Jestlize A € A a B € A, pak i rozdil A\B je prvkem systému A. Toto tvrzeni
plyne z 7.2.2 a z 7.3.2, nebot A\B = AN B.
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7.4 Pravdépodobnostni mira.

Necht je ddno jevové pole {5, A}. Budiz P(.) redlnd nezépornd funkce defi-
novana na systému A, ktera splnuje podminky

P(S) =1, (7.4.1)

A1, Ag, ... koneény nebo spocetny disjunktni systém mnozin z A =

= P(UiA;) = ) P(A;). (7.4.2)

Potom funkci P(.) na A nazyvame pravdépodobnostni mirou na A a trojici
{S, A, P} pravdépodobnostnim polem.

7.5 Podminéna pravdépodobnost.

Budiz {S, A, P} pravdépodobnostni pole a B dand mnozina z A s vlastnosti
P(B) > 0. Necht
B={ANB|Aec A}. (7.5.1)

Potom {B, B} je také jevovym polem a funkce P(.|B) je definovdna na B
vztahem

P(ANB)
P(B)
je pravdépodobnostni mirou na B. Pravdépodobnostni miru P(.|B) defino-

vanou vztahem (7.5.2) nazveme podminénou pravdépodobnosti.

P(A|B) = (7.5.2)



50 KAPITOLA 7. AXIOMATICKA DEFINICE PRAVDEPODOBNOSTI



Céast III

Nahodné veliciny a rozdéleni
pravdépodobnosti

o1






Kapitola 8
Nahodna velicina

8.1 Nahodna veli¢ina

Valna vétsina nahodnych pokustu, se kterymi se setkame v technickych nebo
prirodovédeckych aplikacich, ma vysledek vyjadreny ¢islem; v zavérecné fazi
jednoznacné uréen podminkami méteni ¢i pocitani (pfinejmensim neni jed-
noznacné uréen podminkami znamymi a zhodnotitelnymi pii provedeni po-
kusu). Nékdy je nevypocitatelnost vysledku dana existenci ,nahodnych chyb
meéreni“: Pfi dosti vysoké jemnosti méfeni se i vysledky méteni fyzikalni
konstanty (jako napf. vzdélenosti mezi dvéma body, tihel mezi dvéma sméry,
gravitaéni konstanta atd.) jeden od druhého lisi, i kdyz se usiluje viemozné o
dodrzeni stalych podminek. Jindy je zase nahodnost ¢i nahodilost vysledku
zakleta pfimo v podstaté pokusu; napf. pii tzv. radiometrickych metodach
méfeni se hustota zemin zjistuje pomoci mnozstvi impulsi, které zeminou
proniknou a je tieba pocitat s tim, ze kazdy zdroj radioaktivniho zareni vysila
impulsy v nepravidelnych, nahodnych intervalech. Pti zkouskach farmaceu-
tickych vyrobku velikost reakce organismu zavisi na individualnich vlastnos-
tech jedince, které se lisi v ur¢itych mezich i mezi jedinci majicimi shodné
vS8echny zjistitelné charakteristiky jako vék, télesnou vahu atd.

Ve vsech takovych a podobnych pripadech mame co délat s ndhodnym
pokusem, jehoz prostor elementarnich jevii S je mnozina redlnych ¢isel R
nebo néktera jeji podmnozina. Vysledek ndhodného pokusu, dany realnym
¢islem, je hodnotou veliciny X, ktera se nazyva nahodnou veli¢inou.

Jinym ptipadem jsou ndhodné pokusy, jejichz vysledek ma kvalitativni

93



54 KAPITOLA 8. NAHODNA VELICINA

charakter (napt. dobry nebo vadny vyrobek, pohlavi narozeného ditéte apod.).
V takovychto pokusech muzeme kazdému vysledku (elementédrnimu jevu E €
S) pritadit redlné ¢islo (napi. dobrému vyrobku 0 a vadnému 1), které pova-
zujeme za hodnotu ndhodné veliciny X.

Forméalné lze tedy ndhodnou velicinu definovat takto: Méjme pravdépo-
dobnostni pole (S,.A, P). Ndhodnd veli¢ina X je redlna funkce X (E) prvka
E prostoru elementarnich jevu S takova, ze pro kazdé realné x je mnozina
{F € S|X(F) < 2} ndhodnym jevem (tj. prvkem systému A).

Jednim z tkolu teorie pravdépodobnosti je vybudovat matematicky apa-
rat, pomoci kterého by bylo mozno prifadit vSem prakticky zajimavym a
dulezitym podmnozindm mnoziny realnych ¢isel R ptislusné pravdépodob-
nosti, napf. fici ,,pravdépodobnost, ze vysledek pokusu nabude hodnoty z da-
ného intervalu (a, by, je rovna 0, 30“ nebo ,,pravdépodobnost, ze vysledek po-
kusu prekroci dané ¢islo ¢, je rovna exp—Ac, kde A je urcité c¢islo“ apod. Je-li
takovy vztah mezi podmnozinami mnoziny R a jejich pravdépodobnostmi
dén, fikame, ze je dano rozdéleni pravdépodobnosti prislusné nahodné veliciny.

Obecnym zakonum popisu rozdéleni ndhodnych veli¢in je vénovana tato
kapitola. V celé kapitole budou velka pismena z konce abecedy znacit nahodné
veli¢iny, jim odpovidajici mald pismena jejich mozné hodnoty. Symbol P(X <
x) bude znacit pravdépodobnost jevu ,ndhodné veli¢ina X nepiekroci hod-
notu z“. Pfi dané mnoziné A C R bude P(X € A) znacit pravdépodobnost
jevu ,nahodna veli¢ina X nabude hodnoty z A*“ apod.

8.2 Distribué¢éni funkce

Jednou z moznosti popisu rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné veliciny X
je urcit distribu¢ni funkci této nahodné veliciny. Distribucni funkci nahodné
veliciny X nazveme redlnou funkci F(z) definovanou pro kazdé realné z
vztahem

F(z) = P(X < xz). (8.2.1)

Distribuéni funkce F(x) v bodé z tedy vyjadiuje pravdépodobnost, Ze
nahodna velicina X nabude hodnoty mensi nebo rovné z.
V fadé praci, napt. [2, 10, 25| se distribu¢ni funkce definuje vztahem

Flz)=P(X <y),—00 <z < 0.

Nami uvazovana definice je zavedena predevsim s ohledem na tabulky
distribuénich funkei diskrétnich rozdéleni (viz dale odst. 9.2).
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8.3 Vlastnosti distribuéni funkce

Distribué¢ni funkce libovolné nahodné veli¢iny ma tyto vlastnosti:

8.3.1
0 < F(z) <1 pro kazdé redlné .
Tato vlastnost vyplyva bezprostiedné z vlastnosti pravdépodobnosti na-
hodnych jevi.
8.3.2
F(z1) < F(xq) pro kazdé redlné x; < x4, tj. distribucni funkce je neklesagici.

Néhodny jev {X < x5} je sjednocenim dvou disjunktnich jevu {X < z;}
a{r; < X <y} Tudiz

takze

nebot pravdépodobnost libovolného ndhodného jevu je nezdporné &islo.

8.3.3
lim F(z)=F(—o0) =0, lim F(z)= F(o0)=1.

T——00 T—00

8.3.4

Distribucni funkce je zprava spojitd a mad nejvys spocetné mnoho bodu nespo-
Jitosti.

Vlastnosti 8.3.3 a 8.3.4 jsou dokdzany v [5].

Shrneme-li tedy, je distribuéni funkce F'(x) neklesajici, zprava spojité
funkce, kterd ma nejvys spoc¢etné mnoho bodu nespojitosti a v.—oo a oo
nabyva hodnoty 0 a 1.
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Naopak 1ze ukazat (viz [23], str. 161), ze kazdou realnou funkei, kterd ma
vlastnosti 8.3.1 az 8.3.4, Ize povazovat za distribuc¢ni funkci néjaké nahodné
veli¢iny.

Prepisme vztah (8.3.1) na tvar

P(x; < X <a9) = F(xg) — F(21), —00 <z <23 < 00. (8.3.2)

Tento dulezity vztah tika: Pravdépodobnost, Ze ndhodnd velicina X na-
bude hodnoty z intervalu (x1,xz3), je rovna rozdilu hodnot distribucéni funkce
F(X) v kragnich bodech tohoto intervalu.

Uvazujme nyni pro libovolné redlné ¢islo x pravdépodobnost P(X = z).
Ziejmeé

P(X=2)=P(X<z)—Plx<z)=F(zx)— F(z —0), (8.3.3)

kde F(z — 0) = limy,_,o+ F'(z — h) znaéi limitu funkce F' v bodé x zleva.

Na obr. 1 je znizornéna distribuéni funkce F(z) ndhodné veliciny X,
kterd nabyvéa hodnoty 0 s pravdépodobnosti P(X = 0) = 1 — 7 a hodnoty
1 s pravdépodobnosti P(X = 1) = 7, kde 7 je dané ¢islo z intervalu (0, 1).
Tato distribu¢ni funkce méa skoky v bodech z =0 a z = 1.

8.4 Ulohy.

8.4.1

Znazornéte distribucni funkei ndhodné veli¢iny X, kterd nabyva hodnot z; =
1,2,...6 s pravdépodobnostmi P(X = ;) = 3,7 =1,2,...,6.

8.4.2

Necht ndhodna veli¢ina X muze nabyt hodnot pouze z intervalu (a,b), kde
—00 < a < b < oo. Ukazte, ze F(x) = 0 pro vSechna x < a a F(z) =1 pro
vSechna x > b.

8.4.3

Necht ndhodné velicina X m4 distribu¢ni funkci F(z) = 0 pro z < 0 a
F(z) =1—€"% pro x > 0. Stanovte hodnoty pravdépodobnosti P(1 < X <
9),P(-2 < X < 1), P(X =1). [0,117; 0,865; 0.]



Kapitola 9

Rozdéleni diskrétniho a
spojitého typu

9.1

V aplikacich se zpravidla setkavame s ndhodnymi veli¢cinami dvojiho typu:

a. Nahodna velicina X muze nabyvat jen hodnot z néjaké konecné nebo
spocetné mnoziny {z1, xs,...}. Takové jsou zejména nahodné velic¢iny
celoc¢iselné, napr.:

e pocet ¢astic, odstépenych radioaktivnim zaricem za jednotku casu;
X muze nabyvat hodnot 0,1,2,.. ;

e pocet vadnych vyrobku mezi n ndhodné vybranymi vyrobky z do-
davky; X muze nabyvat hodnot 0,1, ..., n;

e soucet poctu ok pti hodu dvéma hracimi kostkami; X muze nabyvat
hodnot 2,3,...,12.

b. Nahodna velicina X muze nabyvat vSech hodnot z urc¢itého intervalu.
Priklady takovychto velic¢in jsou:

e doba bezporuchového chodu zarizeni; X muze nabyvat kladnych
realnych hodnot z € (0, 00);

e nahodnd chyba méfeni; X muze nabyvat hodnot z intervalu (—e¢, ),
0 < e < 00, kde ¢ je maximalni absolutni hodnota nahodné chyby.
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V pripadech a) fikdme, ze ndhodnd velicina X mé rozdéleni diskrétniho
typu, v piipadech b) jde zpravidla o tzv. rozdéleni spojitého typu, jez bude
presnéji definovano v odst. 9.4.

9.2 Rozdéleni diskrétniho typu

Néhodna velicina X ma rozdéleni diskrétniho typu, existuje-li konecnd nebo
spocetnd mnozina redlnych cisel {xq, xs,...} takovd, ze pro kazdé z; z této
mnoziny je pravdépodobnost P(X = x; > 0 a soucet téchto pravdépodobnosti
pfes vsechna x; z této mnoziny je roven jedné,

Y P(X=uz;)=1 (9.2.1)

Nejjednodussi zpusob zadani takovéhoto rozdéleni je ten, ze uddme mno-
zinu {x1, s, ...} moznych hodnot ndhodné veliciny X a pravdépodobnosti
(vzorcem, tabulkou, grafem, rekurentnim pfedpisem) P(X = z;) pro vsechny
tyto hodnoty.

Funkce P(X = x) se nazyva pravdépodobnostni funkce ndhodné veli¢iny
X. Distribu¢ni funkce ndhodné veliciny X je rovna

F(z)= > P(X =uz;),—00 <z < o0. (9.2.2)
rj<x
Distribuéni funkce (9.2.2) ma skoky v bodech zi,z5,... a je konstantni
v intervalu (z;,z;41,j = 1,2,.... Piitom v bodé x; je velikost skoku rovna

hodnoté P(X =x;),j =1,2,....

9.3 Piiklady.

9.3.1

Necht ndhodn4 veli¢ina X nabyva hodnot 0,1, ..., M —1 s pravdépodobnostmi
r=0,1,2,....,M — 1. (9.3.1)

Priklady této nahodné velic¢iny jsou:
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pro M = 2 velicina, jejiz distribu¢ni funkce je zndzornéna na 9.3.1, pro ptipad

T =1

pro J2\/7[ = 10,100,1000,... jedno-, dvou-, tfi-, ...-ciferna pseudonahodné
cisla.
Distribuéni funkce této nahodné veli¢iny je rovna
F(z)=0 x <0,
k—1<zxz<k, k=12,...,.M—1, (9.3.2)
=1, x>M—1.

S0 G S

Obr. 1: Graf distribuc¢ni funkce

Rozdéleni s distribuéni funkei (9.3.2) se nazyva diskrétni rovnomeérné (rek-
tanguldrn{) rozdéleni.

9.3.2

Specidlnim piipadem rozdéleni diskrétniho typu je rozdéleni nabyvajici hod-
noty u s pravdépodobnosti P(X = pu) = 1, pficemz P(X = x) = 0 pro
vsechna x # pu.

Toto rozdéleni se nazyva degenerované.
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9.4 Rozdéleni spojitého typu

Néhodna velicina X ma rozdéleni spojitého typu, existuje-li nezaporna realna
funkce f(x) takovd, ze pro vSechna redlnd x se da distribuéni funkce F(x)
vyjadrit ve tvaru

F(x) = /_x f)dt, —oo <z < 0. (9.4.1)

Funkce f(x) se nazyva hustota pravdépodobnosti (nebo struénéji hustota)
nahodné veliciny X.

Distribu¢ni funkce (9.4.1) je spojitd pro vSechna redlnd x. Ve vsech bo-
dech, kde existuje derivace distribu¢ni funkce, je

dF(z)

f(z) = 4 (9.4.2)

V odstavci 8.3 jsme uvedli, ze distribuéni funkce F'(x) jednozna¢né cha-
rakterizuje rozdéleni pravdépodobnosti nahodné veliciny X. Pro nahodné
veli¢iny se spojitym rozdélenim lze jejich rozdéleni pravdépodobnosti cha-
rakterizovat téz hustotou pravdépodobnosti f(z).

Z (8.3.1) a (9.4.1) vyplyvéd, ze pro v8echna redlnd x; < xo plati

Ploy < X < 23) = Flas) — ) = / Y wde (943)

To znamend, ze pravdépodobnost nahodného jevu x; < X < x5 je rovna
velikosti plochy pod kfivkou hustoty pravdépodobnosti f(x) mezi x = x; a
xr = x9 (viz obr. 2).

Ze vztahu (9.4.3) a vlastnosti 8.3.3 distribuéni funkce vyplyva, ze

/OO flz)dz = 1. (9.4.4)

Je-li f(x) =0 pro vSechna x < A a pro vSechna x > B, pak je

/ABf(x)dyc = 1.

Déle z (8.3.3) vyplyvé, ze pro ndhodné veli¢iny se spojitym rozdélenim
plati
P(X=2)=0 (9.4.5)
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pro kazdé realné x. Tudiz pro vSechna realna x; < x, je
Plr; < X <x9)=P(r; <X <19) =
€2
Plr1 < X <x9)=Plr; < X <x3) = / f(z)dz. (9.4.6)

f(x)

Obr. 2: Pravdépodobnost P(z; < X < x5)

9.5 Piiklady

9.5.1
Necht nahodn4 velicina X md distribuéni funkci
F(z) = 0, x<p—h,
= %(m—u—i—h), w—nh<x<p+h,
= 1, x>+ h,

kde i a h jsou parametry, které mohou nabyt hodnot —oo < u < oo a h > 0.
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Hustota pravdépodobnosti f(x) = dF(z)/dx je rovna

1
flz) = o’ w—h<z<pu+h, (9.5.1)
= 0, jinak.
Rozdélen{ s touto hustotou pravdépodobnosti se nazyvéa rovnomeérné (rek-
tanguldrni) rozdéleni na intervalu (p — h, u+ h).
Specidlnim piipadem je rovnomérné rozdéleni na intervalu (0, 1), (tj. s pa-
rametry p = % ah= %), jemuz prislusi hustota pravdépodobnosti

flz) = 1, 0<z<l1, (9.5.2)
= 0, jinak.

9.5.2

Necht ndhodn4 veli¢ina X m4 hustotu pravdépodobnosti
1 A
f(l') _})\2+([E—0)2,
kde A a € jsou parametry, které mohou nabyvat hodnot A > 0 a —oco < 6 <
00.

—00 < & < 00, (9.5.3)

Distribuéni funkce je

1 1 —0
F(x):§+;arctg(x>\ ), —00 < x < 00.

Rozdéleni s touto hustotou pravdépodobnosti se nazyva Cauchyovo rozdélent.

9.6 Ulohy

9.6.1
Ovérte, zda funkce
F(z) = 0, x <1,
1
= -, —1<x<1,
5 <z
1
= -, 1<z<?
5 <z
=1 T > 2,
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je distribuéni funkce a stanovte pravdépodobnostni funkci P(X = z).

P(X =1) =4 P(X =2) = 4]

9.6.2

Necht ndhodné velicina X m4 hustotu pravdépodobnosti

flz) = 122*°(1—-12), 0<2<1,
= 0, jinak.

Stanovte distribuéni funkei této ndhodné veliciny a pomoci ni urcete
pravdépodobnost P(0,2 < X < 0,8).

F(zx) = 0, x <0,
= 234-32), 0<x<1,
= 1 > 1,

Y

P(0,2 < X <0,8) = 0,792.

9.6.3
Necht ndhodnd veli¢ina X mé distribuéni funkci

F(z) = 0, x <0,
= 1—-e 2>0,1>0.

Stanovte hustotu pravdépodobnosti této nahodné veliciny.

flz) = 0 r <0,

= XM 2> 0.
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Kapitola 10

Ciselné charakteristiky
nahodnych velic¢in

10.1

Rozdéleni pravdépodobnosti libovolné ndhodné veliciny X charakterizuje jeji
distribuéni funkce F'(x). Rozdéleni diskrétniho typu lze téz charakterizovat
pravdépodobnostni funkei P(X = z) a rozdéleni spojitého typu hustotou
pravdépodobnosti f(x).

Uvedené funkce nam podavaji o ndhodné veliciné X uplnou informaci.
V radé pripadu nam vsak postaci shrnout informaci do nékolika ¢isel. Tato
¢isla nazyvame charakteristiky ndhodné veliciny X (nebo charakteristiky pii-
slusného rozdeéleni). V dalsim uvedeme nejpouzivanéjsi z téchto charakteris-
tik.

10.2 Stredni hodnota

N

téZ nazyvana ocekdvand hodnota nebo matematickd nadéje) FE(X).
Ma-li nahodna veli¢ina X diskrétni rozdéleni, tj. nabyva-li hodnot x, xs,
. s pravdépodobnostmi P(X = z;),7 = 1,2,..., pficemz plat{ vztah
(9.2.1), je stfedni hodnota E(X) definovana vyrazem

E(X)=) x;P(X =uz). (10.2.1)

65
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Ma-li ndhodnd veli¢ina X hustotu pravdépodobnosti f(x), je sttedni hod-
nota F(X) definovdna jako integral

E(X) = /00 xf(z)dx. (10.2.2)

Jestlize hustota f(x) > 0 na nekone¢ném intervalu, je stfedni hodnota
definovana jen tehdy, kdyz existuje ffooo |z| f(x) dx.

10.3 Piiklady

10.3.1

Stanovme stfedni hodnoty ndhodnych veli¢in X uvazovanych v piikl. 9.3.1 a
9.3.2.
Pro diskrétni rovnomeérné rozdéleni je

M-1
1 1 MM—-1) M-1
E(X):Z:BP(X::]:):M e e =—
=0 T

zatimco pro degenerované rozdéleni je

BE(X) = pP(X = p) =

10.3.2

Stanovte stfedni hodnoty ndhodnych velicin X uvazovanych v ptikl. 9.5.1 a
9.5.2.
Pro rovnomeérné rozdéleni je

E(X):/M+h 1 (M+h)2_<:u_h‘)2_

T I A

Ma-li X Cauchyovo rozdéleni, je

1 [ AT
E(X)=— - dx.
(X) W/OO)\2+($—19)2 *

Tento integral vsak neexistuje, takze pro Cauchyovo rozdéleni neexistuje
stfedni hodnota.
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10.4 Momenty

Uvazujme funkci h(x) ndhodné veliciny X . Definujme stiedni hodnotu funkce
h(X) (pokud tato sttedni hodnota existuje) vyrazem *

E[hX)] =) h(z;)P(X = ) (10.4.1)
T
pro ndhodnou velicinu X s diskrétnim rozdélenim a

E[h(X)] = / (@) () dx (10.4.2)

o0

pro ndhodnou veli¢inu se spojitym rozdélenim.
V predchozim odstavei jsme uvazovali piipad h(X) = X. Polozime-li
h(X) = X", dostaneme charakteristiku, kterd se nazyva r-tg obecny moment

w(X)=EX"),r=0,1,2,... (10.4.3)
Pro h(X) = [X — E(X)|" dostavame tzv. r-ty centrdlni moment
1 (X) :E[[X—E(X)]”],r:o,Lz.. (10.4.4)

Protoze

(X - EX)] = Z(—w‘ ( " ) X [E(X)),

J

vyplyvd z (10.4.1) a (10.4.4) a z vlastnost{ ? souctt a integralu, ze

(X)) = (~1)7 ( ! ) W (X)[EX),j=01,2....  (10.45)

§=0 J

Protoze h(X) je také ndhodnd veli¢ina, méla by se jeji stiedni hodnota uréit podle
(10.2.1), pfip. (10.2.2). Lze ukézat, Ze pouzitim téchto vztahu se dospgje k vyrazium
(10.4.1), pifp. (10.4.2).

2Soucet nebo integral linedrni kombinace je roven téze linedrni kombinaci souétu nebo
integralu.
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Zejména

po(X) = 1,

m(X) = 0,

m(X) = ph(X) - [BX)], (10.4.6)
us(X) = ph(X) = 3up(X)E(X) +2[E(X)],

na(X) = ph(X) — 4(X)E(X) + 6u4(X) [B(X)]* = 3[B(X)]".

Druhy centralni moment

var(X) = p2(X) = E[[X - E(X)ﬂ = (X)) — [E(X)] (10.4.7)

se nazyva rozptyl (nebo wvariance). Odmocnina z rozptylu se nazyva sméro-
datna odchylka.

Zatimco stfedni hodnota predstavuje ¢islo, kolem néhoz ndhodné velicina
X kolisa, je rozptyl charakteristikou velikosti tohoto kolisani. Protoze plati
[z — E(X)]? > 0a P(X =z) > 0 nebo f(z) > 0 pro viechna realnd z,je
var(X) > 0.

Uvazujme nyni piipad

h(X) = aX +0b,

kde a a b jsou redlnd ¢isla. Z (10.4.1) a (10.4.2) a z vlastnosti souctu a
integralu vyplyva, ze

E(aX + B) = aFE(z) + . (10.4.8)

Specialné pro a = 0 vyplyva, ze sttedni hodnota konstanty b je rovna této
konstanté.
Stanovme rozptyl var(aX + b). Podle definice rozptylu je

var(aX +8) = B[[aX +b—aB(X) ~ 8] = B[ [x - 5]

takze
var(aX + b) = a’*var(X), (10.4.9)

tzn. rozptyl aX + b nezavisi na konstanté b. Specialné, rozptyl konstanty b,
var(b) = 0.
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10.5 Piiklady

10.5.1

Stanovme rozptyly ndhodnych velicin X uvazovanych v prikl. 9.3.1 a 9.3.2.
Pro diskrétni rovnomeérné rozdéleni je

M-1
1 1 M(M—1)(2M —1)
/ X — 2_ -
Ha(X) 2 M T M 6 ’
takze
M—-1)2M —1 M-1)?% M?-1
) - =DM =Y (r—1p |
6 4 12
Pro degenerované rozdéleni je u/(X) = p",r = 1,2,... a centraln{ mo-
menty

pr(X) =E[(X —p)]=(p—p)P(X=p)=0r=12,...

Tudiz i var(X) = 0.

10.5.2

Stanovmeé rozptyly ndhodnych velicin X uvazovanych v piikl. 10.5.1 a 10.5.2.
Pro rovnomeérné rozdéleni

Lot (n+h)* = (n—=h)? h?
! X = — 2d —= = 2 e
1o (X) Qh/uhxx o7 Ho
takze
2 h2
var(X) = pp(X) — p -3

Ma-li velicina X Cauchyovo rozdéleni, existuje r-ty obecny moment

1 [ Ax”
/ x e e
e (X) W/_oo)\2+(x—19)2d$

jen pro r = 0. Tudiz rozptyl var(X) pro toto rozdéleni neexistuje.
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10.6 Charakteristicka funkce

Jednim z prostredku, jak nalézt momenty nahodné veliciny X, je urc¢it jeji
charakteristickou funkci. Charakteristicka funkce je dulezitym néstrojem pii
studiu vlastnosti rozdéleni nahodnych veli¢in vubec, napt. pii feSeni asympto-
tickych 1loh (funkce velkého poctu ndhodnych veli¢in) nebo pii studiu roz-
déleni linearnich funkei.

Charakteristickd funkce 1 x(t) ndhodné veliciny X (nebo piislusného roz-
déleni) je definovana vyrazem

Vx(t) = Ble"Y], (10.6.1)
kde i = (—1)2 at je realng proménna.
Je tedy
Yx(t) =) e P(X =) (10.6.2)
pro ndhodnou veli¢inu s diskrétnim rozdélenim a
Ux(t) = / e f(x) dx (10.6.3)

pro ndhodnou veli¢inu X se spojitym rozdélenim.
Obdobné je momentovd vytvorugici funkce Mx (t) definovana vyrazem

Mx(t) = E[e"™]. (10.6.4)

V bodé t = 0 ma charakteristickd funkce hodnotu 1. Protoze plati

| = | costx +isintz| =1,
je |¥x(t)] < 1. Charakteristickd funkce 1x(t) tedy existuje pro kazdou
nahodnou velicinu X a pro vSechna redlna ¢. Pro momentovou vytvorujici
funkci Mx (t) to obecné neplati.

Moznost stanoveni obecnych momentu ndhodné veliciny X pomoci cha-
rakteristické funkce vyplyva z této véty:

Jestlize existuje prunich n obecngjch momentu p,.(X),r = 1,...,n ndhodné

veliciny X, md jeji charakteristickd funkce ¥ x(t) pronich n derivaci a plati

d’ s ! o
x| _ =rmX), r=1...n (10.6.5)
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Dale plati

x(t) = (i:!)rur(X ) + Za(2), (10.6.6)
kde
lim Z;;Et) 0. (10.6.7)

Dukaz viz [23], str. 266 — 267. Dukaz je zalozen na zaméné pofadi
derivovani a integrovani, takze
d" . o . .
@E [eltX:| — F [%eltX‘| — irE[eltX} ]
Pro t = 0 pak dostdvame vztah (10.6.5).
Uvazujme nyni ndhodnou velicinu Y = a X + b, kde a a b jsou realna ¢isla
a X je ndhodnd velicina. Charakteristickd funkce ¢y (t) veli¢iny Y je rovna

wY(t) — E[eitY} _ E[e[it(aX-i-b)]]

takze
by (t) = iy (at). (10.6.8)

Zname-li rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné veliciny X, umime urcit
charakteristickou funkci ¥ x(t) této ndhodné veli¢iny. Vznikd otézka, zda je
mozny obréceny postup, totiz ze znalosti ¢ x (t) stanovit rozdéleni pravdépo-
dobnosti ndhodné veliciny X. Plati tato véta:

Jestlize 1V x (t) je charakteristickd funkce, kterd odpovidd distribucni funkci
F(z) a jsou-li z1 a x9, 11 < 9, body spojitosti distribucni funkce F(x), pak
plati

1 00 e—itxl _ e—itacz e—itazl _ e—ita:g

Flay) — Flz)) = — e e e T

(22 = Fan) = o [ [ o
(10.6.9)

Odtud vyplyva jednoznacna korespondence mezi charakteristickou funkei
a distribu¢ni funkei.

Dukaz viz [23], str. 272.
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Maji-li tedy nahodné veli¢iny stejné rozdéleni, maji tutéz charakteristic-
kou funkci. Naopak veliciny se stejnou charakteristickou funkci maji totéz
rozdéleni pravdépodobnosti; jeho distribu¢ni funkce se uréi pomoci vztahu
(10.6.9). Nakonec uvedeme jesté limitni vétu pro charakteristické funkce:

Meéjme posloupnost distribucnich funkei Fy(x), Fa(x), ... a jim odpovidaji-
ci posloupnost charakteristickych funkci 1 (t),v¥a(t),. ... Posloupnost Fy(z),
Fy(x), ... konverguje k urcité distribucni funkci F(x) ve vSech bodech spoji-
tosti funkce F(x) tehdy a jen tehdy, kdyz posloupnost odpovidagjicich charak-
teristickych funkci 1y (t),19(t), . .. konverguje pro vsechna t k néjaké funkci
W(t), kterd je spojitd v bodé t = 0. Limitni funkce 1 (t) je pak charakteristickd
funkce odpovidagici distribucni funkci F(x) a posloupnost i, (t),s(t), . .. kon-
verquje k1 (t) stejnomérné v kazdém konecném intervalu.

Dukaz viz [23], str. 276.

Této limitni véty vyuzijeme v dalSich kapitolach pti hledani limitnich
rozdéleni pravdépodobnosti.

10.7 Piiklady

10.7.1

Néhodna velicina X majici degenerované rozdéleni uvazované v prikl. 9.3.2
ma charakteristickou funkci

Ux(t) =™ (10.7.1)

10.7.2

Charakteristickd funkce nahodné veliciny X majici rovnomérné rozdéleni
(9.5.1) (struénéji se téz fika: charakteristicka funkce rovnomérného rozdéleni)
je rovna

1 pu+h

1) = — 1trd — = [it(uth) _ Lit(u—h) )
vxh =35 /M e = gl ]
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10.8 Kvantily

Dalsi dulezitou charakteristikou nahodné veli¢iny X jsou kvantily.
100P% kvantilem (nebo téz P-kvantilem) ndhodné veliciny X (nebo piislusného
rozdéleni) nazveme ¢islo xp takové, ze pro dané P,0 < P < 1, plati

F(zp) <P, F(zp+0)>P. (10.8.1)

Témito podminkami neni obecné 100P% kvantil jednoznaéné urcen, ne-
bot muze existovat ohranieny interval hodnot zp splitujicich podminky
(10.8.1).

Ma-li velicina X spojité rozdéleni, plati pro xp vztah
F(zp)=P. (10.8.2)

Pro distribu¢ni funkce spojité a rostouci ve vsech z € R jsou vSechny
kvantily jednoznac¢né urceny.
Néekteré kvantily maji specidlni nazvy:

Zo,5 medidn,

Z0,25 dolni kvartil,
Zo,75 horni kvartil,
Tr0, k=1,...,9, k-ty decil,
Trj00, k=1,...,99 k-ty percentil.

Rozdil zg 75 — 20 25 se nazyva mezikvartilové rozpéti (nebo mezikvartilovd
odchylka).

10.9 Piiklady

10.9.1

Necht ndhodn4 veli¢ina mé pravdépodobnostni funkci

1 1,2 6
e r=1,4,...,0
6

0, jinak.

Stredni hodnota této veliciny
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Podle definice (10.8.1) je medidn x5 kazdé ¢islo z intervalu (3;4), nebot
pro tato z je P(X <z)=0,5a P(X <x+0) >0,5.
10.9.2

Jak jsme ukazali v ptikl. 10.3.2, neexistuje stfedni hodnota Cauchyova rozdéleni
(7?). Kvantily tohoto rozdéleni vsak existuji; zp se urci ze vztahu

pr—e

1
— 4 arctg =P,

2

takze ]
xp:9+)\tg[7r(P—§)}, 0<P<L1

Specialné median x5 = 6.

10.10 Charakteristiky polohy a variability

Zékladnimi charakteristikami popisujicimi rozdéleni pravdépodobnosti na-
hodné veli¢iny X jsou charakteristiky polohy a charakteristiky variability.

Ma-li ndhodnd veli¢ina X distribuéni funkci F(x), pak ndhodné veli¢ina
X5 = X;1+bmé distribuc¢ni funkei P(Xy < z) = P(X; < xz—0b) = F(z—b), tj.
graf distribuéni funkce P(X5 < x) ndhodné veli¢iny X, ziskdme posunutim
grafu distribuéni funkce P(X;) < z ndhodné veliciny X; o hodnotu b (viz
obr. 3).

Rikdme, ze rozdeéleni téchto dvou ndhodnych velicin se od sebe lisi jen
polohou. Ve shodé s tim nazyvame charakteristikou polohy takovou charak-
teristiku &, pro niz plati

E(X +b) =E(X) +b. (10.10.1)

Tuto vlastnost mé napf. stfedni hodnota E(X) nebo kvantil xp,0 < P < 1.
Dalsi charakteristikou polohy je modus Z.
Ma&-li velicina X diskrétni rozdéleni, je & bod, pro ktery plati

PX=3)>P(X=u1;), j=12.... (10.10.2)
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F(x)

1

P(X, =x) P(X,= x)

Obr. 3: Distribuéni funkce dvou rozdéleni lisicich se polohou

Ma-li velicina X spojité rozdéleni s hustotou pravdépodobnosti f(z), je
Z bod, pro ktery plati

f(@) > f(x),—00 < x < 0. (10.10.3)

Je vidét, ze modus, obdobné jako kvantil, neni jednoznac¢né urcen.
Charakteristikou variability nazyvame takovou charakteristiku 7, pro niz

plati
n(aX +b) = a*n(X) (10.10.4)

nebo
n(aX +b) = |a|n(X) (10.10.5)

Je vidét, ze zménou polohy zustava charakteristika variability nezménéna,
nebot n(X +b) = n(X).

Nejuzivanéjsi charakteristiky variability jsou rozptyl var(X) a smérodatna
odchylka [var(X)]?.

Charakteristikou variability je téz mezikvartilové rozpéti x 75 — o 25 nebo
mezidecilové Tozpéti xgg9 — xo1 €1 mezipercentilové rozpéti xo g9 — To01-

Nekdy se téz jako charakteristika variability pouziva

E(IX — ), (10.10.6)
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kde za 1 se voli bud’ stfedn{ hodnota E(X), nebo medidn zg 5. Charakteristika
(10.10.6) se nazyva stredni odchylka (téz prumérnd nebo absolutni odchylka).

10.11 Charakteristiky sikmosti a Spicatosti

Dalsi dulezita tiida charakteristik se tyka symetrie ¢i asymetrie rozdéleni
nahodné veliciny X. Od charakteristiky sikmosti 7X se pozaduje, aby:
— pro symetrické rozdéleni bylo 7(X) = 0;
— pro rozdéleni protdhlejsi sméren napravo nez smérem nalevo (viz obr.
2) bylo 7(X) > 0 a naopak pro rozdéleni protahlejsi smérem nalevo nez
napravo (viz obr. 4) bylo 7(X) < 0;
— platilo

T(aX +b) =7(X),a #0. (10.11.1)

f(x)

Obr. 4: Rozdéleni s 7(X) < 0

Nejcastéji pouzivanou charakteristikou Sikmosti je koeficient sikmosti

a5 () = —18X) (10.11.2)

[Var(X )}

(NI
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Jelikoz pz(aX +b) = E[[aX—i—b— aEB(X)— b}g] = a®u3(X) a var(aX +
b) = a’*varX, plati (10.11.1).
Jinou charakteristikou Sikmosti je charakteristika

— — — -2
(%,75 xo,s) (950,5 $0,25) _ Zo,75 T 0,25 Zo,5 (10_11'3)
($0,75 - $0,5) + (%,5 - 1’0,25) Zo,75 — L0,25

zalozend na medidanu a kvartilech.
Jako charakteristiky Spicatosti (¢i plochosti) se pouzivéa charakteristiky

ay(X) = % ~3, (10.11.4)

ktera se nazyva koeficient spicatosti.

Pro normalni rozdéleni (viz ¢lének 18) je ay(X) rovno nule.

Ma-1i velicina X symetrické rozdéleni a je-li ay(X) > 0 [aq(X) < 0],
znamend to, ze na svych koncich je pravdépodobnosti funkce P(X = x)
nebo hustota pravdépodobnosti f(x) této veliciny X vétsi [mensi] nez hus-
tota pravdépodobnosti normalniho rozdéleni se stejnou stiedni hodnotou a
stejnym rozptylem.

Protoze p4(aX +b) = E{[aX +b— aE(X) — b]*} = a*us(X), plati

ag(aX +b) = ay(X),a # 0. (10.11.5)

Charakteristiky a4(X) se pouziva i pro nesymetricka rozdéleni.

10.12 Piiklady

10.12.1

Uvazujme rovnomérné rozdéleni (9.5.1). Protoze E(X) = u, plati pro r-ty
centralni moment.

1 [u+h 1 [t
MT(X)Zﬁ/Mh (& —p)dz = o : y" dy,
t.
wr(x) = 0, r=13,...,

= r=24....
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Tudiz Oéd(X) =0a Oé4(X) = —g

Z prikladu 9.5.1 a ze vztahu (10.8.2) vyplyva, ze 100P% kvantil
xp=p+h(2P—-1),0< P <1.
Charakteristika (10.11.3) nabyva hodnoty

(+0,5h) + (1= 0.5h) =21 _

coz je v souladu s tim, ze rovnomérné rozdéleni je symetrické.

10.12.2

Je-li rozdéleni nahodné veliciny X symetrické, je us(X) a tudiz i az(X) je
rovno nule. Na druhé strané, je-li a3(X) = 0, nemusi byt rozdéleni syme-
trické. Napr. nabyva-li velicina X hodnot —2,1 a 3 s pravdépodobnostmi
P(X:—2):§,P(X:1):%aP(X:?)):%,je

4 1 3
EX)=——+-+-—=
o A RETI

! 16 1 27
X:—— _ _—=
p3(X) sttt =0

takze a3(X) = 0, ackoliv rozdéleni je asymetrické.

10.13 Symetrické rozdéleni

V predchozim odstavci jsme nékolikrat hovorili o symetrickém rozdéleni. Roz-
vedeme nyni ponékud tento pojem.

Rekneme, ze ndhodnd velicina X mé spojité rozdéleni symetrické podle
bodu pi, jestlize pro jeji hustotu pravdépodobnosti f(x) plati

flu—x)=f(p+z), —o0<ux<o0, (10.13.1)

neboli
flz)=fRu—=1z), —oco<z<o (10.13.2)
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Pro distribuéni funkci F'(z) pak plati

F(x):l—/:of(v)dv:1—me(2u—v)dv:1—/2u_xf(t)dt,

—00

takze
Flz)=1-FQ2u—x), —oo<x< 0. (10.13.3)

Pro kvantil zp plati
P=F(zp)=1—-FQ2u—zp), 0<P <1,
a ze vztahu F(2u — xp) = 1 — P vyplyva, ze 2u — xp = x1_p, takze
xi_p=2u—xp, 0<P<I1. (10.13.4)
Odtud pro P = 0,5 vyplyva, Ze medidn x¢5 = L.
Pro stfedni hodnotu F(X) plati

E(X):/_fo(fv)dxz/:xf@u—x)dxZ/_Z(Zu—y)f(y)dyz

=2p— E(X),

takze
E(X) = pu. (10.13.5)

Pro r-ty centralni moment je

(X)) :/N (:c—u)’”f(:z:)d:t:—f—/oo(a:—u)’"f(:c)dx,r: 1,2,....

Avsak i
[ @nrf@ae = 1 [ (en=o) - s - do -
= / y) dy,
takze M

w(X) = 0, r=1,3,..., (10.13.6)
= 2/ (x —p)' f(x)dx, r=2/4,....
o
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Obdobné tekneme, ze nahodné velicina X ma diskrétni rozdéleni symet-
rické podle bodu p, jestlize pro jeji pravdépodobnosti funkci P(X = z) plati
P(X=2)=P(X =2u—1),—00 < x < o0. (10.13.7)

Takovato ndhodnd velicina X mé sttedni hodnotu E(X) = p a vSechny
liché centralni momenty rovny nule.

10.14 Ulohy

10.14.1

Stanovte stfedni hodnotu a rozptyl ndhodné veliciny X, kterd ma hustotu
pravdépodobnosti

fl) = X 2>0,)A>0,
= 0, jinak.

10.14.2

Stanovte kvantil xp ndhodné veliciny X, ktera ma hustotu pravdépodobnosti

flz) = 2(1—2), 0<X <1,
= 0, jinak.

[tp=1-vV1-P,0<P<1]

10.14.3

Stanovte hodnotu charakteristiky (10.11.3) pro Cauchyovo rozdéleni (9.5.3).
[0.]

10.14.4

Urcete, zda ndhodna velicina X, jiz prislusi pravdépodobnostni funkce
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pro:
a) x =—2,—1,0,1,2,3,
b)a=—2,-1,0,1,3,4,

mé& symetrické rozdéleni. [a) M&; b) nema.]

10.14.5

Necht ndhodnd veli¢ina X m4 spojité rozdéleni symetrické podle bodu .
Necht F'(z) je distribuén{ funkce této veliciny. Ukazte, ze plati

P(|X —p| #2)=2F(x+p) — 1,2 > 0.
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Kapitola 11

Nahodny vektor

11.1

Dosud jsme uvazovali piipady, kdy vysledek ndhodného pokusu je vyjadien
redlnym ¢islem (nebo kdy vysledku kvalitativniho charakteru prifadime reél-
né éslo). Casto je viak vysledkem pokusu n-tice redlnych éfsel; napf. u vzorku
oceli méifme obsah n chemickych prvku nebo zjistujeme obsah uhliku a
pevnost tohoto vzorku atd. Jindy zase méfime n rozméru vyrobku nebo
zjistujeme soucasné teplotu a tlak apod.

Je tedy zapotiebi zabyvat se téz situacemi, kdy uvazujeme n ndhodnych
velicin X, ..., X,. n-tici ndhodnych veli¢in ozna¢ime X = (Xy,...,X,) a
nazveme ji nahodny vektor nebo téz n-rozmérnd ndhodnd veli¢ina.

Je-li dan vztah mezi podmnozinami n-rozmérného euklidovského pro-
storu R™ a jejich pravdépodobnostmi, fikdme, ze je dano sdruzené rozdélent
pravdépodobnosti velicin X4, ..., X,,.

11.2 Distribuc¢ni funkce

Distribucni funkei ndhodného vektoru X = (Xi,...,X,) nazveme redlnou
funkci F'(zy,...,x, definovanou pro kazdou n-tici redlnych éisel xq,. .., x,
vztahem

F(xy,...,z,) = P(X5 <x1,..., X, <zp). (11.2.1)

Ptitom pravdépodobnost na pravé strané (11.2.1) znaé¢i pravdépodobnost
pruniku nahodnych jeva X; < z;, j =1,...,n takze F(z1,...,z,) vyjadiuje
pravdépodobnost, ze velicina X; nabude hodnoty mensi nebo rovné x; a

33
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soucasné X, nabude hodnoty mensi nebo rovné o, ... a soucasné X,, nabude
hodnoty mensi nebo rovné z,,. Misto o distribu¢ni funkci ndhodného vektoru
X se téz hovoti o sdruzené distribucni funkci nahodnych velicin X1, ..., X,.
Distribu¢ni funkce nahodného vektoru X méa obdobné vlastnosti jako dis-
tribucni funkce ndhodné veliciny X:

(a) 0 < F(xq,...,2,) <1 pro kazdou n-tici redlnych ¢isel z1, ..., x,.
(b) F(xy,...,x, je neklesajici funkce kazdé své proménné.
(¢) img, o F(z1,...,20) = F(21,...,2j_1,—00,Tj41,...,2, = 0 pro
kazdé j =1,...,n alim,, o F'(21,...,2,) = F(00,...,00) = 1.
(d) F(z1,...,x,) je zprava spojitda v kazdé své proménné.
X5
b,
a,
0 a b X

Obr. 5: Oblast pro vypocet pravdépodobnosti P(a; < X7 < by, a9 < Xo < by)

Uvazujme nyni dvourozmérnou nahodnou velicinu X = (X, X»)" a sta-
novime pravdépodobnost

P(a1<X1§bl,a2<X2§b2), —oo<a1<b1<oo, —OO<CL2<bQ<OO,

tj. — v geometrické interpretaci — pravdépodobnost, ze ndhodny bod (X7, X5)
je v obdélniku vymezeném nerovnostmi a; < x7 < by, ay < x93 < by (viz
obr. 5).
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Tato pravdépodobnost je rovna

P(X; <b1, X5 <by) — P(X; <by, Xo < ag)—
— P(Xy <ay, Xo <by)+ P(X; <ay, Xs < ay),

takze

P(al < X1 S bl,ag < X2 < b2) = F(bl,bg)—F(bl,aQ)—F(al,b2)+F(a1,a2).
(11.2.2)

11.3 Rozdéleni diskrétniho a spojitého typu

Néhodny vektor X = (X7,..., X,,) ma rozdéleni diskrétniho typu, existuje-li
konecnd nebo spocetnd mnozina n-tic realnych ¢isel zq, .. ., x, takova, ze pro
kazdy prvek této mnoziny je pravdépodobnost P(X; = z1,..., X, = z,) > 0
a soucet pravdépodobnosti pro vSechny prvky této mnoziny je roven jedné,

DN PXy=m,. . Xy =1,) =1 (11.3.1)

Funkce P(X; = z1,...,X, = x,) se nazyva pravdépodobnostni funkce
ndhodného vektoru X nebo sdruZend pravdépodobnostni funkce ndhodnijch
velicin Xy, ..., X,.

Distribué¢ni funkce je

Flry,...,z)= Y ... Y PXi=t,... X, =t,) (11.3.2)

t1<x1 tn<zn

Néhodny vektor X = (X7, ..., X,,) ma rozdélend spojitého typu, existuje-
li nezdporna realna funkce f(xq,...,x,) takova, ze pro vSechna realna z, . . .,
T, plati

x] Tn

Funkce f(zi,...,x,) se nazyva hustota pravdépodobnosti (strucnéji hus-
tota) nahodného vektoru X nebo sdruzend hustota pravdépodobnosti ndhod-
nych velicin Xy, ..., X,.
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V bodech, kde existuje derivace, plati

O"F(xq,...,z,

flor, ... 2,) = Oz ... 0,

(11.3.4)
Dale plati
P(a1<X1§b1,.. an<X <b

b1 bn
/ flzy,...,x,)day ... dz,, (11.3.5)

prokaidé—oo<aj<bj<oo,j:1,...,na

/ / flzy,...,xn)dey ... doy,, = 1. (11.3.6)

Obdobné jako v (9.4.3) nezélezi na tom, zda v (11.3.5) uvazujeme nerov-
nost < nebo <.

11.4 Piiklady

11.4.1

Ma-li X = (X3, X3) rozdéleni diskrétniho typu, lze hodnoty, jichz nabyva,
a sdruzené pravdépodobnosti P(X; = x1, Xo = z3) pro tyto hodnoty zapsat
do dvourozmérné tabulky. Ukazme to na prikladé, kdy uvazujeme Sest dvojic
hodnot (0;0), (0;1), (0;2), (1;0), (1;1), (1;2). V nésledujici tabulce jsou uve-
deny hodnoty pravdépodobnosti P(X; = x1, Xy = z3) a jejich fadkové a
sloupcové soucty.

Tog =
0 1 2 P(Xl = 1‘1)
1 =20 0,42 0,12 0,06 0,6
1 1028 0,08 0,04 0,04
P(XQ = IEQ) 0,7 0,2 0,1 1

Odtud snadno uréime hodnoty distribuéni funkce F'(xy,z3) pro dané
(x1,z2). Napf.

F(1,1)=P(X; <1, Xo<1)=0,4240,12+ 0,28+ 0,08 = 0, 9.
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11.4.2
Necht ndhodny vektor X = (X7, X3) =" m4 hustotu pravdépodobnosti

flry,zg) = e 1y > 0,29 >0, (11.4.1)
= 0, jinak.

Distribuéni funkce
F(xy,29) = / / e dy;dyy = (1—e ™) (1 —e ™), 21 > 0,25 > 0,
o Jo
= 0, jinak.

Stanovme nyni pravdépodobnost P(X; > x1, Xo > x3) pro x; > 0,29 > 0.
Z (11.2.2) vyplyva, ze

P($1<X1<OO,(E2<X2<OO):
= F(00,00) — F(00,22) — F(x1,00) + F(21, 22) =
=1-(1-e™)—(1-e")+(1-e)(1-e"™)=

=e 7 1y >0,29 > 0.

11.4.3
Necht ndhodny vektor X = (X7, X3) =" m4 hustotu pravdépodobnosti

f(.fl?l,l'g) = X1+ Za, O<£L’1<1,O<l’2<1,
= 0, jinak.

Distribucni funkce

F(xy, 29)=0, 27 <0 nebo z3<0
- [ [/ (0 + ydnafat = PEEER) o<1 v <<
0 0
1 T
! 1
= / |:/ t1—|—t2)dt1:|dt2 %, O<m < 1, Ty > 1,
0 0
1
1
= / |:/ t1—|—t2)dt2:|dt1 :%, T > 1, 0< o < 1,
0

.1'1>1 $221
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11.5 Marginalni rozdéleni

Uvazujme dvourozmérnou ndhodnou velicinu X = (X, Xy) ='. Kromé sdruzeného
rozdéleni velicin X; a X, nas zajimaji rozdéleni jednotlivych ndhodnych
velicin X; a Xs. Tato rozdéleni se nazyvaji margindlni.
Je-li F(x1,25) sdruzena distribucni funkce velicin Xy, Xo, je margindini
distribucni funkce Fy(z1) veliciny X; ddna vyrazem
Fl(ZL‘l) = P(Xl S ZEl) = lim P(X1 S ZL‘hXQ S IL‘Q) = (1151)
To—00
= lim F(xy,29) = F(21,00), —o0 <z < 00.
T2—00
Obdobné pro marginalni distribuéni funkci Fy(z5) veliciny X, plati
Fy(x9) = F(00,22), —00 < 3 < 00. (11.5.2)

Ma-li X = (X3, Xy)' rozdéleni diskrétniho typu a je-li P(X; = z1, Xp =
xg) sdruzend pravdépodobnostni funkce veli¢in X7, X5, jsou marginalni prav-
dépodobnostni funkce veli¢iny X7, prip. veliciny Xy, dany vyrazy

P(Xi=x) = ZP(XI = 11, Xo = Ty), (11.5.3)
)
prip.
P(Xy =x,) = ZP(X1 = x1, Xy = 7). (11.5.4)
1

Je-li f(z1, x9) hustota pravdépodobnosti ndhodného vektoru X = (X7, Xs)',
plati pro margindlni hustoty veliciny X, ptip. veliciny Xo,

filzy) = / flz,x9) dag, —o00 < z1 < 00, (11.5.5)

prip.
fg(l‘g)/ f(l’l,l’z) d%l, —00 < Ty < O0. (1156)
V piipadé ndhodného vektoru X = (Xq,...,X,,) o n > 3 slozkdch nas
zajimaji margindlni rozdéleni velicin X;,...,X;,1 < k < n, kde J =
{j1,---,Jr} je podmnozina mnoziny {1,...,n}. Napf. pro X = (X1, X, X3,
X4)" nds mohou zajimat marginalni rozdéleni veli¢cin Xj;,j = 1,...,4 nebo

sdruzené marginédlni rozdéleni velicin X7, X4 nebo velicin X5, X3, Xy apod.
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Je-li F(xy,...,2,) sdruzend distribuéni funkce velicin Xy,..., X, do-
staneme sdruzenou margindlni distribuéni funkei Fj,_j, (2, ..., x;,) veli¢in
X, ..., X, tak, ze vSechna z; pro j ¢ J nahradime co. Napf.

Fi(z1) = F(z1,00,...,00)

nebo
Fl,n(xlyl'n) = F(.’L‘l, o0, ..., 00, .Z'n)
Margindlni sdruzenou hustotu pravdépodobnosti fj, . ;. (%, ..., x;,) veli-
¢in Xj,,...,X,, dostaneme tak, ze f(z1,...,z,) integrujeme pfes proménné

x; pro vsechna j ¢ J. Napf.

fl(xl):/Z.../Zf(xl,...,xn)dxg...dxn
fl,n(xl,xn):/Z.../Zf(xl,...,xn)dxg... d2p_1.

Obdobné sdruzenou margindlni pravdépodobnostni funkci

nebo

P(le +xj17"’7Xjk = Tjp,

dostaneme tak, ze P(X; = z1,...,X,, = z, seCteme pfes proménné z;
pro vSechna j ¢ J. Napt.

Xl—xl Z ZPXl—[Eh...,X l’)

nebo

P(X, =21, X, = x,) Z DY O P(Xy =y, Xy, = 1),

Tn—1

11.6 Priklady

11.6.1

Pro rozdéleni uvazované v ptikl. 11.4.1 jsou hodnoty marginalni pravde-
podobnostni funkce P(X; = x1), piip. P(Xs = z3) uvedeny v souc¢tovém
sloupci, prip. radku.



90 KAPITOLA 11. NAHODNY VEKTOR

11.6.2

Necht ndhodny vektor X = (X1, X5)" mé hustotu pravdépodobnosti (11.4.1).
Pak marginalni distribu¢ni funkce F(x1) a Fy(xy) velicin X; a Xs jsou dany
vyrazy

Fl(xl):F(xl,oo) = 1—67:]:1, $1>0,
= 07 'T1§07

FQ(JZ‘Q) = F(OO,Z'Q) = 1- e*“, To > O,

= O, ) <0
Pro marginalni hustoty plati
dF’
fi(w) = / f(xy, 20) dxy = 1@ )—e_m7 x> 0,
dl’l
a
° dF
fa(wa) = / f(xy,29) doy = 2(e2) =e ", x>0,
0 dl’g
= 0, i) S 0.
11.6.3

Necht ndhodny vektor X = (X7, X5)" md hustotu pravdépodobnosti (?7).
Pak marginalni hustoty

2
= 0, jinak,

1
1
f1<$1) = /(.’L’l—FSL’g)dLUQISCl—i——, 0<z <1,
0

1
fg(ZBQ) = l'1+932 dl‘l—IE1—|—§ 0< o <1,
0
= 0, jinak.
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11.7 Charakteristiky

Obdobné jako v ptipadé ndhodné veliciny X nas zajimaji ¢iselné charakte-
ristiky, které shrnuji informaci o pravdépodobnostnim chovani ndhodného
vektoru X = (Xy,...,X,)"

Uvazujme funkci h(X7, ..., X,) ndhodnych veli¢in X, ..., X,. Definujme
stredni hodnotu této funkce (pokud stfedni hodnota existuje) vyrazem

E[h(Xl, Z Zhl‘l,.. (Xl—[l','l,... Xn:xn)

(11.7.1)
pro ndhodny vektor X s diskrétnim rozdélenim a

E[h(Xl,...,Xn)] :/_OO.../_OO My, ... zn) f(z1,. .., 2n)dey ... doy

(11.7.2)
pro ndhodny vektor X se spojitym rozdélenim.
Polozime-li (X1, ..., X,) = X7, dostdvame v pifpadé diskrétniho rozde-
leni

E(X]T) = Z ZZZ Zxrle—xl,...,X =2,) =

Tj—1 Tj Tj41

IZ [Z 3y ZPXl_ml,...,X =2,)] =

Tj—1Tj41

= ZIEP(Xj = z;),

kde P(X; = z;) je margindln{ pravdépodobnostni funkce veliciny X;. Vysled-
ny vyraz je vzhledem k (10.4.3) r-ty obecny moment veli¢iny X ;. Podobné
to plati v pripadé spojitého rozdéleni vektoru X.

Pomoci (11.7.1) nebo (11.7.2) muzeme tedy urcit obecné a centralni mo-
menty, piipadné jiné charakteristiky (napf. smérodatné odchylky, koefici-
enty sikmosti a Spicatosti) margindlnich rozdéleni velicin X;,j = 1,...,n
Nejuzivanéjsi charakteristiky ndhodnych velicin X1, . .., X, jsou jejich stfedni
hodnoty E(X3),..., E(X,) a rozptyly var(X,),...,var(X,).

Vektor (E(X1),... ,E(Xn))/ stfednich hodnot veli¢in X7, ..., X, se nazyva
stredni hodnota nahodného vektoru X = (Xq,...,X,).

Kromé charakteristik jednotlivych ndhodnych veli¢in X;,j =1,...,n nas
zajimaji charakteristiky dvourozmeérnych ndhodnych velicin (X, X;)’,1 <
jg<l<n.
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Z nich pak ptedevsim charakteristika zvana kovariance ndahodnijch veli¢in
X, a Xj, definovand vyrazem

cov(X;, X)) = B[[X; — E(X))|[ X, — E(X))]], 4l=1,...,n. (11.7.3)

Oznacime-li

oi=cov(X;, X;), jl=1,....n, (11.7.4)
muzeme sestavit matici
011, 012y, ..., O1n
no |7 7 O (11.7.5)
Only, Op2, ..., Onn

ktera se nazyva kovariancéni matice (nékdy téz variancni matice) ndahodného
vektoru X = (Xy,...,X,)".

Matice 3 je typu (n,n) a je symetrickd, nebot vzhledem k definici eqre-
feq:11.7.3 plati cov(X;, X;) = cov(X, Xj), j7,l=1,...,n. Prol=7jje

cov(X;, X;) = E[[Xj - E(Xj)ﬂ —var(X;), j=1,...,n, (1L.7.6)

takze diagondlni prvky matice > jsou rozptyly velicin Xy, ..., X,.
Z (11.7.3), z vlastnosti souctu a integralu a z (10.4.8) vyplyvéd, ze

cov(X;, X)) = B[ X; X, — X;E(X)) — X\E(X;) + E(X;)E(X))] =
= E(X; X)) - BE(X)E(X;) — BE(X;)E(X) + E(X;)E(X),
takze cov(Xj, X)) se dd téz vyjadiit ve tvaru
cov(X;, X)) = B(X; X)) — B(X;))E(X)),j, l=1,....n; (11.7.7)

pro j = [ dostavame jiz znamy vztah (10.4.7).
Pro var(X;) > 0,var(X;) > 0 se charakteristika

cov(X;, X))
[var(X;)var(X;)] 3

p(X;, X)) = j,l=1,...,n, (11.7.8)

nazyva koeficient korelace nahodnych velicin X; a X;. Této charakteristiky
se pouziva jako miry linedrni zavislosti velicin X; a X;. Je-li

Xl = an+b,
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kde a a b jsou realna cisla, a # 0, je
cov(X;, X)) = E“Xj — B(X;)][aX; +b— E(aX; + b)H = avar(Xj),

takze
avar(X;)
[a? var(X;)] :

Koeficient korelace nabyva hodnot —1 < p(X;, X;) <1 (viz piikl. 11.9.4).
Je-li cov(X;, X)) = 0 [takze p(X;, X;) = 0], itkdme, ze ndhodné veliciny X;
a X jsou nekorelované.

Sestavime-li koeficienty korelace p(X;, X;),7,l =1,...,n, do matice, do-
stavame symetrickou matici typu (n,n) s diagondlnimi prvky rovnymi 1,
nebot p(X;, X)) = p(X1, X;), j.l=1,....,n a p(X;,X;) =1, j=1,...,n.
Tato matice se nazyva korelacni matice nahodného vektoru X = (Xy, ..., X,)".
Plati-li p(X;, X;) = 0 pro v8echna j,l = 1,...,n,j # [, tj. jsou-li viechny
veliciny X, ..., X,, nekorelované, je korela¢ni matice jednotkovou matici.

Uvazujme jesté funkci

1, je- i a >0,
p(X;, Xi) = = {

~1,  jeli a<0.

h(Xl, ce ,Xn) = Zanj + b,
j=1

kde ay, ..., ay,,bjsouredlna cisla. Z (11.7.1), (11.7.2) a z definice margindlnich

rozdéleni velicin X, ..., X, vyplyva, ze
E( Y a;X;+0) = Y a;B(X;) +b. (11.7.9)
j=1 j=1

Ukazme to na piipadé dvourozmérné ndhodné veliciny (X7, X5)' majici
sdruzenou hustotu pravdépodobnosti f(x1,xs). Plati

E(a1X1 + CLQXQ + b) = / / (CL1I1 “+ agx9 + b)f(l’l, .7}2) dl’l dl’g =

= ay /Oo T |:/Oo f(l’l,l‘g) d$2:| dl’l + a9 /oo T |:/'OO f(l'l,xg) dZL‘1:| dZL‘2+

+b/ / f(Xl,ZL‘Q) dl‘l dl’g =

=a1/ $1f1($1)d$1+a2/ To fo(ze) dzo+b = a1 E(X1) +as E(X3) +b.

o0 —0o0
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Specidlnim piipadem vztahu (11.7.9) je vztah (10.4.8) pron = 1, X; = X,
a; = a nebo odvozovani vztahu (11.7.7), kde n = 3, X; = X,;X;, a; = 1,
X2 = Xj, Ao = —E(XJ), X3 = Xl, as — —E(Xl>, b = E(XJ)E<X1) Dale

uvazujme funkci

[Zajx E(X ] Zza]alx E(X,)] [X — B(X)].

Stredn{ hodnota E[h(X1,...,X,)] je rovna rozptylu Var[zg;l(anj + b)} :

Tudiz .
var[Z(a]X +b) } Z Za]al cov(X;, X)). (11.7.10)
j=1 j=1 1=1
Pron =2 je

var(a; X1 +as Xo+b) = af var(X;)+a3 var(Xy)+2a1a; cov(Xy, 5). (11.7.11)

Jsou-li veliciny X, X; nekorelované pro vsechna j,l =1,...,n,7 # 1, je
var[z a; X; +b) } Za var(X (11.7.12)
j=1

11.8 Charakteristicka funkce

Charakteristickd funkce 1x(t) ndhodného vektoru X = (Xq,...,X,)" je defi-
novana vyrazem

Ux(t) = E[exp (ithXj)} = E[exp(it'X)], (11.8.1)

kde i = (—1)% at=(ty,...,t,) je vektor n redlnych proménnych t,...,t,.
Tudiz

Z Zexp Z X)) P(Xi=a1,...,.Xn=2,) (11.8.2)

=1
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pro nahodny vektor X s diskrétnim rozdélenim a
Px(t) :/ / exp (ithXj) fz1,...,zy)dey ... dz,  (11.8.3)
—o0 —0o0 j=1

pro ndhodny vektor X se spojitym rozdélenim.

Charakteristickd funkce ¢x(t) ndhodného vektoru X mé obdobné vlast-
nosti jako charakteristickd funkce ndhodné veliciny X (viz odst. 10.6). Ze-
jména 1x(t) jednoznacné urcuje rozdéleni vektoru X.

Existuje-li stfedn{ hodnota E(X{'X3*... X!), plati

( ) 1 Hlritrat..+rn) ( )
E(X{P X2 . X)) = - Ux (t ,
1 <22 j(ritratotrn) 0;1 01 .. .8t(n7"n) t1=.. 0
(11.8.4)
napr.
1 02
E(X,; X)) = 5——ux(t
ti=...=t, =0
Charakteristicka funkce margindlniho rozdéleni velicin Xjq,..., X, ,1 <

k <mn,kde J ={j1,...,Jr} je podmnozina mnoziny {1,2,...,n}, se dostane
tak, ze v ¢x(t) polozime ¢; = 0 pro vSechna j ¢ J. Napf.

Yx, (t1) = ¢¥x(£1,0,...,0)

nebo
Ux, x, (1, tn) = ¥x(t1,0,...,0,t,).

11.9 Piiklady

11.9.1

Pro rozdéleni uvazované v ptikl. 11.4.1 je

E(X,)=0,4, E(X5)=0,2+2-0,1=0,4,
var(X;) = 0,4 —0,4* = 0,24, var(Xy)=0,2+4-0,1—-0,4>=0,44
cov(X1, X5) =0,084+2-0,04 —0,4-0,4=0,

takze p(X1, Xy) = 0, tj. veliciny X; a X, jsou nekorelované.
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11.9.2

Stanovme charakteristickou funkei vektoru X = (X7, X»)’, ktery ma hustotu
pravdépodobnosti 11.4.1. Tato charakteristicka funkce

wx(t) = / / eXp(itll'l + itgl'g — T — .1'2) d.ﬁl?l CL’L'Q = [(1 — th)(l — 1t2>] _1.
o O

Odtud charakteristické funkce marginalniho rozdéleni velicin X; a X,
jsou rovny

Ux, (t1) = ¥x(t1,0) = (L —ity) ™", ¥x,(t2) = ¥x(0,t5) = (1 —it) .

S vyuzitim vztahu (11.8.4) dostavame

Bx,) = L9vx®) _ 1 i —1
O R N O R YR R
1 9%y (t) 1 2i°
E(XIQ) = =3 2 =2 23 ; =2
! atl t1=to=0 ! (1 N ltl) (1 B th) t1=t2=0
takze
var(X;) =1
a obdobné
E(Xy) =1, var(Xy) =1
Dale
1 92 (t) 1 i’
E(X1Xs) = =5 =1
( 1 2) i2 atlat2 N 12 (1 _ it1)2(1 _ it2>2 s )
1=ta= 1=t2=
takze
cov(Xy,Xp) =1-12=0, p(Xy,X5) =0.
11.9.3

Necht ndhodny vektor X = (X7, X3)’ m4 hustotu pravdépodobnosti (11.4.1).
Stanovme stfedni hodnotu a rozptyl veliciny Y = h(X;, X5) = X; — Xo.
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S vyuzitim vysledku ptikl. 11.6.3 zjistime, ze

1 1 7 2 ' 2 1 )
BE(Xy) = Ty| T1+ 5 day = 12 E(X7) = i\ x1 + 3 day = 1
0 0

takze 5 49 11
Var(Xl) = E — m = m
Obdobné
B(X2) = -, var(Xp) = —
207 19 VAR T
Déle
1,1 1
E(XlXQ) = / / [L‘ll’g(l'l + ZL’Q) d[El d[L‘Q = g
o Jo
takze ) 19 )
X, Xy) = = —
cov(X, Xo) =3 -7 = T
Odtud
211 2 1
Xi = X,) = X, — X)) =24 2 2
B(X = X5) =0, var(Xy = Xo) = 9+ 70 = 5
11.94
Uvazujme vztah (11.7.11) pro a; = [var(Xl)]fé, as = :i:[var(Xg)}fé, b=0.
Pak

= 1+ 1 :|:2p(X1,X2) Z 0,

X1 n Xo
var
Vvar(Xy)  y/var(Xy)
nebot rozptyl je nezdporné ¢islo. Odtud vyplyvd, ze —1 < p(Xp, Xo) < 1.
11.10 Ulohy

11.10.1

Necht ndhodny vektor X = (X7, X5)" m4 pravdépodobnostn{ funkci

1
P<X1:$1,X2:JZ2) = 1—5<JZ1+ZE2+1), 1’1:0,1,27 £L‘2:0,17
= 0, jinak.
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Stanovte marginalni pravdépodobnostni funkce P(X; = z1) a P(Xy = x9).
Déle stanovte hodnotu p(X;, X3).

15

P(XQZxQ):wa ZEQZO, )

P(Xlzl‘l):M ZL‘1:O,172,
= 1

11.10.2
Necht ndhodny vektor X = (X1, X3, X3) mé hustotu pravdépodobnosti
f(z1, 0, 73) = Swimpzzexp(—ai — a5 —23), x; >0, j=1,2,3
= 0, jinak.

Stanovte marginalni hustoty pravdépodobnosti f;(x;) velicin X;,j =1,2,3.
Déle stanovte kovarianéni matici ¥ = (o), 7,0 =1,2,3.

fi(z;) = 2zjexp(—a3), ;> 0, 5 _ 4—1
=0, r; <0, j=1,2,3, oo

o O =
S = O
—_ o O

11.10.3

Ukazte, ze pro dvourozmérnou ndhodnou velicinu X = (X3, X5)’ plati
Pla; < Xy < by, Xo <by) = F(by,be) — F(ay, by)

pro vSechna realna aq, by, by, a1 < by.



Kapitola 12

@~ O

Nezavislost nahodnych velicin

12.1 Podminéné rozdéleni

V odstavci 6.4 jsme uvazovali podminénou pravdépodobnost P(A|B) ndhodného
jevu A za podminky, ze nastal ndhodny jev B. Tato podminénd pravdépodobnost
je dana vyrazem (6.4.2), jestlize P(B) > 0.

Méjme nyni dvourozmérnou ndhodnou velicinu X = (Xj, X3)' majici
rozdéleni diskrétniho typu se sdruzenou pravdépodobnostni funkei P(X; =
x1, Xo = T3).

Ve shodeé s (6.4.2) definujme podminénou pravdépodobnosti funkci

P(Xl = .T1|X2 = ZL’Q)
veliciny X1 za podminky, Ze velic¢ina X5 nabyla hodnoty x5, vyrazem

P(Xl = $1,X2 = .732)

P(X, = 2|Xy = = 12.1.1
(X1 = 21| Xy = 29) P(X5 = 12) ( )
jestlize P(Xy = x) > 0. Pritom
P(Xy =) = Y P(X) =1, X; = 25)
je marginalni pravdépodobnostni funkce veliciny Xo.
Vztah (12.1.1) muzeme pfepsat na tvar
P(Xl = .I'l,XQ = .’L'Q) = P(XQ = .’L'Q)P(Xl = 1‘1’X2 = .CIZ'Q), (1212)

99
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jestlize P(X; = x1) > 0, a obdobné je
P(Xl = xl,Xg = Z‘Q) = P(Xl = Z‘l)P<X2 = LE‘Q’Xl = LIZ‘l)7 (1213)

jestlize P(Xy = z41) > 0.

Lze tedy sdruzenou pravdépodobnostni funkci velicin X; a X, vyjadrit
jako sou¢in marginalni pravdépodobnostni funkce jedné z téchto veli¢in a
podminéné pravdépodobnostni funkce druhé veli¢iny.

Ma-li vektor X = (Xj, X3)" rozdéleni spojitého typu se sdruzenou hus-
totou pravdépodobnosti f(z1,x2), je podminénd hustota pravdépodobnosti
f(x1]|zs) veliciny X; za podminky X, = x5 ddna vyrazem

f(xlv $2)

flnle) =751,

), (12.1.4)
jestlize fo(xq) > 0. Zde

fo(@2) = /_Z fa1, 2) day

je marginalni hustota pravdépodobnosti veliciny X5.
Vztahum (12.1.2) a (12.1.3) odpovidaji vztahy

fa1,29) = folws) flan]z2), (12.1.5)
jestlize fa(xe) >0, a
f(x1,m2) = fi(x1) f(21]22), (12.1.6)

jestlize fi(xq1) > 0.
7 téchto dvou vztahu vyplyva, ze

fo(zalz1) = f(%}f(if;(xz) (12.1.7)
kde vzhledem k (12.1.5) je
f1<33’1) == /_OO f(l’l,.iﬂg) d[BQ = /4f(33’1’l'2)f2($2) CL’L'Q, (1218)

piicemz obor A = {xs]| fa(x2) > 0}.
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Obdobné pro veliciny diskrétniho typu vyplyva z (12.1.2) a (12.1.3), ze

P(Xl = I1|X2 = l‘g)P(XQ = £L’2>
P(Xl = fL’l)

P(X2 = ZE2|X1 = ZEl) == (1219)

kde

P(X;=m) =Y P(X; =Xy = 22)P(X5 = 1), (12.1.10)

pricemz A = {x3| P(Xy = z2) > 0}.
Vztah (12.1.7), piip. (12.1.9) se nazyvd Bayesuv vzorec pro nahodné
veli¢iny spojitého, prip. diskrétniho typu.

12.2 Podminéné stiredni hodnoty a rozptyly

Stredni hodnota podminéného rozdéleni se nazyva podminénd stredni hod-
nota. Oznacéime ji E(X;| Xy = x2). Je tedy

E(X1|X2 = Ig) = lep(Xl = {E1|X2 = IL‘Q) (1221)

x1

v pripadé diskrétniho rozdéleni a

[e.9]

E(X1|X2 = ZL‘Q) = / I’lf(l‘1|l'2) dl’l (1222)

—00

v piipadé spojitého rozdéleni.

Podminénda stiedni hodnota veliciny X, zavisi na zvolené hodnoté o
veliciny X a je tedy jeji funkci. Nazyva se regresni funkce veliciny X1 na
velicine Xo.

Podminény rozptyl je definovan takto:

VaI'(Xl‘XQ = Iz) = E{[Xl — E(X1|X2 = $2)]2|X2 = IQ} =
= E(X12|X2 = I’Q)GZ(Xl‘XQ = XQ) (1223)
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12.3 Piiklady

12.3.1
Necht ndhodny vektor X = (X7, X5)" mé hustotu pravdépodobnosti (11.4.1).

Pak podminénd hustota pravdépodobnosti

—T1—x2
f(xy|zs) = Sz, 22) == =e ", x>0,

fa(z2) e "2

Obdobné
f(xo|zy) = €772, x5 > 0.

12.3.2

Necht ndhodny vektor X = (X7, X5)" ma hustotu pravdépodobnosti (?7).
Pak

%’14‘1’2
=— 0< <1, 0< <1
f(33'1|$2) :1:2_'_0757 T > T2 )
& +
X1 T T2
= — 0< <1, 0< < 1.
f(xa]ay) 105 r < 1, Ty

Vyraz pro f(z3]z1) jsme mohli téz obdrzet pouzitim vztahu (12.1.7), ne-
bot (viz prikl. 11.6.3)

(z1]z2) fo(w2) @14+ 22 224+0,5

= 0< <1, 0< < 1.
fl(.’ll'l) To + 0,5 T + O, 5’ 1 ’ 2

f(aalar) = 1

Podminéna stredni hodnota

1
T+ T2 3!E2+2
E(X{|X, = = ———dry=———, 0<uzy<l1.
(X0| Xz = 22) /0x1m2+0,5 T 6y + 3 2
Daéle
1
+ T 41’2+3
B(X2Xy=2y) = | 2222022 gy = 28272 gy <1
(X1 X = 2) /0$1x2+0,5 T 0,16 255
takze podminény rozptyl
6x2 + 6 1
Val'(X1|X2:l’2): x2+ T2+ O<$2<1.

2(6132 + 3)2 ’



12.4. NEZAVISLE NAHODNE VELICINY 103

12.4 Nezavislé nahodné veliciny

V odstavci 6.8 jsme zavedli pojem nezavislosti nahodnych jevi. Ndhodné jevy
A a B jsou nezavislé, jestlize pravdépodobnost jejich pruniku AN B je rovna
soucinu pravdépodobnosti jednotlivych jevi. V souladu s tim budeme defi-
novat nezavislost ndhodnych veli¢in. Necht dvourozmérnd nahodné veli¢ina
X = (X1, X,) md sdruzenou distribuéni funkci F(xq,r5) a necht Fy(zy)
a Fy(x9) jsou margindlni distribucni funkce velicin X; a Xo. Rekneme, ze
nahodné veliciny X, a Xy jsou nezavislé, kdyz a jen kdyz

F(zy,12) = Fy (1) Fa(x2) (12.4.1)

pro vSechna realna x; a x».
Pouzijeme-li vztahu (11.2.2) a (12.4.1), zjistime, ze pak

Pla; < X; <bj,as < Xy < by) =
= Fl(bl)FQ(bg) — Fl(bl)FQ(ag) — Fl(al)FQ(bg) —|— Fl(al)Fg(ag) =
[Fi(b1) — Fi(a1)] [Fa(bs) — Fa(as)],

takze pro nezavislé nahodné veliciny X; a X, plati

P(a1 < X §b17a2 < Xy Sbg) :P(a1 <X; < b1>P(a2 < Xo Sbg)
(12.4.2)
pro vSechna redlna a; < by a as < bs.

Mé-li X = (X1, X3) rozdéleni diskrétniho typu, je-li P(X; = z1, Xo =
xg) sdruzend pravdépodobnosti funkce a jsou-li P(X; = x1) a P(xs = x9)
marginalni pravdépodobnostni funkce velicin X; a X, jsou veliciny X; a X,
nezavislé, kdyz a jen kdyz

P(Xl = Zlfl,Xg = ZEQ) = P(Xl = ZEl)P(LL'Q = ZL‘Q) (1243)

pro vSechna realnd x; a xs.

Ma-li X = (X, X3)" sdruzenou hustotu pravdépodobnosti f(z1,x2) a
jsou-li fi(x1) a fo(x2) margindlni hustoty pravdépodobnosti velicin X; a Xo,
jsou veliciny X; a X, nezavislé, kdyz a jen kdyz

f(x1,22) = fi(wr) f2(X2) (12.4.4)

pro vsechna realna x; a x».



104 KAPITOLA 12. NEZAVISLOST NAHODNYCH VELICIN

Tento vztah vyplyva z (12.4.1) a (11.3.4).
Porovnejme nyni vztahy (12.1.5) a (12.4.4). Je vidét, ze pro nezavislé
ndhodné veliciny X; a X, plati pro vSechna xs, pro kterd fa(xs) > 0,

flai]za) = fi(an), (12.4.5)

tj. podminéna hustota pravdépodobnosti veliciny X; za podminky X5 = x5
je rovna nepodminéné (marginalni) hustoté pravdépodobnosti veliciny X;.

Obdobné z porovnéni (12.1.6) a (12.4.4) vyplyvé, ze pro nezavislé ndhod-
né veliciny X; a X, je pro vechna xq, pro kterd fi(xz;) > 0,

f@a|zr) = falw2). (12.4.6)

Stejné tak pro nezavislé ndhodné veliciny X; a X, s diskrétnimi rozdéleni-
mi plati pro vSechna x5, pro kterd P(Xs = x5) > 0, pfip. pro vSechna x, pro
kterd P(X; = x1) > 0,

P(X) =x1| Xy =22) = P(X; =), (12.4.7)
P(X2 = 1’2|X1 = Il) = P(XQ = ZE‘Q).
Jsou-li ndhodné veliciny X; a X5 nezavislé, plati
E(X{'X3?) = E(X{")E(X3?), (12.4.8)

pokud piislusné sttedni hodnoty existuji.
Ukazme platnost tohoto vztahu pro veli¢iny s diskrétnim rozdélenim (pro
veli¢iny se spojitym rozdélenim je dukaz analogicky). Ziejmeé

E(X]'X3y) = sz 22 P(X, = 21, Xo = ) =

_ sz P P(X) = 21)P(Xy = 13) =

r1 X2

[Z I P(X) = 1:1)} [Z 22 P(Xy = xQ)} = B(X])E(X?).

1 T2

Specidlné pro X; a X, splaujici vztah (12.4.8), pak plati E(X;X5) =
E(Xl)E(XQ), takze

cov(Xy, Xa) = B(X,X2) — E(X1)E(Xy) = 0, (12.4.9)
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tzn. jsou-li veliciny X; a X5 nezavislé, jsou vzdy nekorelované. Opak vsak
obecné neplati.

Uvazujme nyni n-rozmérnou nahodnou veli¢inu X = (X1, ..., X,)". Rek-
neme, ze ndhodné veliciny Xy,..., X, jsou vzdajemné nezavislé, kdyz a jen
kdyz

F(zy,...,xn) = Fi(21) ... F(xy) (12.4.10)

pro vSechna redlnd x1, . .., x,. Zde F(x1,...,x,) je sdruzend distribu¢ni funk-
cea Fy(x1),..., Fu(x,) jsou margindlni distribuéni funkce velicin X7, ..., X,,.

Obdobné jako v ptipadé n = 2 jsou ndhodné veliciny X1, ..., X, vzadjemné
nezavislé, kdyz a jen kdyz

v pripadé diskrétnich rozdéleni, pripadné kdyz a jen kdyz

flzy, .. xn) = filzy) ... fu(xy,) (12.4.12)

v piipadé spojitych rozdéleni.
Jsou-li ndhodné veliciny X1, ... X, vzajemné nezavislé, plati

EX] ... X!'")=E(X{")...E(X]"), (12.4.13)

pokud piislusné sttedni hodnoty existuji. Specidlné E(X,; X)) = E(X;)E(X))
pro vSechna j,l =1,...n, j # [. Kotni matice vzajemné nezavislych nahod-
nych velicin Xq,..., X, je tedy diagonalni matici.

Uvazujeme-li misto mocnin X;j funkce h;(X;) velicin X;,j = 1,...,n,
pak v pripadé vzajemné nezavislosti nahodnych veli¢in plati

E[hi(X1) ... ha(X,)] = E[h(X1)] ... E[ha(X2)], (12.4.14)

pokud piislusné stiedni hodnoty existuji.
Polozme h;(X;) = exp(it; X;). Pak

1 n

E[exp (ithXj)} = HE[GXP(ithj)]

neboli

Yx(t) = vx, (1) ... ¥x, (tn)- (12.4.15)
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Jsou-li tedy veliciny X,..., X, vzajemné nezavislé, je charakteristicka
funkce ndhodného vektoru X = (Xj, X3)" rovna sou¢inu charakteristickych
funkei jednotlivych ndhodnych veli¢in. Naopak ze vztahu (12.4.15) plyne
vzajemnd nezdvislost ndhodnych velicin X1, ..., X, (viz [23], str. 300).

Uvazujme jesté ndhodnou velicinu X = Z?:l a; X; + b, kde Xy,..., X,
jsou vzajemné nezavislé nahodné veliciny a aq,...a,,b realna ¢isla. Pak
charakteristicka funkce veliciny X

Yx(t) = E[exp(itX)] = exp(itb)E[exp (it i anj)} =

= exp(itd) H B[ exp(ita; X;)]

j=1
neboli .
Ux (t) = exp(itd) [ [ vx, (ajt). (12.4.16)
j=1
Specialné pro X =37 | X plati
Yx(t) = [ vx, (®). (12.4.17)

12.5 Piiklady

12.5.1

Necht ndhodny vektor X = (X1, X5)" mé hustotu pravdépodobnosti (11.4.1).
Z vysledku prikl. 11.4.2 a 11.6.2 zjistime, ze plati

F(z1,29) = Fi(z1)Fa(x2), —00 <z <00, —00< Ty <00,

f(w1,22) = fi(x1) fa(w2), —00 <21 <00, —00< T3 <00,

Dale z piikl. 11.9.2 je zfejmé, ze pro charakteristické funkce plati

Ux(ti, ta) = Y, (t1)Yx, (t2).

7 kazdého z téchto tii vztahu vyplyva, ze veliciny X; a X5 jsou nezavislé.
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12.5.2

Jsou-li ndhodné veliciny X; a X5 nezavislé, plati pro podminénou stiedni
hodnotu a podminény rozptyl
E(Xl‘XQ = $2) = E(Xl),Var<X1‘X2 = .1'2) = Var(Xl),

kde E(X;) a var(X;) jsou stfedni hodnota rozptyl marginalniho rozdéleni
veliciny X;.

Tyto vztahy vyplyvaji bezprostiedné z (12.2.1) a z (12.2.3), pouzijeme-li
v nich vztahit (12.4.7) a (12.4.5).

12.5.3

Necht ndhodny vektor X = (X}, X3)’ m4 hustotu pravdépodobnosti
f(l‘l,l‘g,l’g) = 2I1(.§L’2+$3), 0<I‘j < 1, ]: 1,2,3,
= 0, jinak.

Zjistéme, zda nahodné veliciny X, Xy, X3 jsou vzajemné nezavislé.
Marginalni hustoty pravdépodobnosti f;(z;),j = 1,2,3 jsou rovny

17 p1 .
fl(xl) = 233'1/ / (Z'Q -+ .1'3) dxg dxy = 21’1, O<x < 1,
o LJo i
= 0, jinak,
1 r 1 y 1
fg(l’g) = 2/ 1 / (.1'2"‘1’3)(11’3 dxq :$2+§, 0< o <1,
0 L Jo i
= 0, jinak,
1 r 1 T 1
fg(ﬂ?g) = 2/ 1 / ([EQ‘F&"g)dZL‘Q del :273—|—§, 0<$3 < 1,
0 LJo i
= 0, jinak.
Protoze neplati f(z1,x9,23) = fi(z1)f2(x2)f3(x3) pro vSechna redlna

x1, To, x3 nejsou veliciny X, X5, X3 vzajemné nezavislé.

12.6 Ulohy

12.6.1

Stanovte podminénou pravdépodobnostni funkci P(X; = z1|Xs = z3) pro
rozdéleni uvazované v uloze 11.10.1.
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P(Xlle‘XQIZ’Q):J;(_;Q—xj_;)I, 56'1:0,1,2, x2:0,1.

12.6.2

Ukazte, ze pro podminénou hustotu pravdépodobnosti f(x;|zs), danou vyrazem
(12.1.4), plati

/OO f(JleiEQ) dl’l =1

pro vSechna x5, pro kterd je fo(zg) > 0.

12.6.3
Necht ndhodny vektor X = (X1, X3)" m4 hustotu pravdépodobnosti

flz1,29) = c(l4+z1+29)7% 21 >0, 3>0,a>2,
= 0, jinak,

Stanovte konstantu ¢ a déle hustoty fi(x1) a f(xz|zy).

c=(a—1)(a—2), fi(z1) = (a—2)(1 +z1) ", 2y >0,
f(.ﬁlfg’ﬂ?l) = (CL — 1)(1 + .Tl)_a+1(1 + 1+ $2)_a,l’1 > O,.ﬁlﬁ'g > 0.

12.6.4

Ukazte, ze pro nezavislé ndhodné veliciny X, X, plati

var(X; X,) = var(X;)var(Xs) + (X, )var(Xy) + e*(Xy)var(X;).



Kapitola 13

Funkce nahodnych velic¢in

13.1 Funkce nahodné velic¢iny

V radé problému nas zajima rozdéleni pravdépodobnosti urc¢ité funkce Y =
h(X) nahodné veli¢iny X, zndme-li rozdéleni pravdépodobnosti veli¢iny X.

Omezime se na piipady, kde velicina X ma rozdéleni spojitého typu s dis-
tribuén{ funkef F(z) a hustotou pravdépodobnosti f(z) = 4t

dez -

13.2 Ryze monoténni funkce

Je-li funkce y = h(x) na mnoziné moznych hodnot x veliciny X ryze mo-
noténni [tj. je-li h(x) bud rostouct, nebo klesajici funkci x], md ndhodnd
velicina Y = h(X) hustotu pravdépodobnosti

dh~'(y)

13.2.1
2 (13.2.1)

9(y) = f[h ()]

kde x = h='(y) je inverzni funkce k funkci y = h(z).

Diukaz. Pro rostouci funkci h(z) je distribuéni funkce velic¢iny Y rovna
Gly) = P(Y <) = P[H(X) < y) = PIX < h-1(0)] = F0” ()]

Odtud

oly) = 29— i L.

Obdobné pro klesajici funkci h(x) je

Gly)=1-Ph(X)>y]|=1-P[X <h'(y)] =1-F[h ' (y)]

109
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o) =~ ] P

13.3 Piiklady

13.3.1
Necht YV = aX +b,a # 0. Pak
g(x) = f(y;b>|7lby‘ (13.3.1)
Napi. ma-li f(x) tvar
f(z) = ! ef(zz_ogﬂ, —00 < 7 < 00,
oV2m
ma velicina Y = (X;“ ) — %X — £ hustotu pravdépodobnosti
2 I
g(y):a 27Te 20 :\/—2_7Te 7, —oo<y<oo.

13.3.2

Necht velicina X ma hustotu f(z) > 0 prox > 0 a f(z) =0 pro z < 0. Pak
velicina Y = aln X, a # 0, ma hustotu

g(y) = fles —e=). (13.3.2)

Napft. jestlize pro ¢ > 0 je

1
flz) = o 0<z<e,
= 0, jinak,
ma velicina Y = —In X hustotu
1
gly) = —eV=e Wy _Ing

= 0, jinak.
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13.3.3

Necht opét velicina X m4 hustotu f(z) > 0 proz > 0 a f(z) = 0 pro x < 0.
Pak veli¢ina Y = X" ma hustotu

1 1 1—1r
g(y) = f(y Y (13.3.3)
Napft. jestlize
flz) = ze™® x>0,
= 0, x <0,

mé veli¢ina Y = Xz hustotu

g(y) = 2%, y>0
0, y <0.

13.4 Prtipad, kdy h(z) neni ryze monoténni

Neni-li funkce y = h(x) ryze monoténni, uréime pro dané y hodnotu dis-
tribucni funkce G(y) veli¢iny Y tak, ze stanovime vSechny intervaly I (y), I2(y), . . .
na ose x, pro které plati h(x) < y (viz obr. 6). Pro tyto intervaly pak
vyjadiime pravdépodobnosti P[X € [;(y)] = fI]- f(x)dz,j=1,2,.... Protoze
tyto intervaly jsou disjunktni, je pro dané y hodnota G(y) rovna

G(y) = ZP[X € L;(y)] = Z/j f(z)dz. (13.4.1)

Hustota pravdépodobnosti g(y) pak dostaneme derivaci distribuéni funkce
G(y). V nékterych piipadech nerovnosti h(z) < y odpovidd jen jeden interval
I(y). Pak G(y) = P[X € I(y)]. Takovou situaci popisuji nasledujici dva
priklady:.

13.5 Piiklady

13.5.1
Necht Y = X2. Pak

Gly) = PY<y)=P(—/y<X<Vy)=FKy—F(—=/y), y>0
= 0, y <0,
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y
y
l, I, 5 X
Obr. 6: Intervaly I;(y)
o) = TG = WA+ VA p>0, (135)
9y) = 0, y <0.

13.5.2
Necht Y = |X]|. Pak
Gly) = P(~y< X<y =F(y —F(-y), y>0,

= 0, y <0,
takze
gy) = fw+[f(=y), y>0 (13.5.2)
= 0, y <0
Napft. jestlize
f(x) 1 ! <z <

r) = ——<r< =

Y 2 2’

= 0, jinak,
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pak veli¢ina Y = | X| ma hustotu

1
9ly) = 2, 0<y<g

= 0, jinak.

13.6 Funkce n nahodnych veli¢in

Necht n-rozmérnd ndhodnd velicina X = (Xi,...,X,) ma sdruzenou hus-
totu pravdépodobnosti f(x1,. .., x,). Distribu¢ni funkci G(y) ndhodné velici-
ny Y = h(Xy,...,X,) stanovime tak, ze f(xy,...,x,) integrujeme pres obor

hzy, ..., z,) <y, tj.
g(y) = P(Y <y) :/ .../f(xl,...,a:n)dxl...da:n. (13.6.1)
zn)<y

V nasledujicih prikladech budeme uvazovat tii dulezité funkce dvouroz-
mérné nahodné veliciny X = (X3, X»)'.

13.7 Piiklady

13.7.1
Pro distribucni funkci veliciny Y = X; + X5 plati

G(?J) = / f($1,$2) dzy dzy =
r1+22<y

/_OO {/_:mf(xl,m)dxl] day = /_Z {/j;xl Flay, z2) dzs | day.

Jsou-li ndhodné veliciny X; a X, nezavislé, tj. plati-li f(x1,x9) = fi(x1)
f2(x2) pro vsechna redlnéd x; a o, je

6) = [ Fly- e dn= [ B-o)filz)dn 0371
a hustota pravdépodobnosti g(y) = %z(/y) je rovna

9(y) = /OO Ji(y — x2) fo(w) dwy = /°° foly — x1) fi(x1) day. (13.7.2)
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13.7.2

Necht nédhodné veliciny X; a X, jsou nezdvislé. Pak ndhodnd veli¢ina ¥ =
X1 X5 ma distribuéni funkei

c) - | / Bl dn dr, =

/ U A st ar s [ ifl(xl)ﬁ(xz)dxl}dxg
/ fa(s [1—F1< )]dx2+/ fo(an) F (:’%)dz2

Hustota pravdépodobnosti

g(w)z/ f1< >f2(x2)‘;2’dx2. (13.7.3)

13.7.3

Necht veliciny X; a X, jsou nezdvislé, pricemz fa(xq) = 0 pro x5 < 0.

Pak nahodné velicina Y = % mé distribuéni funkei

Gly) = //21@ fi(@1) fo(@z)dade, = /000 {/_Zy Si(@) fo(@z)dwy | das =

= /0 fo(w2) Fi(22y), dxg

a hustotu pravdépodobnosti

g(y) = /Ooo yf1(w2) f2(2) day. (13.7.4)

13.8 n funkci n nahodnych veli¢in

Nakonec uvazujme jesté pripad, kdy mame n-rozmérnou nahodnou veli¢inu
X =(Xy,...,X,), kterd m4a sdruzenou hustotu pravdépodobnosti f(xy,...,
x,). Hledejme sdruzenou hustotu pravdépodobnosti g(yi, . . ., y,) n-rozmérné
ndhodné veliciny Y = (Y,...,Y,), kde

Y, =hi(Xy,....X,), j=1,....n (13.8.1)
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Uvazujme piipady, kdy transformace vektoru x = (z1,...,z,)" na vektor
y = (Y1, --,Yn) je jednoznaénd, takze existuji inverzni funkce
z;=hi (Y1, ), J=1,...,n. (13.8.2)

Predpokladejme, ze inverzni funkce maji spojité prvni parcialni derivace
a ze determinant (jakobian)

ohy! ony!
e o
J=1: o (13.8.3)
Ohyt dhy!
dyr 7T Oyn

je nenulovy. Pak

91, yn) = FIRT s )y h (Y ‘J‘ (13.8.4)

Casto lze s v¥hodou vyuzit toho, ze plati

O ohy
1 Ox1 " Ozn
T o, Ohy,
oz Tt Oz

13.9 Piiklady

13.9.1
Uvazujme piipad n =2 a
Yi=X1+X;, Yo=Xp

Inverzni funkce jsou zy = y; — Y2, 2 = Y2 a jakobian

9z Oz

J = |0 Ou| _ 1, -1 =1
dxy  Ozp 0 1 :
Oy1’ Oy ’

Tudiz
9(Y1,y2) = f(Y1 — Y2, y2)-
Marginalni hustota veliciny Y; = X; + X5 je

91(y1)=/ (1 = y2, y2) dyp.
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13.9.2

Méjme dvourozmérnou ndhodnou veli¢inu X = (X, X3)". Necht margindln{
hustota pravdépodobnosti fo(z2) = 0 pro xs < 0. Stanovme sdruzenou hus-
totu pravdépodobnosti velic¢in
Xy
Yi=—, Yo=X,.
1=, 2 2
Inverzni funkce jsou x1 = y1y2, 2 = y2 a jakobian

Y2, Y1

Jzo, 1

= Y.

Tudiz

X

9(Y1,y2) = f(Y192, Y2)Y2.
Marginalni hustota veliciny Y7 = 51 je

gl(yl)z/ Yo [ (Y192, y2) Ay
0

13.10 Ulohy

13.10.1

Néhodnd veli¢ina X md rovnomérné rozdéleni na intervalu (—%; 5). Stanovte
hustotu pravdépodobnosti veliciny Y = tgX.

13.10.2

Uvazujme kulovou Eéstici o priméru &. Reznd rovina protne tuto Gastici
v kruhu o pruméru X . Ozna¢me T vzdélenost fezné roviny od stiedu ¢astice.
Necht T je ndhodnd velicina majici hustotu pravdépodobnosti f(t) = %,
0<t<$, f(t)=0, jinak.

Stanovte marginalni hustoty pravdépodobnosti veliciny X a dhlu a (viz
obr. 7).

[g(x): - 0< z<¢ hla)=sina, 0<a<i.
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13.10.3

Stanovte hustotu pravdépodobnosti veliciny Y = X; + X, jestlize X7 a X,
jsou nezavislé ndhodné velic¢iny a kazdd ma rovnomeérné rozdéleni (9.5.1).

e\

Obr. 7: Rez kulovou ééstici

9(y) =0, y < 2(u — h) nebo y = 2(u + h),
:;’_i(T’;{’”, 2(u —h) <y <2p,
= A, <y <2u+h).

13.10.4
Necht ndhodny vektor X = (X1, X3)’ m4 hustotu pravdépodobnosti
fz1,29) = me ™72 x>0, 23>0,
= 0, jinak.

Stanovte hustotu pravdépodobnosti nahodného vektoru Y = (Y7,Y3),
kde x

LT X X, 1 2

Zjistéte, zda Y] a Ys jsou nezavislé nahodné veliciny.
l9(y1,92) = wyze™, 0 <y <152 >0,
=0, jinak.
Veliciny Y] a Y5 jsou nezavislé — plati g(yi, y2) =
91(y1) g2(y2) pro vSechna redlna y; a ys.
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Neéktera dulezita rozdéleni
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Kapitola 14

Binomické rozdéleni

14.1

Néhodna velicina X binomické rozdeleni s parametry n a 7, jestlize

n
i

P X =2 = (
= 0, jinak

)Wx(l—ﬂ')n_w, r=0,1,...,n (14.1.1)

kde n je pfirozené ¢islo a 0 < m < 1. Toto rozdéleni budeme dale strucné
oznacovat Bi(n, 7). Nazev rozdéleni pochdzi ze skutecnosti, ze vyraz (14.1.1)
je obecny ¢len binomického rozvoje [(1 — ) + 7]". Odtud téz bezprostiedné

vyplyva, ze
n n n
P(X =) = (1 — ) =1
> pec=n =3 (1))

=0

Rozdélenim Bi(n, ) se #idi pocet vyskytu X urcitého jevu A v n neza-
vislych pokusech, jestlize pravdépodobnost vyskytu tohoto jevu A v kazdém
jednotlivém pokusu je rovna témuz ¢islu 7. Pravdépodobnost, ze v prvnich x
pokusech nastane jev A, zatimco ve zbyvajicich n — x pokusech jev A nena-
stane, je vzhledem k nezavislosti pokusu rovna 7*(1 — 7)"~*. Pocet ruznych
moznosti, pti nichz v n pokusech nastane jev A pravé n-krat, je dan kom-
bina¢nim ¢islem (Z) Tudiz pravdépodobnost, ze v n nezavislych pokusech
nastane jev A pravé z-krét, je ddna vyrazem (14.1).

Prikladem ndhodné velic¢iny X majici rozdéleni Bi(n, 7) je pocet proraze-
nych izolatoru z n nezavisle zkousenych izolatoru, pocet uspésnych zkousek

121
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pristroje z n nezavislych zkousek, pocet vadnych vyrobku z n nezavisle vy-
robenych vyrobk apod.

P(X=x) P(X=x)
1.0 1.0
0.8 + 0.8
0.6 0.6 -
0.4 0.4 -
0.2 4 l 0.2 H ]
0.0 E— I — 0.0 ! — ! T
0 1 2 3 4 5 X 0 1 2 3 4 5 X
a) b)
P(X=x)
1.0
0.8
0.6
0.4
02 - l
0.0 ! I| —t I|
0 1 2 383 4 5 X
c)

Obr. 8: Pravdépodobnosti P(X = z) pro binomické rozdéleni Bi(5,7); a)
7=0,3;b) m=0,5;¢c) m=0,7.

Uvazujme nyni vztah

n—x+1 =«

PX=2)=P(X=2-1) , x=1...,n (14.1.2)

x 11—
Odtud vyplyvd, ze P(X = z) > P(X =z —1)proz < (n+ 1)1 a
P(X =xz)>PX =x+1) prox > (n+ 1) — 1. Pro modus ¥ rozdéleni

Bi(n, ) tedy plati
(n+1)r—1<7< (n+ 1. (14.1.3)
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Pro (n+ 1)m < 1 je ¥ = 0, takze v tomto piipadé pravdépodobnosti
P(X = ) klesaji s rostoucim x. Je-li (n+1)m > 1, pravdépodobnosti P(X =
x) s rostoucim x az do modélni hodnoty Z urcené vztahem a pak klesaji. Je-li
(n+1)7 prirozené ¢islo, ma rozdéleni dvé modalni hodnoty 7 = (n+1)7r—1 a
T = (n+ 1)m. Oznacime-li pravdépodobnosti jako P(X = x|nm), pak zfejmeé

P(X=zn,m)=PX=n—2zn1-7m), z=01,... n. (14.1.4)
Prom = % tedy plati

P(X:x|n,%) :P(X:n—x|n,%), x=0,1,...,n,
takze rozdélenf Bi(n, ) je symetrické.

Jelikoz vztah P(X = z|n,7) = P(X = n — z|n, 7) plati jen pro 7 =1, je
pro m # 3 rozdéleni Bi(n, T) asymetrické.

Na obr. 8 jsou zndzornény pravdépodobnosti P(X = z) pro rozdéleni
Bi(n, ) v piipadech n =5, 7 =0,3; 0,5 a0,7.

14.2 Alternativni rozdéleni

Specidlnim pripadem rozdéleni Bi(n, 7) je rozdéleni Bi(1, r), které nazveme
alternativni rozdéleni a oznac¢ime A(7). Pro toto rozdéleni plati

PX=x)=a"(1-m)"" x=0,1, (14.2.1)
neboli

PX=0)=1-m PX=1)=n. (14.2.2)
14.3 Distribuc¢ni funkce
Distribuéni funkce F(z) = P(X < x) rozdéleni Bi(n, ) je rovna

F(z) = 0, x <0,
[z]

> (2) 1 —7)"" 0<z<n, (14.3.1)

=0

I
—

) $2n,
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kde [z] znaci celou ¢dst nezdporného ¢isla x.

Pro uréeni hodnot F'(z) slouzi tabulky; napt. v [19] jsou uvedeny hodnoty
F(x)pron =2(1)30(5)50,z = 0(1)n a7 < 0, 5. Z téchto tabulek se daji urcit
téz pravdépodobnosti (14.1.1) jako rozdily

P(X=z)=F(x)—F(z—-1), =z=0,1,...,n. (14.3.2)

Oznacime-li (14.3.1) jako F(z|n, ), pak vzhledem k (14.1.4) plati pro
z=0,1,...,n

F(z|n,m) = Y P(X=tln,m)=> P(X=n—t[n1-m)=(14.3.3)

n

= Z P(X=vn,1—m)=1—F(n—x—1|n,1—m).

F(x)
1.0 1 .
0.8 - —
0.6 -
044
024
R R a—
0 1 2 3 4 5 X
c)

Obr. 9: Distribuéni funkce binomického rozdéleni Bi(5;0, 3).

Tabulek [19] 1ze tedy pouzit pro stanoveni hodnot distribu¢ni funkce F(z)
a pravdépodobnosti P(X = z) i pro m > 0,5. Tak napf.

F(3,2/8;0,9) = F(38:0,9) = 1 — F(4]8;0,1) = 0,00043
a
P(X =3|8:0,9) = P(X =4|8;0,1) = F(4]8;0,1) — F(38;0,1) = 0,00559

Na obr.9 je zndzornéna distribu¢ni funkce (14.3.1) pron =5 a 7 =0, 3.
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14.4 Momenty

Charakteristickd funkce Uy (t) rozdéleni Bi(n, ) je ddna vyrazem
"o n n .
/] t — 1tJ:PX: —_ 1tac1_ n—r _
M) = 3= =3 (1) ey -
= (1—7+meh)" (14.4.1)
Pouzitim vztahu (10.6.5) nalezneme vyrazy pro prvni ¢tyfi obecné mo-
menty a ze vztahu (10.4.6) pak zjistime, zZe stfedni hodnota

E(X) =nm, (14.4.2)
rozptyl
var(X) = nm(l —7) (14.4.3)
koeficient sikmosti Lo
ay(X)= —— T (14.4.4)

[nm(1 — W)]%
a koeficient Spicatosti
1—6m(l—m)
nr(l— )
Prom=1/2jevar(X) =n/4, as(X) =0a ay(X) = —2/n.
Speciélné pro rozdéleni A(r) je d"Wx (t)/dt" = me't, takze pl(X) =7, r =
1,2,.... Tudiz pro rozdéleni A(7) je

EX)=m var(X)=mn(l—-mn). (14.4.6)

ay(X) = (14.4.5)

14.5 Rozdéleni souc¢tu nezavislych veli¢in

Necht ndhodné veliciny X1, ..., X}, jsou vzdjemné nezdvislé, pricemz velicina
X; md rozdéleni Bi(n;,m),j =1,...,k > 2 (tzn. vSechny velic¢iny X; magi bi-
nomické rozdéleni s tymz parametrem m ). Pak ndhodnd velicina X = Zle X;

md rozdélent Bz(zj_l nj, ).

Dikaz Nahodnd velicina X = S0 | X; méd vzhledem k (12.4.17) a
(14.4.1) charakteristickou funkci

U (t) = H

(1—7+me") = (1 —W+W€it)2?:1nj,

::;v

Jj=1
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coz je charakteristickd funkce rozdéleni Bi(Z?Zl n;j, ). Protoze charakteris-
ticka funkce jednoznacné urcuje distribuéni funkci, mé veli¢ina X rozdéleni
Bi(YX, ny. ).

Specidlni piipad nastavd, kdyz £ = n an; = 1,57 = 1,...,n. Odtud
vyplyva, ze binomické rozdéleni Bi(n, ) je rozdélenim souctu n vzajemné
nezavislych ndhodnych veli¢in, z nichz ma kazda alternativni rozdéleni s tymz
parametrem 7.

14.6 Podminéné rozdéleni

Méjme dvé nezavislé nahodné veliciny X; a X,, pficemz X; ma rozdéleni
Bi(ny, ) a X rozdéleni Bi(ngy, w). Potom pro rozdéleni X; podminéné X; +
Xy = x plati

P(Xl = $1‘X1 +X2 = ill') =
(nl)ﬂ.:pl(l _ ﬂ.)nlf:pl n2 )7.‘.:1:7:1:1(1 _ 7.[.>n27(:vfgr:1) (n1)< n2 )

x1 r—x1 1 T—T1

- (T s G

max(0,x — ng) < z1 < min(ng,x), (14.6.1)

coz je hypergeometrické rozdéleni (viz dédle ¢ldnek 16) s parametry N =
ny +ng, M =ny,n = x.

14.7 Piiklady

14.7.1

Uvazujme néhodnou veli¢inu P = £, kde X ma rozdélen{ Bi(n, 7). Veli¢ina
P predstavuje relativni cetnost vyskytu jevu A v n nezavislych pokusech,
jestlize pravdépodobnost vyskytu jevu A v kazdém jednotlivém pokusu je
rovna 7. Z (14.4.2) a (14.4.3) a ze vztahu (10.4.8) a (10.4.9) vyplyvé, ze

E(P)=m, var(P)= @ (14.7.1)

Protoze pro0 <7 <1lje0<m(l —7) < %, je var(P) < ﬁ.



14.7. PRIKLADY 127

14.7.2

Méjme systém obsahujici n stejnych prvki. Necht systém je provozuschopny,
pracuje-li aspon r prvku. Predpoklada se, ze kazdy z prvku pracuje nezavisle
na ostatnich a ze jeho zivotnost ma totéz spojité rozdéleni pravdépodobnosti.
Pravdépodobnost, ze systém je provozuschopny v dané dobé T od zah&ajeni
provozu, je dana vyrazem

f: <Z)7r$(1 — )" = 1= F(r — 1|, 7),

kde 7 = 1 — G(T), pricemz G(.) je distribu¢ni funkce zivotnosti kazdého z n
prvku systému. Napt. pro n = 10,7 = 4,7 = 100hodin a 7 = 1 — G(100) =
0,3 je pravdépodobnost, Ze systém je provozuschopny po dobé T" = 100,
rovna

/10
Z ( )(0,3)9”(0, 7)197* = 1 — F(3|10;0,3) = 0, 35039.

T
r=4

14.7.3

Uvazujme nezavislé pokusy, z nichz v kazdém pravdépodobnost vyskytu jevu
A je rovna témuz cislu 7. Stanovme pocet pokust n nutny k tomu, aby
pravdépodobnost, ze jev A nastane aspon c-krat, byla alesponi P (pro dana
m,caP 0<m<l1, c>1,
0<P<1).

Hledédme tedy n, pro které

g (Z) 71— )" > P

neboli pro které
Flc—=1|n,m) <1-P.

Napt. pro 7 = 0,2; ¢ =3; P = 0,9 nalezneme z tabulek [19], ze
F(2|n;0,2) <0,1 pro n > 25.
Proc=1je F(0|n,7) = (1 —m)", takze
log(1 — P)
~ log(l—m)
Napt. prom=0,2, c=1, P=0,9jen >

log(0,
log(0

1) .
08 = 10,32, tj. n > 11.
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14.8 Negativni binomické rozdéleni

Néhodn4 velicina X ma negativni binomické rozdéleni s parametry n a w, n >
0, 0 <7 <1, jestlize

I'(n+ )

P(X:x):l_!r—(n)

™1 —-m)* x=01,.... (14.8.1)

Nézev pochazi z toho, ze (14.8.1) je obecny ¢len rozvoje funkce
m™1-1-m] "

Odtud vyplyva, ze

; P(X =2)= X;ijr—wwm — )" =1.

xr=
Pro celociselné hodnoty parametru n je

'n+z) m+r-1) (m+z-1
o'0(n)  zl(n—1)! —( )

a

a ndhodnou veli¢cinu X a pravdépodobnosti P(X = x) lze interpretovat
takto: Uvazujme posloupnost nezavislych pokusu, pricemz v kazdém po-
kusu pravdépodobnost tspéchu (tj. nastani sledovaného jevu A) je rovna
témuz cislu 7. Oznac¢me X pocet netuspésnych pokusu predchézejicich n-tému
uspésnému pokusu. Potom pravdépodobnost P(X = z) = P, P, kde Py znaéi
pravdépodobnost, ze z prvnich n — z 4+ 1 pokusi je jich pravé z netspésnych
an — 1 uspésnych, a P, je pravdépodobnost, ze (n + x)-ty pokus je dspésny.

Ziejmeé

-1

Plz(n—i_x )Wn_l(l—ﬁ)x, P2:7T.
€

Pro n =1 vyplyva z (14.8.1), ze
PX=z)=n(1—-m)%2x=0,1,.... (14.8.2)

Tento specialni ptipad negativniho binomického rozdéleni se nazyva ge-
ometrické rozdélent [nebot’ pravdépodobnosti P(X = x) tvoii geometrickou
posloupnost a1¢* sa; =m, g=1— 7T] .V tomto pripadé P(X = x) vyjadiuje
pravdépodobnost, ze prvni uspéch nastane pravé v (z + 1)-vém pokusu.
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Jelikoz pro negativni binomické rozdéleni je

—1
PX=2)=PX=a-D"" 7200, z=1,2,..., (1483)
xr

plati pro modus Z tohoto rozdéleni

a—1<a<a, (14.8.4)
kde 1
o=z =7 (14.8.5)
e

Pro a < 1 je T = 0; specialné to plati pro geometrické rozdéleni. Je-li a
ptirozené ¢islo, plati P(X = a — 1) = P(X = a). Neni-li a pfirozené ¢islo, je
rozdéleni jednovrcholové (tj. rozdéleni ma jediny modus ).

Pro n prirozené plati

3 (”*; B 1)77"(1 Ca)=1- nz_l (”j“”)wvu e,

t=0 v=0
t=0,1,..., (14.8.6)

13

nebot jev ,nejvys n-+x nezavislych pokust je zapotiebi k dosazeni n ispéchi
je ekvivalentni jevu .,z n + x nezavislych pokust je jich aspon n tspésnych®.

Lze tedy pro prirozené n urcit hodnoty distribu¢ni funkce negativniho
binomického rozdéleni z tabulek distribuéni funkce rozdéleni Bi(n + z, ).
Napt. pron =3, 7=0,2az =5 je

25: (3 " i - 1) (0,2)*-(0,8)" =1 — 22: (i) (0,2)" - (0,8)*¥ = 0,20308.

t=0 v=0

Charakteristicka funkce negativniho binomického rozdéleni

Uy(t) =) e"P(X =z)=n"[1—(1—m)e"] " (14.8.7)
=0
Odtud dostavame
E(X) = sl=m) var(X) = ”“—;”) (14.8.8)
m m

takze var(X) > E(X).
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14.9 Piiklady

14.9.1

Uvazujme situaci, kdy se néjaké zarizeni kontroluje v pravidelnych casovych
intervalech. Pfitom necht pravdépodobnost poruchy v kazdém intervalu je 7
a vyskyt poruchy v kazdém intervalu nezavisi na prubéhu ¢innosti v pred-
chazejicich intervalech (porucha je takového druhu, ze je odhalena jediné
kontrolou). Pak pravdépodobnost, ze porucha bude zjisténa poprvé pii (x +
1)-vé kontrole, je rovna (1 — m)*m, = =0,1,....

14.9.2
Necht ndhodné veliciny X1, ..., X}, jsou vzajemné nezdvislé, pricemz veliciny
X; mé negativni binomické rozdéleni s parametry n; am,j=1,...,k > 2.

Stanovte rozdéleni nahodné veliciny X = Z§=1 X;.
Nahodnd velicina X ma charakteristickou funkeci

k k
x(t) = [[ W, (1) = [[ 7 [1-(1-m)e] " = a S0 [1—(1-m)e] =",
Jj=1 j

-

. N k ¢ . 7 1. . / « ,
Tudiz velicina X = >, X; mé negativni binomické rozdélen{ s parame-

try Zle n; a .

Specialné pak vyplyva, ze pro prirozené n je negativni binomické rozdéleni
rozdélenim souctu n vzdjemné nezavislych ndhodnych veli¢in, z nichz kazda
mé geometrické rozdéleni s tymz parametrem 7.

14.9.3

Méjme dodavku vyrobku s podilem 7 zmetkt. Vybirejme z dodavky nahodné
(s vracenim) po jednom vyrobku, dokud nedostaneme piedem dany pocet n
zmetku. Dodavku pfijmeme, je-li pocet vybranych vyrobku vétsi nez dané
¢islo k >. Stanovme pravdépodobnost piijeti dodavky. Oznacme X pocet vy-
branych dobrych vyrobku pred vybranim n-tého zmetku. Pak pravdépodob-
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nost prijeti dodavky je rovna

P(X+n>k)=1-P(X <k—-n)=

n—=k
—1
n—l—j > 1_7T

I
CMi

<) (1—m)F ™. (14.9.1)

Posledni vyraz vyplyva ze vztahu (14.8.6). Nésledujici tabulka uvadi
pravdépodobnosti (14.9.1) pro n = 2, k = 40 a nékteré hodnoty

T 0,0l 002 003 004 005 006
P(X >38) 10,9393 0,8095 0,6615 0,5210 0,3991 0,2990

t

14.10 Ulohy

14.10.1

Stanovte z tabulek hodnoty D a H takové, ze

P(X=<D)<a, P(X<D+1)>a

PX>H)<B, PX>H-1)>08,

mé&-li velicina X rozdéleni Bi(n, 7). Uvazujte piipady:
a)n=10; 1=0,3; a=0,1; 5=0,05;
b)n=18 7 =0,5, a = =0,025;
c)n=30; m=0,8 a=0,05 5=0,01.

[a) D=0, H=6; b) D=4, H=14; ¢) D =19, H = 30]

14.10.2

Uvazujte n vzajemné nezavislych nahodnych velicin X,..., X,, majicich
tutéz distribuéni funkei F'(x).

Stanovte rozdéleni, stredni hodnotu a rozptyl Vehcmy , kde Y je pocet
nahodnych veli¢in nabyvajicich hodnot y < a, kde a je dane realné ¢cislo.
F(a)(1-F(4))

n

Y mérozdéleni Bi(n,7)sm = F(a), E(%) = F(a), Var(%) =
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14.10.3

Ukazte, ze pro obecné, piip. centralni momenty rozdéleni Bi(n, ) plati reku-
rentni vztahy

dpl (X
() = mp () 4 w(1 ) ) gy
prip.
dp (X
e (X) = 71— 7) ey () + Lo gy
[Vyjdéte z derivaci %, piipadné d“g—ETX).]
14.10.4
Vyjadrete distribucni funkci geometrického rozdélen.
F(z) =0, x <0,
=1—(1-m)btd 2 >0,
kde [z + 1] znaéi celou ¢ast nezdporného ¢isla x + 1
14.10.5

Ukazte, ze v ptipadé geometrického rozdéleni plati pro kazdé k = 0,1, ...

PX=k+z|X>k)=PX=x), z=0,1,....
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Poissonovo rozdéleni

15.1

Néhodna velicina X ma Poissonovo rozdéleni s parametrem X\ > 0, jestlize
A7

Eu
= 0, jinak.

P(X=2) = e r=0,1,..., (15.1.1)

Toto rozdéleni oznacime symbolem Po(\). Ziejmé

iP(X = 1) :eAig =e et =1
=0 =0 "

Poissonovym rozdélenim se fidi ¢asto pocet ¢astic (napf. pocet Castic
v zorném poli mikroskopu) v jednotce plochy nebo objemu nebo pocet udélosti
(napf. pocet signalu v telefonni tstiedné nebo pocet poruch zatizeni) v ¢asové
jednotce. Jak ukdzeme déle, da se rozdélenim Po(\) aproximovat rozdélenim
Bi(n, ) pro velkd n a mald 7.

Jelikoz \
PX=z)=PX=2x—-1)—2x=12,..., (15.1.2)
T
plati pro modus Z rozdéleni Po(\)
A—1<i <A (15.1.3)

Je-li A piirozené ¢islo, plati P(X =X —1) = P(X = \) = ¢ )‘/\—T, neni-li
A prirozené ¢islo, je rozdéleni jednovrcholové. Pro A < 1 ma rozdéleni modus

z=0.

133
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Na obr. 10 jsou zndzornéna rozdéleni Po(A) pro A =0,1;1 a 2, 5.

P(X=x) P(X=x)
1.0
0.8 - 0.4 -
0.6 - 0.3
0.4 - 0.2 -
0.2 - 0.1 -
o.o',....... 0.0 +—4+H—+—+—t+—+—7——
01 2 34 56 7 8 x 01 2 34 56 7 8 x
a) b)
P(X=x)
0.25+
0.20
0.15-
0.10-
0.05-
0.00 f — l I+
01 2 34 56 7 8 x
c)

Obr. 10: Pravdépodobnosti P(X = z) pro Poissonovo rozdéleni Po(\);
a) A=0,1; b)A=1; ¢)A=25.

15.2 Distribué¢ni funkce

Pro distribuc¢ni funkci rozdéleni Po(\) plati
F(z) = 0, xr <0, (15.2.1)
[z] /\t
F(z) = Ze_’\g, x>0,
=0
kde [z] je celd ¢ast nezaporného ¢isla x.

Tabulky [19] obsahuji hodnoty F'(x) pro
A =0,001 (0,001) 0,005 (0,005) 0,1 (0,1) 15.
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Z téchto tabulek se daji téz urcit pravdépodobnosti (15.1.1) pomoci vztahu
P(X=z)=F(x)—F(z—1),z=0,1,.... (15.2.2)
Tak napt. pro A = 3,5 je
P(X =3)=F(3)— F(2) =0,536633 — 0,320847 = 0,215 786

P(X =0) = F(0) = 0,030197.

15.3 Momenty

Charakteristicka funkce je

[e.9] [e.o]

. PR . 1 it
Uy(t) =) e =y (he) = =M, (15.3.1)
xz Z.

=0 ’ z=0

E(X) = )\ (15.3.2)
var(X) = A, (15.3.3)
as(X) = A2, au(X)=A"h (15.3.4)

Pro rozdéleni Po(\) s libovolnym parametrem A > 0 tedy vzdy plati
E(X) =var(X) =\ (15.3.5)

15.4 Rozdéleni souc¢tu nezavislych veli¢in

Mejme k > 2 ndhodnyjch velicin Xy, ..., Xy, které jsou vzdjemné nezavislé,
pricemz velicina X; md rozdéleni Po(\;),j =1,..., k. Pak ndhodnd veli¢ina
X = Z?:l X; md rozdéleni Po( Z?Zl Aj).

Dukaz. Ndhodna velicina X m4é charakteristickou funkci

V() = f[lexp (e = 1)] =exp [(ixj) (e" = 1)),

coz je charakteristickd funkce rozdéleni Po( 25:1 Aj).
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15.5 Podminéné rozdéleni

Méjme dvé nezavislé ndhodné veliciny X; a Xs, pricemz X; ma rozdéleni
Po(A1) a X3 mé rozdéleni Po()\y). Potom pro rozdéleni X; podminéné X; +
Xy = x plati

AZ—II
WS Yoy
P(X) = 2| X1+ Xp — ) = " = (") =)
(Xy =21 X1 + 2_x>_e—(>‘1“2)w_ 1 (1 — ) ,
x1=0,1,...,2, (15.5.1)
kde \
1
r=-—t_ 15.5.2
A1+ A ( )

tzn. ze podminénym rozdélenim veliciny X; pro danou hodnotu x souctu
X + X, je rozdéleni Bi(x, w) s parametrem 7 danym vyrazem (15.5.2).

15.6 Aproximace binomického rozdéleni
rozdélenim Poissonovym

Uvazujme posloupnost { X, } nahodnych velicin, pricemsz veli¢ina X,, md roz-
déleni Bi(n,m,), n=1,2,.... Necht m, — 0 pro n — oo a pFitom nmw, —
kde X je pevné kladné ¢islo. Pak

)\513
lim <n)7rrf(1—7rn)”_w —e? x=0,1,....

n—oo €T E’
Dukaz. Protoze m, = %Jr Zn, kde lim,, .o, nz, = 0, lze charakteristickou
funkei (14.4.1) rozdéleni Bi(n, m, prepsat na tvar

v =12 ar (D)o = [ Ao+ e ]
Tudiz
lim Wy, (t) = exp [A(e" — 1)]

n—oo
a z limitni véty pro charakteristické funkce vyplyva, ze limitnim rozdélenim
binomického rozdéleni je rozdéleni Poissonovo s parametrem A = lim,, o, n7,.
Casto se doporucuje aproximovat rozdéleni Bi(n, ) rozdélenim Po(n)
prom <0,1an > 30.
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15.7 Priklady

15.7.1

Porovnejmé hodnoty P(X = x) pro rozdéleni Bi(n,7) a Po(nm) v piipadé
n=30am=0,1. Z tabulek [17] nalezneme tyto hodnoty pravdépodobnosti
P(X = x):

x 0 1 2 3 4 5
Bi(30; 0,1) | 0,0424 0,1413 0,2276 0,2361 0,1771 0,1023
Po(3) 0,0498 0,1494 0,2240 10,2240 0,1680 0,1008
x 6 7 8 9 10
Bi(30; 0,1) | 0,0474 0,0181 0,0058 0,0016 0,0004
Po(3) 0,0504 0,0216 0,0081 0,0027 0,0008

15.7.2

Pti automatické vyrobé je pravdépodobnost, ze za predepsanych vyrobnich
podminek bude vyroben vadny vyrobek, rovna m. Jaka je pravdépodobnost,
ze mezi n vyrobenymi vyrobky bude nejvys ¢ vyrobku vadnych? (Obecné a
pro m = 0,01, n =100, ¢ = 2.)

Pro malé 7 a velké n se da tato pravdépodobnost vyjadrit ve tvaru

—~ (n e Xy (nT)®
P(X <c¢)= (1—m)" " = R
X<o-) ()w (L= = e
Pro nas pripad je nm = 1, takze

1
e—l—' =0,9197.
xT!

]

P(X <2)=

=0

15.8 Ulohy

15.8.1

Stanovte z tabulek hodnoty D a H definované stejnym zpusobem jako v tiloze
14.10.1, jestlize velicina X mé rozdéleni Po()). Uvazujte piipady:
a) A=3; a=0,1; §=0,05
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b)A=9; a =4 =0,025.

15.8.2

Ukazte, ze pro obecné a centralni momenty rozdéleni Po(\) plati rekurentni
vztahy

. ey

: _ , dpr (X) _
lur—i—l(X) - )\|:ILL7"(X)+ d)\ ]7 T_0717'

d“’”—(X)}, r=12 ...

(X)) = Alrpa(X) +

Pomoci téchto vztahu zkontrolujte vyrazy (15.3.2) az (15.3.4).

dm( )

, piipadné T( ) ]

[Vyj déte z derivaci

15.8.3
Stanovte stfedni hodnotu velic¢iny (X1—+1)7 mé-li X rozdéleni Po(\).

EURTRD
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Hypergeometrické rozdéleni

16.1
Néhodna velicina X méa hypergeometrické rozdeleni s parametry N, M, n,
jestlize
(2) i)
P(X=1x) = %, r =max(0,M — N +n),...,min(M,n),
= 0, jinak. (16.1.1)

Pritom N, M a n jsou prirozena ¢isla, 1 <n < N, 1 < M < N. Méjme
konecny soubor N jednotek (napt. vyrobku), z nichz M jednotek ma sle-
dovanou vlastnost A (napft. ,vyrobek je zmetek“). Z tohoto souboru vybe-
reme ndhodné najednou nebo postupné (bez vraceni) n jednotek. Necht X
znacCi pocet vybranych jednotek vykazujicich sledovanou vlastnost A. Pak
pravdépodobnosti P(X = x) pro tuto ndhodnou veli¢inu jsou dany vyrazy
(16.1.1).

V tabulkach [19] jsou uvedeny hodnoty pravdépodobnosti P(X = z) pro
N =2 (1) 15. Podrobné tabulky obsahuje prace [18].

Protoze

r=max(l,M — N+n+1),...,min(M,n), (16.1.2)
plati pro modus & hypergeometrického rozdéleni

a—1<z<a (16.1.3)

139
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kde
oo MDA (16.1.4)

N +2
Pro a <1 jez = 0. Je-li a pfirozené ¢islo, ma rozdéleni dvé modalni hod-
noty £ = a—1 a & = a. Neni-li a ptirozené cislo, je rozdéleni jednovrcholové.

16.2 Momenty

Pro uréeni momentu hypergeometrického rozdéleni uvazujme vyraz

M! NN —n)!

x(x—l)...(x—r+1)$!(M_x)! N =
_ (M—1)...(M-r+1)(5))
=nn—1)...(n—r+1) NN-1) . (N—r3 D) (N__:)
M—r
= K(N,M,n,r) E]f,_i)), x>
Potom stiedni hodnota
EX(X-1)...(X=r+1)]=
min M,n M\ (N—-M
= > x(x—l)...(a:—?‘—i—l)%_”r_w)
z=max(0,M—N-+n) (nfr)
min M,n M—r\ (N—M
= K(N,M,n,r) > M =
r=max(r,M —N-+n) (n—r)
min M —r,n—r (Mfr) (NfM)
= K(N, M, n,r) > L=l = K(N, M,n,r).
t=max(0,M —N+n—r) (n—r‘)
Odtud "
E(X) = nﬁ, (16.2.1)
, B B - MnaM—-n+N-M
py(X) =E[X(X - 1)] + E(X) = n AT : (16.2.2)
takze
M? M M\N —n
— _ 27 I _ -
var(X) = uo(X) —n Nz =y (1 N) N1 (16.2.3)
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Oznacime-li T = %, pak stfedni hodnota hypergeometrického rozdéleni je
stejnd jako stiedni hodnota rozdéleni Bi(n, ), zatimco rozptyl hypergeome-
trického rozdéleni je roven rozptylu rozdéleni Bi(n, 7) ndsobenému vyrazem

N —n
N(N —1)

N —n

]

"y
N—-1 N

16.3 Aproximace hypergeometrického
rozdéleni rozdélenim binomickym
a rozdélenim Poissonovym

Vyjadieme pravdépodobnosti (16.1.1) ve tvaru

P(X =2) = (Z)M(M—l)...(M—erl)x

(N-MYN-M-1)...(N-—M—-n+z+1)
N(N—-1)...(N—-n+1)

R SR CES JTICE (EE Eo BT
(=) (L= 15)

Odtud je vidét, ze pro mala § (feknéme 7 < 0,1) lze hypergeometrické
rozdéleni (16.1.1) aproximovat binomickym rozdélenim s parametry n a m =

X

SIS
|
3
|
8
L

M
W.

Dale z odst. 15.6 vyplyvd, Ze je-li & malé, % malé a n velké (feknéme
¥ < 0,1 % < 0,1 an > 30), lze hypergeometrické rozdéleni (16.1.1)

aproximovat Poissonovym rozdélenim s parametrem \ = %

Pro ilustraci porovnéva néasledujici tabulka pravdépodobnosti P(X = x)
téchto tif rozdéleni pro N = 50, M = 2, n = 5, (takze 7 = 0,04 a A\ =

0,2; pritom & = 0,1 a n je podstatné mensi nez 30, takze podminky pro

aproximaci jsou nepiiznivé; pri vyssich hodnotach n je aproximace podstatné
lepsi).

x 0 1 2
Hypergeometrické rozdéleni | 0,808 2 0,1837 0,008 2
Binomické rozdéleni 0,8154 0,1699 0,008 8
Poissonovi rozdéleni 0,8187 0,1637 0,0164
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Vyznam téchto aproximaci spoc¢iva v tom, ze pii vypoctu pravdépodobnosti
(16.1.1) muzeme tyto vyrazy nahradit jednodussimi vyrazy (14.1.1), pfip.
(15.1.1). Pritom poc¢et parametru, na nichz pravdépodobnosti zavisi, se snizi
ze t11 parametru N, M,n na dva parametry n a m, pfip. na jeden parametr
A

16.4 Priklady

16.4.1

Uvazujme dodavku N kusovych vyrobkt, z nichz N7 vyrobku je zmetkovych
(7 je nezndmé ¢islo). Rozhodnuti o tom, zda doddvku piijmeme ¢i zamitneme,
ucinime na zékladé tohoto postupu: Z dodavky vybereme ndhodné (bez vra-
ceni) n vyrobku a zjistime pocet zmetku X mezi témito n vybranymi vyrobky.
Dodavku prijimame, je-li X < ¢, kde ¢ je zvolené celé nezdporné (tzv. roz-
hodné) ¢islo, jinak doddvku zamitame. Zajima nés, s jakou pravdépodobnosti
na zakladé tohoto postupu pfijmeme dodavku s podilem zmetku 7.
Tato pravdépodobnost je dana vyrazem

b 3= (0 o

= )

Jsou-li splnény predpoklady pro aproximaci hypergeometrického rozdéleni
Poissonovym rozdélenim, pak

P(X <c¢)= ie””(nwL!)z (16.4.2)

Nésledujici tabulka uvadi pravdépodobnosti (16.4.2) pro piipad n = 100,
¢ = 2 a pro nékteré hodnoty 7 (predpoklady = < 0,1 a n > 30 jsou splnény,
piedpoklad % < 0,1 je splnén pro dodévky velikosti N > 1000).

T 0,01 0,02 0,03 0,04 0,06 0,06
P(X <2)|09197 06767 0,4232 0,2381 1247 0,0620

Je vidét, ze napr. z doddvek obsahujicich 5% zmetku jich bude uvedenym
zpusobem prijato 12, 5%.
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16.4.2

Stanovme pravdépodobnost vyher ve Sportce. V této hie se z osudi obsa-
hujictho N = 49 ¢isel vytahuje ndhodné bez vraceni n = 6 ¢isel. Sazejici
oznadi na sazence M = 6 ¢isel; tato cisla predstavuji prvky v souboru, majici
urcity znak — tim znakem je skutecnost, ze na né hrac¢ vsadil. Oznac¢me X
pocet téch c¢isel mezi vytazenymi, na ktery dany hrac¢ vsadil. Pak

Gl - OGS

() 13983816’

6

P(X =x)=

Pravdépodobnosti vyher udava tato tabulka:

Poradi Pravdepodobnost vyhry
I P(X ):m—715110 1
II P(X =5) = oo = 1845.1078
I11 P(X =4) = 13§8%4§16 =9686.10""7
v P(X =3) = % =1765.107°

16.5 Uloha

Oznaéte pravdépodobnosti (16.1.1) symbolem P(N, M; n, x). Ukazte, ze
plati

P(N, M;n,x)=P(N,n; M, x)=P(N, N—M;n,n—uzx)=
=P(N,M; N—n, M —2)=P(N,N—M; N—n, N—n—M +x).
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Multinomické rozdéleni

17.1

Néhodny vektor X = (Xq,..., Xy) mé multinomické rozdéleni s parametry

n,m, ..., T, jestlize !

P(X; =z Xp=m1) = LW“W“ mr (17.1.1)
P R TR gl 2 TR o

gjj:O,l,...,nproj:17"'7k7zxj:n’
=1
= 0 jinak

pficemz n je piirozené ¢isloa 0 < 7; <1, j=1,... k, Z?Zl = 1.
Nézev pochéazi ze skutecnosti, ze (17.1.1) je obecny ¢len rozvoje vyrazu
(m + 7o + ... + m)". Odtud bezprostiedné vyplyva, ze

D D Py =, X =) = 1.

1 T2 T

Multinomické rozdéleni je zobecnénim binomického rozdéleni: Uvazujme
n nezavislych pokusu, z nichz v kazdém nastane praveé jeden z k vzajemné
disjunktnich jevu Ay, ..., A;. Pritom pravdépodobnost, Ze nastane jev A;, je
v kazdém pokusu rovna 7;,j =1,...,k a E?Zl 7; = 1. Binomické rozdéleni
je tedy pripadem multinomického rozdéleni pro k = 2, pticemz jev A; = A

'Kazdéd z wvelicin Xi,...,X, muze nabyvat hodnot 0,1,...,n, ale pfitom soucet
Z?Zl X, musi byt roven n.

145
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nastane s pravdépodobnosti m; = 7 a jev Ay = A (doplinkovy jev k jevu A)
nastane s pravdépodobnosti my =1 — 7.

17.2 DMarginalni rozdéleni

Necht ndhodny vektor X = (X, ..., X})' ma multinomické rozdélent (17.1.1).
Pak vektor X = (X3,...,Xy),1 < s <k — 1, md marginalni rozdéleni
P(Xy=21,..., X, =x,) =

n!

S
— : T T A\nN—T1—...—Ts
= mt. T (1—5 ;) ,
j=1

! xg(n—xp — ... — @)

xj:0,1,...,nproj:1,...,S,ij§n, (17.2.1)
j=1

=0 jinak,

tj. vektor X ma opét multinomické rozdéleni.

Vyraz (17.2.1) dostaneme tak, Ze uvazujeme n nezavislych pokust, z nichz
v kazdém nastane prave jeden z s+ 1 vzajemné disjunktnich jevia Ay, ..., As,
U?:5+1Aj (tj. jevy Agiq, ..., Ag sjednotime do jednoho jevu) s pravdépodob-
nostmi P(A;) =7, j=1,...,8, P(Ui_ ;Aj) =1-3"_ 7.

Obdobneé to plati pro vektor X = (Xj,,..., X,) , kde J = {j1,...,Js},1 <

s < k—1, je libovolnd neprazdnd podmnozina mnoziny {1, ..., k}. Pravdépo-
dobnosti P(X; = wxj,,...,X;, = z;, dostaneme tak, ze v (17.2.1) indexy
1,..., s nahradime po tfadé indexy j1,..., Js-

Napt. pro k =4 je

n! -
P(Xz = o2, Xa = 24) = zolryl(n — 2o — x4)!7T§27T‘T4<1 —my — )",

To, 2y =0,1,....n, x93+ x4 <.

Specidlné pro s =1

!
P(X; = ;) = & G =) ay=0,1,.n, (17.22)

zzzj!(n—:cj)!ﬂj

tj. margindlnim rozdélenim veli¢iny X je rozdéleni Bi(n,7;), j =1,...,k.
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17.3 Momenty
Z (17.2.2) ihned vyplyvé, ze

var(X;) = nm(l—m), j=1,...,k (17.3.2)

Charakteristickd funkce multinomického rozdéleni

k
\IIX(t) = ZZ...ZGXP (ithxj) P(X1 :Il,...,Xk:Ik) =
Ti 7=1

r1 X2
r1+T2+..x=n

! . .
= Z . Z ﬁ(ﬂjeltl)ml c. (Wkeltk)mk = (1733)

1 T
x1+...+xp=n

= (meitl + ...+ ﬂkeitk)n.

Odtud dostavame

1 0*Wxq :
E(X;X)) = = 01, =n(n—1)mm, j#I,
t1=...t5=0
takze kovariance
cov(X;, X)) = —nmym, g l=1,... k j#L (17.3.4)

17.4 Piiklady

17.4.1

Uvazujme urcity vyrobek, u néhoz se méii znak Z (napf. rozmeér), pricemz
vyrobek je dobry, jestlize Tp < Z < Ty, kde T je dolni a Ty horni toleranéni
mez pro tento znak Z. Uvazujme ndhodné jevy A, : Z <Tp, Ay :Tp < Z <
Ty, As : Z > Ty; tyto jevy jsou vzajemné disjunktni. Necht za normdlnich
vyrobnich podminek jsou pravdépodobnosti P(A;) = 7;,j = 1,2, 3, pficemz
Z?:l P(4;) = 1.
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Potom pravdépodobnost, ze z n vyrobku, nezavisle vyrobenych za normal-
nich podminek, jich bude x; mit hodnotu Z < Ty, x5 hodnotu Tp < Z < Ty
a 3 hodnotu Z > Ty, je rovna

n!
_ _ _ _ T1_To_T3
P(Xl—ml,Xg—xg,Xg—xg)——' T My s =
T1:T2!T3:

n! o s -
e 1 . B 2y 9
Py s T e

3
g;j:O,l,...,n, j:172>37 ij:n'
7j=1

Naprt. pro m; = 0,02, mo = 0,95, 13 =0,03 an =6 je

6!
P(X1=1,X5 =4, Xy = 1) = 77:750,02- 0,95 - 0,03 = 0, 015.

17.4.2

V predchozim prikladé neuvazujme rozdéleni hodnot znaku Z do tii nybrz
jen do dvou t¥id: Z € (T, Ty) (dobry vyrobek) a Z ¢ (Tp, Ty) (zmetek).

Potom velicina X, (pocet dobrych vyrobku z n nezavisle vyrobenych
vyrobki) ma rozdéleni pravdépodobnosti

n

P(X2:I2):( )7@2(1—7@)”_”, xa=0,1,...,n,

T2
a pro ciselné udaje prikl. 17.4.1 je

6

P(Xy =15) = (x )0,95%2 -0,055%, 2,=0,1,...,6.
2

takze napfr. pravdépodobnost, ze z Sesti nezavisle vyrobenych vyrobku bu-
dou ¢tyti dobré vyrobky (bez ohledu na to, kolik ze dvou zmetku bude mit
hodnotu Z pod Tp nebo nad Ty), je rovna

6
P(Xy=4) = (4) 0,95 - 0,05 = 0,031.
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17.4.3

Necht ndhodny vektor X = (X7, ..., X;)’ md multinomické rozdélen{ (17.1.1)
Stanovme stfedni hodnotu a rozptyl veliciny

k

Y =) a;X; (17.4.1)
j=1
kde a; jsou zndmé redlné koeficienty, Z?Zl a? > 0.
Z (17.3.1) az (17.3.4) vyplyva, ze
k
E(Y)=n)_am;, (17.4.2)
j=1

k
var(Y) = Za?mrj(l — ;) — Z Zajalmrjm = (17.4.3)
j=1 i
J#l
k k
2
_ n[za§7rj (X aym) }
j=1 j=1
Tak napt. pro
Y=X,—-X;, jl=1..k j#I (17.4.4)
je

E(X;,— X)) =n(rj—m), var(X;—X)) = TL[?Tj +m— (7 — 7T1)2]. (17.4.5)

17.5 Ulohy

17.5.1

Uvazujte multinomické rozdélenf (17.1.1) s parametry m; = %, jg=1...,k.
Stanovte E(X;), var(X;), cov(X;, X;) a stiedni hodnotu a rozptyl veli¢iny
Y = 2521 a;X; pro tento pripad.

B(X;) =1, var(X;) ="E10 =1k
cov(X;, Xi) =—3, gl=1,...k j#I,

BY) =35y vary) = 1[5 a2 - A 0.
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17.5.2

Stanovte koeficienty korelace p(X;, X;), 7, = 1,...k, pro multinomické

rozdéleni.
1

[P(Xsz)Z_[%]Qa Gl=1k j#L
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Normalni rozdeéleni

18.1

Dosud jsme uvazovali néktera dulezitd rozdéleni diskrétniho typu. Nyni se

vvvvvv

hrajici zasadni roli v teorii pravdépodobnosti a matematické statistiky i v je-
jich aplikacich, je normalni (nékdy téz zvané Laplaceovo-Gaussovo) rozdéleni.

Nshodnd veli¢ina X mé normdlni rozdéleni s parametry p a o2, —0o <
p < 00,02 > 0, jestlize jeji hustota pravdépodobnosti

1

o\ 21

(z — p)?
202

flz) = exp [— ], —00 < & < 00. (18.1.1)

Normélni rozdéleni s parametry u a 02 oznacime N(pu, 0?). Hustota prav-
dépodobnosti f(x) je symetrickd podle bodu z = p a jeji tvar zavisi na pa-
rametru 0. Obr. 11 zndzoriuje hustoty pravdépodobnosti rozdéleni N(0, 1)
a N(0,4).

Modus rozdéleni & = p, piicemz f(#) = —— = 2398912

o/ (27) g
Charakteristickd funkce rozdéleni N(u,o?) je

(z—p)?
202 dx.

\IJX (t ite—

1 / o0
= e
) o/ (2m) J oo
Exponent muzeme prepsat na tvar

1

%52 [(z — p—i0%t)* — 2ipo”t — 1204152}} :

exp[ —

151
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Tudiz .
Uy (t) = exp(ipt — 502252). (18.1.2)
|

f(x)

0,5-

—

4 3 2 1 0 1 2 3 4 x

Obr. 11: Hustoty pravdépodobnosti norméalnich rozdéleni.

18.2 Normované normalni rozdéleni

Velmi dulezitym piipadem normaélniho rozdéleni je rozdéleni N(0,1). Toto
rozdéleni se nazyva normované nékdy téz standardizované) normdlni rozdélent.
Maé-li ndhodna velicina U rozdéleni N(0, 1), pak jeji hustota pravdépodobnosti

Je
2

= (-%)
U) =——=exp| ——=), —oo<u<oo. 18.2.1

p(u) T (18.2.1)

Ze symetrie ¢(u) podle bodu u = 0 vyplyva, ze
o(—u) = p(u), —oo<u<oo. (18.2.2)
Plat{ (viz prikl. 13.3.1): Md-li ndhodnd velicina X rozdéleni N(p,0?), pak

ndahodnd velicina %

v=2"F4 (18.2.3)
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ma rozdéleni N(0,1).
7 (18.1.1) a (18.2.1) vyplyva, ze

f(x) :§<p<x;,u>’ —00 < T < 0. (18.2.4)

18.3 Distribuc¢ni funkce

Normovanému normalnimu rozdéleni piislusi distribuéni funkce
1

vV (2m)

Ze symetrie hustoty ¢(u) podle bodu u = 0 vyplyva, ze

O(u) =

x tz
/ e 2dt, —oo<u<oo. (18.3.1)

O(u)=1—-P(—u), —oo<u<oo. (18.3.2)

2

Normalni rozdéleni s obecnymi parametry p a o ma distribucni funkei

1 2 wew?
F(z) = / e 27 dy, —oo<z<o00. (18.3.3)
oV2T J -
Plati
F(z) = @(I “), oo < 7 < 00 (18.3.4)
o
Tento vztah vyplyva bezprostiedné z toho, ze velicina U = @ ma

rozdéleni N(0, 1). Je totiz

F(:c):P(ng):P<X_“gx_’“‘):p((]gx_“>:

o o o

:(I><x_u>, —00 < x < 00.
o
Pro stanoveni hodnot distribu¢ni funkce normalniho rozdéleni staci tedy
tabelovat hodnoty distribu¢ni funkce ®(u). Tabulky [19] obsahuji hodnoty
®(u) pro u = 0(0,01)4,2; pro u < 0 se pouzije vztahu (18.3.2).
Napf. pro rozdéleni N(2,16) je

1—-2
F(1) = GD(T) = ®(—0,25) =1 — ®(0,25) = 0,401 294.
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18.4 Momenty

Sttedni hodnota rozdéleni N(u, 0%) je rovna

E(X) = pu.

(18.4.1)
Tento vztah muzeme odvodit z charakteristické funkce (18.1.2), vyplyva

viak téz bezprostiedné z okolnosti, ze hustota pravdépodobnosti (18.1.1) je
symetricka podle bodu x = p.

Uvazujme nyni momenty veli¢iny U majici rozdéleni N(0, 1). Ziejme

1 e w2
"U) = p, (U :—/ ue” 2 du,
0) = ) = —= [
takze

22 [ 22 _(r+1
7 BV
7!
:(7’—1)<7‘—3)31:#, T:2,4,....
22 (3)!
Odtud vyplyvaji vztahy pro centralni momenty veliciny X = u + oU,
majici rozdéleni N(pu, o?)

pr(X) =

(18.4.2)
Tudiz

var(X) 2

=0 .

(18.4.3)

Nynf{ je ziejmy vyznam parametri rozdéleni N(u, 02): u je stiedni hodnota

a o2 rozptyl (a tedy o smérodatnd odchylka) tohoto rozdélent.
Dale

(18.4.4)
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18.5 Kvantily
Pro 100P% kvantil up normovaného normalniho rozdéleni plati
Oup) =P, 0<P<l. (18.5.1)
Ze symetrie rozdéleni N(0, 1) podle bodu u = 0 vyplyvé, ze
w_p=—up, 0<P<L (18.5.2)

Pro 100P% kvantil zp rozdéleni N(u, o?) plati podle definice kvantilu a
vzhledem ke vztahu (18.3.4)

P=F(zp) = @(xp_’“‘).

o

Porovname-li vSak tento vztah s (18.5.1), vidime, ze
rp=p+oup, 0<P <Ll (18.5.3)

Staci tedy tabelovat jen kvantily normovaného normalniho rozdéleni. Ta-
bulky [19] obsahuji hodnoty up pro P = 0,5 (0,001) 0,990 (0,000 1) 0,999 9;
pro P < 0,5 se pouzije vztahu (18.5.2).

Napf. pro rozdéleni N(2,16) je

Zo,05 = 2+ 4%0’05 =2 4U0,95 =2—-4- 1, 644854 = —4, 5794.

Protoze ug 5 = 0, plati pro medidn x5 normélniho rozdéleni s libovolnymi
parametry u a o>
Zos = M- (1854)

18.6 Rozdéleni linearni funkce nezavislych normalnich
veli¢in
Meégmen > 1 ndhodnyjch velicin X, ..., X, pricemz velicina X; md rozdélent

N(uj,ajz), j =1,...,n. V pripadé n > 2 necht veliciny X1, ..., X, jsou
vzdjemne nezavislé. Pak nahodnd velicina

Y =) a;X;+0b, (18.6.1)

j=1
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kde ay,...,a,,b jsou redlnd cisla, Z?zl a? > 0, md normdlni rozdéleni se
stredni hodnotou .
E(Y)=> aju;+b (18.6.2)
j=1
a rozptylem
var(Y) = Za?a?. (18.6.3)
j=1

Dukaz se snadno provede pomoci charakteristické funkce. Je totiz

\I/y(t) _ lth\IjX aj o 1thelaJujt—faa _

= exp[ Z@]uj—i-b Za ],

coZ je charakteristickd funkce rozdéleni N(E(Y), var(Y)), kde E(Y) a var(Y')
jsou vyrazy (18.6.2) a (18.6.3).
Specidlng, je-li py = ... = p, =paoc?=... =02 =02 je

= (D a)p+b, var(Y) = (Za?)az. (18.6.4)

Jj=1

Pron =1 a a = 1 odtud vyplyvé, ze ndhodna velicina ¥ = X + b
m4 rozdéleni N(u + b, 0?); v tomto pifpadé se sttedni hodnota (a s ni celé
rozdéleni) posune o hodnotu b, ale tvar rozdéleni se nezméni.

18.7 Piiklady

18.7.1

Necht pro urcity znak Z (napf. rozmér, obsahu urcitého prvku apod.) jsou
predepsdny dolni a horni toleranéni meze Tp a Ty. Necht Z je ndhodna
veli¢ina majici normdlni rozdéleni. Stanovme parametry p a o2 tohoto rozdé-
leni, jestlize

P(Z<TD):P1, P(Z>TH):P2, P(TDSZSTH):l—(Pl—FPQ),
(18.7.1)
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kde P, a P, jsou dand ¢isla; 0 < P; < %, j=1,2.

Ziejmeé
Tp = xp =p+oup =p—0oui_p,
Ty = Ti-p,=p+oU_p,.
Odtud
o= TH — TD 7 _ TDul_P2 + THul—Pl ' (1872)
Ui_p, +Ui_p, Ui_p, +Ui_p,
Je-li Py =Py =%, pak
Ty —T, Tp + T
g=-2"1p ,_Jbotim (18.7.3)
2u1_§ 2

Napft. pro P, =0,02 a P, = 0,03 je

Ty —Tp 1,880 794 Tp + 2,053 749 Ty
O’ = —-- = .
4,934543 M 4,934543
nebo pro P, = P, = 0,025 je
Ty —1Tp Tp+Th
o= j=—:
3,919928 2

18.7.2

Uvedmé dvé vyjadreni ®(u) pomoci fad. Téchto tad lze vyuzit pro vypocet
hodnot distribu¢ni funkce rozdéleni N (0, 1) na pocitacich.
a) Jelikoz radu

go(t)\/%:efézl—i t* —...:Z(—l)i,

12 o

lze integrovat ¢len po ¢lenu, plati pro v > 0

u21+1

u 1 1 « ;

Vzhledem ke vztahu (18.3.1) plati (18.7.4) i pro u < 0. Rada (18.7.4) je
vhodna k vypoctu ®(u) pro mald |u|, feknéme |u| < 1.

O(u) =

N | —
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b) Integraci per partes [u = ¢(t), v’ = 1] dostaneme

/Ou o(t)dt = [tgp(t)}§+/0 t2o(t)dt = up(u) +/Ou t2p(t)dt.

Postupnym integrovanim per partes pak dostavame

1 5 7
d(u) = §+90(u) (u+f7"acu33+3uf5+3 57

Porovnejme vypocet ®(1), uvazujeme-li prvni étyfi cleny kazdé z fad:

+...), =00 < u < oo. (18.7.5)

1 1 1 1 1
(1) ~ - —<1—— ———) = 0,84124,
(1) 2 + \ 2 6 + 40 336
1 1 1 1 1 1
(1) ~ - "(1 h ———>i0,84106.
W= 5t &= U3 57 10
Z tabulek [19] nalezneme hodnotu ®(1) = 0,841 345.
18.7.3
M4-li ndhodna veli¢ina X rozdéleni N(u, 0?), pak pro k > 0 plati
X
P(IX—p| < ko) = P(—k < =—F < k) = P(—k <U < k) = O(k)—®(k),
o
takze
P(|X — p| < ko) =2®(k) — 1. (18.7.6)

Uved'me hodnoty této pravdépodobnosti pro nékters k:

k 0,5 1 2 3
P(IX — | <ko) [ 0,3829 0,6827 0,9555 0,9973

Naopak muzeme pro dané P stanovit k tak, aby
P(|X — pu| <ko)=P. (18.7.7)

Pouzijeme-li vztahu (18.7.6), zfejmeé ®(k) = (1 + P)/2, takze (18.7.7) je
splnéno pro
k= U(1+p)/2. (18.7.8)

Tak napft.
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0,5 0,75 0,9 0,95 0,99 0,995 0,999
0,75 0,875 0,95 0,975 0,995 0,9975  0,9995
0,67449 1,15035 1,64485 1,95996 2,57583 2,80703 3,29053

ol
”‘whu

Vyraz uyrs0 = 0,674 490 se nazyvd pravdépodobnd chyba, nebot
P(|X —u| <0,674490) = P(|X — pu| > 0,674490) = 0, 5.

O chybéach méfeni se totiz casto predpokladd, ze maji normalni rozdéleni.

18.7.4

V nékterych fyzikalnich problémech (napf. v teorii difize) se pracuje s funk-
cemi erf(z) (error function — chybové funkce) a erfc(z) = 1 — erf(x) (error
function complement), kde

2 T e
erf(x) = ﬁ/ e Vdy, x>0. (18.7.9)
0

Pouzijeme-li substituci v = yv/2, zjistime, ze

f( ) 1 /:L" y2d 1 /I\/§ u2d
erf(r) = — e’ dy = — e 2 du,
ﬁ —x V2T —zv2
takze vzhledem k (18.7.6)
erf(z) = P(JU| < 2v2) = 2®(2v2) — 1, 2> 0. (18.7.10)

Napr.
erf(1,4) = 2®(1,98) — 1 = 0,952 3.

18.7.5

Uvazujme linedrni formu (18.6.1) n vzdjemné nezavislych normélnich veli¢in
Xi1,..., X, s koeficienty a; = %,j =1,...,n,b=0.

Potom nahodnd velicina (aritmeticky prumeér velicin X, ..., X,,)
pg zn: X (18.7.11)
= ; 7.

j=1
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ma rozdéleni N(En Bi N 032).

j=1"n> Luj=1"n
Jelipy =...=p, =paoc’=...=0%=02 ma X rozdéleni N(,u,"%),
tj. normalni rozdéleni se stejnou sttedni hodnotou jakou maji veliciny X, ...,
X,, ale s rozptylem n-krat mensim nez jaky maji veliciny X1, ..., X,,. Toho se
vyuziva pii opakovanych nezavislych méfenich urcité konstanty p. Cim veétst
je pocet méfeni n, tim méné kolisaji hodnoty veli¢iny X kolem p. Distribuéni
funkce veli¢iny X je pak rovna

o

P(yéx)zq’(x_ﬂx/ﬁ), —0 < T < 0.

18.8 Ulohy

18.8.1

Nakreslete graf distribuéni funkce normélniho rozdéleni s parametry p = 10 a
0? = 16. Naleznéte pro toto rozdéleni hodnotu a takovou, ze P(X < a) = 0, 2.

[a = 6,634]

18.8.2

Nahodn4 velicina X ma rozdéleni N(u, 0?). Uréete parametry u a o2, jestlize
plati

P(X<a)=P, PX<g) =Dn,

kde a, b, Py, P, jsou dand ¢isla, pficemz —oo < a < b< oo, 0 < P, < P, < 1.
(Obecné a pak pro piipad a =9, b= 15, P, =0,8, P, =0,95).

_ aupg—bupl’ o= b—aP = 2’ 713’ o= 7’ 470.
1

Up, —Up; up, —u

18.8.3

Necht £ = 0,67449 0 znaéi pravdépodobnou chybu uvaZovanou v pifkl.
18.7.3 Stanovte pravdépodobnosti P[cE < X —p < (¢+1)E] pro ¢ =1,2,3.

[0,161; 0,067; 0,018.]
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18.8.4

Stanovte rozdéleni nahodné veliciny Y = 3X; —2X5, jsou-li X; a X5 nezdvislé
veli¢iny, pficemz X mé rozdéleni N(5, 1) a X, rozdéleni N(—2,4). Urcete 10%
kvantil veliciny Y.

[Y mé rozdéleni N(19,25),y01 = 12,592.]

18.8.5
Necht ndhodné veli¢ina X md rozdéleni N(u, 0?). S vyuzitim vztahu (13.5.2)
stanovte hustotu pravdépodobnosti ndhodné veliciny Y = X?2: specidlné

uvazujte pripad p = 0.

(2) = L= [exp (= 582) +exp (- 58], 2 >0

oV 2

pro u=20: g(y):g%ﬂexp(—% , >0
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Kapitola 19

Logaritmicko-normalni

~ ld
rozdeéleni
19.1
Néhodnd velicina X ma logaritmicko-normdlni (téz lognormdlni) rozdéle-
ni s parametry u a 0%, —oo < p < oo, o2 > 0, jestlife jeji hustota
pravdépodobnosti
1 (Inx — ,u)Q]
xr) = exp| — ——|, x>0, 19.1.1
f(z) = p 952 ( )
= 0, z <0.

Logaritmicko-normdln{ rozdélen{ s parametry u a 02 oznac¢ime LN(u, 0?).

Uvazujeme-li ndhodnou velicinu Y = In X, kde # m4 rozdéleni LN(u, o?),
zjistime snadno z (19.1.1) a (13.3.2), ze Y m4 rozdéleni N(u,o?). Odtud
pochézi nazev logaritmicko-normalniho rozdéleni. Naopak, ma-li veli¢cina Y
rozdéleni N(yu, 02), mé velicina X = exp(Y') rozdéleni LN(pu, 02).

Toto rozdéleni se Casto pouziva pii popisu velikosti ¢astic disperznich
fazi kovovych materidlu nebo velikosti ¢astic sypkych materidlu ¢i v teorii
spolehlivosti. Rozdéleni je asymetrické (obr.12) a jeho modus

B=er (19.1.2)
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(x)
0,4-
0,3
0,2

0,1+

0,0 T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 7 X

Obr. 12: Hustota pravdépodobnosti logaritmicko-norméalniho rozdéleni.

19.2 Distribuéni funkce a kvantily

Protoze veli¢ina In X m4 rozdéleni N(u,o?), plati pro distribuéni funkci
rozdéleni LN(pu, 0?)

Inz —
F(z) = P(lnX <lnz)= <I>< ne “), >0, (19.2.1)
o
= 0, x <0,
a pro kvantily plati vztah

Inxp = p+ oup,

takze
zp = et 0 < P <1, (19.2.2)

kde up znac¢i 100P% kvantil rozdéleni N (0, 1). Specidlné medidn

zo5 = e, (19.2.3)

19.3 Momenty

Stredni hodnota ndhodné veliciny X" je rovna

o0 nr— 2
0

oV 21
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Inx—p

Po substituci z = dostavame

E(XT):_/_l / erHrT g 4y = ottt L / e 27z,
21 J o

V2T ) oo

takze )
E(X") = etz (19.3.1)

pro kazdé redlné r. Odtud pak dostavame

E(X) = "% (19.3.2)
Porovnanim (19.1.2), (19.2.3) a (19.3.2) vidime, ze
T <mos < E(X). (19.3.3)
Déle
var(X) = Xt (602 - 1), (19.3.4)
a5(X) = (e —1)2 (e +2), (19.3.5)
ay(X) = ¥ 4265 43¢ — 6. (19.3.6)

Je tedy a3(X) >0 i au(X) > 0.

19.4 Rozdéleni soucinu mocnin nezavislych
veli¢in
Méjmen > 1 ndhodnych velicin X1, ..., X, pricemz velicina X; md rozdélent

LN(uj,UJQ-), j=1,...,n. V pfipadé n > 2 necht veliciny X1, ..., X, jsou
vzdjemne nezavislé. Pak nahodnd velicina

Z =cX{" X5 X (19.4.1)
s realnymi koeficienty aq, . .., ay, Z?Zl a? >0, a sc>0 md rozdéleni

LN( Z a;i; +1Inec, Z a?a?-).
j=1 j=1
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Dukaz vyplyva bezprostiedné z véty v odst. 18.6, podle niz ma veli¢ina
Y =InZ =3 ,_,a;InX; +Incrozdélenf N(3 7, aju; +Inc, Y77 ajof).

Tudiz velicina Z = exp(Y') ma rozdélenf LN(3_"_; a;p; +1Inc, Y77 aZo).
Pro distribuéni funkci a kvantily veli¢iny (19.4.1) plati

P(Z<z) = @{lnzz

n n 1
Zp = exp [Zajuj —i—lnc—l—up(Za?a?)Q}, 0<P<l. (19.4.3)
j=1 j=1

Daéle stfedni hodnota

n

E(Z) = cexp [Z(ajuj + %a?a?)} (19.4.4)
a rozptyl
var(Z) = c* exp [Z (2a,p; + QG?UJQ-)] — [E(Z)}2 (19.4.5)

Pro n = 1 mé velicina Z = ¢X% a # 0, ¢ > 0, rozdéleni LN(ap +
1
Inc, a?c?). Ve vyrazech (19.4.2) a (19.4.3) se za (25:1 a?o?)? v tomto
piipadé dosadi |a|o.
Uvazujme jesté dva specialni ptipady pro n = 2:
Velicina Z = ¢X; Xy md rozdéleni LN(u; + pp + Inc, 0% + 03).

Veli¢ina Z = c% mé rozdéleni LN(uy — po + Inc, of + o3).

19.5 Piiklady

19.5.1

Stanovme hodnoty F'(5), &, zo5, E(X), var(X) a x5 pro logaritmicko-normalni
rozdéleni s parametry = 0,8 a 02 = 0, 25.
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Postupné vypocteme:
In5—0,8
F(5) = @(%—5’) = &(1,619) = 0,947;
g o= ™0 =1733;,  xy5 =e"® = 2,226;
— 0857 9 590,

)
var(X) = et (" — 1) = 1,806;
_ e0,84—075-1,645 — 57 066.

19.5.2

Necht ¢dstice uréitého materidlu maji kulovy tvar s velikosti (prumérem) X.
Necht veli¢ina X m4 rozdéleni LN(u, 02). stanovme rozdélen{ povrchu S a
objemu V ¢astic.

Povrch S = 7X? mé rozdéleni LN(2u + Inn, 40%) a objem V = Zz* ma
rozdéleni LN (3 + In(%), 902).

Stredni povrch ¢astic

2 2
E(S) — 62u+1n7r+2a — We?u—&-ZO’

a sttedni objem castic

B(V) = 237,

Distribuéni funkci G(v) veliciny V' muzeme vyjadiit jako P(V < v) nebo
P(X < ((;—”)%) Podle (19.4.2) pak v obou piipadech dostaneme vyraz

Inv —1In(§) — 3p

> 0.
20 ’ v

Gv) =

19.5.3

Necht ¢dstice maji tvar rotacnich valet (desticek) s prumérem zdkladny X,
a vyskou X,. Nechf X; a X, jsou nezdvislé ndhodné veliciny, pficemz X,
m4 rozdéleni LN (1, 0%) a X, md rozdéleni LN(ug, 03). Stanovme rozdélen{
objemu V ¢castic.
Objem V = ZX?X, ma rozdéleni LN (2u1 + 2 + In(%), 407 + 03).
Stredni objem ¢astic

™ 1
E(V) = 4 &P (2u1 + po + 207 + 503).
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19.5.4

Uvazujme ndhodnou veli¢inu (19.4.1) s koeficienty a; = ... =a, =1, c=1.
Za predpokladu uvedenych v odst. 19.4 ma pak ndhodnd veli¢ina (geomet-
ricky prumeér veli¢in Xy, ..., X,)

Xo = (X1 Xs...X,)w (19.5.1)
o2
rozdélent LN(Z;;I =N D n—é)
Jelipy = ... = p, =paoci=...=02=0? md velicina Xg rozdéleni

LN(p, 7).

19.6 Ulohy

19.6.1

Stanovte rozdéleni ndhodné veliciny Z = X37/X3, jsou-li veliciny X; a X
nezavislé, pricemz X; mé rozdéleni LN(2, 1) a Xy m4 rozdéleni LN(5, 4).
Stanovte hodnotu pravdépodobnosti P(Z > 2,59) a hodnotu 75% kvantilu
veli¢iny Z.

[Veli¢ina Z mé rozdéleni LN(—4; 25), P(Z > 2,59) = 0,161; zo75 = 0,534.]

19.6.2
Ukazte, ze pro kvantily rozdéleni LN(u, o2) plat{ vztah
e2H
ri_p=—, O0<P<I1.
Tp

19.6.3

Stanovte rozdéleni veliciny Z = X1, jestlize X ma rozdéleni LN(u, o?).
Urcete stiedni hodnotu a rozptyl veliciny Z.
202

[Velicina Z mé& rozdéleni LN(—pu, 0?), E(Z) = e_’”%, var(Z) = ¢ 821602 ]

19.6.4

Uvazujte kulové ¢astice o pruméru X. Predpokladejte, ze objem V' téchto
¢astic mé logaritmicko-normalni rozdéleni s parametry 7 a w?. Stanovte
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rozdéleni pruméru X téchto ¢astic a parametry tohoto rozdéleni. Vyjadiete
distribucni funkci veliciny X.

Velicina X = ( )%V

A a rozdélent LN< + 3 In(%) “’2>
F(z) = (

ma ;5
) z > 0.

0\:! =
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Kapitola 20

Exponencialni rozdéleni

20.1

Nahodnéa velicina X ma exponencidlni rozdéleni s parametry A a §, —o0 <
A < 00,0 > 0, jestlize hustota pravdépodobnosti

| =

z— A
)

flx) = <exp ( -

), z> A, (20.1.1)
z < A.

S o>

Exponencialni rozdéleni s parametry A a ¢ oznacime E(A, 0).

Toto rozdéleni ma sirokou pouzitelnost, napt. v teorii spolehlivosti a
zivotnosti, v teorii hromadné obsluhy, v teorii obnovy. Souvisi téz tzce s Po-
issonovym procesem (viz str.143).

Hustota pravdépodobnosti je pro x > A klesajici funkei x a jeji tvar zavisi
na parametru ¢ (viz obr. 13).

Charakteristicka funkce

Uy(t) = —/ exp (itz — %)dx = (1 —idt) e, (20.1.2)
A

Uvazujme nahodnou veli¢inu
V=1 (20.1.3)

Z (20.1.1) nebo z (20.1.2) ihned vyplyvéa, ze V ma rozdéleni E(0, 1), které
muzeme nazvat normované (standardizované) exponencidlni rozdéleni. Jeho

171
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hustota pravdépodobnosti

pv) = e, v>0, (20.1.4)
0, v < 0.

f(x)
0,6-

[~

0,4-
0,3-
0,2-
0,1-

(&)
(o)
~N A
0 o
(]

3 4 10 x
A

Obr. 13: Hustota pravdépodobnosti exponencialniho rozdéleni.

20.2 Distribuc¢ni funkce a kvantily

Distribuéni funkce

F@):ufjwﬁzl—wpﬁ_A% z>A,  (202.1)
= 0:4 r < A
Pro 100P% kvantil zp rozdéleni E(A,J) plati
xp=A+dvp, 0<P<Il, (20.2.2)
kde
vp=—In(1-P), 0<P<I, (20.2.3)

je 100P% kvantil rozdéleni E(0, 1).
Specidlné median

205 =A+6In2=A+0,693150. (20.2.4)
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20.3 Momenty

Stredni hodnota veli¢iny V" je rovna
EWV") = / vetdv=T(r+1), r>-1, (20.3.1)
0
takze r-ty obecny moment velic¢iny (20.1.3) je roven
w.(Vy=rl, r=0,1,... (20.3.2)
Stfedni hodnota rozdéleni E(A, §) je rovna
EX)=A+4+d6E(V)=A+0 (20.3.3)

a pro jeho centralni momenty plati

= J
takze .
[ (X) = 077! 2(—1)]‘%, r=23,... (20.3.4)
Odtud dostavame ]
var(X) = 0%, a3(X) =2, au(X)=6. (20.3.5)

20.4 Vlastnost exponencialniho rozdéleni

Exponencidlni rozdéleni byva nékdy nazyvéano ,rozdéleni bez paméti“. Tento
nazev je zduvodnén touto vlastnosti: Pravdépodobnost, ze velicina X s roz-
délenim F(0,0) prekro¢i hodnotu a + z, podminénd jevem X > a, je pro
libovolné kladné a a x rovna nepodminéné pravdépodobnosti jevu X > z, tj.

var(X) = 6%, az(X) = 2,a4(X) = 6. (20.4.1)
Skutecné
PX>a+z, X >a) e
P(X X >a) = ! - =
(X >a+zlX >a) P(X > a) =

= ¢5=P(X >z,
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Jestlize X znac¢i dobu do poruchy (dobu zivota) néjakého zatizeni, pak
pravdépodobnost, ze zarizeni, které pracovalo bez poruchy po dobu a, bude
pracovat bez poruchy jesté aspon dalsich x hodin, je rovna pravdépodobnosti,
ze zatizeni, které dosud nebylo v provozu, bude pracovat aspon x hodin, jako
by ,,zapomnélo® diive odpracovanou dobu. Tato skutecnost vysvétluje pouziti
exponencialniho rozdéleni v teorii spolehlivosti. Exponencialni rozdéleni po-
pisuje dobte rozdéleni doby zivota zafizeni, u kterych dochazi k poruse ze
zcela ndhodnych (vnéjsich) piicin a nikoliv zdkonité v dusledku opotiebent
napi. mechanického, tinavy materidlu atd. Nahromadéna data potvrzuji,
ze exponencialni rozdéleni vykazuji ¢asto doby zivota napft. elektronickych
prvku ruznych zarizeni.

Podobny vyklad by bylo mozné opakovat i pro jiné udalosti nez poruchy,
vyskytujici se ndhodné v ¢ase. Ma-li doba do vyskytu udalosti stejné expo-
nencialni rozdéleni, pak informace o tom, ze udélost nenastala po dobu a
hodin, neméni pravdépodobnost vyskytu udalosti v pristich  hodinach.

20.5 Dvojité exponencialni (Laplaceovo)
rozdéleni

Toto rozdéleni ma hustotu pravdépodobnosti

1 x—A
flz) = %e’%, —00 < 00, (20.5.1)

s parametry A a §, —oo < Aoco, d > 0. Rozdéleni je symetrické podle bodu
x = A (obr.14). Modus & = A.

Protoze ndhodnd velicina V' = | X — A|/d ma rozdéleni E(0, 1), je dis-
tribu¢ni funkce F'(x) veliciny X rovna

1 A—.Z‘ 1 A—z
_ 1 — lem < 5.
F(z) 2P<V> - ) ST v <A, (2052)
1 x—A 1_@

Pro 100P% kvantil zp plati

zp = A+5In(2P), 0< P<0,5, (20.5.3)
= A-o6ln[2(1-P), 0,5<P<Ll
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3 -2-1 01 2 3 45 6 7 x
Obr. 14: Hustota pravdépodobnosti Laplaceova rozdéleni.

Stredni hodnota a median

Centralni momenty jsou rovny nule pro r liché a

() = [ Ayfade = [T aye o

9 0 A

= 57/ e ’dv, r=24,...,
0

takze vzhledem k (20.3.2) je

w(X) = 0, r=1,3,..., (20.5.5)
= &7, r=24,....
Odtud
var(X) = 26%,  a3(X) =0, au(X)=3. (20.5.6)

20.6 Priklad

Porovnejme pravdépodobnosti P (|z — E(X)|/v/var(X) < k) pro norméln{ a
Laplaceovo rozdéleni v pripadé k£ = 0,5; 1; 2; 3.
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Pro normalni rozdéleni jsou hodnoty téchto pravdépodobnosti uvedeny
v piikl. 18.7.3 Pro Laplaceovo rozdéleni

P(‘X_A| < k) =P(V<kv2)=1-e"2

V262
Dostavame tedy tyto hodnoty pravdépodobnosti:
k 0,5 1 2 3

Normalni rozdéleni | 0,3829 0,6827 0,955 5 0,997 3
Laplaceovo rozdéleni | 0,516 9 0,756 9 0,9409 0,985 6

20.7 Ulohy

20.7.1

Stanovte stfedni hodnotu a rozptyl veliciny Y = | X — A|, ma-li X Laplaceovo
rozdéleni.

[E(Y) =4, var(Y)=4?]

20.7.2

Vyjadrete kvantil xp Laplaceova rozdéleni ve tvaru zp = E(X)+kpy/var(X).
Porovnejte koeficient kp s odpovidajicim koeficientem up pro kvantil zp =
i+ upo normalniho rozdéleni pro P = 0,75; 0,9; 0,95; 0,99; 0,995.

_ _ P up kp

kp = ln[2\(/1§ Pl psos, 075 06745 04901
o el 000 12816 1.1380

) » 03 095 16449 16282

0.09 23263 27662

0.095 25758 32563




Kapitola 21

Weibullovo rozdéleni

21.1

Néhodna velicina X ma Weibullovo rozdéleni s parametry d ac, 6 > 0, ¢ > 0,
jestlize jeji hustota pravdépodobnosti

CiCC_l

fa) = = exp[—(%)c}, z>0, (21.1.1)

= 0, z < 0.

Weibullovo rozdéleni s parametry 6 a ¢ oznacime W(d, ¢).

Weibullovo rozdéleni maji doby zivota (doby do poruchy) mnohych stroj-
nich soucasti a jinych zatizeni, pro kterd nevyhovuje exponencialni rozdéleni,
zvlasté takovych, u kterych se projevuje mechanické opottebeni a tinava ma-
teridlu. Napt. vétsina typu valivych lozisek ma dobu zZivota rozdélenou podle
(21.1.1) s parametrem c z intervalu (1;2) a s hodnotou parametru ¢ zavislou
na materidlu a na velikosti naméhani (na podminkach uzivani). Také me-
chanické vlastnosti materialu, jako napf. pevnost, maji casto Weibullovo
rozdéleni.

Rozdéleni W (0, ¢) je asymetrické (obr. 15) a jeho modus

1

—1\¢

@:5(0 ) pro ¢ > 1. (21.1.2)
C

Specidlnim piipadem Weibullova rozdéleni je exponencidlni rozdéleni E(0, 0)
pro c = 1.

177
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0}
0,5-
0,4-
0,3-
0,2-

0,1-

0,0 T T T T T
O 1 2 3 4 5 x

Y

Obr. 15: Hustota pravdépodobnosti Weibullova rozdéleni.

21.2 Distribuéni funkce a kvantily

Z (21.1.1) ihned vyplyvéd, ze nahodnd velic¢ina

V= (?) (21.2.1)

mé exponencidlni rozdéleni E(0, 1). Pro distribuéni funkei rozdéleni W (4, ¢)
tedy plati

xc

Flz) = 1—e5, x>0, (21.2.2)
= 0, z <0.

Pro kvantily plati vztah (%”)C = vp, kde vp je ddno vyrazem (20.2.3),
takze

o=

zp=06[—In(l-P)]°, 0<P<L1 (21.2.3)
Specialné median

Zos = 6(In2)* = 0,693 15¢ 6. (21.2.4)
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21.3 Momenty
Z (21.2.1) a (20.3.1) vyplyvé pro stfedni hodnotu E(X") rozdéleni W(J, c)
. r r
EX")=0FEVe)=T(-4+1)", ->-1.
(X7) (V<) <c + ) 7

Odtud

E(X) = F(% + 1) 5, (21.3.1)
var(X) = [r(% + 1) - FQ(% + 1)} 5, (21.3.2)

Koeficient sikmosti

0s(X) = F(1+3)—3r(1+4Hra+2)+ 3F3(1 +1) (21.33)

) - )

je klesajici funkei ¢ a ag(X) = 0 pro ¢ = 3, 6; tedy pro ¢ > 36 je az(X) < 0.

21.4 Priklady

21.4.1

Ma-li zivotnost X néjakého zarizeni Weibullovo rozdéleni, pak pravdépodobnost
jeho poruchy v kratkém intervalu (x, z+ h), podminéna bezporuchovym pro-
vozem do doby z, je rovna [zde f(t) je hustota (21.1.1)]

1 z+h ' hcxcfl
—6(5)/90 ft)dt = 5 (21.4.1)

Vyraz (21.4.1) je pii ¢ > 1 rostouci funkef z. To znamena: Cim déle bylo
zafizeni v provozu, tim vétsi je pravdépodobnost poruchy v piistim kratkém
intervalu. To vysvétluje casté pouziti Weibullova rozdéleni jako modelu pro
zivotnost zafizeni podléhajicich opotiebeni nebo tinave.

Naopak pii ¢ < 1 je (21.4.1) klesajici funkef x, tzn. ¢im dale bylo zafizeni
v provozu, tim mensi je pravdépodobnost poruchy v pristim kratkém inter-
valu. Tak je tomu u zarizeni, u nichz k porucham dochézi v dusledku skrytych
vad, nikoliv opotiebeni, a ¢im déle je zafizeni v provozu, tim vice je ovéfeno,
ze skryté vady nema.
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21.4.2

Méjme n vzajemné nezavislych ndhodnych veli¢in X;, ..., X, pficemz kazda
ma rozdéleni W (4, ¢) s tymiz parametry ¢ a c. Stanovme rozdéleni ndhodné
veli¢iny

X =min(Xy,...,X,). (21.4.2)

Pro kazdé realné x ziejmé plati

P(X >z)=P(X;>x,...,X, >2) = [[ P(X; > x);

j=1

posledni vyraz je dusledkem vzdjemné nezavislosti velicin X1, ..., X,,.
Pouzijeme-li vyrazu (21.2.2), dostaneme pro distribuéni funkei veliciny
(21.4.2)

Q=
|8

Flz) — 1—P(X>x)—1—He(§)C—1—e<n S
j=1
= 0, x <0,

takze veli¢ina (21.4.2) méa Weibullovo rozdéleni s parametry dn¢ a c. Spe-
cidlné pro ¢ = 1, tj. rozdélenf E(0, §), m4 veli¢ina (21.4.2) rozdélenf E(0, 2).

Zavisi-li pevnost materidlového vzorku na n elementech, jejichz pevnost
je Xi,...,X,, pak pevnost vzorku urcuje velicina X = min(Xy,...,X,).
Obdobné operaé¢ni zivotnost systému obsahujiciho n slozek zapojenych v sérii
urcuje slozka s minimalni Zivotnosti.

21.4.3
Stanovme rozdéleni nahodné veliciny

Y:—mg, (21.4.3)

ma-li velicina X rozdéleni W (0, c).
Distribuéni funkce veli¢iny Y

Gy) = P(—c ln? < y> = P(X > 5exp(—%))
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a z (21.2.2) dostavame

G(y) = exp [— exp(—y)}, —00 < Y < 0. (21.4.4)
Odtud
g(y) = %;y) = exp [— Yy — exp(—y)], —00 < Yy < 00. (21.4.5)

Ze vztahu G(yp) = P vyplyva vyraz
yp=—In(—-InP), 0<P<I, (21.4.6)

pro 100P% kvantil veliciny (21.4.3). Nésledujici tabulka uvadi hodnoty yp
pro néktera P:

P 0,05 0,1 0,25 0,5 0,75 0,9 0,95
yp | -1,09719 -0,83403 -0,32663 0,36651 1,24590 2,25037 2,97020

Rozdéleni (21.4.5) je jednim typem tzv. rozdéleni extrémnich hodnot.

21.5 Ulohy

21.5.1

Vypoctéte pro Weibullovo rozdéleni s parametry 6 = 8 a ¢ = 2,5 hodnoty
F(10), E(X), var(X) a xg.

[F(10) = 0,826; E(X)=17,098; var(X)=09,225; x09=11,168/]

21.5.2

Vypoctéte E(X), var(X) a xg9 pro ndhodnou veli¢inu (21.4.2), jestlize 6 =
8, c=2,5an=>7.

[E(X) =3,729; var(X) =2,546; x99 = 5,867.]
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Kapitola 22

Rozdéleni gama

22.1

Nahodna velicina X ma rozdéleni gama s parametry m >0 a § > 0, jestlize
jeji hustota pravdépodobnosti

_ 1 m—1 _—%
flz) = (5mF(m)x e s, x>0, (22.1.1)

= 0, z < 0.

Rozdéleni gama s parametry m a ¢ oznacime I'(m, 0).

Tohoto rozdéleni se pouziva v obdobnych situacich, v jakych se pouziva
logaritmicko-normalniho, ptipadné Weibullova rozdéleni. Rozdéleni I'(m, 9)
je asymetrické (obr. 16) a jeho modus

z=40(m—1) prom > 1. (22.1.2)

Pro m < 1 je hustota (22.1.1) klesajici funkei x. Specidlnim piipadem
rozdéleni I'(m, §) je rozdéleni E(0, §) pro m = 1.

Pro prirozené m se rozdéleni I'(m, §) nazyva nékdy Erlangovo rozdélent;
toto rozdéleni se casto pouziva v teorii hromadné obsluhy.

Charakteristicka funkce rozdéleni gama

Uy(t) = ﬁ /OOO 2™ L exp (itx - %)dm —(1—id)™  (22.1.3)

183
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m>1

3
i

Obr. 16: Hustota pravdépodobnosti rozdéleni I'(m, 9).

22.2 Distribuc¢ni funkce a momenty

Uvazujme neuplnou funkci gama definovanou vztahem

1 xT
r* =— [ mle7tdt >0 > 0. 22.2.1
) = o [ et w> 00 m (222.)

Distribuéni funkei rozdéleni I'(m, ) muzeme pak vyjadrit jako

Fz) = / fEdt=Tim), >0, (22.2.2)
0,0 z <0.

Stredni hodnota veliciny X" je rovna

1 e 4 =z Lim+r)
B(X") = rm—l =——2" — 22.2.
(X7 5mF(m)/0 x e s dx T (m) 3, r>-m, ( 3)
takze
E(X)=m, var(X)=m? (22.2.4)

a dale

ag(X) = ——, a4(X):3(1+3). (22.2.5)
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22.3 Rozdéleni a-nasobku souctu nezavislych
velicin

Meéjme n > 1 ndhodnych velicin, pricem?z velicina X; md rozdéleni I'(m;, 0),

7 =1,...,n; tzn. vSechny veliciny mayji rozdéleni gama s tymzZ parametrem

5. V pripadé n > 2 necht veliciny X, ..., X, jsou vzdjemné nezdvislé. Pak

ndhodnd velicina

Y =a) X (22.3.1)
j=1

kde a je kladné cislo, md rozdéleni T'(377", mj;, ad).

Dukaz. Charakteristickd funkce

n

Uy () = ﬁ Uy, (at) = H(l —iadt) ™™ = (1 — iadt)” Zi=1 "

j=1
coz je charakteristickd funkce rozdéleni I'( > i My, ad).
Distribuéni funkce G(y) = P(Y < y) se da vyjadfit ve tvaru

n

Gly) = ;/m;(ij), y >0, (22.3.2)

j=1
= 0, y < 0.

Napi. aritmeticky primér X = % E?Zl X takovychto nezdvislych nahodnych

veliéin ma rozdéleni I' " mi, 2); jestlize navic my; = ... = m, = m, ma
g=1"%> 5 ) )

veli¢ina X rozdéleni F(nm, %)

22.4 Piiklady

22.4.1

Je-li m ptirozené ¢islo, zjisti se opakovanou integraci per partes, ze pro b > 0
je

/ ettt = e (m =1V P4+ (m— 1) (m—2)...1] =
b

= I'(m) Z —e %,  b>0.
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Pro ptirozené m lze tedy distribuéni funkei (22.2.2) vyjadiit ve tvaru

m—1

Fo)=1-Y_ 13 (%)j x>0, (22.4.1)

=7

takze k urceni hodnot F'(x) lze pouzit tabulek distribuéni funkce Poissonova
rozdélenf Po(%). Napf. pro rozdéleni I'(5; 0,35) je

4
1 .
F0,77) =1-) —e??.2,2/ = 0,0725.

=

22.4.2

M¢jme nahodné veliciny X7, ..., X, které jsou vzajemné nezavislé a kazda
md exponencidlni rozdélen{ £(0, ). Stanovme rozdélen velicin X = > 7| X;
aX = %Z?Zl X; a jejich sttedni hodnoty rozptyly.

Podle odstavce 22.3 mé veli¢ina X rozdéleni I'(n, ) (tj. Erlangovo rozde-

leni), takze
E(X)=nd, var(X)=nd>

Prikladem pouziti Erlangova rozdéleni je situace v teorii hromadné ob-
sluhy, kdy obsluha zdkaznika ve stanici obsluhy (napft. oprava porouchaného
stroje) se da rozlozit na n na sebe navazujicich fazi, pricemz doby obsluhy
v jednotlivych fazich jsou vzajemné nezavislé nahodné velic¢iny, majici rozdé-
leni E(0,6) s tymz parametrem 0.

Jinym ptikladem je doba zivota systému obsahujiciho n slozek, pracuje-
li jedna slozka a ostatni jsou rezervni; po doziti prvni slozky zacne ihned
pracovat druhd slozka po jejim doziti tfeti slozka atd. Jsou-li doby zivota
slozek navzajem nezavislé a mé-li kazda rozdéleni E(0, §) s tymz parametrem
0, ma doba zivota systému Erlangovo rozdéleni.

Z odstavce 22.3 vyplyva, ze veli¢ina X mé rozdéleni F(n, %), takze

— &2

E(X)=46, var(X)= Pt

22.4.3

Uvazujme Poissonovo rozdéleni, jehoz parametr A je ndhodna veli¢ina majici
rozdéleni I'(m, d). Uvazujeme tedy dvourozmérnou nahodnou velicinu X =
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(X, ), pficemz zndme podminéné rozdéleni P(X = z|\) (toto je rozdéleni
diskrétniho typu) a hustotu pravdépodobnosti g(A) (tedy A méa rozdéleni spo-
jitého typu). Analogicky ke vztahum (12.1.8) a (12.1.10) plati pro marginalni
rozdéleni veliciny X

P(X =2)= /AP(X —z[Ng(\)d\, 2=0,1,..., (22.4.2)

kde A = {\|g(\) > 0}.
Pro nas pripad je

N 1 -\
_ _ A7 m—1_=
P(X =x) —/0 e —5mF(m)/\ e’ dA (22.4.3)
a po substituci t = @ dostavame
Cim+4+x), 1 \m/ & \=
PX =0 =iy (1) (5g) =00

takze velicina X m4 negativni binomické rozdéleni (14.8.1) s parametry m a
L

Specidlné pro m = 1, tj. mé-li A exponencialni rozdéleni E(0,d), ma
velicina X geometrické rozdéleni s parametrem ﬁ.

Poissonova rozdéleni lze pouzit napi. v situaci, kdy zkouméame pocet
poruch urcitého typu zaiizeni za ¢asovou jednotku,jestlize intenzita A (tj.
sttedni pocet urcitého typu zafizeni za ¢asovou jednotku, jestlize intenzita A
(tj. stfedni pocet poruch za jednotku ¢asu) je u kazdého jednotlivého zafizeni
taz. Neni-li tomu tak, ale A se nahodné méni od jednoho zafizeni k druhému a
ma-li A rozdéleni gama, dostavame se k negativnimu binomickému rozdéleni.
7 obdobnych duvodu se ¢asto vyskytuje negativni binomické rozdéleni jako
model pro rozdéleni poctu ¢astic na plose, existuje-li ruznd intenzita Céstic
v jednotlivych ¢astech plochy.

22.5 Rozdéleni x?

Prom = § a 0 = 2 dostavame z (22.1.1)

flz) = x(%)_le_%, x>0, (22.5.1)

2
= 0, z < 0.
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Rozdéleni s touto hustotou pravdépodobnosti zavisi na jediném parame-
tru v. Je-li v piirozené ¢islo, nazyva se toto rozdéleni rozdéleni x* (chi-
kvadrdt) o v stupnich volnosti. Toto rozdéleni oznacime x?(v).

7 (22.2.4) vyplyvéa, ze pro rozdéleni x?(v) plati

EX)=v, var(X)=2v. (22.5.2)

100P% kvantily x%(v) rozdéleni x?(v), tj. hodnoty, pro které plati
Xz (V)
/ fo)der=P, 0<P<1, v=12..., (22.5.3)
0

jsou tabelovany, napt. v [19] pro v = 1(1) 150 (5) 250 (10) 300 (20) 500 (50)
1000 a P = 0,0005; 0,001; 0,0025; 0,005; 0,01; 0,025; 0,05; 0,1; 0,9;
0,95; 0,975; 0,99; 0,995; 0,9975; 0,999; 0,999 5.

Uvazujme nyni ndhodnou veli¢inu U, kterd mé rozdéleni N(0,1). Pak
7z (13.5.1), (18.2.2) a (18.2.1) vyplyv4, Ze velicina X = U? m4 hustotu pravde-
podobnosti

1 1

1 x
g(x) = 20z = r2e 2, x>0,
0 = 205 =
- 0, X S Oa

takze veli¢ina U? ma rozdéleni x?(1), tj. rozdéleni I'(3, 2). Rozdéleni x?(v)
ma pouziti pfedevsim ve statistice.
22.6 Rozdéleni radialni chyby
Meéjme p > 1 nédhodnych velic¢in Y7, ... ,Y;D, které jsou vzajemné nezavislé,
piicemz velicina Y; m4d rozdéleni N(p;,02),5 =1,...,p.

Uvazujme ndhodnou veli¢inu

1

[iy u]} (22.6.1)

a stanovme jeji rozdéleni. Tato veli¢ina predstavuje vzdélenost bodu (Y7, .. .,
Y,) od bodu (p1, ..., 1) a nazyva se radidlni chyba.
Néhodné veliciny U; = Yicu ===, j=1,...p, jsou vzajemné nezavisl¢, kazda

mé rozdéleni N(0,1). Tudiz vehcmy X] = U]?,j = 1,...,p, jsou vzajemné
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nezévislé, kazdd mé rozdeleni x?(1), tj. rozdéleni I'(3,2). Odtud a z odst.
22.3 vyplyva, ze velicina

. 1< Z?
X=> xi= ;Z(Yj—ﬂjf =
j=1 j=1
m4 rozdéleni x%(p), tj. rozdéleni X(35)- Z (22.5.1) a (13.3.3) pak vyplyvd, ze
veli¢ina Z = 0v/X mé hustotu pravdépodobnosti

1 Zp_l 22

z) = ———— e 22, z>0, 22.6.2
9 = G (22:6.2)
= 0, 2 <0
Stfedni hodnota
o _ o L(55)
E(Z") =" B(X"?) =25 ) o, r>—p. (22.6.3)
2

Pro kvantily zp veliciny Z plati

zp = [xp(p)]?, 0<P<L (22.6.4)
Specidlnim ptipadem (22.6.2) je pro p = 2 Rayleighovo rozdélent

2

g2(2) = % e 2, 2>0, (22.6.5)
= 0, z <0,
pro které
E(Z) = a\/g S 195330, var(Z) — —"6220,42020%,  (22.6.6)

zp=o[-2In(1—P)z, 0<P<1. (22.6.7)

Toto rozdéleni se pouziva napt. pii zkoumani vystiednosti strojirenskych
soucastek nebo v teorii spolehlivosti.
Pro p = 3 dostavame Mazxwellovo rozdeélent
222 2
z) = ——e 222, z>0, 22.6.8
gz = (o5 (22.6.9)
= 0, z <0.

Toto rozdéleni se pouziva napt. pii studiu rychlosti molekul. Plati pro né

8 31— 8
E(Z) = a\/j = 1,50580, var(Z)= -
T

0? =0,45350%  (22.6.9)
™
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22.7 Ulohy

22.7.1

Necht ndhodnd veli¢ina X mé rozdéleni E(A, §). Ukazte, ze veli¢ina Y =
X4 14 rozdéleni 2(2).
Necht ndhodné veli¢iny X, ..., X, jsou vzdjemné nezdvislé, X; ma roz-

déleni E(Ay, 0), j = 1,...,n. Stanovte rozdéleni veliciny Z = 3 7, (X; —A).

[Z mé rozdéleni I'(n, )].

22.7.2
Necht ndhodné veliciny Yi, ..., Y, jsou vzdjemné nezdvislé, Y; ma hustotu
pravdépodobnosti f(y;) =1, 0 < y; < 1, f(y;) = 0, jinak, j = 1,...n.
Ukazte, ze nahodnd velicina X = —1In(Y;...Y,)?, & > 0, ma rozdéleni
L(n, §).

Specialné uvazujte pripady d = 1 ad = % (Pouzijte vysledku piikl. 13.3.2
a odst. 22.3.)

22.7.3

Necht ndhodné velicina Z m4 Rayleighovo rozdéleni (22.6.5). Ukazte, ze toto
rozdéleni je specidlnim pifpadem Weibullova rozdéleni pro ¢ = 2 a § = o/2.
Z2

Déle ukazte, ze velicina X = - mé exponencialni rozdéleni E(0, o).

22.7.4

Uvazujte ndhodnou velicinu Z = |Y — |, mé-li veli¢ina Y rozdéleni N(u, o).
Stanovte stiedni hodnotu a rozptyl veliciny Z. (Velicinu Z lze chapat jako
radidlni chybu (22.6.1) pro p = 1.)
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Rozdéleni beta

23.1

Nahodné velicina X ma rozdéleni beta s parametry my; > 0 a my > 0, jestlize
jeji hustota pravdépodobnosti

1
fla) = ——a™ (1—2)™", O0<z<l, (23.11)

B(mlu m2>
= 0, jinak.

Rozdéleni beta s parametry m; a my ozna¢ime Be(my, ms). Pro m; > 1

a my > 1 modus rozdéleni
N my — 1
e (23.1.2)

Je-li m; < 1 amy < 1, md hustota (23.1.1) v bodé (23.1.2) minimum
(v tomto piipadeé se fika, ze (23.1.2) je antimodus rozdéleni beta).

Je-limy < 1amg > 1,je (23.1.1) klesajici funkei x; je-limg; > Lamgy < 1,
je (23.1.1) rostouci funkef z.

Je-li my =1, je (23.1.1) rostouci funkci x pro mo < 1 a klesajici funkei x
pro my > 1. Je-li my = 1, je (23.1.1) rostouci funkei = pro m; > 1 a klesajici
funkci x pro m; < 1.

Pro my = my = 1 dostdvame f(z) = 1,0 < x < 1, tj. hustotu rov-
nomérného rozdéleni. Pro my =1 je f(z) = mz™ 10 <z < 1.

Oznacime-li hustotu (23.1.1) symbolem f(x;m, ms), pak ziejmé

flz;my,me) = f(1 —x;mg,my), —oo0 <z < o00. (23.1.3)

191
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Pro my = mg plati f(z;mq,m1) = f(1—x;mq,my), —0o < & < 00, takze
rozdéleni Be(mq, my) je symetrické podle bodu z = 0,5. Dale z (23.1.3)
vyplyva: Ma-li velicina X rozdéleni Be(m;, ms), pak velicina 1 — X ma
rozdéleni Be(msg, my).

23.2 Distribuc¢ni funkce a momenty

Uvazujme neuplnou funkci beta definovanou vyrazem

1 x
—_— tml1—t)y™dt, 0<z <1 >0 > 0.
B J, 0 0 <o <0,

(23.2.1)

]J:(mh mQ) ==
Substituci y = 1 — t dostavame vztah
[x<m1,m2> =1- [1,x(m2,m1), O<ax< 1, my > 0, mo > 0. (2322)

Distribuéni funkei rozdéleni Be(my, my) muzeme pak vyjadrit jako

F(z) = 0, x <0, (23.2.3)
= Ix(ml,mg) =1- Il_x(mg,m1)7 O<zx< ].,
= 1 x> 1.

Y

Stredni hodnota veliciny X" je rovna

1 1
E Xr — r+mip—1 1_ mgfld —
(X7) B(ml,mg)/o * (1=-2) *

~ B(my+r,my  T(my+7)(my +my)

B(mi,my)  T(m)T(my +my+71)’

r>-—mp. (23.2.4)

Odtud vyplyva, ze

my mims

B(X)= —  var(X) = . 93.2.5
% my + mo 0 (m1 + mg)?(my +mg + 1) ( )
Dale ( )
2m2—m1 m1+m2—|-1 %
X) = ( ) . 23.2.6
as(X) my + mo + 2 mim?2 ( )

Z (23.2.6) je videt, ze pro my > my je az(X) > 0 a pro my; > ms je
Oég(X) < 0.



23.3. PRIKLAD 193

23.3 Priklad

Ukazme, ze pro distribuéni funkei binomického rozdéleni Bi(n, ) plati

F(z|n,7) = Z <n)7rt(1—7r)"_t =L (n—z,x+1), z=01,...,n—1.

= \!
(23.3.1)
Opakovanou integraci per partes dostavame

23.4 Ulohy

23.4.1

Stanovte derivace dh:i]; (@) o & 15;];(1), kde f(z) je hustota pravdépodobnosti

(23.1.1). Pomoci téchto derivaci ovérte tvrzeni o prubéhu funkce f(z) uvedend
v odst. 23.1.

23.4.2

Ukazte, ze pro distribuéni{ funkci F(x) rozdéleni Be(3, 1) plati
2 .
F(z) = —arcsiny/x, 0<ux<1.
7r

23.4.3

Stanovte hustotu pravdépodobnosti nahodné veliciny Z = %, ma-li X
rozdéleni Be(my, my).

9(2) = gty 2™ (1 + 2) "m0
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Kapitola 24

n-rozmerné normalni rozdeéleni

24.1

Uvazujme nahodny vektor X = (Xi,...,X,)". Vektor X mé n-rozmérné
normdlni rozdélent s parametry u a 23, jestlize jeho hustota pravdépodobnosti
je

1

flze, .o xn) = me_é(x_“)lzl(x_“), —oo<x;<o00,j=1,...,n,
T)2 2
(24.1.1)
kde
= (1, fn) (24.1.2)

je vektor n readlnych ¢&isel, 3 je symetrickd pozitivné definitni matice typu
(n’ n)’
011, 012, ..., Oin
Y= : : R I (24.1.3)
Only, Op2, ..., Onn
|| je determinant matice 3 a 371 je inverzni matice k matici X (protoze
matice X je pozitivné definitni, je |X| > 0 a inverzni matice 371 existuje).
Pro n-rozmérné normélni rozdéleni s parametry p a 3 pouzijeme oznaceni
N, (¢, ). Pro n = 1 index zanedbdvame.
Charakteristicka funkce

1 o o 1
Uxt)y = ———7 / i, / explit’x — =(x — p) S (x — p)]dz; ...dz,
(2’71')5|2|i —00 —0o0 2

195
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je rovna (viz [2], str. 75)

Ux (t) = etr2t'Zt, (24.1.4)

24.2 Momenty

Charakteristickou funkeci (24.1.4) muzeme téz vyjadiit ve tvaru

. n 1 n n
Ux () = exp (1 Z Lipj — B Z Z 051 tjtl). (24.2.1)
j=1 —1 1=1

1=

Vzhledem k symetrii matice 3 jsou pro kazdé j,1 = 1,...,n parcidlni
derivace
AW (t . -
. (t) _ Wx(t) (i — Y o),
t =1
D?W, (t)

S = Wx(0)[ (s > ot) i~ ; mats) — 3.

Odtud stfedni hodnoty jsou

10Ux(t
E(X;) =< x(t) =, j=1,...n, (24.2.2)
1 atj t1=..=t,=0
¢ 0*
1 X(t .
EX; X)) == = [; ; I=1,...
(X;0) i2 ot,; 0l t=...=tp=0 Hith T 03 J vt

takze kovariance
cov(X;, X)) = B(X; X)) — pjpu =0, J,l=1,...,n. (24.2.3)
Parametr g rozdéleni N, (u, ) je tedy vektorem stfednich hodnot a pa-
rametr X je kovarian¢ni matice velicin X1, ..., X,,.
24.3 Marginalni rozdéleni

Hledejme rozdéleni ndhodného vektoru X, = (Xi,..., X)), 1 < k < n,
jestlize vektor X = (X1,...,X,,) ma rozdéleni N,,(u, 3).
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Charakteristicka funkce ndhodného vektoru X, je

\I/X*(t) = \I/X*(tl,...,tk) = \Ifx(tl,...,tk,o,...,())

a dosadime-li do (24.2.1) ty11 = ... =t, = 0, dostdvame
k T
\I/X* (t) = eXp (l Z tj,uj — 5 Z Z Ujltjtl> s (2431)
j=1 j=t I=1
coz je charakteristickd funkce rozdéleni Ny (p., X.), kde
O11, --- O1k
Ok1, --- Okk
Je tedy margindlnim rozdélenim vektoru X = (Xj,...,X) k-rozmérné

normélni rozdéleni s parametry (24.3.2). Toto tvrzeni plati i pro ndhodné
vektory X, = (Xj,,...,X;,), kde 1 < 51 < ... < jp < n; piitom p, =
(/lju s 7l’l’jk)/ a X, = (le)a ]7l - jl) B 7jk'

Specidlné marginalnim rozdélenim velic¢iny X je rozdéleni N(y;, 055), j =
1,...,n.

Uvazujme nyni rozdéleni N, (u, ) takové, ze

041 = COV(ijXl) = Oa jal = 17 s, ] 7& l? (2433)

takze ¥ je diagondlni matice a determinant |X| = 011099 . . . 0. Pak (24.1.1)
lze vyjadrit ve tvaru

f(xla"'azn):H 1 €_§T:

Ma-li tedy vektor X = (X, ..., X,) rozdéleni N, (g, ¥) a jsou-li Xy,..., X,
nekorelované jsou Xy, ..., X, vzdjemné nezavislé nahodné velic¢iny.

24.4 Podminéné rozdéleni

Hustota pravdépodobnosti veliciny X,, pfi daném X; =z;, j=1,...,n—1

je rovna
flxy, ... x,)

f*(xla s 7xn—1)’

(24.4.1)

flzplxy, .. zp) =
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kde f(z1,...,x,) je hustota (24.1. 1) fe(1, ..., xy—1) je hustota marginalniho
rozdéleni Vektoru X, = (Xy,.. ), tJ hustota normalniho rozdéleni
/

) n 1
Np1(ps, ), kde p. = (/ﬂv”  Hn—1)' & = (UJZ)7 Ll=1...,n—-1
Dosazenim v (24.4.1) dostavame
f(xn‘xla s 7xn—l) =
1|, % [ 1 o=
= —5 o’ — )+
ESHSTRRIREP I |
1 n—1 n—1
+3 ol (w; — p3) (@1 — ) |,
j=1 1=1
kde 07, j, 1 =1,...,n jsou prvky matice 371 a oJ!, j.l=1,...,n—1, jsou
prvky matice ;1. Avsak
SN oMy — ) — ) =
j=1 1=1
n—1 9 n—1 n—1
o™ [(wn = pn) = Y Bujl; — )] + ol () — py) (1 — py),
j=1 j=1 1=1
kde
=> olow, j=12..n-1 (24.4.2)

Déle plati o™ = |%,|/|S|. Tudiz

nn 1

nn n—1
(2 2 g 2
f(l’n|1'1, ... ,I‘n_l) = <2_pz) exp [_ T [xn = Hn — j§:1 an(xj - Mj)} ]7
—00 <z <00, (24.4.3)

Je tedy podminénym rozdélenim veliciny X,, pii daném X; = x;,j5 =
1,...,n— 1, normdlni rozdéleni N(,un + Z;:ll Bnj(x; — 1), 1/(;””)' 7 atimeo
stfedni hodnota tohoto rozdéleni je linedrni funkei podminky (xy, ..., x,_1),
rozptyl na podmince nezavisi.
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24.5 Pripad n = 2
Pron = 2 oznaéme 01y = 02, 09y = 03, 013 = 031 = po103, kde p je koeficient

korelace velicin X a Xo.
Proo? >0, 05 >0ap*#1je

-1 2 -1 1 2
Z _ 01, PO102 _ 02, —pP0102
po102, O3 0203(1 — p?) \—poi02, ot

takze
flas,es) L«
r1,Te) =
2moy09(1 — p?)2
1 T — p)? Ty — To — To — 11o)2

x exp | — . (21 2#1) _2p(1 1) (2 ,u2)+(2 2/12)] ,

2(1 - p?) o1 0102 o
—oo<z;<oo, j=12. (245.1)
Margindlnim rozdélenim veliciny X; je rozdéleni N (,uj,a]?), j =12

Podminénym rozdélenim veliciny X5 pii daném X; = z; je rozdéleni

N[p2 + Bor (w1 = ), 03(1 = p°)],

kde (o1 = olloyy = pg—f. Obdobné podminénym rozdélenim veliciny X; pii

*

daném X5 = x5 je rozdéleni
g1 2 2
N + 0(0—2)(% — p2), 01 (1 = p?)].

Hustota pravdépodobnosti (24.5.1) m& maximum v bodé (g1, p2). Mnozina
bodu (x1,x2) majicich tutéz hodnotu hustoty (24.5.1) tvoii elipsu

2 2
Ty — Ty — To — To —

(1 Ml) —2p1 M1 T2 M2+<2 Mz) —
01 01 02 02

Na obr. 17 jsou znézornény tyto elipsy pro nékteré pripady parametru

2 2
01,05, p.
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f
X2 X2
0 X, 0 X,
a) b)
X2 X2
0 X, 0 X,
c) d)

Obr. 17: Obrysové elipsy;
a)p=0,00 =09 b)p=0,00>09; ¢)p>0,00 >0y d)p<0,01> 0.

24.6 Singularni normalni rozdéleni

n- rozmérné normélni rozdéleni s hustotou pravdépodobnosti (24.1.1) se
nazyva requldrni normdalni rozdeélent.

Je-1i (24.1.3) symetricka pozitivné semidefinitni matice hodnosti hA(X) =
r < n, neexistuje inverzni matice X!, takze hustotu pravdépodobnosti nelze
vyjadiit obdobnym zpusobem jako (24.1.1). Avsak funkce (24.1.4) ma i v
tomto piipadé vlastnosti charakteristické funkce (viz [5], str. 312). Rozdéleni s
touto charakteristickou funkci nazyvam singuldrni normadini rozdélens. Ptitom
opét p mé vyznam vektoru sttednich hodnot a 3 je kovariancni matice veli¢in
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X1, X,

Pro n = 1 je charakteristickda funkce singularniho normalniho rozdéleni
déna vyrazem WUy (t) = e'*. Toto vSak je charakteristickd funkce degenero-
vaného rozdéleni, tj. rozdéleni ndhodné veliciny X, ktera nabyva hodnoty p
s pravdépodobnosti 1.

Dvourozmérné normélni rozdéleni je singuldrni v pifpadé p? = 1 nebo
02 = 0 nebo 02 = 0. V pifpadé p*> = 1 je druhy tadek matice X(poy/ay)-
nasobkem prvniho fddku, takze |X| = 0. Rovnéz je |X| = 0 pro o7 = 0 nebo
pro o3 = 0.

24.7 Rozdéleni linearnich forem

Necht ndhodny vektor X = (Xi,...,X,)" md rozdéleni N,(p, ) Uvazugme
nahodny vektor

Y = AX +b, (24.7.1)

kde A je matice typu (p,n) a b vektor p redlnych ¢isel. Potom vektor (24.7.1)
md rozdéleni N,(Ap + b, AXA’).

Dukaz. K dukazu lze pouzit vét o charakteristické funkci. Ziejmeé
1
Uy(t) = exp(it'b)¥x(A't) =exp (it'b +it'Ap — 5t’AzA’t) =
1
= exp [it'(Ap +Db) — 5t’(AZA’)t}

coz je charakteristickd funkce rozdéleni N,(Ap +b, AXA’).

Jak je vidét, nikde nebyl ¢inén predpoklad o tom, zda kovarianéni matice
¥ je regularni ¢i singularni. Tvrzeni tedy plati jak pro regularni, tak i pro
singularni n-rozmérné normalni rozdéleni.

V odstavci 18.6 jsme uvazovali specialni piipad pro p = 1: Kovarianéni
matice 3 ma prvky oj; = 0]2- >0, 04y =0proj #1, j,l =1,...,n, a
matice A je fadkovy vektor A = (ay,...,a,). Potom Ap = Y77  a;u; a
ASA =377 ajor.

V pripadé libovolné symetrické pozitivné semidefinitni matice m4 velic¢ina
Y =371 a;X; rozdéleni N(u,0?), kde

n n n
E 2 E E

o= Qjlts, o = a;a0;i.
j=1

=1 1=1
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24.8 Priklad

Necht néhodny vektor X = (Xy,..., X,,)’ md rozdéleni N, (u, X), pficemz
3 = 0?1, kde 02 > 0. Necht A je ortogonalni matice typu (n,n). Pak vektor
Y = AX m4 rozdéleni N, (Ap, o*I), nebot AXA’ = 0?ATA’ = ¢*I. Pritom

DV =YY =XAAX=XX=) X’ (24.8.1)
j=1 j=1
To tedy znamena: Jsou-li veliciny Xy, ..., X, vzdjemné nezdvislé, pricemz

X; md rozdéleni N(p;, 0*) a je-li A ortogondlni matice typu (n,n), jsou
veliciny

V=) apX, j=1...n,
=1

vzdjemné nezdvislé, pricemz Y; ma rozdéleni N3 | ajipu, o).
Napf. pro n = 2,

0'2, 0 La
E:(o 0—2)7 AZ(E __>7
) V20’ /20

odtud vyplyva, ze veli¢iny

sl

1 1
Y, ZE(X1+2X2), Yy = \/—2—0(4X1—2X2)

jsou nezavislé, velicina Y; mé rozdéleni N(\/Lg(lll +245), 02) a veli¢ina Y5 ma

rozdélen{ N(\/Lz—o(llqu — 21), 0?).

24.9 Ulohy

24.9.1

Necht ndhodny vektor X = (X7, X5)" mé dvourozmérné normélni rozdélent
s parametry p; = 2, pp = —1, 02 =4, 02 =16, p = —0,8. Stanovte pravdé-
podobnosti: P(1 < X7 <4), P(1 < X; <4|X,=3), PB3< Xy,<6), P3<
X9 < 6|X1 = —2)

[0,533; 0,307; 0,119; 0,146.]
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24.9.2

Necht X; a X, jsou nezavislé ndhodné veliciny, X; m4 rozdéleni N(u;,0?)
a X, md rozdéleni N(usg,0?). Stanovte rozdéleni vektoru Y = (Y7,Y,)’, kde
Yi=Xi-XsaY,=X; + Xy
Y mé dvourozmérné normalni rozdéleni s vektorem strednich
(2
hodnot g = (py — pi2, i1 + p2) a kovarianéni matici o (0 g) .
Veliciny Y; a Y5 jsou tedy nezavislé.

24.9.3

Necht ndhodny vektor X = (X1, X5)" méa dvourozmérné regularni normdaln{
rozdéleni s parametry py, 2, 02, o2 a p. Ukazte, Ze veliciny

X — Xy — X —
Y, = 1 ,UI’ Ygz(l—pz)_%< 2 ,uz_p 1 M1>
01 02 01

jsou nezavislé a kazda mé rozdéleni N(0, 1).

24.9.4

Necht ndhodné veliciny Xi,..., X, jsou vzijemné nezdvislé a kazdd ma
rozdéleni N(u,0?). Uvazujte ndhodné veliciny

1 n
Y, = —S"x, Y:—[ Xl—(j—l)X»], i=2...n,
ﬁ; J > j

i — 1)z L

a stanovte jejich rozdéleni.

[ Protoze matice T
1 1 1 1 1
\/157 \/717 NGE S NGE NG
?57 _1757 g, 0. 07 O
A = 7 75 75 0, 0
1 1 1 o 1 —(n—1)
\/n(n—l) ’ \/n(n—l) ’ \/n(n—l) ’ \/n(n—l) ’ \/n(n—l)
je ortogonalni, jsou veli¢iny Y7, ..., Y, vzajemné nezavislé, Y7 ma
| rozdéleni N(u/v/n,0%) a Ya, ..., Y, maji rozdéleni N(0, 0?). i
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Kapitola 25

Zakon velkych c¢isel

25.1

Dosud jsme se zabyvali jednotlivymi ndhodnymi velicinami a jednotlivymi
pravdépodobnosti. V této kapitole se budeme vénovat posloupnostem nahodnych
veli¢in a posloupnostem rozdéleni pravdépodobnosti. Piiklady takovychto po-
sloupnosti, zajimavych prakticky i teoreticky, jsou:

1. Budiz Z,, pocet vyskytu urcitého jevu A v n nezavislych opakovanich
nahodného pokusu, ve kterém A ma pravdépodobnost 7. Budiz X,, =
%Zn, tj. relativni cetnost vyskytu jevu A v n opakovanich pokusu.

Jak se chova X, pfi dlouhych sériich opakovani?

2. Budiz X, aritmeticky primér n nezavislych méfeni téze nezndmé kon-
stanty (napf. ve fyzice nebo geodézii).

M4 rozdéleni X,, pii velkych hodnotach n néjaké uziteéné vlastnosti
nezavislé na tvaru rozdéleni jednotlivych vysledku?

3. V odstavci 15.6 jsme ukdzali, Ze rozdéleni Bi(n, 7) lze pii velkém n
a malém 7 aproximovat Poissonovym rozdélenim. To byl piiklad li-
mitniho (asymptotického) rozdéleni pravdépodobnosti, limita rozdéleni
posloupnosti velicin X,,, kde X,, ma rozdéleni Bi(n, 7,), pro n —
oo, T, — 0 tak, ze nm, — A.

207
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25.2 Konvergence podle pravdépodobnosti

Meéjme tedy posloupnost {X,,},n € N, ndhodnych veli¢in a konstantu c. Zde
N zna¢i mnozinu pfirozenych ¢isel. Rekneme, ze posloupnost {X,},n € N,
konverguje k ¢ podle pravdépodobnosti, jestlize pro kazdé € > 0 plati

lim P(| X, —¢c| >¢) =0, (25.2.1)
n—oo
tzn. ze pravdépodobnost libovolné absolutni odchylky od ¢ konverguje k nule
s rostoucim n.
Napf. je-li { X, } posloupnost ndhodnych veli¢in majicich normalni rozdéleni
N(u, o?/n), n=1,2,..., je

%121 = 2020 <20 oS0)] <o,

n—o0

takze {X,,,n € N}, konverguje k p podle pravdépodobnosti.

25.3 Slaby zakon velkych cisel

Meéjme posloupnost { X, } ndhodnych veli¢in a uvazujme posloupnost {X,, —
E(X,)} odchylek velicin X,, od svych stfednich hodnot F(X,),n € N.
Oznac¢me

n

1

Ly = — X, — E(X;)|, € N. 25.3.1
DL (25.3.1)
Rekneme, ze pro posloupnost {X,},n € N, plati slabyj zdkon velkijch ¢isel,
jestlize posloupnost {Z,},n € N, konverguje k nule podle pravdépodobnosti,

tj. jestlize pro kazdé € > 0 je

1 — 1 —
I P‘— X, — - S E(X
Tlim [n; i n; (X))

> 5} — 0. (25.3.2)

V dalsim uvedeme nékteré podminky, za nichz plati zakon velkych ¢isel.
Uziteénym néstrojem k ovéreni, zda urcitd posloupnost nahodnych veli¢in
spliiuje zakon velkych ¢isel, je CebySevova nerovnost.
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25.4 CebySevova nerovnost

Necht ndhodnd velicina X md stredni hodnotu E(X) a konecéngj rozptyl var(X).
Pak pro kazdé € > 0 plati

var(X)
g2

P<|X ~ B(X)| > g> < (25.4.1)

Dukaz provedme tak, Ze uvazujeme ndhodnou veli¢inu Y majici hustotu
pravdépodobnosti f(y) a koneény druhy obecny moment E(Y?). Pak pro
kazdé ¢ > 0 plati

E(Y?) =/|y<€y2f(y) dy+/|y|2€y2f(y) dy 2/ y? fy) dy >

ly|>e

> &? fly)dy =P([Y] > ¢).

ly|>e

Polozme Y = X — E(X). Pak E(Y?) = var(X) a dostaneme nerovnost
(25.4.1).

Pro nahodnou veli¢inu s diskrétnim rozdélenim je dikaz obdobny; misto
integrélu se uvazuji soucty > P(Y = y) ptes obory |y| < e a |y| > e.

25.5 Cebysevova véta

Necht {X,}n € N, je posloupnost ndhodnyjch velicin takovijch, Ze
var(X;) < K, cov(X;, X)) =0, j#Il, jl=12 ..., (25.5.1)
kde K < oo. Pak pro kazdé € > 0 plati (25.3.2).
Dukaz. Uvazujme veliciny (25.3.1). Pak

1 K
E(Z,) =0, varZ,= E;vaer < o €N,

a podle Cebysevovy nerovnosti je

var(Z,) <
€2 T one

K

27

P(|Z,| > ¢) < n € N.

Protoze lim,,_, (HK?) =0, je

lim P(|Z,] >¢€) =0.

n—oo
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25.6 Dva specialni pripady

Uvazujme nyni dva dusledky Cebysevovy véty:

25.6.1 Bernoulliova véta

Necht {X,},n € N, je posloupnost vzdjemné nezdvisljch ndhodnijch velicin
magicich alternativnd rozdéleni (14.2.2) s tymz parametrem w, 0 < m < 1.
Pak pro kazdé € > 0 plati

1 n
nh_r)g@p(‘ﬂ} I:XJ w) _5> 0. (25.6.1)
‘7:

Dukaz. Podle (14.4.2) je E(X;) = m, var(X;) =7n(1-7n), j=1,2,...,a
protoze veli¢iny X jsou vzdjemné nezavislé, je cov(X;, X;) =0, j#1, j,l =
1,2,.. ..

Tudiz piedpoklady Cebysevovy véty jsou splnény.

Pripomenme, ze veli¢ina Z?Zl X, predstavuje pocet dspéchi (¢etnost

vyskytu uréitého jevu A) v n nezéavislych opakovanich téhoz pokusu, je-li
7w pravdépodobnost tspéchu.

25.6.2

Necht {X,}, n € N, je posloupnost ndhodngjch veli¢in takovijch, Ze

E(X;)=p, var(X;)=0"><K, cov(X;,X;)=0, j#Il jl=12,....

(25.6.2)
Pak z Cebysevovy véty pifmo vyplyva, ze pro kazdé e > 0 je
lim P Ly X > 1=0 25.6.3
i PR X w2 ) =0 2569
j=1
Jsou-li veliciny X7, Xs, ... vzdjemné nezavislé a maji-li stejné rozdéleni s

konecnou stiedni hodnotou u, plati (25.6.3) i pro piipad, kdy rozptyl o nenf
kone¢ny (Chinc¢inova véta), viz [2], str. 183.
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25.7 Piiklady

25.7.1
V prikladé 20.6 jsme porovnali pravdépodobnosti

P[[X ~ B(X)| < k\/M]

pro normalni a Laplaceovo rozdéleni pro néktera k. Porovnejme nyni tyto
hodnoty s hodnotami ziskanymi pomoci CebySevovy nerovnosti.
7 (25.4.1) vyplyva, ze

P[|X ~ B(X)| < k;\/var(X)] >1- % — A (25.7.1)

a pro uvazovana k dostavame tyto hodnoty:

k|05 1 2 3
Al O 0 0,75 0,839

Z (25.7.1) vyplyvé, ze podle Cebysevovy nerovnosti

P[|X—E(X)\ < k\/M] >0

pro kazdé 0 < k < 1, takze pro takovato k neddva Cebysevova nerovnost
uzitecné vysledky.

25.7.2

Meéjme posloupnost {X,,},n € N, vzdjemné nezavislych ndhodnych veli¢in
majicich rozdéleni x?(1).

Pro tuto posloupnost plati podle (25.6.3) (nebot u = 1, o = 2) zdkon
velkych ¢isel, takze pro kazdé € > 0 je

1 n
lim P(’— Y OX, - 1‘ > 5) ~ 0. (25.7.2)
n—00 n o
Avsak velicina x3, = >-"_; X; ma podle odst. 22.6 rozdélen{ x*(n). Z (25.6.3)

pak vyplyva, ze posloupnost {%Xi}, n € N, konverguje k ¢ = 1 podle
pravdépodobnosti.
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25.7.3

Méjme posloupnost {X,}, n € N, vzdjemné nezavislych ndhodnych veli¢in
majicich hustotu pravdépodobnosti

X

&&= a2

kde ¢ je kladna konstanta. Veli¢ina X, ma stfedni hodnotu

0<z,<& neN,

f(x,) =

Uvazujme nyni posloupnost {Y,}, kde Y, = 1/X,, n € N. Veliciny
Y1,Ys, ... jsou vzdjemné nezavislé, vSechny maji stejné rozdéleni se stredni
hodnotou E(Y,,) = 7/(2£), n € N, avsak jejich rozptyl neni kone¢ny.

Podle Chin¢inovy véty pro posloupnost {Y,},n € N, plati slaby zdkon
velkych ¢isel, tj. plati

lim P(‘ ! Zn: L g%’ > 5) —0. (25.7.3)

n—00 n X
j=1""

Tudiz posloupnost {%% Z?zl X%-? n € N}, konverguje k 1/£ podle prav-

dépodobnosti.

25.8 Ulohy

25.8.1

Necht {X,},n € N, je posloupnost nekorelovanych ndhodnych veli¢in se
stfednimi hodnotami a rozptyly

kde p > 0, p a 0 > 0 jsou konstanty. Ukazte, Ze pro posloupnost {X,,} plat{
slaby zakon velkych ¢isel.
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25.8.2

Necht {X,,} je posloupnost vzdjemné nezdvislych ndhodnych veli¢in majicich
rozdéleni T'(m, §) s tymiz parametry m a . Stanovte, pro jakd m posloupnost
{md > -1} n € N, konverguje k 1/4 podle pravdépodobnosti.

[m > 1.]
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Kapitola 26

Centralni limitni véta

26.1

V ruznych ulohach poctu pravdépodobnosti a matematické statistiky nés
zajima rozdéleni souc¢tu nebo pruméru n nezavislych ndhodnych velic¢in. V né-
kterych piipadech se presné rozdéleni tohoto souc¢tu stanovi snadno (napf.
pro veli¢iny majici Poissonovo rozdéleni nebo rozdéleni gama), nékdy je vsak
stanoveni tohoto presného rozdéleni obtizné.

Pro velka n lze za dosti obecnych podminek aproximovat toto rozdéleni
rozdélenim normalnim. Normalnim rozdélenim jako asymptotickym rozdéle-
nim se zabyvaji centrdlni limitni véty. Uvedeme v dalsim nékteré z nich.

26.2 Konvergence v distribuci

Meéjme posloupnost {F,(z)} distribuénich funkci ndhodnych velicin {X,,},
n € N. Dale uvazujme nédhodnou velicinu X, ktera ma distribuéni funkci

Rekneme, ze posloupnost {X,},n € N, konverguje k X v distribuci,
jestlize
nlgg} F.(X)=F(X) (26.2.1)
ve vSech bodech spojitosti funkce F'(z).
Distribuéni funkce F'(x) se pak nazyva limitni nebo asymptotickd dis-
tribucni funkce.

215
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Rekneme tedy, ze posloupnost {X,},n € N, konverguje v distribuci k roz-
deleni N(u, 0*) (nebo jinak, ze velicina X,, md asymptoticky normdini roz-
deleni N(u, 02)), jestlize

lim F,(z) = <1><x - “), oo < 1 < 0, (26.2.2)

n—00 g

kde ®(u) je distribu¢ni funkce (18.3.1) rozdéleni N(0, 1).

26.3 Lindebergova-Lévyho véta

Necht {X,},n € N, je posloupnost vzdjemné nezdvisljch ndhodnijch veli¢in
magicich totéZ rozdélend se stiedni hodnotou u a konecéniym rozptylem o*. Pak
posloupnost {Y,,}, kde

1 n
Y, = m(;){j . W), neN, (26.3.1)

konverguje v distribuci k rozdéleni N(0, 1).

Dukaz. Uvazujme veliciny U; = (X; —p)/o, j =1,2,.... Tyto velic¢iny
jsou vzajemné nezavislé a vSechny maji totéz rozdéleni s nulovou stiedni
hodnotou a jednotkovym rozptylem. Ozna¢me W(t¢) charakteristickou funkci
velicin Uy, Us, .. ..

Tato charakteristickd funkce se dé vzhledem k (10.6.6) vyjadrit ve tvaru

t2
kde limt_m ZQ (t)/t2 = 0.
Pro charakteristickou funkei W, (¢) veliciny Y, = > 7, U;//n pak plati

U, (1) = \If(t)n— 1 t2+Z(t)n
TR/ on - P\l
Protoze pro kazdé pevné t je lim,,_,oonZa(t/+/n) =0, je
t2

lim V,(t) =e 7;

n—-~oo



26.4. LIAPUNOVOVA VETA 217

to je vSak charakteristickd funkce rozdéleni N(0,1). Z limitni{ véty pro cha-
rakteristické funkce (str. 45) pak vyplyva, ze {Y,}, n € N, konverguje v dis-
tribuci k rozdéleni N(0, 1).

7 Lindebergovy-Lévyho véty vyplyva, ze pro dostatecné velka n 1ze roz-
déleni veliciny Z?Zl X aproximovat rozdélenim N(,u, %2)

Specialnim piipadem Lindebergovy-Lévyho véty je Moivreova-Laplaceova
véta:

Necht {X,},n € N, je posloupnost vzdjemné nezavislych ndhodnych
veli¢in majicich alternativni rozdéleni (14.2.2) s tymz parametrem 7, 0 <
7 < 1. Pak posloupnost {Y,,}, kde

=

Y, — m<ng . mr), neN, (26.3.2)

konverguje v distribuci k rozdéleni N(0,1).

26.4 Ljapunovova véta

Necht {X,,},n € N, je posloupnost vzdjemné nezdvislych ndhodnych velicin,
pficemz veli¢ina X,, ma stfedni hodnotu pu,, rozptyl o2 a tieti absolutnf
centraln{ moment F(|X,, — u,)[?, n € N. Je-li splnéna podminka

=

lim [ X B )] —0, (26.4.1)

1
n—00 n 2\ 5
(Zj:l Uj)

pak posloupnost {Y,,}, kde

2 X by
( Z?:l 032') :

Y, neN, (26.4.2)

konverguje v distribuci k rozdéleni N(0,1).

Dukaz viz [23], str. 376.
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26.5 Piiklady

26.5.1

V aplikacich se vyskytuje fada ndhodnych veli¢in, jejichz rozdéleni lze apro-
ximovat normélnim rozdélenim. Jednou z oblasti, v nichz se casto pouziva
normalniho rozdéleni, je teorie chyb méreni. Pfedpokladejme, ze

(a) ndhodna chyba méfeni je sou¢tem velkého poctu tzv. elementér-
nich chyb, zptusobenych ruznymi pri¢inami,

(b) elementarni chyby jsou vzajemné nezavislé,

(¢) kazd4 elementérni chyba muze nabyvat hodnoty e s pravdépodob-

nost{ % a hodnoty - € s pravdépodobnosti %, kde 0 < |¢] < o0.

Oznacime-li X ndhodnou chybu méteni a X;, X5, ... elementarni chyby, je
E(X,)=0, var(X,)=:¢"

7 Lindebergovy-Lévyho véty pak vyplyva, ze pro dostatecné velka n lze
rozdélen veliciny X = > " | X; aproximovat rozdélenim N(0, ¢*), kde 0? =
ne? je parametr charakterizujici pfesnost méfici metody.

26.5.2

Uvazujme nahodné veliciny X1, Xo, ..., které jsou vzdjemné nezavislé, kazda
ma rovnomeérné rozdéleni f(x,) =1pro0 < z, <1, f(x,) =0, jinak. Potom
stfedni hodnoty a rozptyly

1
E(X,) = 3 var(X,) =—, neN.

Podle Lindebergovy-Lévyho véty ma velicina

1 X — 1 3 n
RN (B e
1\2 n
(1) =
asymptoticky normélni rozdéleni N(0, 1).

Tohoto vysledku se vyuziva napf. pfi generovani normélnich odchylek
pomoci pseudonahodnych ¢cisel.
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26.5.3

Centralni limitni véty se zabyvaji asymptotickym rozdélenim souc¢tu ndhod-
nych velicin. Necht nyni {X, },n € N, je posloupnost vzdjemné nezdvislych
pozitivnich ndhodnych veli¢in majicich totéz rozdéleni. Oznacme

pr=ElX;), o*=var(lnX;), j=12,.... (26.5.1)

Necht 0*? je koneéné. Uvazujme nahodné veliciny
Zn=]]X;, neN. (26.5.2)
j=1

Podle Lindebergovy-Lévyho véty posloupnost {Y,,}, kde

> In Xy — _ InZ, —np*
o*\/n  oxyn

konverguje v distribuci k rozdéleni N(0, 1).

Pro dostatecné velkd n lze tedy rozdéleni velic¢iny InZ, = > jo1 In X
aproximovat rozdélenim N(nu*, no*?). Z odstavce 19.1 pak vyplyva, Ze pro
dostatecné velka n 1ze rozdéleni veliciny Z,, = exp (2?21 In X j) aproximovat

Y, = n €N, (26.5.3)

rozdélenim LN (n,u*, na*Q).

26.6 Aproximace nékterych diskrétnich
rozdéleni rozdélenim normalnim

Uvazujme soucet Z,, = Z?Zl X; vzajemné nezavislych nahodnych velicin,
majicich alternativni rozdéleni (14.2.2) s tymz parametrem 7. Podle odst.
14.5 ma Z, rozdéleni Bi(n, m). Z Moivreovy-Laplaceovy véty vyplyva, ze
pro dostatecné velkd n lze rozdéleni veliciny Z, aproximovat normalnim
rozdélenim N(nm, nw(1 — )).

Vhodnost aproximace binomického rozdéleni rozdélenim normalnim se
zlepsuje s rostoucim rozptylem nw(1 — ) rozdéleni Bi(n, 7). Jako empi-
rické pravidlo se doporucuje pouzit normalni aproximace pro n a 7 splnujici
podminku

nr(l—m) > 9. (26.6.1)
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Déle se aproximace zlepsuje zavedenim tzv. opravy pro spojitost, podle
niz pro nezaporna cela ¢isla a a b

| 1
P(agzngb):P<a—§§Zn§b+§>:

1 1
~ & <b+z——7”) _ & (u) (26.6.2)
[nm(1—m)]? [nm(1—m)]?

Negativni binomické rozdéleni je ptirozené n rozdélenim souctu n vzajem-
né nezavislych ndhodnych veli¢in, z nichz kazda ma geometrické rozdéleni
s tymz parametrem 7 (viz piikl. 14.9.2. Z Lindebergovy-Lévyho véty pak
vyplyva, ze pro dostatecné velka n lze negativni binomické rozdéleni s para-
metry n a 7 (pro n prirozené) aproximovat rozdélenim N (n(1— )/, n(1 —
™) /7).

Poissonovo rozdéleni Po(\) lze povazovat za rozdéleni veliciny 7, =
Zgi]l X, kde veliciny X; jsou vzajemné nezavislé, kazda z nich ma rozdéleni
Po(A/[)\]) (viz odst. 15.4).

7 Lindebergovy-Lévyho véty pak vyplyva, ze pro dostatecné velkd A\ lze
rozdéleni Po()) aproximovat rozdélenim N(A, A). Obdobné jako v piipadé
aproximace binomického rozdéleni se doporucuje pouzit normélni aproximace
pro rozdéleni Po()), jestlize A > 9 a uvazuje se téz oprava pro spojitost, podle
niz pro nezaporna cela ¢isla a a b

Pla < Z, <b) ~ ®<ZH%TA_A) - @(G_%T_A). (26.6.3)

V odstavci 16.3 jsme uvazovali aproximaci hypergeometrického rozdéleni
s parametry N, M, n rozdélenim Bi(n, M/n) pro mald n/N. Je-li n/N malé
(feknéme n/N < 0,1) a je-li splnéna podminka (26.6.1), kde 7 = M/N, lze
hypergeometrické rozdéleni aproximovat rozdélenim N(nM /N, var(X )), kde
var(X) je ddno vyrazem (16.2.3).

26.7 Piiklady

26.7.1

Stanovme pravdépodobnosti P(40 < X < 60) a P(X = 50), ma-li X
rozdéleni Bi(100, 1).
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Pouzijme aproximace normalnim rozdélenim. Pak

60+ L — 50 40 — 1 — 50
P(40§X§60):\IJ(++) _\y<+) =

= U(2,1) = U(2,1) =2W(2,1) — 1 = 0,964

P(X =50) = P(X < 50) — P(X < 49) =

50 + 1 — 50 49 + 1 — 50
_ qj<+) _ \y<+> = U(0,1) — ¥(—0,1) = 0, 080.

26.7.2

Necht ndhodn4 veli¢ina X mé hypergeometrické rozdélen{ s parametry N =
1000, M =200, n = 80. Stanovme pravdépodobnost P(X < 20). Protoze

920
E(X)=80-0,2=16, var(X)=80-0,2-0,8- 0= 11,79,
je
20+ 1 —16
P(X<20)~W( 2 ") = W(1,31) = 0,905.
( —_ ) ( 11’79 > (7 ) )

26.8 Ulohy

26.8.1

Pouzitim normélni aproximace stanovte pravdépodobnost P(8 < X < 20)
pro Poissonovo rozdéleni s parametrem A = 12. Porovnejte tuto aproxima-
tivni hodnotu s hodnotou uréenou pomoci tabulek [19].

[Aproximace 0,896 0; z tabulek 0,8989.]

26.8.2

Jakym normalnim rozdélenim Ize pro dostatecné velka n aproximovat rozdéleni
x%(n)? Pouzijte této aproximace pro stanoveni kvantilu xo, 95%(50).

[Rozdélenim N (n,2n); x§g5(50) =~ 66,45.]
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26.8.3

Necht X, ..., X g jsou vzajemné nezdvislé ndhodné veli¢iny, kazd4 necht m4
rovnomeérné rozdéleni na intervalu (0, 1). Stanovte pravdépodobnost P(0,4 <
X <0,6, kde X = % Z?Z X, (pouzijte normalni aproximace).

[0, 984]

26.8.4

Necht {X,},n € N, je posloupnost ndhodnych veli¢in, které jsou vzdjemné
nezévislé a véechny maji stfedni hodnotu p a rozptyl o2. Jak velké n je tieba
uvazovat, aby (pfi pouziti aproximace normélnim rozdélenim) platilo

P(IX —p| <0,10) > 0,95,

kde X, = LS X, ne N?
n > 385.]
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Kapitola 27

Nahodné procesy a jejich
klasifikace

27.1 Pojem nahodného procesu; priklady

Ndhodnym procesem (také stochastickym procesem) se rozumi funkee X (t),
jejiz hodnota v kazdém bodé ¢ je nahodnd veli¢ina. Argumentem ¢ funkce
X (t) je nejcastéji cas: X (t) predstavuje hodnotu néjaké veliciny v okamziku
t. Tak napt. muze X (t) byt okamzita rychlost vétru naméfend v daném misté
po dobé t od zacatku pozorovani, sekundovy prutok vody naméreny na dané
fece v urcitém misté v okamziku ¢, intenzita hluku na urc¢itém misté v daném
okamziku, pocet otfesu zemské kury, zaznamenanych danou seismografickou
stanici od pocatku pozorovani az do doby ¢ atd.

Pozorovani mohou byt uspoidddna jednim ze dvou zptsobti. Bud' se regis-
truji hodnoty X (¢) plynule v case, pak je oborem hodnot ¢ néjaky interval 7T,
napt. interval (0, 00), nebo se hodnoty X (¢) pozoruji jen v danych okamzicich
ty,t9,t3, ..., které lze — pokud jsou ekvidistantni — pro zjednoduseni zapisu
ocislovat 1,2,... a psat misto X (t,) kratce X,,. Oborem moznych hodnot
proménné ¢t pak je mnozina prirozenych ¢isel. V prvnim pripadé mluvime
o stochastickém procesu se spojitym casem Cili o ndhodné funkci, v druhém
piipadé o stochastickém procesu s diskrétnim c¢asem nebo o ndhodné posloup-
nosti. Je zvykem uvadét oboro hodnot proménné ¢ v zapisu nahodného pro-
cesu a psat napt. {X(¢)[t > 0}, {X(¢)|t € (0,1)},{X(¢)|t =1,2,...} apod.

Hodnota X (¢) v daném bodé vyjadfuje stav pozorovaného objektu v ¢ase
t. Jestlize X (t) ma pii kazdém ¢ rozdéleni spojitého typu, fiké se, ze { X (t)|t €
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T} je proces se spojitymi stavy. Jestlize X (t) ma rozdéleni diskrétniho typu,
jde o proces s diskrétnimi stavy.

Graf funkce { X (t)|t € T} ziskany pozorovanim se nazyva realizace ndhod-
ného procesu. Piiklady realizaci nahodnych procest jsou elektrokardiografické
¢i elektroencefalografické zaznamy, zaznamy kolisani atmosférického tlaku
porizené na daném misté barografem atd. Pii studiu ndhodného procesu je
vzdy uzitecné mit na mysli tvar moznych realizaci, pfipominat si neustéle
konkrétni mozné prubéhy realizaci procesu.

X(t)
1 _
0 toY gyt
a)
N(t)
6.
5.
4
3
2-
]
0
0 t
b)
X(t)L
SN o N N
I A A A VA
c)

Obr. 18: Realizace ndhodnych procest: a) ndhodného procesu s dvéma stavy;
b) ¢itactho procesu; ¢) ndhodného sumu.
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Na Obr. 18a az 18c¢ jsou znazornény realizace nékolika nahodnych pro-
cesu. Obr. 18 a predstavuje ukazku mozné realizace procesu s dvéma stavy,
X(t) = 0,X(t) = 1, a se spojitym ¢asem. Takovy proces muze popiso-
vat napf. provoz zafizeni, které muZe v kterémkoliv okamziku ¢ byt bud
provozuschopné [X (t) = 1], nebo v opravé [X(t) = 0]. Na obr. 18 a znaéci
1, th, ... okamziky poruch, t{, ¢, ... okamziky ukonéeni oprav. Na obr. 18 b
je zndzornéna typicka realizace procesu {N ()|t > 0} se stavy n =0,1,2,...,
kde N(t) znaci pocet poruch, které nastaly u daného zatizeni béhem intervalu
(0,¢). Obr. 18 ¢ predstavuje typickou realizaci ndhodného procesu se spojitym
casem a se spojitymi stavy. V daném pripadé jde o zdznam ndhodného sumu
v elektronce.

27.2 Popis nahodného procesu

Pro vétsinu praktickych ucelu se povazuje nahodny proces { X (t)|t € T'} za
dosti presné charakterizovany, jestlize lze pro libovolnou podmnozinu prvku
t1,ts,...,t, mnoziny T a pro libovolna ¢isla xq, xs, ..., z, urcit sdruzenou
distribu¢ni funkci vektoru (X (t1), X (t2), ..., X(t,)) v bodé (z1, 22, ..., z,)n-
rozmérného euklidovského prostoru.

Je-li napt. zndmo, ze X (t) md pii kazdém ¢ normalni rozdéleni se stiedni
hodnotou y a s rozptylem o2, a pro libovolnou dvojici t1, ty maji X (1), X (t2)
kovarianci 02K (|ty — t1]), kde K(s) je dand funkce s vlastnostmi K(0) =
1, |K(s)| <1 pro s > 0, lze pro libovolnou skupinu hodnot t;, ts, . .., ¢, urcit
rozdéleni velicin X (¢1), X (t2),..., X(t,). Toto rozdéleni bude n-rozmérné
normélni s vektorem stfednich hodnot g = (1, ..., u,) a s kovarianéni ma-
ticf a?(K (|t; — t;])). Proces s popsanymi vlastnostmi je tzv. Gausstiv proces.

V nasledujicich dvou ¢lancich této kapitoly bude struc¢né pojednano o dvou
typech ndhodnych procesu, které maji zvlastni dulezitost v nékterych tech-
nickych aplikacich, jako teorie spolehlivosti a operacni vyzkum, a jejichz popis
je aspon castecné zvladnutelny prostiedky, vykladanymi v této knizce. Po-

v e~

ve specialnich pojednanich, uvedenych v seznamu literatury.
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Kapitola 28

Poissonuv proces

28.1 Citaci procesy

Citaci proces (také bodovy proces) je ndhodny proces {N(t)|t > 0} se
spojitym ¢asem a s mnozinou stavu {0,1,2,...}. Hodnota N(¢) v bodé t
predstavuje pocet bodu v intervalu (0, ¢), pficemz vzdélenosti bodu od pocét-
kut = 0 jsou ndhodné veli¢iny, oznacme je napt. Wy, Wy, ..., Wy < Wy < ...

Nejcastéji jde o vyskyt urcitych udalosti v case, napt. v ulohach teorie spo-
lehlivosti o vyskyt poruch urc¢itého zatizeni — pak znaci Wi dobu od uvedeni
zatizeni do provozu do vyskytu prvni poruchy, W5 dobu od uvedeni do pro-
vozu do vyskytu druhé poruchy atd. a N(¢) pocet poruch od uvedeni do pro-
vozu (t = 0) do okamziku ¢t. V ilohéch tykajicich se tzv. systému hromadné
obsluhy (jako telefonni tstfedny, ¢erpaci stanice pohonnych hmot, pfistavaci
dréhy, letisté atd.) jsou W; okamziky vzniku pozadavku na sluzby systému a
N(t) je celkovy pocet pozadavku doslych v intervalu (0, t). Mnozstvi piiklada
¢itacich procesu lze najit ve fyzice; tak mohou byt W, okamziky registrace
impulsu pochézejicich od zdroje radioaktivniho zafeni a N (t) pocet impulsa
registrovanych v intervalu (0, t) nebo okamziky zéznamu otfesu zemské kury
na seismografické stanici a N(t) pocet otfesu v intervalu (0,¢) od pocatku
pozorovani do doby t atd.

Néhodna posloupnost { X, |n =1,2,...}, kde

X1:W1,Xi:Wi—Wi,1, i:2,3,..., (2811)

je posloupnost intervalu mezi vyskyty sledované udélosti. Pro dané hodnoty
s,t (s < t) hodnota piirustku funkce N(t), N(t) — N(s), je pocet vyskytu
sledované udalosti v intervalu (s, t).

229
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Citaci proces lze charakterizovat nékolika zpusoby:

(1) zadanim predpokladu o rozdéleni intervalu Xi, Xs,... mezi vyskyty
udalosti;

(2) zaddnim predpokladu o rozdéleni N(t) pii danych hodnotdch N(s)
v okamzicich s < t;

(3) zaddnim pravdépodobnosti prechodu ze stavu N(t) = n v okamziku ¢
do stavu N(t + h) = n/ béhem intervalu délky h.

Zvlastni postaveni mezi ¢itacimi procesy zaujimé tzv. Poissonuv proces.
Vyskytuje se velmi ¢asto v aplikacich a je vychodiskem pro studium nékterych
procesu obecnéjsich. Vlastnostem Poissonova procesu je vénovan nésledujici

oddil.

28.2 Poissonuv proces

Poissontiv proces je ¢itaci proces, ktery ztélesniuje predstavu o ,,Cisté nahod-
ném vyskytu“ sledované udélosti v ¢ase. Citaci proces { N(t)|t > 0} se nazyva

homogenni Poissontv proces, jestlize splnuje tyto podminky:

(1) N(0) = 0;

(2) intervaly X; mezi vyskyty sledované udalosti jsou navzajem nezavislé;

(3) intervaly X;,7 = 1,2,..., maji exponencialni rozdéleni s hustotou
flz) = X, x>0, (28.2.1)
= 0, z < 0.

Z predpokladu (2) a (3) je vidét, pro¢ homogenni Poissonuv proces je
zpusobily popisovat prubéh vyskytu udalosti, rozlozenych v case zcela nahod-
né: Jelikoz intervaly X; mezi vyskyty sledovaného jevu jsou navzajem nezavis-
16, podminéné rozdéleni doby od n-tého vyskytu jevu do (n+1)-niho vyskytu
pii danych hodnotach X7, X, ..., X, (tj. pfi danych okamzicich predchozich
n vyskytu jevu, W; = X5 + ...+ X;, i=1,2,...n), nezdvisi na hodnotach
Wi, ..., W,. Jinymi slovy, znalost okamziku prvnich n vyskytu sledovaného
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jevu neovliviiuje piedpovéd doby ¢ekani na ndsledujici jev. Déle, z pied-
pokladu (3) plyne (viz odst. 20.4): Pravdépodobnost, ze (n + 1)-ni udédlost
nastane az po uplynuti doby s + h od n-tého vyskytu, podminénd jevem, ze
nastala po dobé s od n-tého vyskytu, je

P(Xn+1 > s+ h|Xn+1 > S) = P(Xn+1 > h), (2822)

to znamend: Okolnost, ze sledovana udalost uz urcitou dobu nenastala, ani
nezvysuje ani nesnizuje pravdépodobnost jejitho vyskytu v dalsim intervalu.

28.3 Rozdéleni veli¢in N(t)

Z predpokladu (1) az (3) 1ze odvodit rozdéleni N (t) v kazdém okamziku t. Jev
{N(t) < n} nastavé prave tehdy, kdyz doba ¢ekani na n-ty vyskyt udélosti,
W, =X1+ Xo+ ...+ X, je delsi nez ¢, tj.

N(t) <n< iXZ- > t. (28.3.1)
Tedy i
P(N(t)<n)=P()_ X;>t). (28.3.2)

Protoze veliciny X; jsou navzajem nezavislé a maji exponencidlni rozdéleni,
mé jejich soucet Erlangovo rozdéleni (viz piikl. 22.4.2), a tudiz z (28.3.2)
plyne

0 ,—Ar\n,.n—1
e A\"x
P(N(t) <n)= ——dux. 28.3.3
v <) = [ (2833

Opakovanou integraci pravé strany (28.3.3) per partes dostaneme konecné
o e M (A)?

P(N(t) <n)=>_ — (28.3.4)

<

odkud
e M(A)"

P(N(t) =n) = P(N(t) <n+1) = P(N(t) <n) = —

(28.3.5)

Ma tedy N(t) pti kazdém ¢ Poissonovo rozdéleni se stiedni hodnotou At.
Konstanta A znac¢i tedy stfedni hodnotu poctu vyskytu sledované udélosti
za jednotku casu; konstanta A\ se nazyva intenzita homogenniho Poissonova
procesu.
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28.4 Sdruzené rozdéleni velicin
N(tl)a s 7N(t/€)

Necht t; < 5 jsou dva libovolné okamziky. Stanovme rozdélen{ rozdilu N (t5)—
N(t1), tj. rozdéleni poctu vyskytu sledovaného jevu v intervalu (¢q, t2). Oznac-
me n; hodnotu, které nabyla funkce N(t) v okamziku ¢;, a w,; okamzik
posledniho vyskytu sledovaného jevu pred okamzikem t;. Ziejmé plati

N(tg) — N(tl) <n <= Xn1+1 — (tl — U}nl) + Xn1+2 + ...+ Xn1+n >ty — 11;

(28.4.1)
Xny42s -« -y Xny4n jsou navzéjem nezavislé ndhodné veliciny s exponencidlnim
rozdélenim podle predpokladu (3); X, 11— (t1 —wy,1) je doba od okamziku ¢,
do prvniho vyskytu jevu nésledujiciho po ¢; (tato doba se neshoduje s X, 11,
protoze posledni predchazejici vyskyt jevu nastal v okamziku w,, < ;).
Protoze X,,, 1 mé exponencialni rozdéleni, které ,nema pamét* (odst. 20.4),
plati

P(Xn1+1 — (tl — wn1) > .Z'|Xn1+1 > (tl — wnl)) = e*)‘x. (2842)

Rozdéleni veliciny X,,, 11 — (t1 — w,,) podminéné jevem X, 1 > t; —
Wy, (tj. ze sledovand udélost nastala pred ¢, naposledy v okamziku w,,) je
tedy opét exponencidln{ se stiedni hodnotou A~!. Podobné jako pii odvozen{
vztahu (28.3.5) je tedy

o~ At2—t1) [)\(tg _ tl)}"
n!

P(N(ty) = N(t;) = n|N(t;) = ny, W, =w) = :
(28.4.3)

Jelikoz tato podminénd pravdépodobnost nezavisi ani na hodnoté n; pro-
cesu N(t) v okamziku ¢1, ani na w, tj. ani na po¢tu vyskytu do okamziku ¢y,
ani na okamziku posledniho predchazejicitho vyskytu, je rovna nepodminéné
pravdépodobnosti poc¢tu vyskytu sledované udélosti v intervalu (¢y,t5).

Odtud ihned plyne pro sdruzené rozdéleni velicin N (t1), N(t2),..., N(t)
(0 <ty <ty <...<tgvyraz

P(N(t1) = ni, N(ta) =ng,...,N(ty) = ng) =
= P(N(t1> =Ny, N(tg)—N(tl) = Ng—"Nq,... ,N(tk)—N(tkfl) = nk—nk,l) =
B e—)\tk )\nk Hle(tl _ ti71>ni_ni_1

ol (ng —n)! (e — 1))

(28.4.4)

pricemz to = 0 a ng = 0.
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28.5 Jiny zpusob definovani Poissonova
procesu

Pro homogenni Poissonuv proces {N(t)|t > 0} plati déle:

P(N(t+h)=n+1|N(t) =n) = +o(h), (28.5.1)
P(N(t+h)=n|N(t)=n) =1—Ar+o(h), (28.5.2)
P(N(t+h)>n+1|N(t)=n) = o(h), (28.5.3)
kde o(h) znaéi veli¢inu nekonecné malou rddu vyssiho nez h, tj.
lim @ = 0.

Uvedené vztahy plynou ze vztahu (28.4.3):
P(N(t+h)=n+1[N(t) =n) =
=P(N(t+h)—N(t)=1) = he V' =
= A (1— Ahe ™) = A — (AR)2 e,
kde /' € (0,h); podil 4(Ah)*e " — 0 pii h — 0. Podobné
P(N(t+h)=n|N(t)=n) = P(N(t+h) — N(t) =0) =

=R/

2 Y

—e =1 Mt (A\R)2S
kde ' je ¢islo z intervalu (0, h); pii h — 0 tedy

—AR/

1 e
—(\h)?
()25

h

— 0,
¢imz je dokdzano (28.5.2). Konecne,
P(N(t+h)>n+1|N({t)=n)=P(N(Et+h)—N(t) >1)=

—1—P(N(t+h)—N(t) =0) — P(N(t+h) = N(t) = 1) =
=l—eM_\he =
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=1 — (1= Me™™) = Ah(1 — Xhe "),
kde A" a h” jsou ¢isla z intervalu (0, h). Je tedy

lim +P(N (¢ 4+ 5) > 0+ 1IN (f) = n) =

h—0

= lim(Ae™ — X+ XN2he M) = 0.
h—0

Vztahy (28.5.1) az (28.5.3) davaji dalsi ndzorny vyklad vyznamu para-
metru A zvanému intenzita procesu { N (t)|t > 0}: Pravdépodobnost vyskytu
sledovaného jevu v kratkém intervalu je imérna intenzité procesu a délce
intervalu. Vedle toho doplinuji popis vlastnosti procesu o dalsi poznatek:
Pravdépodobnost dvou nebo vice vyskytu sledovaného jevu klesa k nule s kle-
sajici délkou intervalu, a to rychleji nez délky intervalu.

Pomoci vztahu (28.5.1) az (28.5.3) by také bylo mozné definovat homo-
genni Poissonuv proces. Oznacme — pro kratkost zapisu —

P(N(t)=n) =P,(t), P(N(t)=n|N(s)=k) = Pyn(s,t).

Podle véty o tplné pravdépodobnosti (odst. 6.10) je

n

Py (t+h) = Po(t) Pun(t, t-+h)+ Py () Pacy o (8, t+0)+ Y Posj(t) Pacjn(t, t+h).

j=2

Po dosazeni za podminéné pravdépodobnosti podle (??) az (77)

P,(t+h) = P,(t)(1 — M+ o(h)) + P_i(t) (A + o(h)) + o(h) y Po;(t),

=2

odkud ) h

m [Po(t+h) — Po(t)] = =AP,(t) + AP (t) + #

Limitnim prechodem pro h — 0 se odtud ziska systém diferencialnich
rovnic pro P, (t)

dP,(t)

dt
jehoz fesenim za vedlejsi podminky Py(0) = 1, P_1(t) = 0 vyjde (28.3.5)
z rozdéleni pro délku intervalu mezi vyskyty jevu a rozdéleni doby do n-tého
vyskytu.

= —AP,(t) + AP,_1(1),
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28.6 Vlastnost Poissonova procesu

Zévérem uvedme jesté jedu zajimavou vlastnost homogenniho Poissonova
procesu:

Necht W1, W,, a W, 11 jsou okamziky (n — 1)-niho, n-tého a (n + 1)-
nitho vyskytu sledované uddlosti. Rozdéleni W, podminéné jevem W, 1 =
Wy—1, Whi1 = Wpy1 je rovnomeérné rozdélend na intervalu (wy_1, Wyi1).

O platnosti tohoto tvrzeni se presvédéime jednoduse: W, = W, +
Xy Wopr = W 1+ X+ X411, kde X, a X, jsou veli¢iny s exponencidlnim
rozdélenim, nezavislé na W, _; a nezavislé mezi sebou navzajem, a W, _; je
souctem n — 1 nezavislych ndhodnych veli¢in s exponencidlnim rozdélenim.
Pti danych w,_1 < w, < w,y1 jev

{Wn—l = Wnp-1, Wn = Wp, Wn+1 - wn+1}
tedy nastava pravé tehdy, kdyz nastava jev
{Wn—l = Wp-1, Xn = Wy — Wnp-1, Xn+1 + Xn = Wnp+1 — wn—l}-

Protoze X, a X1 jsou nezavislé na W,,_; (podle predpokladu o Poisso-
nové procesu), zalezi jediné na rozdéleni veli¢in X,, a X,,;;. Jejich sdruzena
hustota v bodé x, = w, —w,_1 a X,,11 = wy41 — w, je rovna

M exp[—Aw, — wn_1) — Mwni1 — wy,)] = A2 exp[—AM w1 — Wp_1)]

a hustota podminéna jevem X, + X1 = w,11 —w,_1 je
)\2 eXp[_)\(wnJrl — wnfl)]

A2 exp|—A(Wn41 — Wyp—1)|(Wny1 — Wp—1)
coz je hustota rovnomérného rozdéleni na intervalu (w,_1,w,). Tato vlast-
nost homogenniho Poissonova procesu je dalsim potvrzenim predstavy, ze
Poissonuv proces popisuje ,,¢isté nahodny* vyskyt udédlosti v ¢ase: Sledovand
udélost nastane v prvni ¢tvrtiné intervalu mezi predchazejicim a nasledujicim

vyskytem se stejnou pravdépodobnosti jako v jeho treti ¢i posledni c¢tvrtine
atd.

- (wn+1 - 'wn—l)_1

28.7 Ulohy

28.7.1

Predpokladejte, ze poruchy urcité soucasti, ktera ma zakladni vyznam pro
funkci pristroje, tvori Poissonuv proces, v pruméru piipada jedna porucha na
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200 hodin provozu ¢ili na 40 osmihodinovych smén. Na skladé jsou 2 nahradni
soucasti; pod dobé odpovidajici 60 sménam budou dodany dalsi. Jaka je
pravdépodobnost, ze pristroj nebude pro nedostatek nahradnich soucasti
vyfazen z provozu do dodavky dalsich ndhradnich dilu?

Tato pravdépodobnost je rovna

2 (—480-0,005) (480-0,005)% __ (—24) 2 (2.4)F
Zk:oe k! =e Zk:() ko

V tabulkéch [19] se zjisti jeji hodnota 0,569 7

28.7.2

Tvoti-li poruchy pneumatiky nakladniho vozidla Poissontuv proces, a pripada-
li v pruméru jedna porucha na 50 000 km, jaka je pravdépodobnost, ze vozi-
dlo vybavené jednim uplnym rezervnim kolem ujede 2000 km bez nutnosti
nouzové opravy na cesté?

[P(N(t) <1)=0,9992, opét s uzitim tabulek.]

28.7.3

Zdroj zareni vysila v prumeéru 1 impuls za 2s, impulsy tvori Poissonuv proces.
Jaka je pravdépodobnost, ze v kazdém z 5 intervalu po 5s

(0s,55),(5s,10s),...,(20s,255)

budou registrovany nejméné 4 impulsy?
Hledana pravdépodobnost je
5
| e 2522 = 0,000808

3
s uzitim tabulek [19].



Kapitola 29

Proces rustu a zaniku

29.1 Homogenni Markovuv retézec se
spojitym casem

Markovovym tetézcem se spojitym casem nazyvame nahodny proces {N(t) |
t > 0} s diskrétnimi stavy (nejcastéji vyjadienymi celymi ¢isly, N(t) =
oo, —2,-1,0,1,2,...), ktery mé tuto vlastnost: Pro libovolné ptirozené ¢islo
k > 2, libovolnd nezdporna ¢isla t1,tq, ...t (0 <t; <ty < ... < tg) a pro
libovolna celd ¢isla nq, no, ..., n; plati

P(N(tx) = ng|N(t1) = ni,N(t2) =no, ..., N(ty—1) = ng—q) = (29.1.1)

= P(N(tk) = nk|N(tk_1) = nk_l).

To znamend, ze pravdépodobnost jevu N(t;) = ny, podminénd danymi
hodnotami N(t) v okamzicich ty,ts,...,tx_1, zavisi jen na hodnoté N(t)
v case t = t;_1, tj. jen na vysledku posledniho pozorovani predchézejiciho ty,
a nikoliv na predchdazejicim prubéhu procesu.

Pravdépodobnost jevu N(t;) = ni podminéna jevem N (t;_1) = np_1 se
nazyva pravdépodobnosti prechodu ze stavu ny_, do stavu n, béhem intervalu
(to1,tr).

Oznacme ji strucné P, », (tk—1,%k). Je to ziejmé funkce stavu ng_q, ny
a Casu ty_1,t, jejiz znalost umoznuje — pii znalosti poc¢atecniho rozdéleni
P,,(0) = P(N(0) = ng) — vypocitat pravdépodobnost jevu {N(t;) = n,
N(ty) =ng, ..., N(tx) = ng} (tj. urcit konec¢né rozmérné rozdéleni N(t)) pro
libovolné ptirozené k, libovolné dané okamziky 0 < t; < t5 < ...t} alibovolné

237
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stavy ni, na, ..., n, opakovanou aplikaci véty o uplné pravdépodobnosti:

P(N(t1) =ny, ..., N(ty) = ng) =
> " Pog(0) Py (0, £1) Py s (1, 82) - Py (b1, 1), (29.1.2)
no

kde s¢itdme ptes vSechny hodnoty pocatecniho rozdéleni.

Jestlize pravdépodobnost prechodu P, ,(s,t) z m do n béhem intervalu
(s,t) nezavisi na s, nybrz jen na rozdilu ¢ — s (tj. na délce intervalu), fikdme,
ze jde o homogenni Markoviv fetézec, a v argumentu pravdépodobnosti
prechodu vyjadiujeme jen délku intervalu:

Ppn(t,t +h) = Ppn(h). (29.1.3)

Velmi jednoduchym piikladem homogenniho Markovova fetézce se spo-
jitym casem je Poissonuv proces z predchézejiciho clanku; poc¢atecéni rozdélent
je pri ném

Py(0)=1, P,(0)=0 pro n=1,2,...

a pravdépodobnosti prechodu

e—)\h()\h)ng—nl

Py ny(h) =
wna(h) = =70

pro mns > nj.

Existuji vSsak i jiné Markovovy fetézce se spojitym casem - nékterym
z nich je vénovan tento clanek.

Pravdépodobnosti piechodu P, ,(h) spliuji vztah, znamy pod ndzvem
Chapmanova-Kolmogorovova rovnice: Pro libovolnou dvojici stavi (m,n) a
kladnd éisla (hy, he)

n—1

Pn(hi+ha) = D Prj(h1)Pin(ha). (29.1.4)

j=m+1

Rovnice (29.1.4) plyne ze zékladnich vét teorie pravdépodobnosti (kapi-
tola IT); béhem intervalu délky hq+hy muze N (t) ptejit ze stavu N(t) = m do
N(t) = n témito navzajem disjunktnimi zpusoby: V prubéhu intervalu délky
h1 z m do j; v prubéhu zbyvajici ¢asti intervalu, kterda ma délku hs, z j do n,
pficemz j probihd celou mnozinu stavu fetézce. Podrobnéji: P, ,,(hy + he) je
pravdépodobnost jevu N(t + hy + he) = n podminénd jevem N(t) = m; na
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hodnoté ¢ nezélezi, protoze jde o homogenni proces. Jev N(t + hy + hy) =n
je sjednocenim navzajem disjunktnich jevi

{N(t+h) =3} N{N(t+hy + ho) = n}

Limity
Pii(h)
lim 2 = ¢; | # k 29.1.5
m === =g, j# K ( )
pokud existuji a jsou konecné, se nazyvaji intenzitami prechodu ze stavu j
do stavu k, limita

lim [%{1 - ij(h)}] —q (20.1.6)

h—0

je tzv. pravdépodobnost vystupu ze stavu j. Intenzity prechodu jsou ziejmé
derivace pravdépodobnosti prechodu:

d d
it = [&ij(h)}hzo’ %= _[&Pj'(h)]hzo' (29.17)
V aplikacich je ¢asto dulezité chovani procesu N (t) , v ustdleném stavu®,
v okamzicich ¢ velmi vzdalenych od pocdtku, kdy lze ocekavat, ze N(t)
nabyva ruznych hodnot n s pravdépodobnostmi 7, nezavislymi na ¢ a neza-
vislymi na stavu procesu v okamziku ¢ = 0. Jestlize pro dany proces takové
pravdépodobnosti 7, existuji, musi byt pro vSechna j

hlggo P (h) = mp; (29.1.8)
tato podminka vyjadiuje nezavislost N(¢) na stavu, ve kterém se nachazel
pred dlouhou dobou (tj. vzajemnou nezavislost N (t1) a N (t3) pti ¢y a ty velmi
od sebe vzdalenych).

Vyjdéme ted z Chapmanovy-Kolmogorovovy rovnice (29.1.4), kterou lze
zapsat ve tvaru

Pmn(hl + h2) = Pmn(hl)Pnn(h2) + Z ij(h1>Pjn(h2)
J#n

a nechme hy; — oo; plati-li (29.1.8), je

Tp, = 7T-nPTm(hQ) + Z 7Tj})jn(hQ)
j#n
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cili
(1= Pan(ha)) = > 7 Pju(ha). (29.1.9)
J#Fn
Délenim rovnice (29.1.9) cislem hy a prechodem k limité pro hy — 0
kone¢né vyjde s uzitim (29.1.5) a (29.1.6)

ToGn = 3 TiGm, 1=0,12. .. (29.1.10)

i#n
To je soustava linedrnich rovnic, kterou musi spliiovat pravdépodobnosti
T, pokud takové existuji. Pravdépodobnosti m,, n =0,1,2,..., se nazyvaji

stactondrni pravdépodobnosti; udavaji jednak pravdépodobnost, ze v néjakém
velkém ¢ bude N(t) = n, jednak limitni hodnotu (pro T'— oo) podilu

[celkovd doba, po kterou v intervalu (0,T) bylo N(t) =n]
T .

29.2 Homogenni Markovuv retézec se
spojitym casem

29.2.1 Priklad

Predstavme si zatizeni, které ma byt v neptretrzitém provozu, avsak ma v na-
hodnych okamzicich poruchy. Predpokladejme, ze doba do poruchy mé ex-
ponencialni rozdéleni se stiedni hodnotou A~! a doba od vzniku poruchy
do jejtho odstranéni mé exponencidlni rozdéleni se stfedni hodnotou p*.
Polozmé N (t) = 1, jestlize v okamziku ¢ je zafizeni v provozu, a N(t) = 0,
jestlize je v okamziku ¢ porouchéno. Pak je N(t) homogenni Markovuv fetézec
se stavy (0,1) a s intenzitami prechodu

Qo1 =M, Q10=A q =N, qo=/. (29.2.1)

Pro malé hodnoty h je totiz pravdépodobnost poruchy v intervalu (¢, t+h)
rovna 1 — e ™ ~ \h, pravdépodobnost poruchy, jejtho odstranéni a dalsi
poruchy pak je nekoneéné mala fadu vyssiho nez h, ¢ili

lim M =\

h—0 h
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Podobné by se postupovalo pro dalsi intenzity. Stacionarni rozdéleni pravdépodobnosti
je dano soustavou rovnic

Togo = Tiqio, tj. Top = TA,

Q1 = ToQo, tj. MA=Top,

To znamend, ze m = mopu/A. Aby staciondrni rozdéleni bylo rozdélenim
pravdépodobnosti, musi byt

7T0+7T1:1, tj. 7TO<1+,U/)\):1

t.

“)1 A Ln (29.2.2)

TNt I+ 1/u
i 1/A
T Xtp A+ 1/u
Pravdépodobnost m;, kterd je rovna podilu stfedni hodnoty doby bez-

vadné funkce a souctu stfedni doby bezvadné funkce se stfedni dobou trvani
poruchy, je zndma v teorii spolehlivosti jako koeficient pohotovosti.

7T0:<1+

™

29.3 Proces rustu a zaniku

Proces ristu a zdniku je homogenni Markovuv fetéz {N(t)|t > 0} se stavy

n=20,1,2,... as intenzitami prechodu
Gnn+1 = )\na Gnn+2 = Gnn+3 = -+ = 07 n > 07 (2931)
Gnn—1 = Mny, Gnn-2=Cqnn-3 = ... = 07 n = 17
an = <)\n + ,Un)a
kde A\, a p,, n=0,1,2,..., jsou dana ¢isla, o = 0. Proces rustu a zaniku

popisuje kolisani velikosti néjakého souboru v ¢ase (at uz jde o soubor mi-
kroorganismi, stroju, osob pojisténych proti urc¢itému riziku, obsazenych li-
nek v telefonni ustiedné atd.), za predpokladu, ze v ndhodnych okamzicich
do tohoto souboru pristupuji nové prvky a v nahodnych okamzicich z néj
jiné prvky vystupuji. Pfitom pravdépodobnost, Ze soubor se béhem kratkého
intervalu délky h zvétsi o jeden prvek, je priblizné rovna A,k (mé-li sou-
bor na pocatku intervalu n prvku), pravdépodobnost ibytku jednoho z n
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prvku béhem kratkého intervalu délky h je u,h a pravdépodobnost, ze béhem
kratkého intervalu zadny prvek soubor neopusti, ani novy nepftibude, je

(An =+ pin)h.
Stacionarni pravdépodobnosti m,, n =0,1,2,..., jsou ddny (pokud exis-
tuji) soustavou rovnic:
ToAo = M1, (29.3.2)
Tn(An + tn) = Tpo1Ano1 + Tnastflne, n=12.... (29.3.3)
Z (29.3.3) plyne pro kazdé n
Tolbn — Tn-1An—1 = Tpaifbnil — TnAn, N =1,2,.... (29.3.4)
Odtud
Tl — ToAg = Tofly — TN = T3fl3 — Moy = .. .. (29.3.5)

Podle (29.3.2) je vsak
Ty — Ao = 0,
takze
Tpfbn, = 7Tn71)\n717 n > 1.
Pravdépodobnosti 7, splnuji rekurentni vztah
)\nfl

n

Tn1. (29.3.6)

Ty =

Opakovanym uzitim tohoto vztahu dostaneme

anﬂoﬁ)\

k—1
w1 Mk

(29.3.7)

Hodnota my musi byt urc¢ena tak, aby {m, 1, ...} bylo rozdéleni pravde-

podobnosti, tj.
oo n )\ a
=TT
n=1 k=1 Fok

]_1. (29.3.9)

Jestlize A\, > 0 pro vSechna n, tj. mnozina moznych stavu je nekonecn4,
muze se stat, ze fada v (29.3.8) m4a nekonecény soucet, my = 0, a tedy m, = 0
pro vSechna n. Tak tomu bude napft., kdyz pro vSechna n bude \,_1 > pu,; za
takovych podminek je také ptirozené ocekavat, ze nebude existovat ustaleny
stav, soubor neustéale poroste a k libovolnému N bude mozno najit takové t,
ze s pravdépodobnosti libovolné blizkou 1 bude N(t) > N.
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29.4 Priklady — nékteré aplikace procesu
rustu a zaniku

294.1

Ptedstavme si pracovisté, na kterém je v provozu M shodnych zafizeni (napf.
dopravni zdvod s M stejnymi vozidly v provozu) a pro piipad poruchy
nékterého zatizeni je k dispozici Z zaloznich zarizeni stejného druhu. Zarizeni
v provozu maji v ndhodnych okamzicich poruchy; predpokladejme, ze jde
o zatizeni, kterd uz maji za sebou dobu zabéhu a odstranovani skrytych vad,
avSak dosud nejevi znamky vyrazného opotiebeni, takze realistickym mo-
delem pro vyskyt poruch u kazdého zatizeni je Poissonuv proces, tj. doba
bezvadné funkce kazdého zafizeni ma exponencialni rozdéleni se stiedni hod-
notou 1/pu. Déle predpokladejme, ze doba potfebnd k odstranéni poruchy
ma také exponencidlni rozdéleni se sttedni hodnotou 1/A. Jakmile nékteré ze
zafizeni v provozu ma poruchu, je nahrazeno zafizenim ze zélohy, pokud jesté
néjaké v zaloze je. Zatizeni v zéloze poruchy mit nemohou, zatizeni opravend
se vraceji do zalohy. Pro posouzeni, do jaké miry je cely systém schopny pro-
vozu, je rozhodujici rozdéleni pravdépodobnosti poctu zarizeni, schopnych
funkce. Oznacme N (t) pocet zafizeni zpusobilych provozu v okamziku ¢
(pouzivanych a ¢ekajicich v zéloze). Proces {N(t)|t > 0} je proces rustu
a zanik. Prislusné intenzity prechodu stanovime takto:

Dokud pocet provozuschopnych zafizeni je N(t) = n > M, mohou poru-
chy vznikat jen u téch M zarizeni, kterych se pouziva, tudiz

Wy = Mp pro n > M.

Doba X do poruchy kazdého z M provozuschopnych zafizeni ma podle
predpokladu exponencialni rozdéleni, P(X > x) = e **(x > 0). Tedy pravde-
podobnost, ze u nékterého zarizeni dojde k poruse béhem intervalu délky h, je
rovna doplinku pravdépodobnosti, ze doba bezporuchového provozu u vsech
M zatizeni bude delsi nez h, ¢ili

Popoi(h)=1—[e "M =1 —eMh = Myh.
Podobné
Wy =1 pro n < M.

Daéle, pokud neni zadné zarizeni porouchéno a tedy v opravé, nemuze se
zadné vratit mezi provozuschopnd, takze intenzita prechodu typun — n+1
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je
A=0 pro n=M+ Z.

Jakmile je néjaké zatizeni porouchdno, tj. pocet provozuschopnych N(t)
mensi nez M+ Z, opravuje se a muze s urcitou pravdépodobnosti byt vraceno
mezi provozuschopnd. Protoze doba opravy m&a exponencialni rozdéleni se
stfedni hodnotou 1/A, je

A=A pro n< M+ Z.

Staciondrni rozdéleni poctu provozuschopnych zafizeni tedy je déno (29.3.7)
a (29.3.8), pricemz

T = {1+MiZﬁA’“ 1]_1: (29.4.1)

1 k=1 H

Napifklad pii M =8, Z =2, =0,01h~Y, u=0,001h"", tj. pii osmi
zafizenich v provozu, dvou zaloznich, stfedni dobé bezporuchového chodu
1000 a stredni dobé opravy 100 A je staciondrni rozdéleni poctu zarizeni
schopnych provozu dano tabulkou

n Ty = Yilami= | n Ty = >l T =
n| =P(Nt)=n) | = PIN(t)>n) | n | = P(N(t) = n) | = P(N(¢) > n)
0  0,000072 1,000000 6 0,097082 0,896712

1| 0,000699 0,999928 7 0,138689 0,799630

2| 0,003495 0,999229 8 0,173362 0,660941

3| 0,011649 0,995734 9 0,216702 0,487579

4| 0029124 0,984085 | 10 |  0,270877 0,270877

5| 0,058249 0,954961

Je videét, ze vSech osm zafizeni bude v provozu s pravdépodobnosti jen
0,66, to znamenad, ze piiblizné 34 % z celkové dlouhé doby provozu systému
bude fungovat jen sedm nebo i méné zafizeni. ZlepsSeni by se dosahlo napft.
zatazenim dalsiho zalozniho prvku.

29.4.2 Provoz systému hromadné obsluhy.

Predstavme si zarizeni, poskytujici urcité sluzby, jako napf. stanici pro cerpani
pohonnych hmot. Predpoklddejme (pro jednoduchost piikladu), ze zarizeni
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nemuze poskytovat sluzbu nékolika zékaznikum soucasné (napf. Cerpaci sta-
nice s jedinym ¢erpadlem). Pozadavky na obsluhu necht vznikaji ve zcela
nahodnych okamzicich; ptichody zdkazniku tvoii Poissonuv proces s intenzi-
tou A (A je prumérny pocet zdkazniku, ktefi pozaduji obsluhu za jednotku
¢asu, napf. za hodinu). Predpoklddejme déle, ze doba obsluhy ma expo-
nencialni rozdéleni se stfedni hodnotou 1/p (napt. 1/ =6 min = 0,1 h).
Oznacime-li N(t) pocet zédkazniku piitomnych v daném okamziku v ob-
sluzném zarizeni (tj. ¢ekajicich ve fronté a obsluhovanych), pak { N(t)|t > 0}
je za danych podminek proces rustu a zaniku s témito intenzitami prechodu:

Qnntl = A pro n >0,

Inn-1 = [ pro n >1,
G = A+p pro n>1,
o = A

Stacionarni rozdéleni poctu zakazniku pritomnych v obsluzném zatizeni
tedy je (podle (29.3.7) a (29.3.8)):

T = [1+ZHA’° 11 { i }_ = (29.4.2)

n=1 k=1

B { Al }1 = A
- W3

(za predpokladu, ze u > A, to znamend, ze stiedni doba obsluhy je kratsi nez
sttedni délka intervalu mezi ptichody zdkazniku; jinak by pocet zakazniku u
zatizeni zadné stacionarni rozdéleni nemél, rovnovazny stav by neexistoval),

_ woknl Akt L@)" (29.4.3)

I

Pocet zakazniku mé tedy geometrické rozdéleni (viz odst. 14.8). Je-li napf.
prumérny pocet prichazejicich zdkaznikiu za hodinu roven 5 (tj. v pruméru
jeden za kazdych 12 minut) a prumérna doba obsluhy je rovna 6 min = 0, 1
h, mame

a stacionarni rozdéleni je

10-5
= ——=0,5
o 10 )Yy
m = 0,5-0,5=0,25,
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obecné
T, = 0,5" ! =0,1
n R s n I PO

Pravdépodobnost, ze zafizeni bude v necinnosti, tj. ze nebude ptitomen
ani jeden zdkaznik,je v tomto pripadé 0,5; asi 50% doby by bylo zafizeni
nevyuzito. Pravdépodobnost, ze pravé prichazejici zédkaznik najde zafizeni
obsazené, takze bude nucen cekat (kratsi ¢i delsi dobu), je 1 — m,, v daném
piikladé 0,5. Stredni hodnota poctu pritomnych zdkazniku je

E(N@) = nm = —

= A

V daném prikladé tedy T‘r’_5 = 1. Stfedni hodnota poctu cekajicich ve
fronté pak je

= Y (n—1)P(N(t)=n) =

= Y nP(N(t)=n)-> P(N(t)=n) =

— B(N(t) - P(N(t) = 1) — P(N(t) > 2) =
A e

p=XA o plp—=A)
V nasem piikladé stiedni hodnota poctu cekajicich (pii ustdleném stavu)

: 25
e 105 —O,5

29.5 Ulohy

29.5.1 Provoz tzv. uzavieného systému hromadné
obsluhy.

V dilné pracuje N stroju, zcela shodnych a fungujicich nezavisle na sobé.
K jejich obsluze je urcen jeden mechanik. Kazdy stroj m&a rozdéleni dob
mezi poruchami exponencialni se stredni hodnotou 1/\. Doba potiebné k od-
stranéni poruchy ma také exponencialni rozdéleni, jeji sttedni hodnota je 1/p.
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Najdéte staciondrni rozdéleni poctu nefungujicich stroju (jeden v oprave,
ostatni porouchané ¢ekajici na opravu).

n -1 n
[7?‘0 = <1 + 27]:[:1 (3) —(NJX'TL)') , T, = T <%> (N%'n)']

29.5.2 Provoz systému hromadné obsluhy se dvéma
obsluznymi zarizenimi.

Necht pozadavky na obsluhu tvoif Poissontiv proces s intenzitou \, doba ob-

sluhy necht mé exponencidlni rozdéleni se stfedni hodnotou 1/u. Pfedpoklé-

dejte, ze lze obsluhovat dva zdkazniky soucasné. Najdéte rozdéleni poctu
prvku v systému (tj. po¢tu obsluhovanych a ¢ekajicich).
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charakteristicka funkce, 70

nahodny jev, 4
nahodny pokus, 4

permutace, 29

rovnost jevu, 7
rozdil jevu, 12

sjednoceni jevu, 8
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