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2 Operace s náhodnými jevy 7
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14 Binomické rozděleńı 121
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Náhodný jev
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Kapitola 1

Náhodné pokusy a náhodné
jevy

1.1 Náhodné pokusy.

V základech fyziky a chemie najdeme mnoho př́ıklad̊u zákon̊u typu
”
při

splněńı určitých podmı́nek nastane vždy určitý následek”, např. magnetická
střelka umı́stěná pod proudovodičem se při zapnut́ı proudu vychýĺı vždy
určitým směrem v závislosti na směru proudu. Ponoř́ı-li se do roztoku CuSO4

elektrody, začne se na katodě hromadit měd’. Očekávaný výsledek se nedo-
stav́ı jen tehdy, když nejsou správně dodrženy podmı́nky pokusu. Splněńı
určitého souboru podmı́nek má v pokusech tohoto druhu vždy za následek
výskyt určitého jevu, jednoznačně určeného př́ıslušným souborem podmı́nek.

Naproti tomu existuj́ı pokusy, při kterých tomu tak neńı, při kterých
realizace daných podmı́nek může vyvolat r̊uzné následky, výsledek pokusu
neńı jednoznačně předurčen podmı́nkami. Např. při některých hodnotách
napět́ı nelze s jistotou ř́ıci, zda izolátor daného druhu bude proražen či ne;
při některých pokusech k pr̊urazu dojde, při jiných nikoliv. Strojv̊udce elek-
trického vlaku proj́ıžděj́ıćı denně stejnou trat’ ani při pečlivé kontrole stroje
nemůže předpovědět poruchu stroje při j́ızdě. Při pokusu o telefonické spo-
jeńı s daným č́ıslem nelze předem ř́ıci, zda linka bude obsazena či ne. Uvede-li
se do provozu určité zař́ızeńı, nelze – ani při dobře známé technologii jeho
výroby – s jistotou ř́ıci, že bude bez poruchy pracovat 200 hodin, ani že
k poruše dojde během prvńıch 100 hodin provozu, ani že k poruše dojde po
750 hodinách atd. Jde tu o činnosti, u kterých podmı́nky, předurčuj́ıćı jejich
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4 KAPITOLA 1. NÁHODNÉ POKUSY A NÁHODNÉ JEVY

výsledek, jsou daleko méně kontrolovatelné, než podmı́nky některých jedno-
duchých laboratorńıch pokus̊u. U takovýchto činnost́ı lze jen popsat tř́ıdu
možných výsledk̊u a ř́ıci, že ten či onen výsledek nastává

”
velmi často”,

”
často”,

”
zř́ıdka”,

”
velmi zř́ıdka”, apod. Všem takovým činnostem, jejichž

výsledek neńı jednoznačně předurčen podmı́nkami, za kterých prob́ıhaj́ı, a
které jsou (aspoň v zásadě, teoreticky) neomezeně mnohokrát opakovatelné
za stejných podmı́nek, ř́ıkáme náhodné pokusy .

Co do předv́ıdatelnosti výsledk̊u podobaj́ı se všechny zmı́něné náhodné
pokusy úkon̊um z hazardńıch her jako rozdáváńı karet, házeńı hraćımi kost-
kami, roztočeńı kola rulety, taháńı los̊u z osud́ı atd. Náhodné pokusy sdružené
s hazardńımi (náhodnými) hrami se zvlášt’ dobře hod́ı pro ilustraci základńıch
princip̊u počtu pravděpodobnosti, a historicky prvńı matematické studie prav-
děpodobnosti byly právě s těmito pokusy těsně spjaty. Důvodem je zvláštńı
jednoduchost takových pokus̊u: malý počet možných výsledk̊u, jednoduchý
a přesný popis, dokonalá znalost podmı́nek pokusu. Proto i v úvodu do teo-
rie pravděpodobnosti je užitečné uchýlit se k př́ıklad̊um z oblasti náhodných
her.

1.2 Náhodné jevy a stabilita relativńıch

četnost́ı

Náhodným jevem rozumı́me jakékoliv tvrzeńı o výsledku náhodného pokusu,
o kterém lze po uskutečněńı pokusu rozhodnout, zda při dané realizaci pokusu
je či neńı pravdivé. Tak např. spoč́ıvá-li náhodný pokus ve zkoušce elektrické
pevnosti izolátoru, výsledek –

”
proražeńı izolátoru”– je náhodný jev. Spoč́ıvá-

li pokus v návštěvě restaurace (bez předchoźı rezervace stolu), pak jev
”
aspoň

jeden st̊ul je volný”je náhodný jev. Jde-li o provoz elektrické lokomotivy
v daných podmı́nkách, pak

”
porucha hnaćıho ústroj́ı během 50 000 km”,

”
ujet́ı 25 000 km bez poruchy”,

”
opotřebeńı ložisek kol před ujet́ım 40 000

km”atd. jsou náhodné jevy.

Ćılem teorie pravděpodobnosti je nahradit neurčitá tvrzeńı jako
”
jev

nastává velmi zř́ıdka”nebo
”
jev nastává poměrně často”přesněǰśımi výrazy,

zavést mı́ru početnosti výskyt̊u r̊uzných jev̊u a dát pravidla pro manipulaci
s náhodnými jevy, s mı́rami početnosti jejich výskyt̊u, tj. vytvořit soustavu
pravidel pro výpočty zmı́něných měr početnosti výskyt̊u.

Jakkoliv jsou výskyty r̊uzných jev̊u v jednotlivých realizaćıch náhodného
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Tab. 1: Přehled dět́ı narozených v Polsku v letech 1927–1932
absolutńı četnosti relativńı četnosti

Rok celkem chlapci d́ıvky chlapci d́ıvky
1927 958 733 496 554 462 189 0,5179 0,4821
1928 990 993 513 654 477 339 0,5183 0,4817
1929 994 101 514 765 479 336 0,5178 0,4822
1930 1 022 811 528 072 494 739 0,5163 0,4837
1931 964 573 496 986 467 587 0,5152 0,4848
1932 934 663 482 431 452 232 0,5162 0,4838

pokusu nepředv́ıdatelné a jednotlivé možné výsledky se stř́ıdaj́ı zcela nepra-
videlně, při hromadném pozorováńı, tj. při pozorováńı velkého počtu reali-
zaćı, se objevuj́ı u mnohých náhodných pokus̊u zřetelné zákonitosti (pravi-
delnosti). Ukážeme tyto zákonitosti na několika př́ıkladech.

1.3 Př́ıklady

1.3.1

Před narozeńım d́ıtěte nelze určit, zda novorozenec bude chlapec či děvče.
V tabulce 1 jsou uvedeny celkové počty dět́ı narozených v Polsku v několika
po sobě jdoućıch letech, počty chlapc̊u a počty d́ıvek mezi nimi a pod́ıly
chlapc̊u a d́ıvek (data z [1] [3]).

Je vidět, že pod́ıly chlapc̊u, narozených v jednotlivých letech, (tzv. re-
lativńı četnosti) se pohybuj́ı v těsné bĺızkosti č́ısla 0,52. Ačkoli předpověd’

pohlav́ı d́ıtěte v jednotlivém př́ıpadě je zcela nemožná, předpověd’ pod́ılu
chlapc̊u ve velkém počtu narozených dět́ı možná je; lze očekávat, že mezi
narozenými dětmi bude přibližně 52% chlapc̊u. Odchylka bude t́ım menš́ı,
č́ım větš́ı počet dět́ı bude pozorován.

1.3.2

Tabulka 2 obsahuje výsledky náhodného pokusu spoč́ıvaj́ıćıho v hodu minćı,
źıskané v séríıch po deseti, stu a pěti stech opakováńı.

Z údaj̊u v Tab. 2 plyne: (1) Relativńı četnost ĺıc̊u při mnohonásobném
opakováńı hodu minćı koĺısá kolem č́ısla 0,50; (2) č́ım větš́ı je počet opakováńı
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Tab. 2: Výsledky náhodného pokusu spoč́ıvaj́ıćıho v hodu minćı, źıskané
v séríıch po deseti, stu a pěti stech opakováńı.
Č́ıslo série Počet opakováńı Počet ĺıc̊u Relativńı počet ĺıc̊u

1 10 6 0,6
2 10 5 0,5
3 10 3 0,3
4 10 4 0,4
5 10 5 0,5
6 100 43 0,43
7 100 50 0,50
8 100 55 0,55
9 100 49 0,49
10 100 51 0,51
11 500 248 0,496
12 500 265 0,530
13 500 238 0,476
14 500 261 0,522
15 500 248 0,496

pokusu, t́ım menš́ı jsou odchylky relativńı četnosti ĺıce od 0,50.
Úkaz, že relativńı četnosti některých jev̊u se s rostoućım počtem opa-

kováńı ustaluj́ı na určitých č́ıslech, se nazývá stabilitou relativńıch četnost́ı.
Tato stabilita relativńıch četnost́ı je empirickým základem teorie pravděpo-
dobnosti. Předmětem studia jsou náhodné pokusy, jejichž výsledky se vy-
značuj́ı stabilitou relativńıch četnost́ı, a náhodným jevem se rozumı́ jen jev,
který při opakováńı pokusu za stejných podmı́nek vykazuje stabilitu relativńı
četnosti.



Kapitola 2

Operace s náhodnými jevy

2.1 Úvod.

V odstavci 1.2 byla za náhodný jev označena předpověd’ výsledku náhodného
pokusu, o které lze po uskutečněńı pokusu ř́ıci, zda se splnila či nikoliv. Ta-
kové předpovědi lze r̊uzně kombinovat, tvořit jejich negace (tvrzeńı opačná),
spojovat spojkami

”
a”

”
nebo”, tvořit z nich výrobky typu

”
splńı se A, ale ni-

koliv B”atd. Zbývaj́ıćı část této kapitoly je věnována pravidl̊um pro tvořeńı
takových spojeńı r̊uzných náhodných jev̊u (stručněji též jev̊u).

Jevy budeme značit velkými ṕısmeny latinské abecedy, v př́ıpadě potřeby
opatřenými indexy. Dohodneme se nejprve na několika názvech a označeńıch.
Řekneme, že jev A implikuje jev B (nebo že A má za následek B), jestliže jev
B nastane vždy, když nastane A. Vztah ”A implikuje B”zaṕı̌seme takto:

A ⊂ B.

Dva jevy, A a B, jsou si rovny , jestliže A ⊂ B a zároveň B ⊂ A, tj. jestliže
A nastane vždy, když nastane B a nikdy jindy. Jev, který nastane nutně při
každé realizaci daného náhodného pokusu, nazveme jistým jevem a označ́ıme
S. Jev, který nemůže v daném pokusu nikdy nastat, nazveme nemožným
jevem a označ́ıme ∅.

7
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2.2 Sjednoceńı jev̊u.

Sjednoceńım jev̊u A1.A2, . . . , An se nazývá jev, který nastane právě tehdy,
když nastane alespoň jeden z jev̊u A1.A2, . . . , An. Znač́ı se

A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ An nebo
n⋃
j=1

Aj.

Sjednoceńı jev̊u může obsahovat i nekonečný počet jev̊u; je-li jich spočetné
množstv́ı, A1.A2, . . . , ṕı̌seme

⋃∞
j=1Aj

2.3 Př́ıklady

2.3.1

Necht’ náhodným pokusem je hod kostkou, necht’ Ai znač́ı jev
”
padne č́ıslo

i“. Jev B
”
padne sudé č́ıslo“ je sjednoceńım jev̊u A2, A4, A6, tj.

B = A2 ∪ A4 ∪ A6.

2.3.2

Náhodný pokus spoč́ıvá ve dvou hodech kostkou. Necht’Aij znač́ı jev
”
v prvńım

hodu padlo č́ıslo i, ve druhém č́ıslo j”, kde i, j = 1, 2, . . . 6. Znač́ı-li B jev

”
součet výsledk̊u z obou hod̊u je roven pěti”, pak

B = A14 ∪ A23 ∪ A32 ∪ A41 =
4⋃
i=1

Ai,5−i.

2.3.3

Pro zkoušky provozńı spolehlivosti určitého zař́ızeńı je předepsán tento po-
stup: Zař́ızeńı je uvedeno v činnosti pětkrát při maximálńım možném zat́ıžeńı.
Jakmile při některém z těchto pěti pokus̊u selže, nesplnilo podmı́nky zkoušky.
Označme Ei jev

”
při i-té zkoušce došlo k selháńı”, i = 1, 2, . . . , 5. Znač́ı-li E

jev
”
zař́ızeńı neprošlo úspěšně ověřovaćı zkouškou”, potom

E = E1 ∪ E2 ∪ . . . ∪ E5 =
5⋃
j=1

Ej.
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2.3.4

Náhodný pokus spoč́ıvá v házeńı minćı, dokud poprvé nepadne ĺıc. Označme
Aj jev

”
ĺıc padne poprvé při j-tém hodu ”, j = 1, 2, . . .. Potom jev

”
k výskytu

ĺıce bude třeba nejméně pěti hod̊u”(čili jev
”
v prvńıch čtyřech hodech padne

vždy rub”) je sjednoceńım posloupnosti jev̊u A5, A6, . . . , tj.
⋃∞
j=5Aj

2.4 Pr̊unik jev̊u

Pr̊unikem jev̊u A1, A2, . . . , An nazýváme jev, který nastává právě tehdy, když
v realizaci pokusu nastanou všechny jevy Aj, j = 1, 2, . . . , n čili současný
výskyt jev̊u A1, A2, . . . , An. Pr̊unik jev̊u A1, A2, . . . , An se znač́ı

A1 ∩ A2 ∩ . . . An nebo
n⋂
j=1

Aj.

Podobně jako sjednoceńı jev̊u i pr̊unik jev̊u je definován také pro nekonečné
množstv́ı jev̊u.

2.5 Př́ıklady

2.5.1

Necht’ náhodný pokus spoč́ıvá jako v př́ıkl. 2.3.2 ve dvou hodech kostkou,
Ai necht’ znač́ı jev

”
v prvńım hodu padlo č́ıslo i”a Bj jev

”
ve druhém hodu

padlo č́ıslo j”, i, j = 1, 2, . . . , 6. Je-li Aij jev
”
v prvńım hodu padne i, ve

druhém j”a C jev ”v obou hodech padne stejné č́ıslo”, potom

Aij = Ai ∩Bj,

C = A11 ∪ A22 ∪ . . . A66 =
6⋃
i=1

(Ai ∩Bi).

2.5.2

Uvažujme stejný pokus jako v př́ıkl. 2.3.3. a označme Ai jev
”
v i-tém pokusu

došlo k selháńı”a Bi jev
”
v i-tém pokusu zař́ızeńı pracovalo bez závad”. Po-

tom je
”
zař́ızeńı prošlo úspěšně celou zkouškou”je pr̊unikem jev̊u B1, . . . , B5,
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tj.
⋂5
i=1Bi, a jev

”
zař́ızeńı selhalo právě jednou, a to při posledńım pokusu”je

B1 ∩B2 ∩B3 ∩B4 ∩ A5.

2.6 Disjunktńı jevy.

Jestliže pr̊unik jev̊u A a B je nemožný jev, A ∩ B =, tj. jestliže jevy A
a B nemohou nastat současně, ř́ıkáme, že jsou disjunktńı (též neslučitelné,
navzájem se vylučuj́ıćı). Libovolný konečný nebo nekonečný systém jev̊u se
nazývá disjunktńı, jestliže kterékoliv dva r̊uzné jevy z tohoto systému jsou
disjunktńı, tj. jestliže pro libovolné jevy Ai 6= Aj z tohoto systému plat́ı

Ai ∩ Aj = ∅.

2.7 Komplementárńı jev.

Komplementárńım jevem k jevu A (též doplňkovým jevem či opačným jevem
se nazývá jev, který nastane právě tehdy, když nenastane jev A. Komple-
mentárńı jev k jevu A budeme značit symbolem A.

2.8 Př́ıklady

2.8.1

Je-li náhodným pokusem hod kostkou a znač́ı-li A jev
”
padne sudé č́ıslo“,

pak doplňkem jevu A je A
”
padne liché č́ıslo“.

2.8.2

Je-li náhodným pokusem troj́ı opakováńı hodu minćı a znač́ı-li A jev
”
aspoň

jednou padne ĺıc“, pak doplňkem jevu A je A
”
ve všech třech hodech padne

rub“.

2.8.3

Uvažujeme pokus z př́ıkl. 2.3.3. Doplňkem jevu E
”
zař́ızeńı neprojde úspěšně

ověřovaćı zkouškou“ je jev E
”
zař́ızeńı absolvuje ověřovaćı zkoušku úspěšně“,

tj, v žádném z pěti pokus̊u nedojde k selháńı.
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2.8.4

Komplementárńım jevem k jevu A
”
zař́ızeńı daného druhu bude za přesně

určených podmı́nek pracovat bez poruch aspoň po dobu 500 hodin“ je jev A

”
během prvńıch 500 hodin dojde k aspoň jedné poruše“.

2.9 Vyjádřeńı komplementu pr̊uniku a kom-

plementu sjednoceńı.

Výpočty pravděpodobnost́ı lze často zjednodušit užit́ım následuj́ıćıho pravi-
dla pro vyjádřeńı komplementu pr̊uniku (či komplementu sjednoceńı) pomoćı
sjednoceńı (nebo pr̊uniku) komplementárńıch jev̊u:

Necht’ A1, A2, . . . jsou náhodné jevy. Komplementárńım jevem pr̊uniku⋂
iAi je sjednoceńı komplementárńıch jev̊u,⋂

i

Ai =
⋃
i

Ai, (2.9.1)

a komplementárńım jevem ke sjednoceńı
⋃
iAi je pr̊unik komplementárńıch

jev̊u ⋃
i

Ai =
⋂
i

Ai, (2.9.2)

Uvedené pravidlo se snadno dokáže př́ımo podle definice sjednoceńı, pr̊u-
niku a komplementárńıho jevu. Pr̊unik jev̊u Ai nastane právě tehdy, když
nastanou všechny jevy Ai (tj. když výsledek pokusu splňuje všechna tvr-
zeńı Ai). Doplňkem pr̊uniku je jev opačný, nenastanou všechny jevy Ai, tj.
výsledek pokusu nesplňuje aspoň jedno z tvrzeńı Ai, čili pro některé i nastane
Ai, čili nastane

⋃
iAi. Naopak, jestliže pro některé i nastane Ai, pak pro toto

i nenastane Ai, nemůže tedy nastat pr̊unik jev̊u Ai a nastane komplement
pr̊uniku

⋂
iAi. Sjednoceńı jev̊u Ai nastává právě tehdy, když nastane Ai

aspoň pro jedno i. Doplňkový jev k tomuto sjednoceńı nastane, když Ai neńı
splněno pro žádné i, tj. když pro všechna i nastane Ai, čili nastane pr̊unik
jev̊u Ai. A naopak, nastane-li pr̊unik jev̊u Ai, nenastane ani jediný z jev̊u Ai,
tj. nenastane sjednoceńı jev̊u Ai, čili nastane doplněk sjednoceńı jev̊u Ai.

P o z n á m k a. Čtenář obeznámený se základy teorie množin pozná snadno
v pravidlech (2.9.1) a (2.9.2) známá de Morganova pravidla pro operace
s množinami.
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2.10 Rozd́ıl jev̊u.

Rozd́ılem jev̊uA a B se rozumı́ jev A\B, který nastane právě tehdy, když na-
stane jev A, ale nikoliv jev B. Z definice rozd́ılu, pr̊uniku a komplementárńıho
jevu plyne, že rozd́ıl A\B lze vyjádřit také ve tvaru

A\B = A ∩B, (2.10.1)

2.11 Př́ıklady

2.11.1

Pokus spoč́ıvá v hodu kostkou, jev A je
”
padne sudé č́ıslo“, jev B je

”
padne

č́ıslo dělitelné třemi“. Rozd́ılA\B je jev
”
padne sudé č́ıslo, které neńı dělitelné

třemi“, tj. jev
”
padne dvojka nebo čtyřka“.

2.11.2

Pokus spoč́ıvá v pozorováńı doby bezporuchového chodu nějakého zař́ızeńı.
Jev A necht’ je

”
prvńı porucha nastane až po 100 hodinách provozu“, tj.

”
doba

bezporuchového chodu je deľśı než 100 hodin“, jev B necht’ je
”
během prvńıch

200 hodin nenastane žádná porucha“. Rozd́ıl A\B je jev
”
prvńı porucha

nastane mezi 100 a 200 hodinami provozu“. Znač́ı-li C jev
”
během prvńıch

200 hodin provozu nastanou nejméně dvě poruchy,“, pak rozd́ıl A\C je jev

”
během prvńıch 200 hodin nastane nejvýše jedna porucha, a ta nenastane

dř́ıve než po 100 hodinách provozu“.

2.12 Úlohy

2.12.1

V př́ıkladě 2.3.2 zapǐste pomoćı jev̊u Aij tyto jevy: A
”
v prvńım hodu padne

č́ıslo 1“; B
”
výsledek druhého hodu bude o 4 větš́ı než výsledek prvńıho

hodu“; C
”
výsledek druhého hodu bude dvojnásobkem výsledku prvńıho

hodu“.

[A =
⋃6
j=1A1j; B = A15 ∪ A26; C = A12 ∪ A24 ∪ A36]
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2.12.2

V př́ıkladě 2.3.3 zapǐste pomoćı jev̊u E1, E2, . . . , E5 tyto jevy: A
”
prvńı tři

pokusy budou úspěsné, ve čtvrtém a v pátém zař́ızeńı selže“; B
”
zkouška bude

neúspěšná (tj. aspoň jedno selháńı), ale prvńı a pátý pokus bude úspěšný“.

[A = E1∩E2∩E3∩E4∩E5; B = (
⋃5
i=1Ei)∩(E1∩E5) =

⋃4
i=2(Ei∩E1∩E5).]

2.12.3

Necht’ A a B jsou dva náhodné jevy. Vyjádřete jejich sjednoceńı jako sjedno-
ceńı dvou jev̊u navzájem disjunktńıch!

[A ∪B = A ∪ (B\A).]
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Kapitola 3

Prostor elementárńıch jev̊u

3.1 Elementárńı jev.

Jev A se nazývá elementárńı jev, jestliže neexistuj́ı jevy E a F r̊uzné od A
takové, že A = E ∪ F , tj. jestliže jev A nelze vyjádřit jako sjednoceńı dvou
jiných jev̊u r̊uzných od A. Prakticky to znamená, že elementárńım jevem se
rozumı́

”
nejjednodušš́ı”výsledek pokusu, který už nelze dále rozložit.

3.2 Př́ıklady

3.2.1

Necht’ náhodný pokus spoč́ıvá v hodu kostkou a necht’ A znač́ı jev
”
padne

sudé č́ıslo“. Jev A zřejmě neńı elementárńım jevem, nebot’ např. A = E ∪F ,
kde E znač́ı jev

”
padne č́ıslo 2”a F jev

”
padne č́ıslo 4 nebo 6”.

3.2.2

Necht’ náhodný pokus spoč́ıvá v pozorováńı doby bezporuchového provozu
nějakého zař́ızeńı a necht’ A znač́ı jev

”
prvńı porucha nastane během prvńıch

100 hodin provozu”. Jev A neńı elementárńım jevem, nebot’ existuje ne-
spočetně mnoho zp̊usob̊u jeho vyjádřeńı ve tvaru sjednoceńı, např. A = E∪F ,
kde E znač́ı jev

”
porucha nastane během prvńıch deseti hodin provozu”a F

”
prvńı porucha nastane během jedenácté až sté hodiny provozu.”Elementár-

ńımi jevy jsou v daném pokusu jevy
”
porucha nastane právě v okamžiku,

15
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kdy zař́ızeńı dovrš́ı x hodin bezvadné funkce”, kde x je libovolné nezáporné
č́ıslo.

3.3 Prostor elementárńıch jev̊u.

Prostorem elementárńıch jev̊u se rozumı́ množina všech elementárńıch jev̊u,
které mohou nastat jako výsledek daného náhodného pokusu. Libovolný
náhodný jev pak je podmnožinou prostoru elementárńıch jev̊u. Sjednoceńı,
pr̊unik a rozd́ıl náhodných jev̊u pak je sjednoceńım, pr̊unikem a rozd́ılem
př́ıslušných podmnožin prostoru elementárńıch jev̊u, a operace s náhodnými
jevy se redukuj́ı na operace s množinami a ř́ıd́ı se týmiž pravidly (viz např.
[14]). Nemožnému jevu odpov́ıdá prázdná množina, jistému jevu celý prostor
elementárńıch jev̊u.

3.4 Př́ıklady

3.4.1

V pokusu
”
hod kostkou”je prostorem elementárńıch jev̊u množina šesti č́ısel

{1, 2, 3, 4, 5, 6}. Jev
”
padne liché č́ıslo”je podmnožina {1, 3, 5} tohoto pro-

storu, jev
”
padne č́ıslo větš́ı než 4”je podmnožina {5, 6} atd.

3.4.2

V pokusu
”
dva po sobě jdoućı hody kostkou”je prostorem elementárńıch jev̊u

množina uspořádaných dvojic {(1; 1), (1; 2), . . . , (5; 6), (6; 6)}. Jev
”
součet vý-

sledk̊u z obou hod̊u je roven 4 je podmnožina {(1; 3), (2; 2), (3; 1)} tohoto
prostoru.

3.4.3

Prostorem elementárńıch jev̊u pro pokus spoč́ıvaj́ıćı v deseti hodech minćı
je množina všech uspořádaných deseti rub̊u a ĺıc̊u. Jev

”
ĺıc padne právě

dvakrát”je podmnožina těch desetic, ve kterých se vyskytuj́ı právě dva ĺıce
na kterýchkoliv mı́stech.
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3.4.4

Zvlášt’ často se setkáváme s náhodnými pokusy, jimž odpov́ıdaj́ı tyto typy
prostor̊u elementárńıch jev̊u:

a. Prostorem elementárńıch jev̊u je množina reálných č́ısel nebo některá
jej́ı část, výsledkem pokusu je jedno reálné č́ıslo; pak ř́ıkáme, že pozo-
rujeme (reálnou) náhodnou veličinu.

b. Prostorem elementárńıch jev̊u je množina k-tic reálných č́ısel (množina
k-složkových reálných vektor̊u či k-rozměrný euklidovský prostor nebo
některá jeho část), pak ř́ıkáme, že pozorujeme náhodný vektor nebo
k-rozměrnou náhodnou veličinu.

c. Prostorem elementárńıch jev̊u je množina všech posloupnost́ı {Xi}∞i=1;
pak jde o pozorováńı náhodné (či stochastické) posloupnosti nebo též o
stochastický proces s diskrétńım časem.

d. Prostorem elementárńıch jev̊u je prostor funkćı X(t) na intervalu 0 <
t < T ; pak jde o pozorováńı stochastického procesu se spojitým časem.

3.5 Úlohy

3.5.1

Háźı se kostkou, dokud nepadne č́ıslo 6.

a. Popǐste prostor elementárńıch jev̊u a vypǐstě několik jeho prvk̊u.

b. Vypǐste elementárńı jevy tvoř́ıćı jev
”
pokus skonč́ı při druhém hodu“.

c. Určete, kolik elementárńıch jev̊u tvoř́ı jev
”
pokus skonč́ı třet́ım hodem“.

[a) Prvky prostoru elementárńıch jev̊u jsou: jev
”
v prvńım hodu padne šestka“,

jevy
”
v prvńım hodu padne č́ıslo j, ve druhém šestka“, kde j = 1, 2, 3, 4, 5

atd., tedy {(6), (1; 6), (2; 6), . . . (1; 1; 6), . . . , (5; 5; 6), . . .}; b) {(1; 6), (2; 6),
(3; 6), (4; 6), (5; 6)}; c) 25]
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3.5.2

Předpokládejte, že pro kontrolu dodávek určitého druhu výrobk̊u je předepsán
tento postup: Z dodávky se vyb́ıraj́ı postupně jednotlivé výrobky a zjǐst’uje se
jejich jakost. Postup konč́ı zamı́tnut́ım dodávky, jakmile se najde vadný kus,
pokud se vyskytne nejpozději při desátém vybráńı; je-li všech deset prvńıch
vybraných kus̊u dobrých, postup konč́ı přijet́ım dodávky. Vypǐste všechny
elementárńı jevy př́ıslušného prostoru elementárńıch jev̊u.

[Ṕı̌se-li se mı́sto
”
dobrý výrobek“ ṕısmeno D, mı́sto

”
vadný výrobek“

ṕısmeno V , lze zapsat elementárńı jevy takto: {(V ), (D, V ), (D,D, V ), (D,D,
D, V ), (D,D,D,D, V ), (D,D,D,D,D, V ), (D,D,D,D,D,D, V ), (D,D,D,
D,D,D,D, V ), (D,D,D,D,D,D,D,D, V ), (D,D,D,D,D,D,D,D,D, V )}.]

3.5.3

V aparatuře pro zkoušky životnosti valivých ložisek se zkouš́ı současně pět
kus̊u ložisek a zaznamenávaj́ı se tři nejkratš́ı doby do opotřebeńı (v pořad́ı,
v jakém se ložiska poruš́ı, tj. nejkratš́ı pozorovaná doba jako prvńı atd.).
Popǐste prostor elementárńıch jev̊u pro tento pokus.

[Prostor elementárńıch jev̊u je {(x1, x2, x3)|0 < x1 ≤ x2 ≤ x3}.]



Část II

Pravděpodobnost
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Kapitola 4

Pravděpodobnost

4.1 Relativńı četnosti.

Představme si posloupnost velkého počtu n realizaćı nějakého náhodného
pokusu. Pro daný jev A označme n(A) počet těch realizaćı, ve kterých nastal
jev A. Pod́ıl

h(A) =
n(A)

n
(4.1.1)

se nazývá relativńı četnost jevu A v n pokusech.
Počet n(A) výskyt̊u jevu A v n pokusech zřejmě muśı být celé nezáporné

č́ıslo, nejvýše rovné č́ıslu n; jestliže jev A nenastane při žádné realizaci po-
kusu, pak n(A) = 0, jestliže naopak jev A nastane při každé z n realizaćı,
pak n(A) = n. Muśı tedy platit

0 ≤ n(A) ≤ n (4.1.2)

a odtud pro relativńı četnosti

0 ≤ h(A) ≤ 1. (4.1.3)

Dále, je-li A1, A2, . . . posloupnost navzájem disjunktńıch jev̊u a A jej́ı
sjednoceńı, pak

n(A) = n(A1) + n(A2) + n(A3) + . . . ; (4.1.4)

tato rovnost je zřejmá – sjednoceńı jev̊u Ai nastává právě tehdy, když nastává
některých z jev̊u Ai, a protože Ai jsou disjunktńı, nastává při výskytu jejich

21
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sjednoceńı vždy právě jeden z nich. Každý výskyt sjednoceńı A je tedy zahr-
nut přesně v jedné z četnost́ı n(Ai). Pro relativńı četnosti h(A), h(A1), h(A2), . . .
plyne odtud rovnost

h(A) = h(A1) + h(A2) + . . . =
∞∑
i=1

h(Ai). (4.1.5)

Konečně je-li A jistý jev, tj. takový, který nevyhnutelně muśı nastat při
každé realizaci př́ıslušného náhodného pokusu, pak jeho četnost n(A) muśı
být v každé sérii n realizaćı pokusu rovna n, tj. jeho relativńı četnost h(A)
muśı být rovna 1.

4.2 Pravděpodobnost.

V odstavci 1.2 jsme se zmı́nili o tzv. statistické stabilitě relativńıch četnost́ı.
Touto statistickou stabilitou relativńıch četnost́ı se rozumı́ úkaz, že relativńı
četnosti určitého jevu A v dlouhých séríıch realizaćı náhodného pokusu se
odchyluj́ı málo od určitého č́ısla. Je přirozené přijmout toto č́ıslo za mı́ru
početnosti výskyt̊u př́ıslušného jevu a nazvat je pravděpodobnost́ı tohoto
jevu.

Pravděpodobnost jevu A je tedy č́ıslo P (A) přǐrazené jevu A, které má tu
vlastnost, že relativńı četnost h(A) jevu A se s rostoućım počtem realizaćı
pokusu bĺıž́ı č́ıslu P (A).

4.3 Axiómy pravděpodobnosti.

Protože pravděpodobnosti jsou č́ısla, jejichž empirickým protěǰskem jsou rela-
tivńı četnosti výskyt̊u náhodných jev̊u, muśı přǐrazeńı pravděpodobnost́ı jed-
notlivým jev̊um splňovat obdobné podmı́nky, jaké splňuj́ı relativńı četnosti.
Tyto podmı́nky, zvané axiómy pravděpodobnosti, jsou:

4.3.1

Pravděpodobnost náhodného jevu A je nezáporné č́ıslo, nejvýše rovné 1,

0 ≤ P (A) ≤ 1. (4.3.1)
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4.3.2

Je-li A1, A2, A3 konečný nebo spočetný disjunktńı systém náhodných jev̊u,
pak pravděpodobnost jeho sjednoceńı

⋃
iAi je rovna součtu pravděpodobnost́ı

jednotlivých jev̊u systému,

Ai ∩ Aj = ∅ pro všechna i 6= j ⇒ P (
⋃
i

Ai) =
∑
i

P (Ai). (4.3.2)

4.3.3

Je-li S jistý jev, pak jeho pravděpodobnost je rovna 1,

S je jistý jev ⇒ P (S) = 1. (4.3.3)

Pravděpodobnost je tedy funkce přǐrazuj́ıćı náhodným jev̊um reálná č́ısla,
přičemž přǐrazeńı splňuje axiómy 4.3.1 až 4.3.3.

4.4 Vlastnosti pravděpodobnosti.

Ze tř́ı uvedených axiómů vyplývaj́ı ihned daľśı vlastnosti pravděpodobnosti:

4.4.1

Jestlǐze jev A implikuje jev B, pak pravděpodobnost jevu A je nejvýše rovna
pravděpodobnosti jevu B,

A ⊂ B ⇒ P (A) ≤ P (B). (4.4.1)

Jev B lze totiž vyjádřit jako sjednoceńı disjunktńıch jev̊u A a B\A; podle
4.3.2 tedy je

P (B) = P (A) + P (B\A),

a protože podle 4.3.1 je P (B\A) ≥, muśı být

P (B) ≥ P (A).
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4.4.2

Pravděpodobnost komplementárńıho jevu k jevu A je rovna doplňku pravděpo-
dobnosti P (A) do jedné,

P (A = 1− P (A). (4.4.2)

Jevy A a A jsou disjunktńı a jejich sjednoceńı je jev jistý; z axiómu 4.3.2
tedy plyne

P (A) + P (A) = 1,

a odtud ihned plyne vlastnost (4.4.2).

4.4.3

Pravděpodobnost nemožného jevu je rovna 0.
Nemožný jev je doplňkem jevu jistého; znač́ı-li tedy S jev jistý a jev nemožný,
plat́ı podle 4.3.2

P (S) + P (∅) = 1, tj. P (∅) = 1− P (S) = 0.

4.4.4

Pravděpodobnost rozd́ılu A\B jev̊u A a B je rovna

P (A\B) = P (A)− P (A ∩B). (4.4.3)

Náhodný jev A je totiž roven sjednoceńı disjunktńıch jev̊u A∩B a A∩B =
A\B. Podle axiómu 4.3.2 je tedy

P (A) = P (A ∩B) + P (A\B),

odkud ihned plyne (4.4.3).

4.4.5

Pravděpodobnost sjednoceńı dvou nedisjunktńıch jev̊u A a B je rovna

P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B). (4.4.4)

Vztah (4.4.4) je jednoduchým d̊usledkem skutečnosti, že sjednoceńı A∪B
lze vyjádřit jako sjednoceńı dvou disjunktńıch jev̊u, totiž

A ∪B = B ∪ (A\B).

Užit́ım axiómu 4.3.2 a vlastnosti 4.4.4 dostaneme vztah (4.4.4).



Kapitola 5

Výpočet pravděpodobnosti
pomoćı kombinatorických
metod

5.1 Konečný prostor elementárńıch jev̊u.

Základńı vlastnosti pravděpodobnosti, uvedené v předcházej́ıćım článku 4,
umožňuj́ı výpočet pravděpodobnosti r̊uzných jev̊u pro jednoduché náhodné
pokusy, kterým př́ısluš́ı prostor elementárńıch jev̊u S s konečným počtem N
prvk̊u,

S = {E1, E2, . . . , EN}

kde N je dané přirozené č́ıslo. Jestliže podmı́nky pokusu umožňuj́ı přǐradit
každému elementárńımu jevu Ei(i = 1, 2, . . . , N) pravděpodobnost P (Ei),
pak pravděpodobnost libovolného jevu A (tj. libovolné podmnožiny A pro-
storu S) je rovna součtu pravděpodobnost́ı P (Ei) přes všechny elementárńı
jevy Ei patř́ıćı do A.

5.2 Př́ıklad.

Jako př́ıklad náhodného pokusu s konečným prostorem elementárńıch jev̊u
uvažme hod kostkou; prostor elementárńıch jev̊u S má N = 6 prvk̊u, E1, E2,
. . . , E6, kde Ei znač́ı jev

”
padlo č́ıslo i“. Jev A

”
padne sudé č́ıslo“ je pak

podmnožina A = {E2, E4, E6} prostoru S, jev B
”
padne č́ıslo dělitelné třemi“

25
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je podmnožina B = {E3, E6} prostoru S atd. Jsou-li P (Ei) pravděpodobnosti
jednotlivých elementárńıch jev̊u, pak pro uvedené jevy A,B máme pravděpo-
dobnosti

P (A) = P (E2) + P (E4) + P (E6)

P (B) = P (E3) + P (E6).

Je-li kostka, se kterou se háźı, naprosto pravidelná, tj. má tvar přesné
krychle a je zhotovena z homogenńıho materiálu, pak neńı d̊uvod očekávat,
že by při řádně prováděných hodech padal některá č́ısla častěji než jiná,
např. jednička častěji než šestka atd. Očekáváme tedy, že v dlouhé řadě opa-
kováńı pokusu se každý z elementárńıch jev̊u E1, E2, . . . , E6 bude vyskytovat
přibližně stejně často, tj. že elementárńı jevy Ei budou mı́t přibližně stejné
relativńı četnosti. Je tedy přirozené přǐradit elementárńım jev̊um v tomto
pokusu stejné pravděpodobnosti

P (E1) = P (E2) = . . . = P (E6).

Protože pravděpodobnost celého prostoru elementárńıch jev̊u muśı být rovna
1, je pak

P (Ei) =
1

6
pro všechna i = 1, 2, . . . , 6

Pak ovšem pravděpodobnost jevu A, obsahuj́ıćıho NA elementárńıch jev̊u, je
NA · 16 . Pro jevy A,B z našeho př́ıkladu je

P (A) = 3 · 1

6
=

1

2
,

P (B) = 2 · 1

6
=

1

3
.

5.3 Klasická definice pravděpodobnosti.

Úvahu z př́ıkladu 5.2 lze zobecnit na jakýkoliv pokus s konečným prostorem
elementárńıch jev̊u. Tak se dospěje k následuj́ıćımu pravidlu známému jako
tzv. klasická definice pravděpodobnosti:

Necht’ náhodnému pokusu př́ısluš́ı prostor elementárńıch jev̊u s N prvky.
Jestliže za daných podmı́nek neńı d̊uvodu předpokládat, že některý z ele-
mentárńıch jev̊u nastane sṕı̌se než jiný, pak pravděpodobnost jevu A, který
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je sjednoceńım NA elementárńıch jev̊u, je rovna

P (A) =
NA

N
.

Elementárńı jevy, při jejichž výskytu nastává jev A, tj. prvky podmnožiny
A, se někdy nazývaj́ı

”
výsledky př́ıznivé jevu A“, a všechny elementárńı jevy

”
možné výsledky pokusu“. Pravděpodobnost jevu A pak stručně definuj́ı jako

”
pod́ıl počtu př́ıznivých výsledk̊u a počtu možných výsledk̊u“.

5.4 Př́ıklady.

5.4.1

V krabici s 1 000 šrouby je 30 šroub̊u s nesprávným závitem. Pravděpodob-
nost, že náhodně vybraný šroub bude mı́t vadný závit, je rovna 30

1 000
= 0, 03.

5.4.2

Náhodný pokus spoč́ıvá v hodu symetrickou minćı. Jaká je pravděpodobnost,
že padne ĺıc? Prostor elementárńıch jev̊u zde má dva prvky: Může padnout
rub nebo ĺıc. Jevu

”
padne ĺıc“ je př́ıznivý jeden elementárńı jev. Pravděpodobnost

padnut́ı ĺıce tedy je 1
2
.

5.4.3

Pokus spoč́ıvá ve dvou hodech symetrickou minćı; jaká je pravděpodobnost,
že padne právě jedou rub (lhostejno, zda při prvńım či druhém hodu)? Pro-
stor elementárńıch jev̊u zde má čtyři prvky: {(rub, rub), (rub, ĺıc), (ĺıc, rub),
(ĺıc, ĺıc)}.

Právě jeden rub padne, když nastane některý ze dvou elementárńıch jev̊u
(rub, ĺıc) nebo (ĺıc, rub). Pravděpodobnost, že padne právě jednou rub, je
tedy rovna 2

4
= 1

2
.

5.5 Poznámka.

V uvedených př́ıkladech je stanoveńı počtu elementárńıch jev̊u př́ıznivých
danému jevu velmi jednoduché, je možné prostým výčtem všech elementárńıch
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jev̊u a všech jev̊u př́ıznivých danému jevu. Jakmile však např. v př́ıkl. 5.4.1
budeme uvažovat výběr 100 šroub̊u a ptát se na pravděpodobnost výskytu
deseti vadných ve výběru nebo v př́ıkl. 5.4.3 mı́sto dvou hod̊u deset hod̊u a
hledat pravděpodobnost čtyř rub̊u, bude vyjmenováńı všech elementárńıch
jev̊u př́ılǐs zdlouhavé. V takových př́ıpadech usnadńı výpočty kombinatorické
metody.

5.6 Základńı vzorce kombinatoriky.

5.6.1 Uspořádané k-tice.

Necht’ {a1, a2, . . . an1},{b1, b2, . . . bn2}, . . . ,{g1, g2, . . . gnk}, je k skupin libo-
volných prvk̊u; počet prvk̊u i-té skupiny je ni. Počet r̊uzných k-tic (ai1 , bi2 , . . . , gik)
maj́ıćıch na prvńım mı́stě prvek z prvńı skupiny, na druhém prvek z druhé
skupiny atd., je roven n1n2n3 . . . nk.

5.6.2 Uspořádaný výběr s opakováńım.

Necht’ je dána skupina n r̊uzných prvk̊u, rozlǐsených např. č́ısly 1, 2, . . . , n.
Ze skupiny se vyb́ırá k-krát po sobě po jednom prvku, vybraný prvek se vždy
před daľśım vybráńım vraćı. Počet všech r̊uzných k-tic (i1, i2, . . . , ik), které
lze takto utvořit, je nk.

5.6.3 Uspořádaný výběr bez opakováńı.

Necht’ je dána skupina n prvk̊u oč́ıslovaných 1, 2, . . . , n. Ze skupiny se vyb́ırá
k-krát po sobě po jednom prvku, vybrané prvky se nevracej́ı. Počet všech
možných k-tic (i1, i2, . . . , ik), kde ij je č́ıslo prvku vybraného při j-tém tahu,
je roven

n(k) = n(n− 1) . . . (n− k + 1).

5.6.4 Permutace.

Skupinu n prvk̊u oč́ıslovaných 1, 2, . . . , n lze uspořádat v posloupnost (i1, i2,
. . . , in)

n! = n(n) = n(n− 1)(n− 2) . . . 2 · 1
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zp̊usoby. Jednotlivá možná uspořádáńı (i1, i2, . . . , in) č́ısel 1, 2, . . . , n jsou tzv.
permutace. Č́ıslo n! udává počet permutaćı n prvk̊u. Symbol n! se čte n-
faktoriál.

5.6.5 Neuspořádaný výběr bez opakováńı – kombinace.

Necht’ je dána množina n prvk̊u oč́ıslovaných 1, 2, . . . n. Počet r̊uzných podmno-
žin po k prvćıch, které lze vybrat z dané množiny n prvk̊u, je roven

n(k)

k!
=

n!

k!(n− k)!
=

(
n
k

)
.

Různé podmnožiny o k prvćıch vybrané z dané množiny o n prvćıch jsou

tzv. kombinace k prvk̊u z n; č́ıslo

(
n
k

)
(čte se

”
n nad k“) udává počet

kombinaćı k prvk̊u z n.

5.7 Př́ıklady.

5.7.1

Náhodný pokus spoč́ıvá ve vytažeńı 4 karet z d̊ukladně promı́chané hry 32
karet. Jaká je pravděpodobnost, že budou vytaženy karty červená sedma,
zelená deśıtka, žaludský král, kulové eso v uvedeném pořad́ı? Elementárńı
jevy v tomto pokusu jsou uspořádané čtveřice karet. Podle pravidla 5.6.3 je
takových možných čtveřic

32(4) = 32 · 31 · 30 · 29 = 863 040.

Důkladné zamı́cháńı karet a vytahováńı bez snahy o ovlivněńı výsledku
vytvář́ı předpoklady pro to, aby bylo možné považovat všechny čtveřice za
stejně pravděpodobné. Pravděpodobnost vytažeńı čtyř daných karet v daném
pořad́ı je

1

32(4)
=̇1, 158 7 · 10−6.

5.7.2

Uvažujme týž náhodný pokus jako v př́ıkladu 5.7.1 a stanovme pravděpodob-
nost, že budou vytaženy čtyři dané karty v jakémkoliv pořad́ı. Počet ele-
mentárńıch jev̊u – uspořádaných čtveřic – byl stanoven v př́ıkladu 5.7.1. Dané
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čtyři karty lze (podle pravidla 5.6.4) uspořádat 4! = 24 zp̊usoby. To znamená,
že jevu

”
vytažeńı čtyř daných karet v libovolném pořad́ı“ je př́ıznivých 24

elementárńıch jev̊u, a pravděpodobnost tohoto jevu je

4!

32(4)
=

24

863040
=̇2, 78 · 10−5.

5.7.3

Náhodný pokus spoč́ıvá v šesti hodech kostkou; předpokládá se, že kostka je
naprosto pravidelná a háźı se bez snahy o dosažeńı určitého výsledku. Jaká
je pravděpodobnost, že nepadne ani jednou šestka? Při řešeńı lze použ́ıt
pravidla 5.6.2. Mı́sto vyb́ıráńı prvku ze skupiny šesti prvk̊u je při každém
hodu vybrána jedna z šesti stěn kostky. Výsledek šesti hod̊u je úplně popsán
uspořádanou šestićı č́ısel (i1, i2, . . . , i6, kde ij znač́ı výsledek j-tého hodu.
Počet takových šestic je (podle pravidla 5.6.2) 66 = 46656. Vzhledem k po-
psaným podmı́nkám je lze považovat za stejně pravděpodobné. Elementárńıch
jev̊u, př́ıznivých jevu

”
nepadne žádná šestka“, je 56 = 15625 (opět podle

5.6.2; uspořádané skupiny neobsahuj́ıćı šestku lze vytvořit tak, že na všech
mı́stech se vystř́ıdaj́ı všechny ze zbývaj́ıćıch pěti možnost́ı). Pravděpodobnost,
že v šesti hodech nepadne v̊ubec žádná šestka, je tedy rovna

56

66
=

(
5

6

)6

=̇0, 334 9

(Možná, že se bude mnohým zdát př́ılǐs vysoká, uváž́ı-li, že na kostce je šest
možných výsledk̊u a háźı se šestkrát.) Pravděpodobnost, že v šesti hodech
padne šestka aspoň jednou je rovna doplňku

1−
(

5

6

)6

=̇0, 665 1.

Jaká je pravděpodobnost, že šestka padne právě jednou? Jevu
”
právě

jednou padne šestka“ jsou př́ıznivé elementárńı jevy, popsané uspořádanými
šesticemi (i1, i2, . . . , i6), ve kterých právě jedno ij je rovno 6, a ostatńı jsou
č́ısla od 1 do 5. Takových šestic je 6 · 55 = 18 759 [je 55 skupin tvaru
(6, i2, i3, . . . , i6) s ij 6= 6, 55 skupin tvaru (i1, 6, i3, i4, i5, i6) atd.]. Tedy pravděpodobnost
právě jedné šestky je

6 · 55

66
=

(
5

6

)5

=̇0, 4019.
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Jev, že šestka padne nejvýše jednou, je sjednoceńım disjunktńıch jev̊u

”
šestka nepadne v̊ubec“ a

”
šestka padne právě jednou“. Pravděpodobnost,

že šestka padne nejvýše jednou, je tedy rovna součtu pravděpodobnost́ı těchto
jev̊u:

0, 334 9 + 0, 401 9 = 0, 736 8

Pravděpodobnost, že šestka padne v́ıce než jednou, je tedy

1− 0, 736 8 = 0, 263 2.

5.8 Úlohy.

5.8.1

V krabici jeN = 100 žárovek, mezi nimiM = 5 vadných. Stanovte pravděpodobnost,
že mezi n = 10 náhodně vybranými žárovkami nebude žádná vadná (za
předpokladu, že všechny možné podskupiny po n = 10 kusech maj́ı stejnou
pravděpodobnost být vybrány). [0,584]

5.8.2

V obci, ve které žije N = 500 rodin, bude za účelem jistého sociologického
pr̊uzkumu vybráno zcela náhodně n = 100 rodin. Stanovte pravděpodobnost,
se kterou bude do výběru zahrnuta určitá daná rodina. [0,2]

5.8.3

Uvažujte náhodný pokus spoč́ıvaj́ıćı v náhodném rozmı́stěńı r předmět̊u do n
přihrádek tak, aby každé z možných rozmı́stěńı mělo stejnou pravděpodobnost.
Vypočtěte pravděpodobnost Px, že do určité dané přihrádky padne právě x
předmět̊u. [

Px =

(
r
x

)
n−r(n− 1)r−x.

]
5.8.4

V úloze 5.8.3 předpokládejte, že n > r a že předměty se umist’uj́ı tak, že žádná
přihrádka nesmı́ obsahovat dva nebo v́ıce předmět̊u. Stanovte pravděpodobnost,
že bude obsazena daná skupina r přihrádek.
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Kapitola 6

Podmı́něná pravděpodobnost a
nezávislost jev̊u

6.1 Podmı́něné relativńı četnosti.

Představme si n realizaćı nějakého náhodného pokusu a uvažujme dvě pod-
množiny A a B v př́ıslušném prostoru elementárńıch jev̊u, tj. dva náhodné
jevy souvisej́ıćı s t́ımto pokusem. Označme n(A), resp. n(B) počet realizaćı
pokusu, při kterých nastal jev A, resp. jev B a h(A), resp. h(B) př́ıslušné
relativńı četnosti. Vyberme ted’ z posloupnosti realizaćı pokusu jen ty reali-
zace, při kterých nastal jev B; takových realizaćı je n(B). Předpokládáme,
že jev B v̊ubec někdy v posloupnosti n realizaćı nastal, tj. že n(B) > 0. Pak
lze vypoč́ıtat pod́ıl

h(A|B) =
n(A ∩B)

n(B)

tento pod́ıl nazveme relativńı četnost́ı jevu A, podmı́něnou jevem B. Můžeme
si představit, že zúž́ıme prostor elementárńıch jev̊u sdružený s pokusem;
mı́sto p̊uvodńıho prostoru elementárńıch jev̊u bereme jeho část B, a při se-
stavováńı statistiky výsledk̊u bereme v úvahu jen ty realizace, při kterých
nastal některý z elementárńıch jev̊u, patř́ıćıch do B.

Snadno se lze přesvědčit, že podmı́něné relativńı četnosti maj́ı obdobné
vlastnosti jako nepodmı́něné relativńı četnosti:

33
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6.1.1

Podmı́něná relativńı četnost je nezáporné č́ıslo, nejvýše rovné 1;

0 ≤ h(A|B) ≤ 1. (6.1.1)

6.1.2

Jsou-li jevy A1, A2, . . . disjunktńı, pak relativńı četnost jejich sjednoceńı podmı́něná
jevem B, je rovna součtu podmı́něných relativńıch četnost́ı;

h(
∞⋃
i=1

Ai|B) = h(A1|B) + h(A2|B) + . . . (6.1.2)

6.1.3

Jestlǐze jev B implikuje jev A, pak

h(A|B) = 1. (6.1.3)

6.2 Poznámka.

Podmı́něné relativńı četnosti dávaj́ı závažnou informaci o př́ıpadné vzájemné
souvislosti jev̊u. Jestliže např. v dlouhé řadě realizaćı pokusu je h(A|B)
o mnoho vyšš́ı než h(A), znamená to: V realizaćıch pokusu, ve kterých na-
stal jev B, je výskyt jevu A poměrně mnohem četněǰśı než ve všech reali-
zaćıch v̊ubec. Jinými slovy, vyskytne-li se jev B, lze očekávat výskyt jevu
A sṕı̌se, než když jev B nenastane. Jevy A a B jsou určitým zp̊usobem
vzájemně závislé; výskyt jevu A je do určité mı́ry vázán na výskyt jevu B.
Je-li h(A|B) = h(A), znamená to, že jev A se v celé posloupnosti realizaćı
vyskytuje relativně stejně často jako v posloupnosti realizaćı, ve kterých na-
stal jev B; informace o výskytu jevu B neměńı tedy nic na očekáváńı, zda
jev A nastane či nikoliv, a jevy A a B považujeme za nezávislé.

6.3 Př́ıklad.

Na n = 200 odlitćıch byla zjǐst’ována př́ıtomnost dvou druh̊u vad, řekněme A
a B. Z n = 200 odlitk̊u jich n(A∩B) = 10 mělo jen vadu A, n(A∩B = 15 jen
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vadu B, n(A∩B) = 60 mělo obě vady současně. Zde máme n(A) = n(A∩B)+
n(A∩B) = 60 + 10 = 70, n(B) = n(A∩B) +n(A∩B) = 60 + 15 = 75. Tedy
relativńı četnost výskytu vady A je h(A) = 70

200
= 0, 35, zat́ımco podmı́něná

relativńı četnost výskytu vady A při výskytu vady B je

h(A|B) =
60

75
= 0, 80,

Jevy
”
odlitek má vadu A“ a

”
odlitek má vadu B“ tedy asi nejsou navzájem

nezávislé. [Bylo by úlohou statistické analýzy posoudit, zda pozorovaný
rozd́ıl mezi h(A) a h(A|B) je tak velký, že dosti přesvědčivě prokazuje vzájemnou
závislost obou druh̊u vad.]

6.4 Podmı́něná pravděpodobnost.

Relativńı četnost jevu A podmı́něnou jevem B lze zapsat také takto:

h(A|B) =
n(A ∩B)/n

n(B)/n
=
h(A ∩B)

h(B)
. (6.4.1)

S rostoućı délkou posloupnosti realizaćı pokusu se relativńı četnost h(A∩
B) jevu A∩B bĺıž́ı č́ıslu P (A∩B) a relativńı četnost h(B) jevu B č́ıslu P (B)
(viz odst. 1.2). Pro dvojice jev̊u A a B takové, že P (B) 6= 0, definujeme tedy
pravděpodobnost jevu A podmı́něnou jevem B jako pod́ıl

P (A|B) =
P (A ∩B)

P (B)
. (6.4.2)

K tomuto č́ıslu
”
se bĺıž́ı“ relativńı četnosti jevu A podmı́něné jevem B

při rostoućım počtu realizaćı pokusu.

6.5 Vlastnosti podmı́něných pravděpodobnost́ı.

Podmı́něné pravděpodobnosti maj́ı obdobné vlastnosti jako nepodmı́něné
pravděpodobnosti. Důkazy plynou snadno z tvrzeńı uvedených v odst. 4.3
a 4.4.

6.5.1

Pro libovolný jev A je
0 ≤ P (A|B) ≤ 1. (6.5.1)
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6.5.2

Je-li A1, A2, . . . libovolný konečný nebo spočetný systém disjunktńıch jev̊u,
pak

P (
⋃
i

Ai|B) =
∑
i

P (Ai|B). (6.5.2)

6.5.3

Jestlǐze jev B implikuje jev A, pak pravděpodobnost jevu A podmı́něná jevem
B je rovna 1;

B ⊂ A =⇒ P (A|B) = 1. (6.5.3)

6.5.4

Jestlǐze jev A1 implikuje jev A2, pak

P (A1|B) ≤ P (A2|B). (6.5.4)

6.5.5

Pravděpodobnost rozd́ılu B\A je rovna doplňku podmı́něné pravděpodobnosti
jevu A do 1;

P (B\A|B) = 1− P (A|B). (6.5.5)

6.6 Pravděpodobnost pr̊uniku náhodných jev̊u.

Př́ımo z definice podmı́něné pravděpodobnosti (6.4.2) plyne pro pravděpo-
dobnost pr̊uniku dvou jev̊u výraz

P (A ∩B) = P (B)P (A|B). (6.6.1)

Vzorec (6.6.1) lze snadno zobecnit na pr̊unik libovolného počtu n jev̊uA1, A2, . . . , An:

P (
n⋂
j=1

Aj) = P (A1)P (A2|A1)P (A3|A1 ∩ A2) . . . P (An|
n−1⋂
j=1

Aj. (6.6.2)
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6.7 Př́ıklady.

6.7.1

Určité zař́ızeńı může mı́t v časovém intervalu dané délky zcela náhodnou po-
ruchu. Za podmı́nky, že v př́ıslušném obdob́ı nenastanou extrémńı povětrnostńı
podmı́nky (např. mráz), má taková náhodná porucha pravděpodobnost Q.
Jestliže nastanou extrémńı povětrnostńı podmı́nky, selhává zař́ızeńı zcela
jistě. Pravděpodobnost výskytu nepř́ıznivých klimatických podmı́nek v daném
obdob́ı necht’ jeR. Pravděpodobnost bezporuchového provozu zař́ızeńı v daném
časovém intervalu je rovna pravděpodobnosti pr̊uniku dvou jev̊u, totiž B

”
kli-

matické podmı́nky budou po celou dobu normálńı“ a A
”
nedojde k náhodné

poruše“. Pravděpodobnost bezporuchového provozu za normálńıch podmı́nek
je P (A|B) = 1−Q, pravděpodobnost trváńı normálńıch podmı́nek je P (B) =
1 − R. Podle (6.6.1) je pravděpodobnost bezporuchového chodu po dobu
celého daného intervalu rovna

P (A ∩B) = P (B)P (A|B) = (1−Q)(1−R).

6.7.2

Předpokládejme, že určitý systém obsahuje n elektronických blok̊u. Pravdě-
podobnost bezporuchového provozu i-tého bloku za normálńıch podmı́nek ne-
cht’ je Pi, i = 1, 2, . . . , n. Za normálńıch podmı́nek jsou také poruchy r̊uzných
blok̊u navzájem nezávislé. Jestliže se však vyskytne určitá kritická situace,
pak všechny bloky selžou. Pravděpodobnost výskytu takové kritické situ-
ace budiž R. Pravděpodobnost, že celý systém bude pracovat bez závad,
je rovna pravděpodobnosti pr̊uniku dvou jev̊u, totiž

”
žádný z n blok̊u ne-

bude mı́t náhodnou poruchu“ a
”
po celé obdob́ı budou normálńı podmı́nky“.

Pravděpodobnosti Pi bezporuchového chodu zař́ızeńı za normálńıch podmı́nek
jsou vlastně podmı́něné pravděpodobnosti jev̊u Ai ”

i-ty blok nebude mı́t po-
ruchu“ při daném jevuB

”
podmı́nky provozu jsou normálńı“. Pravděpodobnost

bezporuchového provozu celého systému je

P (A1 ∩A2 ∩ . . .∩An ∩B) = P (A1 ∩A2 ∩ . . .∩An|B)P (B) = (1−R)
n∏
i=1

Pi.
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6.8 Nezávislost jev̊u.

Jevy A a B nazýváme navzájem nezávislými, jestliže plat́ı

P (A ∩B) = P (A)P (B). (6.8.1)

Je-li P (B) > 0, plyne pro nezávislé jevy A a B z rovnice (6.4.2) vztah

P (A|B) = P (A), (6.8.2)

a podobně při P (A) > 0
P (B|A) = P (B). (6.8.3)

Ze vztah̊u (6.8.2) a (6.8.3) a z výkladu o podmı́něných relativńıch četnostech
je ihned zřejmá motivace definice nezávislosti vztahem (6.8.1).

Vzájemnou nezávislost větš́ıho počtu jev̊u než dvou definujeme takto:
Řekneme, že jevy A1, A2, . . . , An jsou navzájem nezávislé, jestliže pro libo-
volnou skupinu index̊u (k1, k2, . . . , kr), kde r < n, plat́ı

P (Ak1 ∩ Ak2 ∩ . . . ∩ Akr = P (Ak1)P (Ak2 . . . P (Akr). (6.8.4)

Jestliže skupina jev̊u A1, A2, . . . An splňuje tuto podmı́nku, pak pro dvě
disjunktńı skupiny index̊u (i1, i2, . . . , ir) a (j1, j2, . . . , js) zřejmě plat́ı

P

(
r⋂

v=1

Aiv
∣∣ s⋂
v=1

Ajv

)
= P

(
r⋂

v=1

Aiv

)
. (6.8.5)

Jsou-li tedy jevy A1, A2, . . . , An navzájem nezávislé ve smyslu definice
(6.8.4), pak pravděpodobnost pr̊uniku libovolné podskupiny těchto jev̊u pod-
mı́něná výskytem jakékoliv jiné podskupiny je rovna nepodmı́něné pravděpo-
dobnosti. V př́ıkladě 6.9.6 uvid́ıme, že mohou nastat situace, kdy libovolné
dva jevy ze skupiny jev̊u jsou navzájem nezávislé, avšak skupina jako celek
neńı skupinou navzájem nezávislých jev̊u.

6.9 Př́ıklady.

6.9.1

Necht’ náhodný pokus spoč́ıvá ve vytažeńı dvou karet po sobě z dobře zamı́chané
hry 32 karet. Jaká je pravděpodobnost jevu A

”
druhá vytažená karta je eso“,

podmı́něná jevem B
”
prvńı vytažená karta je eso“?
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Prostor elementárńıch jev̊u má 32 · 31 prvk̊u. Jevu B je př́ıznivo 4 · 31
elementárńıch jev̊u: Prvńı volba je ze čtyř es, která jsou ve hře, druhá volba
ze zbývaj́ıćıch 31 karet. Jevu A je př́ıznivých 28 · 4 + 4 · 3 elementárńıch jev̊u.
(Jev A může nastat dvěma zp̊usoby: Bud’ se vyskytne dvojice

”
eso, eso“, a

takových je 4.3, nebo dvojice
”
libovolná jiná karta, eso“, a takových je 28 ·4).

Konečně pr̊uniku A ∩B je př́ıznivých 4.3 elementárńıch jev̊u.

P (A) =
28 · 4 + 4 · 3

32 · 31
=

31

8 · 31
=

1

8
,

P (B) =
4 · 31

32 · 31
=

4

32
=

1

8
,

P (A ∩B) =
4 · 3

32 · 31
=

3

8 · 31
=

3

248
.

Je ihned vidět, že jevy A a B nejsou navzájem nezávislé, nebot’

P (A ∩B) =
3

248
6= 1

64
= P (A)P (B).

Pravděpodobnost jevu A podmı́něná jevem B je rovna

P (A|B) =
P (A ∩B)

P (B)
=

3

31
.

6.9.2

Necht’ náhodný pokus spoč́ıvá ve vytažeńı jedné karty ze hry 32 karet, necht’

A znač́ı jev
”
vytažená karta je červená“, B jev

”
vytažená karta je král“. Jaké

jsou pravděpodobnosti jev̊u A,B,A ∩B? Jsou jevy A a B nezávislé?
Prostor elementárńıch jev̊u má 32 prvk̊u. Z nich při 8 nastává jev A, při

čtyřech jev B a při jednom jev A ∩B. Tedy

P (A) =
8

32
=

1

4
,

P (B) =
4

32
=

1

8
,

P (A ∩B) =
1

32
= P (A)P (B).

JevA a jevB jsou navzájem nezávislé. Pravděpodobnost jevuA podmı́něná
jevem B je

P (A|B) = P (A) =
1

4[
př́ımým výpočtem podle definice P (A|B) = P (A∩B)

P (B)
=

1
32
4
32

= 1
4
.
]
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6.9.3

Představme si zař́ızeńı, které je složeno z m blok̊u, a předpokládejme, že pro
bezvadnou funkci zař́ızeńı je nutná bezvadná funkce všech blok̊u současně.
Jakmile selže jediný z blok̊u, je celé zař́ızeńı neschopno provozu. (Zař́ızeńı
s takovou strukturou se nazývá v teorii spolehlivosti sériovým systémem
s m složkami.) Označme Ai jev

”
i-tý blok splńı bezvadně svou funkci“.

Pravděpodobnost bezvadné funkce celého zař́ızeńı je rovna

P = P

(
n⋂
i=1

Ai

)
.

Jestliže jednotlivé složky zař́ızeńı jsou navzájem nezávislé, tj. jestliže Ai jsou
navzájem nezávislé jevy, pak

P =
m∏
i=1

P (Ai) = P (A1)P (A2) . . . P (Am).

Pravděpodobnost selháńı zař́ızeńı je rovna

Q = 1− P = 1−
m∏
i=1

P (Ai),

jinak zapsáno

Q = P

(
m⋃
i=1

Ai

)
= 1− P

[( m⋃
i=1

Ai

)]
= 1− P

[
m⋂
i=1

(
Ai
)]

= 1− P

(
m⋂
i=1

Ai

)
.

6.9.4

Představme si opět zař́ızeńı složené z m blok̊u, avšak s takovou strukturou,
že zař́ızeńı splńı svou funkci, když aspoň jeden z blok̊u bude schopen pro-
vozu. Taková zař́ızeńı se v teorii spolehlivosti nazývaj́ı paralelńı systémy o
m složkách; typickým př́ıkladem je zař́ızeńı, vybavené ještě m− 1 záložńımi
zař́ızeńımi stejného druhu. Označme opět Ai jev

”
i-tý blok splńı bezvadně

svou funkci“. Spolehlivost celého zař́ızeńı (pravděpodobnost jeho provozu-
schopnosti) je

P = P
( m⋃
i=1

Ai

)
= P

[( m⋃
i=1

Ai

)]
= 1− P

( m⋂
i=1

Ai

)
.
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Jsou-li jednotlivé podsystémy navzájem nezávislé, pak

P = 1−
m∏
i=1

P
(
Ai
)

= 1−
m∏
i=1

[
1− P (Ai)

]
.

6.9.5

Představme si konečně zař́ızeńı, složené z m článk̊u spojených sériově, avšak
pro zvýšeńı pravděpodobnosti bezvadné funkce je i-tý článek (i = 1, 2, . . . ,m)
paralelńım systémem ri identických blok̊u. Celý systém tedy splńı bezvadně
svou funkci, pokud v každém článku bude aspoň jeden bezvadně funguj́ıćı
blok. Označme Aij jev

”
j-tý blok v i-tém článku plńı svou funkci bez závad“.

Pravděpodobnost bezvadné funkce celého systému je

P = P
[ m⋂
i=1

( ri⋃
j=1

Aij

)]
.

Za předpokladu nezávislosti jev̊u Aij je tato pravděpodobnost rovna

P =
m∏
i=1

P
( ri⋃
j=1

Aij

)
=

m∏
i=1

[
1− P

( ri⋃
j=1

Aij

)]
=

m∏
i=1

[
1− P

( ri⋂
j=1

Aij

)]
=

=
m∏
i=1

[
1−

ri∏
j=1

P
(
Aij
)]

=
m∏
i=1

[
1−

ri∏
j=1

[
1− P (Aij)

]]
.

6.9.6

V osud́ı jsou čtyři ĺıstky, označené č́ısly 4, 9, 25, 30. Náhodný pokus spoč́ıvá
ve vytažeńı jednoho ĺıstku tak, aby každý ĺıstek měl stejnou pravděpodobnost
býti vybrán. Označme ṕısmenem A jev

”
vytažené č́ıslo je dělitelné dvěma“,

ṕısmenemB jev
”
vytažené č́ıslo je dělitelné třemi“ a ṕısmenem C jev

”
vytažené

č́ıslo je dělitelné pěti“. Prostor elementárńıch jev̊u má čtyři prvky - může být
taženo kterékoliv č́ıslo. Každému z jev̊u A,B,C jsou př́ıznivy dva elementárńı
jevy, tedy

P (A) = P (B) = P (C) =
2

4
=

1

2
.

Každému z pr̊uniku A∩B,A∩C,B∩C je př́ıznivý jeden elementárńı jev, totiž

”
vytažeńı ĺıstku s č́ıslem 30“. Pravděpodobnosti pr̊uniku A∩B,A∩C,B∩C,
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jsou tedy

P (A ∩B) = P (A ∩ C) = P (B ∩ C) =
1

4
=

= P (A)P (B) = P (A)P (C) = P (B)P (C),

takže jevy A,B,C, jsou po dvou nezávislé. Pr̊uniku A∩B∩C je však př́ıznivý
jediný elementárńı jev, takže

P (A ∩B ∩ C) =
1

4
6= P (A)P (B)P (C).

Jevy A,B,C nejsou navzájem nezávislé, ačkoliv kterákoli dvojice z nich
vybraná je dvojićı navzájem nezávislých jev̊u.

6.10 Věta o úplné pravděpodobnosti.

Při výpočtu pravděpodobnost́ı složitěǰśıch jev̊u je často užitečné následuj́ıćı
pravidlo označované někdy jako

”
věta o úplné pravděpodobnosti“:

Necht’ B1, B2, . . . , Bn jsou navzájem disjunktńı jevy, jejichž pravděpodob-
nosti splňuj́ı podmı́nky

P (Bi) > 0 pro všechna i = 1, 2, . . . , n, (6.10.1)

P (
n⋃
i=1

Bi) =
n∑
i=1

P (Bi) = 1. (6.10.2)

Dále necht’ A je libovolný jev, jehož pravděpodobnost P (A|Bi) podmı́něná
jevem Bi je pro každé i známa. Pravděpodobnost jevu A je pak rovna

P (A) =
n∑
i=1

P (A|Bi)P (Bi). (6.10.3)

Jev A lze vyjádřit jako sjednoceńı pr̊unik̊u A ∩ Bi, i = 1, 2, . . . , n. Tyto
pr̊uniky jsou disjunktńı, protože jevy Bi jsou podle předpokladu disjunktńı.
Pravděpodobnost jevu A je tedy rovna

P (A) =
n∑
i=1

P (A ∩Bi). (6.10.4)
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Pravděpodobnost pr̊uniku A ∩Bi však je podle (6.6.1)

P (A ∩Bi) = P (A|Bi)P (Bi); (6.10.5)

dosazeńım (6.10.5) do výrazu (6.10.4) pro pravděpodobnost jevu A dosta-
neme (6.10.3).

6.11 Př́ıklady.

6.11.1

Necht’ je dáno 10 osud́ı; v každém 10 kouĺı, v i-tém je i kouĺı černých a 10− i
b́ılých. Náhodný pokus spoč́ıvá ve výběru jednoho osud́ı (tak, aby každé mělo
stejnou pravděpodobnost být vybráno), a potom ve vytažeńı jedné koule
z vybraného osud́ı (opět tak, aby každá koule měla stejnou pravděpodobnost
být vytažena). Jaká je pravděpodobnost, že vytažená koule bude černá?

Označme A jev
”
je vytažena černá koule“, Bi jev

”
v prvńı fázi pokusu je

zvoleno osud́ı s i černými koulemi“. Za těchto podmı́nek je

P (B1) = P (B2) = . . . = P (B10) =
1

10
.

P (A|Bi) =
i

10
, i = 1, 2, . . . , 10.

Odtud plyne

P (A) =
10∑
i=1

P (A|Bi)P (Bi) =
1

100

10∑
i=1

i =
10 · 11

2 · 100
= 0, 55.

6.11.2

V osud́ı je 5 černých kouĺı a 15 b́ılých kouĺı. Z osud́ı se vytáhne jedna koule
(tak, aby všechny koule měly stejnou pravděpodobnost vytažeńı), vrát́ı se
zpět, přidá se 20 kouĺı téže barvy, jakou měla vytažená koule, a tah se opakuje.
Jaká je pravděpodobnost, že druhá vytažená koule bude černá?

Označme B1 jev
”
prvńı vytažená koule je černá“, B2 jev

”
prvńı vytažená

koule je b́ılá“, A jev
”
druhá vytažená koule je černá“. Podle (6.10.3) je pak

P (A) = P (A|B1)P (B1) + P (A|B2)P (B2) =

=
5

20
· 25

40
+

15

20
· 5

40
=

5 · 40

20 · 40
=

5

20
=

1

4
.
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Je zaj́ımavé, že pravděpodobnost vytažeńı černé koule ve druhém tahu je
stejná jako pravděpodobnost vytažeńı černé koule v prvńım tahu, přestože
složeńı osud́ı se měńı podle výsledku prvńıho tahu.

6.12 Bayesova věta.

Necht’ B1, B2, . . . , Bn jsou navzájem disjunktńı jevy s kladnými pravděpodob-
nostmi P (Bi) takové, že

n∑
i=1

P (Bi) = P (
n⋃
i=1

Bi) = 1. (6.12.1)

Necht’ A je libovolný daný jev, jehož pravděpodobnosti podmı́něné jevy Bi, i =
1, 2, . . . n, jsou známy. Potom pravděpodobnost jevu Bk podmı́něná jevem A
je rovna

P (Bk|A) =
P (A|Bk)P (Bk)∑n
i=1 P (A|Bi)P (Bi)

. (6.12.2)

Vzorec (6.12.2) vyjadřuj́ıćı podmı́něnou pravděpodobnost jevu Bk při
danémA pomoćı podmı́něných pravděpodobnost́ı jevuA za podmı́nky výsky-
tu jev̊u Bi je znám v teorii pravděpodobnosti jako Bayesova věta nebo věta
o pravděpodobnosti hypotéz nebo vět o inverzńı pravděpodobnosti. Je v pod-
statě jednoduchým d̊usledkem základńıch vlastnost́ı podmı́něné pravděpodob-
nosti:

P (Bk|A) =
P (A ∩Bk)

P (A)
=

P (A ∩Bk)∑n
i=1 P (Bi)P (A|Bi)

podle (6.10.3); vyjádřeńım pravděpodobnosti pr̊unikuA∩Bk pomoćı P (A|Bk)
a P (Bk) podle (6.6.1) dostaneme odtud ihned (6.12.2).

6.13 Úlohy.

6.13.1

Při kontrole jakosti dodávek pr̊umyslových výrobk̊u se někdy už́ıvá tohoto
postupu: Z dodávky se vybere náhodně n1 kus̊u; neńı-li mezi nimi žádný
nevyhovuj́ıćı kus, považuje se dodávka za dodávku prvńı jakosti, jsou-li mezi
nimi dva vadné kusy nebo v́ıce, klasifikuje se jako dodávka druhé jakosti. Je-li
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mezi vybranými n1 kusy jeden vadný kus, vybere se náhodně daľśıch n2 kus̊u;
jsou-li všechny bezvadné, klasifikuje se dodávka jako dodávka prvńı jakosti,
jinak jako dodávka druhé jakosti. Označte Ax jev

”
v prvńım výběru se najde

x vadných kus̊u“ a By jev
”
ve druhém výběru se najde y vadných kus̊u“ a

určete pomoćı věty o úplné pravděpodobnosti (odst. 6.10) pravděpodobnost,
že dodávka bude přijata jako dodávka prvńı jakosti.
[Přijet́ı dodávky jako dodávky prvńı jakosti považujme za jev C;P (C) =
P (A0) + P (A1)P (B0|A1).]

6.13.2

Bylo zjǐstěno, že u jistého druhu elektrických spotřebič̊u se s pravděpodob-
nost́ı π = 0, 10 vyskytuje výrobńı vada. U výrobk̊u s touto vadou docháźı
během šestiměśıčńı záručńı lh̊uty k poruše s pravděpodobnost́ı rovnou QV =
0, 50. Výrobky, které nemaj́ı zmı́něnou vadu, vykazuj́ı během stejné doby
poruchu jen s pravděpodobnost́ı Qd = 0, 01. Vypoč́ıtejte: a) pravděpodobnost
Q, že u náhodně vybraného výrobku nastane v záručńı době porucha; b)
pravděpodobnost, že výrobek, který se v záručńı době porouchá, bude mı́t
dotyčný výrobńı vadu. [a) Q = 0, 059; b) 0, 85.]
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Kapitola 7

Axiomatická definice
pravděpodobnosti

7.1 Úvod.

V předcházej́ıćıch odstavćıch byly rozvinuty základy teorie pravděpodobnosti
s jednoduchými konkrétńımi pokusy. Pozornost při tom byla věnována hlavně
významu a interpretaci pravděpodobnosti. Podobně se v teorii pravděpodob-
nosti pracovalo v jej́ıch počátćıch. S rostoućı složitost́ı úloh řešených v teorii
pravděpodobnosti vznikla potřeba vybudovat obecnou teorii poč́ıtáńı s prav-
děpodobnostmi, vymezit tř́ıdu jev̊u, kterým lze rozumně přǐradit pravdě-
podobnosti atd. Tak se zrodila nová matematická discipĺına, zabývaj́ıćı se
pravděpodobnost́ı jako matematickým objektem, jako funkćı podmnožin pro-
storu elementárńıch jev̊u. Pravděpodobnost je v této teorii definována svými
základńımi vlastnostmi, ze kterých se pak ryze deduktivńı cestou jako v každé
jiné oblasti matematiky vyvod́ı všechny zákony pravděpodobnosti bez od-
voláńı na konkrétńı př́ıklady. V následuj́ıćıch několika odstavćıch uvedeme
základńı pojmy této obecné teorie; d̊ukladněǰśı výklad lze naj́ıt v literatuře,
např. [22], [23].

7.2 Jevové pole.

Necht’ je dána neprázdná množina S a systém A podmnožin množiny S,
který má tyto vlastnosti:
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7.2.1

Množina S je prvkem systému A.

7.2.2

Jestliže množina A je prvkem systému A, pak i množina A = S−A je prvkem
systému A.

7.2.3

Jestliže A1, A2, . . . je konečný nebo spočetný systém množin z A, pak i sjed-
noceńı všech Ai je prvkem systému A.

Potom nazveme dvojici {S,A} jevovým polem a prvky systému A jevy
nebo náhodnými jevy.

7.3 Základńı vlastnosti jevového pole.

Z podmı́nek 7.2.1 až 7.2.3 plyne snadno řada daľśıch. Nejjednodušš́ı z nich
jsou:

7.3.1

Systém A obsahuje prázdnou množinu. To je jednoduchý d̊usledek podmı́nek
7.2.1 a 7.2.2, nebot’ ∅ = S.

7.3.2

Jestlǐze A a B jsou prvky systému A, pak i pr̊unik A∩B je prvkem systému
A.

Z předpokladu A ∈ A, B ∈ A plyne totiž podle 7.2.2 i vztah A ∈ A, B ∈
A, takže i A ∪ B ∈ A (podle 7.2.3) a A ∩ B = S\(A ∪ B pak patř́ı do A
podle 7.2.2.

7.3.3

Jestlǐze A ∈ A a B ∈ A, pak i rozd́ıl A\B je prvkem systému A. Toto tvrzeńı
plyne z 7.2.2 a z 7.3.2, nebot’ A\B = A ∩B.
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7.4 Pravděpodobnostńı mı́ra.

Necht’ je dáno jevové pole {S,A}. Budiž P (.) reálná nezáporná funkce defi-
novaná na systému A, která splňuje podmı́nky

P (S) = 1, (7.4.1)

A1, A2, . . . konečný nebo spočetný disjunktńı systém množin z A ⇒

⇒ P (∪iAi) =
∑
i

P (Ai). (7.4.2)

Potom funkci P (.) na A nazýváme pravděpodobnostńı mı́rou na A a trojici
{S,A, P} pravděpodobnostńım polem.

7.5 Podmı́něná pravděpodobnost.

Budiž {S,A, P} pravděpodobnostńı pole a B daná množina z A s vlastnost́ı
P (B) > 0. Necht’

B = {A ∩B|A ∈ A}. (7.5.1)

Potom {B,B} je také jevovým polem a funkce P (.|B) je definována na B
vztahem

P (A|B) =
P (A ∩B)

P (B)
(7.5.2)

je pravděpodobnostńı mı́rou na B. Pravděpodobnostńı mı́ru P (.|B) defino-
vanou vztahem (7.5.2) nazveme podmı́něnou pravděpodobnost́ı.
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Část III

Náhodné veličiny a rozděleńı
pravděpodobnosti
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Kapitola 8

Náhodná veličina

8.1 Náhodná veličina

Valná většina náhodných pokus̊u, se kterými se setkáme v technických nebo
př́ırodovědeckých aplikaćıch, má výsledek vyjádřený č́ıslem; v závěrečné fázi
pokusu se cosi měř́ı či poč́ıtá, přičemž výsledek měřeńı nebo poč́ıtáńı neńı
jednoznačně určen podmı́nkami měřeńı či poč́ıtáńı (přinejmenš́ım neńı jed-
noznačně určen podmı́nkami známými a zhodnotitelnými při provedeńı po-
kusu). Někdy je nevypočitatelnost výsledk̊u dána existenćı

”
náhodných chyb

měřeńı“: Při dosti vysoké jemnosti měřeńı se i výsledky měřeńı fyzikálńı
konstanty (jako např. vzdálenosti mezi dvěma body, úhel mezi dvěma směry,
gravitačńı konstanta atd.) jeden od druhého lǐśı, i když se usiluje všemožně o
dodržeńı stálých podmı́nek. Jindy je zase náhodnost či nahodilost výsledk̊u
zakleta př́ımo v podstatě pokus̊u; např. při tzv. radiometrických metodách
měřeńı se hustota zemin zjǐst’uje pomoćı množstv́ı impuls̊u, které zeminou
proniknou a je třeba poč́ıtat s t́ım, že každý zdroj radioaktivńıho zářeńı vyśılá
impulsy v nepravidelných, náhodných intervalech. Při zkouškách farmaceu-
tických výrobk̊u velikost reakce organismu záviśı na individuálńıch vlastnos-
tech jedince, které se lǐśı v určitých meźıch i mezi jedinci maj́ıćımi shodné
všechny zjistitelné charakteristiky jako věk, tělesnou váhu atd.

Ve všech takových a podobných př́ıpadech máme co dělat s náhodným
pokusem, jehož prostor elementárńıch jev̊u S je množina reálných č́ısel R
nebo některá jej́ı podmnožina. Výsledek náhodného pokusu, daný reálným
č́ıslem, je hodnotou veličiny X, která se nazývá náhodnou veličinou.

Jiným př́ıpadem jsou náhodné pokusy, jejichž výsledek má kvalitativńı
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charakter (např. dobrý nebo vadný výrobek, pohlav́ı narozeného d́ıtěte apod.).
V takovýchto pokusech můžeme každému výsledku (elementárńımu jevu E ∈
S) přǐradit reálné č́ıslo (např. dobrému výrobku 0 a vadnému 1), které pova-
žujeme za hodnotu náhodné veličiny X.

Formálně lze tedy náhodnou veličinu definovat takto: Mějme pravděpo-
dobnostńı pole (S,A, P ). Náhodná veličina X je reálná funkce X(E) prvk̊u
E prostoru elementárńıch jev̊u S taková, že pro každé reálné x je množina
{E ∈ S|X(E) ≤ x} náhodným jevem (tj. prvkem systému A).

Jedńım z úkol̊u teorie pravděpodobnosti je vybudovat matematický apa-
rát, pomoćı kterého by bylo možno přǐradit všem prakticky zaj́ımavým a
d̊uležitým podmnožinám množiny reálných č́ısel R př́ıslušné pravděpodob-
nosti, např. ř́ıci

”
pravděpodobnost, že výsledek pokusu nabude hodnoty z da-

ného intervalu (a, b〉, je rovna 0, 30“ nebo
”
pravděpodobnost, že výsledek po-

kusu překroč́ı dané č́ıslo c, je rovna exp−λc, kde λ je určité č́ıslo“ apod. Je-li
takový vztah mezi podmnožinami množiny R a jejich pravděpodobnostmi
dán, ř́ıkáme, že je dáno rozděleńı pravděpodobnosti př́ıslušné náhodné veličiny.

Obecným zákon̊um popisu rozděleńı náhodných veličin je věnována tato
kapitola. V celé kapitole budou velká ṕısmena z konce abecedy značit náhodné
veličiny, jim odpov́ıdaj́ıćı malá ṕısmena jejich možné hodnoty. Symbol P (X ≤
x) bude značit pravděpodobnost jevu

”
náhodná veličina X nepřekroč́ı hod-

notu x“. Při dané množině A ⊂ R bude P (X ∈ A) značit pravděpodobnost
jevu

”
náhodná veličina X nabude hodnoty z A“ apod.

8.2 Distribučńı funkce

Jednou z možnost́ı popisu rozděleńı pravděpodobnosti náhodné veličiny X
je určit distribučńı funkci této náhodné veličiny. Distribučńı funkćı náhodné
veličiny X nazveme reálnou funkci F (x) definovanou pro každé reálné x
vztahem

F (x) = P (X ≤ x). (8.2.1)

Distribučńı funkce F (x) v bodě x tedy vyjadřuje pravděpodobnost, že
náhodná veličina X nabude hodnoty menš́ı nebo rovné x.

V řadě praćı, např. [2, 10, 25] se distribučńı funkce definuje vztahem

F (x) = P (X < y),−∞ < x <∞.

Námi uvažovaná definice je zavedena předevš́ım s ohledem na tabulky
distribučńıch funkćı diskrétńıch rozděleńı (viz dále odst. 9.2).
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8.3 Vlastnosti distribučńı funkce

Distribučńı funkce libovolné náhodné veličiny má tyto vlastnosti:

8.3.1

0 ≤ F (x) ≤ 1 pro každé reálné x.

Tato vlastnost vyplývá bezprostředně z vlastnost́ı pravděpodobnosti ná-
hodných jev̊u.

8.3.2

F (x1) ≤ F (x2) pro každé reálné x1 < x2, tj. distribučńı funkce je neklesaj́ıćı.

Náhodný jev {X ≤ x2} je sjednoceńım dvou disjunktńıch jev̊u {X ≤ x1}
a {x1 < X ≤ x2}. Tud́ıž

P (X ≤ x2) = P (X ≤ x1) + P (x1 < X ≤ x2), (8.3.1)

takže

P (X ≤ x2)− P (X ≤ x1) = F (x2)− F (x1) = P (x1 < X ≤ x2) ≥ 0,

nebot’ pravděpodobnost libovolného náhodného jevu je nezáporné č́ıslo.

8.3.3

lim
x→−∞

F (x) = F (−∞) = 0, lim
x→∞

F (x) = F (∞) = 1.

8.3.4

Distribučńı funkce je zprava spojitá a má nejvýš spočetně mnoho bod̊u nespo-
jitosti.

Vlastnosti 8.3.3 a 8.3.4 jsou dokázány v [5].

Shrneme-li tedy, je distribučńı funkce F (x) neklesaj́ıćı, zprava spojitá
funkce, která má nejvýš spočetně mnoho bod̊u nespojitosti a v −∞ a ∞
nabývá hodnoty 0 a 1.
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Naopak lze ukázat (viz [23], str. 161), že každou reálnou funkci, která má
vlastnosti 8.3.1 až 8.3.4, lze považovat za distribučńı funkci nějaké náhodné
veličiny.

Přepǐsme vztah (8.3.1) na tvar

P (x1 < X ≤ x2) = F (x2)− F (x1), −∞ < x1 < x2 <∞. (8.3.2)

Tento d̊uležitý vztah ř́ıká: Pravděpodobnost, že náhodná veličina X na-
bude hodnoty z intervalu (x1, x2〉, je rovna rozd́ılu hodnot distribučńı funkce
F (X) v krajńıch bodech tohoto intervalu.

Uvažujme nyńı pro libovolné reálné č́ıslo x pravděpodobnost P (X = x).
Zřejmě

P (X = x) = P (X ≤ x)− P (x < x) = F (x)− F (x− 0), (8.3.3)

kde F (x− 0) = limh→0+F (x− h) znač́ı limitu funkce F v bodě x zleva.
Na obr. 1 je znázorněna distribučńı funkce F (x) náhodné veličiny X,

která nabývá hodnoty 0 s pravděpodobnost́ı P (X = 0) = 1 − π a hodnoty
1 s pravděpodobnost́ı P (X = 1) = π, kde π je dané č́ıslo z intervalu (0, 1).
Tato distribučńı funkce má skoky v bodech x = 0 a x = 1.

8.4 Úlohy.

8.4.1

Znázorněte distribučńı funkci náhodné veličiny X, která nabývá hodnot xj =
1, 2, . . . 6 s pravděpodobnostmi P (X = xj) = 1

6
, j = 1, 2, . . . , 6.

8.4.2

Necht’ náhodná veličina X může nabýt hodnot pouze z intervalu (a, b〉, kde
−∞ < a < b < ∞. Ukažte, že F (x) = 0 pro všechna x ≤ a a F (x) = 1 pro
všechna x ≥ b.

8.4.3

Necht’ náhodná veličina X má distribučńı funkci F (x) = 0 pro x ≤ 0 a
F (x) = 1− e−2x pro x > 0. Stanovte hodnoty pravděpodobnost́ı P (1 < X ≤
2), P (−2 < X ≤ 1), P (X = 1). [0,117; 0,865; 0.]



Kapitola 9

Rozděleńı diskrétńıho a
spojitého typu

9.1

V aplikaćıch se zpravidla setkáváme s náhodnými veličinami dvoj́ıho typu:

a. Náhodná veličina X může nabývat jen hodnot z nějaké konečné nebo
spočetné množiny {x1, x2, . . .}. Takové jsou zejména náhodné veličiny
celoč́ıselné, např.:

• počet částic, odštěpených radioaktivńım zářičem za jednotku času;
X může nabývat hodnot 0, 1, 2, . . .;

• počet vadných výrobk̊u mezi n náhodně vybranými výrobky z do-
dávky; X může nabývat hodnot 0, 1, . . . , n;

• součet počtu ok při hodu dvěma hraćımi kostkami;X může nabývat
hodnot 2, 3, . . . , 12.

b. Náhodná veličina X může nabývat všech hodnot z určitého intervalu.
Př́ıklady takovýchto veličin jsou:

• doba bezporuchového chodu zař́ızeńı; X může nabývat kladných
reálných hodnot x ∈ (0,∞);

• náhodná chyba měřeńı;X může nabývat hodnot z intervalu 〈−ε, ε〉,
0 < ε <∞, kde ε je maximálńı absolutńı hodnota náhodné chyby.
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V př́ıpadech a) ř́ıkáme, že náhodná veličina X má rozděleńı diskrétńıho
typu, v př́ıpadech b) jde zpravidla o tzv. rozděleńı spojitého typu, jež bude
přesněji definováno v odst. 9.4.

9.2 Rozděleńı diskrétńıho typu

Náhodná veličina X má rozděleńı diskrétńıho typu, existuje-li konečná nebo
spočetná množina reálných č́ısel {x1, x2, . . .} taková, že pro každé xj z této
množiny je pravděpodobnost P (X = xj > 0 a součet těchto pravděpodobnost́ı
přes všechna xj z této množiny je roven jedné,∑

xj

P (X = xj) = 1. (9.2.1)

Nejjednodušš́ı zp̊usob zadáńı takovéhoto rozděleńı je ten, že udáme mno-
žinu {x1, x2, . . .} možných hodnot náhodné veličiny X a pravděpodobnosti
(vzorcem, tabulkou, grafem, rekurentńım předpisem) P (X = xj) pro všechny
tyto hodnoty.

Funkce P (X = x) se nazývá pravděpodobnostńı funkce náhodné veličiny
X. Distribučńı funkce náhodné veličiny X je rovna

F (x) =
∑
xj≤x

P (X = xj),−∞ < x <∞. (9.2.2)

Distribučńı funkce (9.2.2) má skoky v bodech x1, x2, . . . a je konstantńı
v intervalu 〈xj, xj+1, j = 1, 2, . . .. Přitom v bodě xj je velikost skoku rovna
hodnotě P (X = xj), j = 1, 2, . . ..

9.3 Př́ıklady.

9.3.1

Necht’ náhodná veličinaX nabývá hodnot 0, 1, . . . ,M−1 s pravděpodobnostmi

P (X = x) =
1

M
, x = 0, 1, 2, . . . ,M − 1. (9.3.1)

Př́ıklady této náhodné veličiny jsou:
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pro M = 2 veličina, jej́ıž distribučńı funkce je znázorněna na 9.3.1, pro př́ıpad
π = 1

2
;

pro M = 10, 100, 1 000, . . . jedno-, dvou-, tř́ı-, . . . -ciferná pseudonáhodná
č́ısla.

Distribučńı funkce této náhodné veličiny je rovna

F (x) = 0, x < 0,

=
k

M
, k − 1 ≤ x < k, k = 1, 2, . . . ,M − 1,

= 1, x ≥M − 1.

(9.3.2)

Obr. 1: Graf distribučńı funkce

Rozděleńı s distribučńı funkćı (9.3.2) se nazývá diskrétńı rovnoměrné (rek-
tangulárńı) rozděleńı.

9.3.2

Speciálńım př́ıpadem rozděleńı diskrétńıho typu je rozděleńı nabývaj́ıćı hod-
noty µ s pravděpodobnost́ı P (X = µ) = 1, přičemž P (X = x) = 0 pro
všechna x 6= µ.

Toto rozděleńı se nazývá degenerované.
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9.4 Rozděleńı spojitého typu

Náhodná veličina X má rozděleńı spojitého typu, existuje-li nezáporná reálná
funkce f(x) taková, že pro všechna reálná x se dá distribučńı funkce F (x)
vyjádřit ve tvaru

F (x) =

∫ x

−∞
f(t) dt, −∞ < x <∞. (9.4.1)

Funkce f(x) se nazývá hustota pravděpodobnosti (nebo stručněji hustota)
náhodné veličiny X.

Distribučńı funkce (9.4.1) je spojitá pro všechna reálná x. Ve všech bo-
dech, kde existuje derivace distribučńı funkce, je

f(x) =
dF (x)

dx
. (9.4.2)

V odstavci 8.3 jsme uvedli, že distribučńı funkce F (x) jednoznačně cha-
rakterizuje rozděleńı pravděpodobnosti náhodné veličiny X. Pro náhodné
veličiny se spojitým rozděleńım lze jejich rozděleńı pravděpodobnosti cha-
rakterizovat též hustotou pravděpodobnosti f(x).

Z (8.3.1) a (9.4.1) vyplývá, že pro všechna reálná x1 < x2 plat́ı

P (x1 < X ≤ x2) = F (x2)− F (x1) =

∫ x2

x1

f(x) dx. (9.4.3)

To znamená, že pravděpodobnost náhodného jevu x1 < X ≤ x2 je rovna
velikosti plochy pod křivkou hustoty pravděpodobnosti f(x) mezi x = x1 a
x = x2 (viz obr. 2).

Ze vztah̊u (9.4.3) a vlastnosti 8.3.3 distribučńı funkce vyplývá, že∫ ∞
−∞

f(x) dx = 1. (9.4.4)

Je-li f(x) = 0 pro všechna x ≤ A a pro všechna x > B, pak je∫ B

A

f(x) dx = 1.

Dále z (8.3.3) vyplývá, že pro náhodné veličiny se spojitým rozděleńım
plat́ı

P (X = x) = 0 (9.4.5)
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pro každé reálné x. Tud́ıž pro všechna reálná x1 < x2 je

P (x1 < X ≤ x2) = P (x1 ≤ X < x2) =

P (x1 ≤ X ≤ x2) = P (x1 < X < x2) =

∫ x2

x1

f(x) dx. (9.4.6)

Obr. 2: Pravděpodobnost P (x1 < X ≤ x2)

9.5 Př́ıklady

9.5.1

Necht’ náhodná veličina X má distribučńı funkci

F (x) = 0, x ≤ µ− h,

=
1

2h
(x− µ+ h), µ− h < x < µ+ h,

= 1, x ≥ µ+ h,

kde µ a h jsou parametry, které mohou nabýt hodnot −∞ < µ <∞ a h > 0.
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Hustota pravděpodobnosti f(x) = dF (x)/dx je rovna

f(x) =
1

2h
, µ− h < x < µ+ h, (9.5.1)

= 0, jinak.

Rozděleńı s touto hustotou pravděpodobnosti se nazývá rovnoměrné (rek-
tangulárńı) rozděleńı na intervalu (µ− h, µ+ h).

Speciálńım př́ıpadem je rovnoměrné rozděleńı na intervalu (0, 1), (tj. s pa-
rametry µ = 1

2
a h = 1

2
), jemuž př́ısluš́ı hustota pravděpodobnosti

f(x) = 1, 0 < x < 1, (9.5.2)

= 0, jinak.

9.5.2

Necht’ náhodná veličina X má hustotu pravděpodobnosti

f(x) =
1

π

λ

λ2 + (x− θ)2
, −∞ < x <∞, (9.5.3)

kde λ a θ jsou parametry, které mohou nabývat hodnot λ > 0 a −∞ < θ <
∞.

Distribučńı funkce je

F (x) =
1

2
+

1

π
arctg

(
x− θ
λ

)
, −∞ < x <∞.

Rozděleńı s touto hustotou pravděpodobnosti se nazývá Cauchyovo rozděleńı.

9.6 Úlohy

9.6.1

Ověřte, zda funkce

F (x) = 0, x < 1,

=
1

6
, −1 ≤ x < 1,

=
1

2
, 1 ≤ x < 2,

= 1, x ≥ 2,
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je distribučńı funkce a stanovte pravděpodobnostńı funkci P (X = x).

[P (X = −1) = 1
6
, P (X = 1) = 1

3
, P (X = 2) = 1

2
.]

9.6.2

Necht’ náhodná veličina X má hustotu pravděpodobnosti

f(x) = 12x2(1− x), 0 < x < 1,

= 0, jinak.

Stanovte distribučńı funkci této náhodné veličiny a pomoćı ńı určete
pravděpodobnost P (0, 2 < X < 0, 8).

F (x) = 0, x ≤ 0,
= x3(4− 3x), 0 < x < 1,
= 1, x ≥ 1,

P (0, 2 < X < 0, 8) = 0, 792.


9.6.3

Necht’ náhodná veličina X má distribučńı funkci

F (x) = 0, x ≤ 0,

= 1− e(−λx), x > 0, λ > 0.

Stanovte hustotu pravděpodobnosti této náhodné veličiny.[
f(x) = 0, x ≤ 0,

= λe(−λx), x > 0.

]
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Kapitola 10

Č́ıselné charakteristiky
náhodných veličin

10.1

Rozděleńı pravděpodobnosti libovolné náhodné veličiny X charakterizuje jej́ı
distribučńı funkce F (x). Rozděleńı diskrétńıho typu lze též charakterizovat
pravděpodobnostńı funkćı P (X = x) a rozděleńı spojitého typu hustotou
pravděpodobnosti f(x).

Uvedené funkce nám podávaj́ı o náhodné veličině X úplnou informaci.
V řadě př́ıpad̊u nám však postač́ı shrnout informaci do několika č́ısel. Tato
č́ısla nazýváme charakteristiky náhodné veličiny X (nebo charakteristiky př́ı-
slušného rozděleńı). V daľśım uvedeme nejpouž́ıvaněǰśı z těchto charakteris-
tik.

10.2 Středńı hodnota

Nejd̊uležitěǰśı charakteristikou náhodné veličiny X je středńı hodnota (někdy
též nazývaná očekávaná hodnota nebo matematická naděje) E(X).

Má-li náhodná veličina X diskrétńı rozděleńı, tj. nabývá-li hodnot x1, x2,
. . . s pravděpodobnostmi P (X = xj), j = 1, 2, . . . , přičemž plat́ı vztah
(9.2.1), je středńı hodnota E(X) definována výrazem

E(X) =
∑
xj

xjP (X = xj). (10.2.1)

65
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Má-li náhodná veličina X hustotu pravděpodobnosti f(x), je středńı hod-
nota E(X) definována jako integrál

E(X) =

∫ ∞
−∞

xf(x) dx. (10.2.2)

Jestliže hustota f(x) > 0 na nekonečném intervalu, je středńı hodnota
definována jen tehdy, když existuje

∫∞
−∞ |x|f(x) dx.

10.3 Př́ıklady

10.3.1

Stanovme středńı hodnoty náhodných veličin X uvažovaných v př́ıkl. 9.3.1 a
9.3.2.

Pro diskrétńı rovnoměrné rozděleńı je

E(X) =
M−1∑
x=0

xP (X = x) =
1

M

M−1∑
x=0

x =
1

M

M(M − 1)

2
=
M − 1

2
,

zat́ımco pro degenerované rozděleńı je

E(X) = µP (X = µ) = µ.

10.3.2

Stanovte středńı hodnoty náhodných veličin X uvažovaných v př́ıkl. 9.5.1 a
9.5.2.

Pro rovnoměrné rozděleńı je

E(X) =

∫ µ+h

µ−h
x

1

2h
dx =

(µ+ h)2 − (µ− h)2

4h
= µ.

Má-li X Cauchyovo rozděleńı, je

E(X) =
1

π

∫ ∞
−∞

λx

λ2 + (x− ϑ)2
dx.

Tento integrál však neexistuje, takže pro Cauchyovo rozděleńı neexistuje
středńı hodnota.
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10.4 Momenty

Uvažujme funkci h(x) náhodné veličiny X. Definujme středńı hodnotu funkce
h(X) (pokud tato středńı hodnota existuje) výrazem 1

E
[
h(X)

]
=
∑
xj

h(xj)P (X = xj) (10.4.1)

pro náhodnou veličinu X s diskrétńım rozděleńım a

E
[
h(X)

]
=

∫ ∞
−∞

h(x)f(x) dx (10.4.2)

pro náhodnou veličinu se spojitým rozděleńım.

V předchoźım odstavci jsme uvažovali př́ıpad h(X) = X. Polož́ıme-li
h(X) = Xr, dostaneme charakteristiku, která se nazývá r-tý obecný moment

µ′r(X) = E(Xr), r = 0, 1, 2, . . . (10.4.3)

Pro h(X) = [X − E(X)]r dostáváme tzv. r-tý centrálńı moment

µr(X) = E
[[
X − E(X)

]r]
, r = 0, 1, 2 . . . (10.4.4)

Protože

[
X − E(X)

]r
=

r∑
j=0

(−1)j
(
r
j

)
Xr−j[E(X)

]j
,

vyplývá z (10.4.1) a (10.4.4) a z vlastnost́ı 2 součt̊u a integrál̊u, že

µr(X) =
r∑
j=0

(−1)j
(
r
j

)
µ′r−j(X)

[
E(X)

]j
, j = 0, 1, 2, . . . . (10.4.5)

1Protože h(X) je také náhodná veličina, měla by se jej́ı středńı hodnota určit podle
(10.2.1), př́ıp. (10.2.2). Lze ukázat, že použit́ım těchto vztah̊u se dospěje k výraz̊um
(10.4.1), př́ıp. (10.4.2).

2Součet nebo integrál lineárńı kombinace je roven téže lineárńı kombinaci součtu nebo
integrál̊u.
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Zejména

µ0(X) = 1,

µ1(X) = 0,

µ2(X) = µ′2(X)−
[
E(X)

]2
, (10.4.6)

µ3(X) = µ′3(X)− 3µ′2(X)E(X) + 2
[
E(X)

]2
,

µ4(X) = µ′4(X)− 4µ′3(X)E(X) + 6µ′2(X)
[
E(X)

]2 − 3
[
E(X)

]4
.

Druhý centrálńı moment

var(X) = µ2(X) = E
[[
X − E(X)

]2]
= µ′2(X)−

[
E(X)

]2
(10.4.7)

se nazývá rozptyl (nebo variance). Odmocnina z rozptylu se nazývá směro-
datná odchylka.

Zat́ımco středńı hodnota představuje č́ıslo, kolem něhož náhodná veličina
X koĺısá, je rozptyl charakteristikou velikosti tohoto koĺısáńı. Protože plat́ı
[x − E(X)]2 ≥ 0 a P (X = x) ≥ 0 nebo f(x) ≥ 0 pro všechna reálná x,je
var(X) ≥ 0.

Uvažujme nyńı př́ıpad

h(X) = aX + b,

kde a a b jsou reálná č́ısla. Z (10.4.1) a (10.4.2) a z vlastnost́ı součt̊u a
integrál̊u vyplývá, že

E(aX +B) = aE(x) + b. (10.4.8)

Speciálně pro a = 0 vyplývá, že středńı hodnota konstanty b je rovna této
konstantě.

Stanovme rozptyl var(aX + b). Podle definice rozptylu je

var(aX + b) = E
[[
aX + b− aE(X)− b

]2]
= a2E

[[
X − E(X)

]2]
,

takže
var(aX + b) = a2var(X), (10.4.9)

tzn. rozptyl aX + b nezáviśı na konstantě b. Speciálně, rozptyl konstanty b,
var(b) = 0.
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10.5 Př́ıklady

10.5.1

Stanovme rozptyly náhodných veličin X uvažovaných v př́ıkl. 9.3.1 a 9.3.2.

Pro diskrétńı rovnoměrné rozděleńı je

µ′2(X) =
M−1∑
x=0

x2
1

M
=

1

M

M(M − 1)(2M − 1)

6
,

takže

var(X) =
(M − 1)(2M − 1)

6
− (M − 1)2

4
=
M2 − 1

12
.

Pro degenerované rozděleńı je µ′r(X) = µr, r = 1, 2, . . . a centrálńı mo-
menty

µr(X) = E[(X − µ)r] = (µ− µ)rP (X = µ) = 0, r = 1, 2, . . . .

Tud́ıž i var(X) = 0.

10.5.2

Stanovmě rozptyly náhodných veličin X uvažovaných v př́ıkl. 10.5.1 a 10.5.2.

Pro rovnoměrné rozděleńı

µ′2(X) =
1

2h

∫ µ+h

µ−h
x2 dx =

(µ+ h)3 − (µ− h)3

6h
= µ2 +

h2

3
,

takže

var(X) = µ′2(X)− µ2 =
h2

3
.

Má-li veličina X Cauchyovo rozděleńı, existuje r-tý obecný moment

µ′r(X) =
1

π

∫ ∞
−∞

λxr

λ2 + (x− ϑ)2
dx

jen pro r = 0. Tud́ıž rozptyl var(X) pro toto rozděleńı neexistuje.
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10.6 Charakteristická funkce

Jedńım z prostředk̊u, jak nalézt momenty náhodné veličiny X, je určit jej́ı
charakteristickou funkci. Charakteristická funkce je d̊uležitým nástrojem při
studiu vlastnost́ı rozděleńı náhodných veličin v̊ubec, např. při řešeńı asympto-
tických úloh (funkce velkého počtu náhodných veličin) nebo při studiu roz-
děleńı lineárńıch funkćı.

Charakteristická funkce ψX(t) náhodné veličiny X (nebo př́ıslušného roz-
děleńı) je definována výrazem

ψX(t) = E
[
eitX
]
, (10.6.1)

kde i = (−1)
1
2 a t je reálná proměnná.

Je tedy

ψX(t) =
∑
xj

eitxjP (X = xj) (10.6.2)

pro náhodnou veličinu s diskrétńım rozděleńım a

ψX(t) =

∫ ∞
−∞

eitxf(x) dx (10.6.3)

pro náhodnou veličinu X se spojitým rozděleńım.
Obdobně je momentová vytvořuj́ıćı funkce MX(t) definována výrazem

MX(t) = E
[
e(tX)

]
. (10.6.4)

V bodě t = 0 má charakteristická funkce hodnotu 1. Protože plat́ı

|eitx| = | cos tx+ i sin tx| = 1,

je |ψX(t)| ≤ 1. Charakteristická funkce ψX(t) tedy existuje pro každou
náhodnou veličinu X a pro všechna reálná t. Pro momentovou vytvořuj́ıćı
funkci MX(t) to obecně neplat́ı.

Možnost stanoveńı obecných moment̊u náhodné veličiny X pomoćı cha-
rakteristické funkce vyplývá z této věty:

Jestlǐze existuje prvńıch n obecných moment̊u µ′r(X), r = 1, . . . , n náhodné
veličiny X, má jej́ı charakteristická funkce ψX(t) prvńıch n derivaćı a plat́ı

dr

dtr
ψX(t)

∣∣∣
t=0

= irµ′r(X), r = 1, . . . , n (10.6.5)
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Dále plat́ı

ψX(t) =
n∑
r=0

(it)r

r!
µr(X) + Zn(t), (10.6.6)

kde

lim
t−→0

Zn(t)

tn
= 0. (10.6.7)

D ů k a z viz [23], str. 266 – 267. Důkaz je založen na záměně pořad́ı
derivováńı a integrováńı, takže

dr

dtr
E
[
eitX
]

= E

[
∂r

∂tr
eitX
]

= irE
[
eitX
]
.

Pro t = 0 pak dostáváme vztah (10.6.5).
Uvažujme nyńı náhodnou veličinu Y = aX+ b, kde a a b jsou reálná č́ısla

a X je náhodná veličina. Charakteristická funkce ψY (t) veličiny Y je rovna

ψY (t) = E
[
eitY
]

= E
[
e[it(aX+b)]

]
takže

ψY (t) = e(itb)ψX(at). (10.6.8)

Známe-li rozděleńı pravděpodobnosti náhodné veličiny X, umı́me určit
charakteristickou funkci ψX(t) této náhodné veličiny. Vzniká otázka, zda je
možný obrácený postup, totiž ze znalosti ψX(t) stanovit rozděleńı pravděpo-
dobnosti náhodné veličiny X. Plat́ı tato věta:

Jestlǐze ψX(t) je charakteristická funkce, která odpov́ıdá distribučńı funkci
F (x) a jsou-li x1 a x2, x1 < x2, body spojitosti distribučńı funkce F (x), pak
plat́ı

F (x2)− F (x1) =
1

2π

∫ ∞
−∞

[
ψX(t)

e−itx1 − e−itx2

2it
− ψX(−t)e−itx1 − e−itx2

2it

]
dt.

(10.6.9)

Odtud vyplývá jednoznačná korespondence mezi charakteristickou funkćı
a distribučńı funkćı.

D ů k a z viz [23], str. 272.
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Maj́ı-li tedy náhodné veličiny stejné rozděleńı, maj́ı tutéž charakteristic-
kou funkci. Naopak veličiny se stejnou charakteristickou funkćı maj́ı totéž
rozděleńı pravděpodobnosti; jeho distribučńı funkce se urč́ı pomoćı vztahu
(10.6.9). Nakonec uvedeme ještě limitńı větu pro charakteristické funkce:

Mějme posloupnost distribučńıch funkćı F1(x), F2(x), . . . a jim odpov́ıdaj́ı-
ćı posloupnost charakteristických funkćı ψ1(t), ψ2(t), . . . . Posloupnost F1(x),
F2(x), . . . konverguje k určité distribučńı funkci F (x) ve všech bodech spoji-
tosti funkce F (x) tehdy a jen tehdy, když posloupnost odpov́ıdaj́ıćıch charak-
teristických funkćı ψ1(t), ψ2(t), . . . konverguje pro všechna t k nějaké funkci
ψ(t), která je spojitá v bodě t = 0. Limitńı funkce ψ(t) je pak charakteristická
funkce odpov́ıdaj́ıćı distribučńı funkci F (x) a posloupnost ψ1(t), ψ2(t), . . . kon-
verguje k ψ(t) stejnoměrně v každém konečném intervalu.

D ů k a z viz [23], str. 276.

Této limitńı věty využijeme v daľśıch kapitolách při hledáńı limitńıch
rozděleńı pravděpodobnosti.

10.7 Př́ıklady

10.7.1

Náhodná veličina X maj́ıćı degenerované rozděleńı uvažované v př́ıkl. 9.3.2
má charakteristickou funkci

ψX(t) = eitµ (10.7.1)

10.7.2

Charakteristická funkce náhodné veličiny X maj́ıćı rovnoměrné rozděleńı
(9.5.1) (stručněji se též ř́ıká: charakteristická funkce rovnoměrného rozděleńı)
je rovna

ψX(t) =
1

2h

∫ µ+h

µ−h
eitxdx =

1

2hit

[
eit(µ+h) − eit(µ−h)

]
.
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10.8 Kvantily

Daľśı d̊uležitou charakteristikou náhodné veličiny X jsou kvantily.
100P% kvantilem (nebo též P -kvantilem) náhodné veličinyX (nebo př́ıslušného

rozděleńı) nazveme č́ıslo xP takové, že pro dané P, 0 < P < 1, plat́ı

F (xP ) ≤ P, F (xP + 0) ≥ P. (10.8.1)

Těmito podmı́nkami neńı obecně 100P% kvantil jednoznačně určen, ne-
bot’ může existovat ohraničený interval hodnot xP splňuj́ıćıch podmı́nky
(10.8.1).

Má-li veličina X spojité rozděleńı, plat́ı pro xP vztah

F (xP ) = P. (10.8.2)

Pro distribučńı funkce spojité a rostoućı ve všech x ∈ R jsou všechny
kvantily jednoznačně určeny.

Některé kvantily maj́ı speciálńı názvy:

x0,5 medián,
x0,25 dolńı kvartil,
x0,75 horńı kvartil,
xk/10, k = 1, . . . , 9, k-tý decil,
xk/100, k = 1, . . . , 99 k-tý percentil.

Rozd́ıl x0,75− x0,25 se nazývá mezikvartilové rozpět́ı (nebo mezikvartilová
odchylka).

10.9 Př́ıklady

10.9.1

Necht’ náhodná veličina má pravděpodobnostńı funkci

P (X = x) =
1

6
, x = 1, 2, . . . , 6,

= 0, jinak.

Středńı hodnota této veličiny
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E(X) =
1

6

6∑
x=1

x = 3, 5.

Podle definice (10.8.1) je medián x0,5 každé č́ıslo z intervalu 〈3; 4), nebot’

pro tato x je P (X ≤ x) = 0, 5 a P (X ≤ x+ 0) ≥ 0, 5.

10.9.2

Jak jsme ukázali v př́ıkl. 10.3.2, neexistuje středńı hodnota Cauchyova rozděleńı
(??). Kvantily tohoto rozděleńı však existuj́ı; xP se urč́ı ze vztahu

1

2
+ arctg

xP − θ
λ

= P,

takže

xP = θ + λtg
[
π(P − 1

2
)
]
, 0 < P < 1.

Speciálně medián x0,5 = θ.

10.10 Charakteristiky polohy a variability

Základńımi charakteristikami popisuj́ıćımi rozděleńı pravděpodobnosti ná-
hodné veličiny X jsou charakteristiky polohy a charakteristiky variability.

Má-li náhodná veličina X1 distribučńı funkci F (x), pak náhodná veličina
X2 = X1+b má distribučńı funkci P (X2 ≤ x) = P (X1 ≤ x−b) = F (x−b), tj.
graf distribučńı funkce P (X2 ≤ x) náhodné veličiny X2 źıskáme posunut́ım
grafu distribučńı funkce P (X1) ≤ x náhodné veličiny X1 o hodnotu b (viz
obr. 3).

Ř́ıkáme, že rozděleńı těchto dvou náhodných veličin se od sebe lǐśı jen
polohou. Ve shodě s t́ım nazýváme charakteristikou polohy takovou charak-
teristiku ξ, pro niž plat́ı

ξ(X + b) = ξ(X) + b. (10.10.1)

Tuto vlastnost má např. středńı hodnota E(X) nebo kvantil xP , 0 < P < 1.
Daľśı charakteristikou polohy je modus x̂.
Má-li veličina X diskrétńı rozděleńı, je x̂ bod, pro který plat́ı

P (X = x̂) ≥ P (X = xj), j = 1, 2, . . . . (10.10.2)
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Obr. 3: Distribučńı funkce dvou rozděleńı lǐśıćıch se polohou

Má-li veličina X spojité rozděleńı s hustotou pravděpodobnosti f(x), je
x̂ bod, pro který plat́ı

f(x̂) ≥ f(x),−∞ < x <∞. (10.10.3)

Je vidět, že modus, obdobně jako kvantil, neńı jednoznačně určen.
Charakteristikou variability nazýváme takovou charakteristiku η, pro niž

plat́ı
η(aX + b) = a2η(X) (10.10.4)

nebo
η(aX + b) = |a|η(X) (10.10.5)

Je vidět, že změnou polohy z̊ustává charakteristika variability nezměněna,
nebot’ η(X + b) = η(X).

Nejuž́ıvaněǰśı charakteristiky variability jsou rozptyl var(X) a směrodatná

odchylka
[
var(X)

] 1
2 .

Charakteristikou variability je též mezikvartilové rozpět́ı x0,75−x0,25 nebo
mezidecilové rozpět́ı x0,9 − x0,1 či mezipercentilové rozpět́ı x0,99 − x0,01.

Někdy se též jako charakteristika variability použ́ıvá

E(|X − µ|), (10.10.6)
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kde za µ se voĺı bud’ středńı hodnota E(X), nebo medián x0,5. Charakteristika
(10.10.6) se nazývá středńı odchylka (též pr̊uměrná nebo absolutńı odchylka).

10.11 Charakteristiky šikmosti a špičatosti

Daľśı d̊uležitá tř́ıda charakteristik se týká symetrie či asymetrie rozděleńı
náhodné veličiny X. Od charakteristiky šikmosti τX se požaduje, aby:

– pro symetrické rozděleńı bylo τ(X) = 0;

– pro rozděleńı protáhleǰśı směren napravo než směrem nalevo (viz obr.
2) bylo τ(X) > 0 a naopak pro rozděleńı protáhleǰśı směrem nalevo než
napravo (viz obr. 4) bylo τ(X) < 0;

– platilo

τ(aX + b) = τ(X), a 6= 0. (10.11.1)

Obr. 4: Rozděleńı s τ(X) < 0

Nejčastěji použ́ıvanou charakteristikou šikmosti je koeficient šikmosti

α3(X) =
µ3(X)[

var(X)
] 3

2

(10.11.2)
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Jelikož µ3(aX + b) = E
[[
aX + b−aE(X)− b

]3]
= a3µ3(X) a var(aX +

b) = a2varX, plat́ı (10.11.1).
Jinou charakteristikou šikmosti je charakteristika

(x0,75 − x0,5)− (x0,5 − x0,25)
(x0,75 − x0,5) + (x0,5 − x0,25)

=
x0,75 + x0,25 − 2x0,5

x0,75 − x0,25
(10.11.3)

založená na mediánu a kvartilech.
Jako charakteristiky špičatosti (či plochosti) se použ́ıvá charakteristiky

α4(X) =
µ4(X)[
var(X)

]2 − 3, (10.11.4)

která se nazývá koeficient špičatosti.
Pro normálńı rozděleńı (viz článek 18) je α4(X) rovno nule.
Má-li veličina X symetrické rozděleńı a je-li α4(X) > 0 [α4(X) < 0],

znamená to, že na svých konćıch je pravděpodobnost́ı funkce P (X = x)
nebo hustota pravděpodobnosti f(x) této veličiny X větš́ı [menš́ı] než hus-
tota pravděpodobnosti normálńıho rozděleńı se stejnou středńı hodnotou a
stejným rozptylem.

Protože µ4(aX + b) = E{[aX + b− aE(X)− b]4} = a4µ4(X), plat́ı

α4(aX + b) = α4(X), a 6= 0. (10.11.5)

Charakteristiky α4(X) se použ́ıvá i pro nesymetrická rozděleńı.

10.12 Př́ıklady

10.12.1

Uvažujme rovnoměrné rozděleńı (9.5.1). Protože E(X) = µ, plat́ı pro r-tý
centrálńı moment.

µr(X) =
1

2h

∫ µ+h

µ−h
(x− µ)r dx =

1

2h

∫ −h
h

yr dy,

tj.

µr(x) = 0, r = 1, 3, . . . ,

=
hr

r + 1
, r = 2, 4, . . . .
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Tud́ıž α3(X) = 0 a α4(X) = −6
5
.

Z př́ıkladu 9.5.1 a ze vztahu (10.8.2) vyplývá, že 100P% kvantil

xP = µ+ h(2P − 1), 0 < P < 1.

Charakteristika (10.11.3) nabývá hodnoty

(µ+ 0, 5h) + (µ− 0, 5h)− 2µ

(µ+ 0, 5h)− (µ− 0, 5h)
= 0,

což je v souladu s t́ım, že rovnoměrné rozděleńı je symetrické.

10.12.2

Je-li rozděleńı náhodné veličiny X symetrické, je µ3(X) a tud́ıž i α3(X) je
rovno nule. Na druhé straně, je-li α3(X) = 0, nemuśı být rozděleńı syme-
trické. Např. nabývá-li veličina X hodnot −2, 1 a 3 s pravděpodobnostmi
P (X = −2) = 2

5
, P (X = 1) = 1

2
a P (X = 3) = 1

10
, je

E(X) = −4

5
+

1

2
+

3

10
= 0

a

µ3(X) = −16

5
+

1

2
+

27

10
= 0,

takže α3(X) = 0, ačkoliv rozděleńı je asymetrické.

10.13 Symetrické rozděleńı

V předchoźım odstavci jsme několikrát hovořili o symetrickém rozděleńı. Roz-
vedeme nyńı poněkud tento pojem.

Řekneme, že náhodná veličina X má spojité rozděleńı symetrické podle
bodu µ, jestliže pro jej́ı hustotu pravděpodobnosti f(x) plat́ı

f(µ− x) = f(µ+ x), −∞ < x <∞, (10.13.1)

neboli

f(x) = f(2µ− x), −∞ < x <∞ (10.13.2)
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Pro distribučńı funkci F (x) pak plat́ı

F (x) = 1−
∫ ∞
x

f(v) dv = 1−
∫ ∞
x

f(2µ− v) dv = 1−
∫ 2µ−x

−∞
f(t) dt,

takže
F (x) = 1− F (2µ− x), −∞ < x <∞. (10.13.3)

Pro kvantil xP plat́ı

P = F (xP ) = 1− F (2µ− xP ), 0 < P < 1,

a ze vztahu F (2µ− xP ) = 1− P vyplývá, že 2µ− xP = x1−P , takže

x1−P = 2µ− xP , 0 < P < 1. (10.13.4)

Odtud pro P = 0, 5 vyplývá, že medián x0,5 = µ.
Pro středńı hodnotu E(X) plat́ı

E(X) =

∫ ∞
−∞

xf(x) dx =

∫ ∞
−∞

xf(2µ− x) dx =

∫ ∞
−∞

(2µ− y)f(y) dy =

= 2µ− E(X),

takže
E(X) = µ. (10.13.5)

Pro r-tý centrálńı moment je

µr(X) =

∫ µ

−∞
(x− µ)rf(x) dx+

∫ ∞
µ

(x− µ)rf(x) dx, r = 1, 2, . . . .

Avšak∫ µ

−∞
(x− µ)rf(x) dx = (−1)r

∫ µ

−∞
[(2µ− x)− µ]rf(2µ− x) dx =

= (−1)r
∫ ∞
µ

(y − µ)rf(y) dy,

takže

µr(X) = 0, r = 1, 3, . . . , (10.13.6)

= 2

∫ ∞
µ

(x− µ)rf(x) dx, r = 2, 4, . . . .
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Obdobně řekneme, že náhodná veličina X má diskrétńı rozděleńı symet-
rické podle bodu µ, jestliže pro jej́ı pravděpodobnost́ı funkci P (X = x) plat́ı

P (X = x) = P (X = 2µ− x),−∞ < x <∞. (10.13.7)

Takováto náhodná veličina X má středńı hodnotu E(X) = µ a všechny
liché centrálńı momenty rovny nule.

10.14 Úlohy

10.14.1

Stanovte středńı hodnotu a rozptyl náhodné veličiny X, která má hustotu
pravděpodobnosti

f(x) = λe−λx, x > 0, λ > 0,

= 0, jinak. [
E(X) = 1

λ
, var(X) = 1

λ2
.
]

10.14.2

Stanovte kvantil xP náhodné veličiny X, která má hustotu pravděpodobnosti

f(x) = 2(1− x), 0 < X < 1,

= 0, jinak.[
xP = 1−

√
1− P , 0 < P < 1.

]
10.14.3

Stanovte hodnotu charakteristiky (10.11.3) pro Cauchyovo rozděleńı (9.5.3).
[0.]

10.14.4

Určete, zda náhodná veličina X, již př́ısluš́ı pravděpodobnostńı funkce

P (X = x) =
1

6
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pro:
a) x = −2,−1, 0, 1, 2, 3,
b) x = −2,−1, 0, 1, 3, 4,

má symetrické rozděleńı. [a) Má; b) nemá.]

10.14.5

Necht’ náhodná veličina X má spojité rozděleńı symetrické podle bodu µ.
Necht’ F (x) je distribučńı funkce této veličiny. Ukažte, že plat́ı

P (|X − µ| 6= x) = 2F (x+ µ)− 1, x > 0.
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Kapitola 11

Náhodný vektor

11.1

Dosud jsme uvažovali př́ıpady, kdy výsledek náhodného pokusu je vyjádřen
reálným č́ıslem (nebo kdy výsledku kvalitativńıho charakteru přǐrad́ıme reál-
né č́ıslo). Často je však výsledkem pokusu n-tice reálných č́ısel; např. u vzorku
oceli měř́ıme obsah n chemických prvk̊u nebo zjǐst’ujeme obsah uhĺıku a
pevnost tohoto vzorku atd. Jindy zase měř́ıme n rozměr̊u výrobku nebo
zjǐst’ujeme současně teplotu a tlak apod.

Je tedy zapotřeb́ı zabývat se též situacemi, kdy uvažujeme n náhodných
veličin X1, . . . , Xn. n-tici náhodných veličin označ́ıme X = (X1, . . . , Xn)′ a
nazveme ji náhodný vektor nebo též n-rozměrná náhodná veličina.

Je-li dán vztah mezi podmnožinami n-rozměrného euklidovského pro-
storu Rn a jejich pravděpodobnostmi, ř́ıkáme, že je dáno sdružené rozděleńı
pravděpodobnosti veličin X1, . . . , Xn.

11.2 Distribučńı funkce

Distribučńı funkćı náhodného vektoru X = (X1, . . . , Xn)′ nazveme reálnou
funkci F (x1, . . . , xn definovanou pro každou n-tici reálných č́ısel x1, . . . , xn
vztahem

F (x1, . . . , xn) = P (X1 ≤ x1, . . . , Xn ≤ xn). (11.2.1)

Přitom pravděpodobnost na pravé straně (11.2.1) znač́ı pravděpodobnost
pr̊uniku náhodných jev̊u Xj ≤ xj, j = 1, . . . , n takže F (x1, . . . , xn) vyjadřuje
pravděpodobnost, že veličina X1 nabude hodnoty menš́ı nebo rovné x1 a

83
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současně X2 nabude hodnoty menš́ı nebo rovné x2, . . . a současně Xn nabude
hodnoty menš́ı nebo rovné xn. Mı́sto o distribučńı funkci náhodného vektoru
X se též hovoř́ı o sdružené distribučńı funkci náhodných veličin X1, . . . , Xn.
Distribučńı funkce náhodného vektoru X má obdobné vlastnosti jako dis-
tribučńı funkce náhodné veličiny X:

(a) 0 ≤ F (x1, . . . , xn) ≤ 1 pro každou n-tici reálných č́ısel x1, . . . , xn.

(b) F (x1, . . . , xn je neklesaj́ıćı funkce každé své proměnné.

(c) limxj−→−∞ F (x1, . . . , xn) = F (x1, . . . , xj−1,−∞, xj+1, . . . , xn = 0 pro
každé j = 1, . . . , n a limxj−→∞ F (x1, . . . , xn) = F (∞, . . . ,∞) = 1.

(d) F (x1, . . . , xn) je zprava spojitá v každé své proměnné.

Obr. 5: Oblast pro výpočet pravděpodobnosti P (a1 < X1 ≤ b1, a2 < X2 ≤ b2)

Uvažujme nyńı dvourozměrnou náhodnou veličinu X = (X1, X2)
′ a sta-

novme pravděpodobnost

P (a1 < X1 ≤ b1, a2 < X2 ≤ b2), −∞ < a1 < b1 <∞, −∞ < a2 < b2 <∞,

tj. – v geometrické interpretaci – pravděpodobnost, že náhodný bod (X1, X2)
je v obdélńıku vymezeném nerovnostmi a1 < x1 ≤ b1, a2 < x2 ≤ b2 (viz
obr. 5).
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Tato pravděpodobnost je rovna

P (X1 ≤ b1, X2 ≤ b2)− P (X1 ≤ b1, X2 ≤ a2)−
− P (X1 ≤ a1, X2 ≤ b2) + P (X1 ≤ a1, X2 ≤ a2),

takže

P (a1 < X1 ≤ b1, a2 < X2 ≤ b2) = F (b1, b2)−F (b1, a2)−F (a1, b2)+F (a1, a2).
(11.2.2)

11.3 Rozděleńı diskrétńıho a spojitého typu

Náhodný vektor X = (X1, . . . , Xn)′ má rozděleńı diskrétńıho typu, existuje-li
konečná nebo spočetná množina n-tic reálných č́ısel x1, . . . , xn taková, že pro
každý prvek této množiny je pravděpodobnost P (X1 = x1, . . . , Xn = xn) > 0
a součet pravděpodobnost́ı pro všechny prvky této množiny je roven jedné,∑

x1

. . .
∑
xn

P (X1 = x1, . . . , Xn = xn) = 1. (11.3.1)

Funkce P (X1 = x1, . . . , Xn = xn) se nazývá pravděpodobnostńı funkce
náhodného vektoru X nebo sdružená pravděpodobnostńı funkce náhodných
veličin X1, . . . , Xn.

Distribučńı funkce je

F (x1, . . . , xn) =
∑
t1≤x1

. . .
∑
tn≤xn

P (X1 = t1, . . . , Xn = tn). (11.3.2)

Náhodný vektor X = (X1, . . . , Xn)′ má rozděleńı spojitého typu, existuje-
li nezáporná reálná funkce f(x1, . . . , xn) taková, že pro všechna reálná x1, . . . ,
xn plat́ı

F (x1, . . . , xn) =

∫ x1

−∞
. . .

∫ xn

−∞
f(t1, . . . , tn) dt1 . . . dtn. (11.3.3)

Funkce f(x1, . . . , xn) se nazývá hustota pravděpodobnosti (stručněji hus-
tota) náhodného vektoru X nebo sdružená hustota pravděpodobnosti náhod-
ných veličin X1, . . . , Xn.
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V bodech, kde existuje derivace, plat́ı

f(x1, . . . , xn) =
∂nF (x1, . . . , xn
∂x1 . . . ∂xn

. (11.3.4)

Dále plat́ı

P (a1 < X1 ≤ b1, . . . , an < Xn ≤ bn) =∫ b1

a1

. . .

∫ bn

an

f(x1, . . . , xn) dx1 . . . dxn (11.3.5)

pro každé −∞ < aj < bj <∞, j = 1, . . . , n a∫ ∞
−∞

. . .

∫ ∞
−∞

f(x1, . . . , xn) dx1 . . . dxn = 1. (11.3.6)

Obdobně jako v (9.4.3) nezálež́ı na tom, zda v (11.3.5) uvažujeme nerov-
nost < nebo ≤.

11.4 Př́ıklady

11.4.1

Má-li X = (X1, X2)
′ rozděleńı diskrétńıho typu, lze hodnoty, jichž nabývá,

a sdružené pravděpodobnosti P (X1 = x1, X2 = x2) pro tyto hodnoty zapsat
do dvourozměrné tabulky. Ukažme to na př́ıkladě, kdy uvažujeme šest dvojic
hodnot (0; 0), (0; 1), (0; 2), (1; 0), (1; 1), (1; 2). V následuj́ıćı tabulce jsou uve-
deny hodnoty pravděpodobnosti P (X1 = x1, X2 = x2) a jejich řádkové a
sloupcové součty.

x2 =
0 1 2 P (X1 = x1)

x1 = 0 0,42 0,12 0,06 0,6
1 0,28 0,08 0,04 0,04

P (X2 = x2) 0,7 0,2 0,1 1

Odtud snadno urč́ıme hodnoty distribučńı funkce F (x1, x2) pro dané
(x1, x2). Např.

F (1, 1) = P (X1 ≤ 1, X2 ≤ 1) = 0, 42 + 0, 12 + 0, 28 + 0, 08 = 0, 9.
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11.4.2

Necht’ náhodný vektor X = (X1, X2) =′ má hustotu pravděpodobnosti

f(x1, x2) = e−x1−x2 , x1 > 0, x2 > 0, (11.4.1)

= 0, jinak.

Distribučńı funkce

F (x1, x2) =

∫ x1

0

∫ x2

0

e−y1−y2 dy1 dy2 = (1− e−x1)(1− e−x2), x1 > 0, x2 > 0,

= 0, jinak.

Stanovme nyńı pravděpodobnost P (X1 > x1, X2 > x2) pro x1 > 0, x2 > 0.
Z (11.2.2) vyplývá, že

P (x1 < X1 <∞, x2 < X2 <∞) =

= F (∞,∞)− F (∞, x2)− F (x1,∞) + F (x1, x2) =

= 1− (1− e−x2)− (1− e−x1) + (1− e−x1)(1− e−x2) =

= e−x1−x2 , x1 > 0, x2 > 0.

11.4.3

Necht’ náhodný vektor X = (X1, X2) =′ má hustotu pravděpodobnosti

f(x1, x2) = x1 + x2, 0 < x1 < 1, 0 < x2 < 1,

= 0, jinak.

Distribučńı funkce

F (x1, x2) = 0, x1 ≤ 0 nebo x2 ≤ 0

=

∫ x1

0

[ ∫ x2

0

(t1 + t2)dt2

]
dt1 =

x1x2(x1 + x2)

2
, 0 < x1 < 1, 0 < x2 < 1,

=

∫ 1

0

[ ∫ x1

0

(t1 + t2)dt1

]
dt2 =

x1(x1 + 1)

2
, 0 < x1 < 1, x2 ≥ 1,

=

∫ 1

0

[ ∫ x2

0

(t1 + t2)dt2

]
dt1 =

x2(x2 + 1)

2
, x1 ≥ 1, 0 < x2 < 1,

= 1, x1 ≥ 1, x2 ≥ 1.
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11.5 Marginálńı rozděleńı

Uvažujme dvourozměrnou náhodnou veličinu X = (X1, X2) =′. Kromě sdruženého
rozděleńı veličin X1 a X2 nás zaj́ımaj́ı rozděleńı jednotlivých náhodných
veličin X1 a X2. Tato rozděleńı se nazývaj́ı marginálńı.

Je-li F (x1, x2) sdružená distribučńı funkce veličin X1, X2, je marginálńı
distribučńı funkce F1(x1) veličiny X1 dána výrazem

F1(x1) = P (X1 ≤ x1) = lim
x2→∞

P (X1 ≤ x1, X2 ≤ x2) = (11.5.1)

= lim
x2→∞

F (x1, x2) = F (x1,∞), −∞ < x1 <∞.

Obdobně pro marginálńı distribučńı funkci F2(x2) veličiny X2 plat́ı

F2(x2) = F (∞, x2), −∞ < x2 <∞. (11.5.2)

Má-li X = (X1, X2)
′ rozděleńı diskrétńıho typu a je-li P (X1 = x1, X2 =

x2) sdružená pravděpodobnostńı funkce veličin X1, X2, jsou marginálńı prav-
děpodobnostńı funkce veličiny X1, přip. veličiny X2, dány výrazy

P (X1 = x1) =
∑
x2

P (X1 = x1, X2 = x2), (11.5.3)

př́ıp.

P (X2 = x2) =
∑
x1

P (X1 = x1, X2 = x2). (11.5.4)

Je-li f(x1, x2) hustota pravděpodobnosti náhodného vektoru X = (X1, X2)
′,

plat́ı pro marginálńı hustoty veličiny X1, př́ıp. veličiny X2,

f1(x1) =

∫ ∞
−∞

f(x1, x2) dx2, −∞ < x1 <∞, (11.5.5)

př́ıp.

f2(x2)

∫ ∞
−∞

f(x1, x2) dx1,−∞ < x2 <∞. (11.5.6)

V př́ıpadě náhodného vektoru X = (X1, . . . , Xn)′ o n ≥ 3 složkách nás
zaj́ımaj́ı marginálńı rozděleńı veličin Xj1 , . . . , Xjk , 1 ≤ k < n, kde J =
{j1, . . . , jk} je podmnožina množiny {1, . . . , n}. Např. pro X = (X1, X2, X3,
X4)

′ nás mohou zaj́ımat marginálńı rozděleńı veličin Xj, j = 1, . . . , 4 nebo
sdružené marginálńı rozděleńı veličin X1, X4 nebo veličin X2, X3, X4 apod.
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Je-li F (x1, . . . , xn) sdružená distribučńı funkce veličin X1, . . . , Xn, do-
staneme sdruženou marginálńı distribučńı funkci Fj1,...,jk(xj1 , . . . , xjk) veličin
Xj1 , . . . , Xjn tak, že všechna xj pro j /∈ J nahrad́ıme ∞. Např.

F1(x1) = F (x1,∞, . . . ,∞)

nebo
F1,n(x1, xn) = F (x1,∞, . . . ,∞, xn).

Marginálńı sdruženou hustotu pravděpodobnosti fj1,...,jk(xj1 , . . . , xjk) veli-
čin Xj1 , . . . , Xjk dostaneme tak, že f(x1, . . . , xn) integrujeme přes proměnné
xj pro všechna j /∈ J. Např.

f1(x1) =

∫ ∞
−∞

. . .

∫ ∞
−∞

f(x1, . . . , xn) dx2 . . . dxn

nebo

f1,n(x1, xn) =

∫ ∞
−∞

. . .

∫ ∞
−∞

f(x1, . . . , xn) dx2 . . . dxn−1.

Obdobně sdruženou marginálńı pravděpodobnostńı funkci

P (Xj1 + xj1 , . . . , Xjk = xjk

dostaneme tak, že P (X1 = x1, . . . , Xn = xn sečteme přes proměnné xj
pro všechna j /∈ J . Např.

P (X1 = x1) =
∑
x2

. . .
∑
xn

P (X1 = x1, . . . , Xn = xn)

nebo

P (X1 = x1, Xn = xn) =
∑
x2

. . .
∑
xn−1

P (X1 = x1, . . . , Xn = xn).

11.6 Př́ıklady

11.6.1

Pro rozděleńı uvažované v př́ıkl. 11.4.1 jsou hodnoty marginálńı pravdě-
podobnostńı funkce P (X1 = x1), př́ıp. P (X2 = x2) uvedeny v součtovém
sloupci, př́ıp. řádku.
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11.6.2

Necht’ náhodný vektor X = (X1, X2)
′ má hustotu pravděpodobnosti (11.4.1).

Pak marginálńı distribučńı funkce F1(x1) a F2(x2) veličin X1 a X2 jsou dány
výrazy

F1(x1) = F (x1,∞) = 1− e−x1 , x1 > 0,

= 0, x1 ≤ 0,

a

F2(x2) = F (∞, x2) = 1− e−x2 , x2 > 0,

= 0, x2 ≤ 0.

Pro marginálńı hustoty plat́ı

f1(x1) =

∫ ∞
0

f(x1, x2) dx2 =
dF1(x1)

dx1
= e−x1 , x1 > 0,

= 0, x1 ≤ 0

a

f2(x2) =

∫ ∞
0

f(x1, x2) dx1 =
dF2(x2)

dx2
= e−x2 , x2 > 0,

= 0, x2 ≤ 0.

11.6.3

Necht’ náhodný vektor X = (X1, X2)
′ má hustotu pravděpodobnosti (??).

Pak marginálńı hustoty

f1(x1) =

∫ 1

0

(x1 + x2) dx2 = x1 +
1

2
, 0 < x1 < 1,

= 0, jinak,

a

f2(x2) =

∫ 1

0

(x1 + x2) dx1 = x1 +
1

2
, 0 < x2 < 1,

= 0, jinak.
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11.7 Charakteristiky

Obdobně jako v př́ıpadě náhodné veličiny X nás zaj́ımaj́ı č́ıselné charakte-
ristiky, které shrnuj́ı informaci o pravděpodobnostńım chováńı náhodného
vektoru X = (X1, . . . , Xn)′.

Uvažujme funkci h(X1, . . . , Xn) náhodných veličin X1, . . . , Xn. Definujme
středńı hodnotu této funkce (pokud středńı hodnota existuje) výrazem

E
[
h(X1, . . . , Xn)

]
=
∑
x1

. . .
∑
xn

h(x1, . . . , xn)P (X1 = x1, . . . , Xn = xn)

(11.7.1)
pro náhodný vektor X s diskrétńım rozděleńım a

E
[
h(X1, . . . , Xn)

]
=

∫ ∞
−∞

. . .

∫ ∞
−∞

h(x1, . . . , xn)f(x1, . . . , xn) dx1 . . . dxn

(11.7.2)
pro náhodný vektor X se spojitým rozděleńım.

Polož́ıme-li h(X1, . . . , Xn) = Xr
j , dostáváme v př́ıpadě diskrétńıho rozdě-

leńı

E(Xr
j ) =

∑
x1

. . .
∑
xj−1

∑
xj

∑
xj+1

. . .
∑
xn

xrjP (X1 = x1, . . . , Xn = xn) =

=
∑
xj

xrj

[∑
x1

. . .
∑
xj−1

∑
xj+1

. . .
∑
xn

P (X1 = x1, . . . , Xn = xn)
]

=

=
∑
xj

xrjP (Xj = xj),

kde P (Xj = xj) je marginálńı pravděpodobnostńı funkce veličiny Xj. Výsled-
ný výraz je vzhledem k (10.4.3) r-tý obecný moment veličiny Xj. Podobně
to plat́ı v př́ıpadě spojitého rozděleńı vektoru X.

Pomoćı (11.7.1) nebo (11.7.2) můžeme tedy určit obecné a centrálńı mo-
menty, př́ıpadně jiné charakteristiky (např. směrodatné odchylky, koefici-
enty šikmosti a špičatosti) marginálńıch rozděleńı veličin Xj, j = 1, . . . , n.
Nejuž́ıvaněǰśı charakteristiky náhodných veličinX1, . . . , Xn jsou jejich středńı
hodnoty E(X1), . . . , E(Xn) a rozptyly var(X1), . . . , var(Xn).

Vektor
(
E(X1), . . . , E(Xn)

)′
středńıch hodnot veličinX1, . . . , Xn se nazývá

středńı hodnota náhodného vektoru X = (X1, . . . , Xn)′.
Kromě charakteristik jednotlivých náhodných veličin Xj, j = 1, . . . , n nás

zaj́ımaj́ı charakteristiky dvourozměrných náhodných veličin (Xj, Xl)
′, 1 ≤

j < l ≤ n.
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Z nich pak předevš́ım charakteristika zvaná kovariance náhodných veličin
Xj a Xl, definovaná výrazem

cov(Xj, Xl) = E
[
[Xj − E(Xj)][Xl − E(Xl)]

]
, j, l = 1, . . . , n. (11.7.3)

Označ́ıme-li
σjl = cov(Xj, Xl), j, l = 1, . . . , n, (11.7.4)

můžeme sestavit matici

Σ =


σ11, σ12, . . . , σ1n
σ21, σ22, . . . , σ2n

...
...

. . .
...

σn1, σn2, . . . , σnn

 (11.7.5)

která se nazývá kovariančńı matice (někdy též variančńı matice) náhodného
vektoru X = (X1, . . . , Xn)′.

Matice Σ je typu (n, n) a je symetrická, nebot’ vzhledem k definici eqre-
feq:11.7.3 plat́ı cov(Xj, Xl) = cov(Xl, Xj), j, l = 1, . . . , n. Pro l = j je

cov(Xj, Xj) = E
[[
Xj − E(Xj)

]2]
= var(Xj), j = 1, . . . , n, (11.7.6)

takže diagonálńı prvky matice
∑

jsou rozptyly veličin X1, . . . , Xn.
Z (11.7.3), z vlastnost́ı součt̊u a integrál̊u a z (10.4.8) vyplývá, že

cov(Xj, Xl) = E
[
XjXl −XjE(Xl)−XlE(Xj) + E(Xj)E(Xl)

]
=

= E(XjXl)− E(Xl)E(Xj)− E(Xj)E(Xl) + E(Xj)E(Xl),

takže cov(Xj, Xl) se dá též vyjádřit ve tvaru

cov(Xj, Xl) = E(XjXl)− E(Xj)E(Xl), j, l = 1, . . . , n; (11.7.7)

pro j = l dostáváme již známý vztah (10.4.7).
Pro var(Xj) > 0, var(Xl) > 0 se charakteristika

ρ(Xj, Xl) =
cov(Xj, Xl)[

var(Xj)var(Xl)
] 1

2

, j, l = 1, . . . , n, (11.7.8)

nazývá koeficient korelace náhodných veličin Xj a Xl. Této charakteristiky
se použ́ıvá jako mı́ry lineárńı závislosti veličin Xj a Xl. Je-li

Xl = aXj + b,
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kde a a b jsou reálná č́ısla, a 6= 0, je

cov(Xj, Xl) = E
[[
Xj − E(Xj)

][
aXj + b− E(aXj + b)

]]
= a var(Xj),

takže

ρ(Xj, Xl) =
a var(Xj)[
a2 var(Xj)

] 1
2

=

{
1, je- li a > 0,

−1, je- li a < 0.

Koeficient korelace nabývá hodnot −1 ≤ ρ(Xj, Xl) ≤ 1 (viz př́ıkl. 11.9.4).
Je-li cov(Xj, Xl) = 0 [takže ρ(Xj, Xl) = 0], ř́ıkáme, že náhodné veličiny Xj

a Xl jsou nekorelované.
Sestav́ıme-li koeficienty korelace ρ(Xj, Xl), j, l = 1, . . . , n, do matice, do-

stáváme symetrickou matici typu (n, n) s diagonálńımi prvky rovnými 1,
nebot’ ρ(Xj, Xl) = ρ(Xl, Xj), j, l = 1, . . . , n a ρ(Xj, Xj) = 1, j = 1, . . . , n.
Tato matice se nazývá korelačńı matice náhodného vektoru X = (X1, . . . , Xn)′.
Plat́ı-li ρ(Xj, Xl) = 0 pro všechna j, l = 1, . . . , n, j 6= l, tj. jsou-li všechny
veličiny X1, . . . , Xn nekorelované, je korelačńı matice jednotkovou matićı.

Uvažujme ještě funkci

h(X1, . . . , Xn) =
n∑
j=1

ajXj + b,

kde a1, . . . , an, b jsou reálná č́ısla. Z (11.7.1), (11.7.2) a z definice marginálńıch
rozděleńı veličin X1, . . . , Xn vyplývá, že

E
( n∑
j=1

ajXj + b
)

=
n∑
j=1

ajE(Xj) + b. (11.7.9)

Ukažme to na př́ıpadě dvourozměrné náhodné veličiny (X1, X2)
′ maj́ıćı

sdruženou hustotu pravděpodobnosti f(x1, x2). Plat́ı

E(a1X1 + a2X2 + b) =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

(a1x1 + a2x2 + b)f(x1, x2) dx1 dx2 =

= a1

∫ ∞
−∞

x1

[ ∫ ∞
−∞

f(x1, x2) dx2

]
dx1 + a2

∫ ∞
−∞

x2

[ ∫ ∞
−∞

f(x1, x2) dx1

]
dx2+

+ b

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

f(X1, x2) dx1 dx2 =

= a1

∫ ∞
−∞

x1f1(x1) dx1 +a2

∫ ∞
−∞

x2f2(x2) dx2 +b = a1E(X1)+a2E(X2)+b.
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Speciálńım př́ıpadem vztahu (11.7.9) je vztah (10.4.8) pro n = 1, X1 = X,
a1 = a nebo odvozováńı vztahu (11.7.7), kde n = 3, X1 = XjXl, a1 = 1,
X2 = Xj, a2 = −E(Xj), X3 = Xl, a3 = −E(Xl), b = E(Xj)E(Xl). Dále
uvažujme funkci

h(X1, . . . , Xn) =
[∑
j=1

ajXj + b− E
[ n∑
j=1

ajXj + b
]]2

=

[∑
j=1

aj
[
Xj − E(Xj)

]]2
=

n∑
j=1

n∑
l=1

ajal
[
Xj − E(Xj)

][
Xl − E(Xl)

]
.

Středńı hodnota E
[
h(X1, . . . , Xn)

]
je rovna rozptylu var

[∑n
j=1(ajXj + b)

]
.

Tud́ıž

var
[ n∑
j=1

(ajXj + b)
]

=
n∑
j=1

n∑
l=1

ajal cov(Xj, Xl). (11.7.10)

Pro n = 2 je

var(a1X1+a2X2+b) = a21 var(X1)+a22 var(X2)+2a1a2 cov(X1, x2). (11.7.11)

Jsou-li veličiny Xj, Xl nekorelované pro všechna j, l = 1, . . . , n, j 6= l, je

var
[ n∑
j=1

(ajXj + b)
]

=
n∑
j=1

a2j var(Xj). (11.7.12)

11.8 Charakteristická funkce

Charakteristická funkce ψX(t) náhodného vektoru X = (X1, . . . , Xn)′ je defi-
nována výrazem

ψX(t) = E
[

exp
(
i

n∑
j=1

tjXj

)]
= E

[
exp(it′X)

]
, (11.8.1)

kde i = (−1)
1
2 a t = (t1, . . . , tn)′ je vektor n reálných proměnných t1, . . . , tn.

Tud́ıž

ψX(t) =
∑
x1

. . .
∑
xn

exp
(
i

n∑
j=1

tjXj

)
P (X1 = x1, . . . , Xn = xn) (11.8.2)
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pro náhodný vektor X s diskrétńım rozděleńım a

ψX(t) =

∫ ∞
−∞

. . .

∫ ∞
−∞

exp
(
i

n∑
j=1

tjXj

)
f(x1, . . . , xn) dx1 . . . dxn (11.8.3)

pro náhodný vektor X se spojitým rozděleńım.
Charakteristická funkce ψX(t) náhodného vektoru X má obdobné vlast-

nosti jako charakteristická funkce náhodné veličiny X (viz odst. 10.6). Ze-
jména ψX(t) jednoznačně určuje rozděleńı vektoru X.

Existuje-li středńı hodnota E
(
Xr1

1 X
r2
2 . . . Xrn

n ), plat́ı

E
(
Xr1

1 X
r2
2 . . . Xrn

n

)
=

1

i(r1+r2+...+rn)
∂(r1+r2+...+rn)

∂r1t1 ∂
r2
t2 . . . ∂

(
tnrn)

ψX(t)

∣∣∣∣∣
t1=...=tn=0

,

(11.8.4)
např.

E(XjXl) =
1

i2
∂2

∂tj∂tl
ψX(t)

∣∣∣∣∣
t1=...=tn=0

.

Charakteristická funkce marginálńıho rozděleńı veličin Xj1, . . . , Xjk , 1 ≤
k < n, kde J = {j1, . . . , jk} je podmnožina množiny {1, 2, . . . , n}, se dostane
tak, že v ψX(t) polož́ıme tj = 0 pro všechna j /∈ J . Např.

ψX1(t1) = ψX(t1, 0, . . . , 0)

nebo
ψX1,Xn(t1, tn) = ψX(t1, 0, . . . , 0, tn).

11.9 Př́ıklady

11.9.1

Pro rozděleńı uvažované v př́ıkl. 11.4.1 je

E(X1) = 0, 4, E(X2) = 0, 2 + 2 · 0, 1 = 0, 4,

var(X1) = 0, 4− 0, 42 = 0, 24, var(X2) = 0, 2 + 4 · 0, 1− 0, 42 = 0, 44

cov(X1, X2) = 0, 08 + 2 · 0, 04− 0, 4 · 0, 4 = 0,

takže ρ(X1, X2) = 0, tj. veličiny X1 a X2 jsou nekorelované.
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11.9.2

Stanovme charakteristickou funkci vektoru X = (X1, X2)
′, který má hustotu

pravděpodobnosti 11.4.1. Tato charakteristická funkce

ψX(t) =

∫ ∞
O

∫ ∞
O

exp(it1x1 + it2x2−x1−x2) dx1 dx2 =
[
(1− it2)(1− it2)

]−1
.

Odtud charakteristické funkce marginálńıho rozděleńı veličin X1 a X2

jsou rovny

ψX1(t1) = ψX(t1, 0) = (1− it1)
−1, ψX2(t2) = ψX(0, t2) = (1− it2)

−1.

S využit́ım vztahu (11.8.4) dostáváme

E(X1) =
1

i

∂ψX(t)

∂t1

∣∣∣∣∣
t1=t2=0

=
1

i

i

(1− it1)2(1− it2)

∣∣∣∣∣
t1=t2=0

= 1,

E(X2
1 ) =

1

i2
∂2ψX(t)

∂t21

∣∣∣∣∣
t1=t2=0

=
1

i2
2i2

(1− it1)3(1− it2)

∣∣∣∣∣
t1=t2=0

= 2,

takže

var(X1) = 1

a obdobně

E(X2) = 1, var(X2) = 1.

Dále

E(X1X2) =
1

i2
∂2ψX(t)

∂t1∂t2

∣∣∣∣∣
t1=t2=0

=
1

i2
i2

(1− it1)2(1− it2)2

∣∣∣∣∣
t1=t2=0

= 1,

takže

cov(X1, X2) = 1− 12 = 0, ρ(X1, X2) = 0.

11.9.3

Necht’ náhodný vektor X = (X1, X2)
′ má hustotu pravděpodobnosti (11.4.1).

Stanovme středńı hodnotu a rozptyl veličiny Y = h(X1, X2) = X1 −X2.
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S využit́ım výsledk̊u př́ıkl. 11.6.3 zjist́ıme, že

E(X1) =

∫ 1

0

x1

(
x1 +

1

2

)
dx1 =

7

12
, E(X2

1 ) =

∫ 1

0

x21

(
x1 +

1

2

)
dx1 =

5

12
,

takže

var(X1) =
5

12
− 49

144
=

11

144
.

Obdobně

E(X2) =
7

12
, var(X2) =

11

144
.

Dále

E(X1X2) =

∫ 1

0

∫ 1

0

x1x2(x1 + x2) dx1 dx2 =
1

3

takže

cov(X1, X2) =
1

3
− 49

144
= − 1

144
.

Odtud

E(X1 −X2) = 0, var(X1 −X2) =
2 · 11

144
+

2

144
=

1

6
.

11.9.4

Uvažujme vztah (11.7.11) pro a1 =
[
var(X1)

]− 1
2 , a2 = ±

[
var(X2)

]− 1
2 , b = 0.

Pak

var

[
X1√

var(X1)
± X2√

var(X2)

]
= 1 + 1± 2ρ(X1, X2) ≥ 0,

nebot’ rozptyl je nezáporné č́ıslo. Odtud vyplývá, že −1 ≤ ρ(X1, X2) ≤ 1.

11.10 Úlohy

11.10.1

Necht’ náhodný vektor X = (X1, X2)
′ má pravděpodobnostńı funkci

P (X1 = x1, X2 = x2) =
1

15
(x1 + x2 + 1), x1 = 0, 1, 2, x2 = 0, 1,

= 0, jinak.
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Stanovte marginálńı pravděpodobnostńı funkce P (X1 = x1) a P (X2 = x2).
Dále stanovte hodnotu ρ(X1, X2).[

P (X1 = x1) = 2x1+3
15

, x1 = 0, 1, 2,
P (X2 = x2) = x2+2

5
, x2 = 0, 1, ρ(X1, X2) = −0, 07.

]
11.10.2

Necht’ náhodný vektor X = (X1, X2, X3)
′ má hustotu pravděpodobnosti

f(x1, x2, x3) = 8x1x2x3 exp(−x21 − x22 − x23), xj > 0, j = 1, 2, 3

= 0, jinak.

Stanovte marginálńı hustoty pravděpodobnosti fj(xj) veličin Xj, j = 1, 2, 3.
Dále stanovte kovariančńı matici Σ = (σjl), j, l = 1, 2, 3.fj(xj) = 2xj exp(−x2j), xj > 0,

= 0, xj ≤ 0, j = 1, 2, 3,
Σ =

4− π
π

1 0 0
0 1 0
0 0 1


11.10.3

Ukažte, že pro dvourozměrnou náhodnou veličinu X = (X1, X2)
′ plat́ı

P (a1 < X1 ≤ b1, X2 ≤ b2) = F (b1, b2)− F (a1, b2)

pro všechna reálná a1, b1, b2, a1 < b1.



Kapitola 12

Nezávislost náhodných veličin

12.1 Podmı́něné rozděleńı

V odstavci 6.4 jsme uvažovali podmı́něnou pravděpodobnost P (A|B) náhodného
jevuA za podmı́nky, že nastal náhodný jevB. Tato podmı́něná pravděpodobnost
je dána výrazem (6.4.2), jestliže P (B) > 0.

Mějme nyńı dvourozměrnou náhodnou veličinu X = (X1, X2)
′ maj́ıćı

rozděleńı diskrétńıho typu se sdruženou pravděpodobnostńı funkćı P (X1 =
x1, X2 = x2).

Ve shodě s (6.4.2) definujme podmı́něnou pravděpodobnost́ı funkci

P (X1 = x1|X2 = x2)

veličiny X1 za podmı́nky, že veličina X2 nabyla hodnoty x2, výrazem

P (X1 = x1|X2 = x2) =
P (X1 = x1, X2 = x2)

P (X2 = x2)
, (12.1.1)

jestliže P (X2 = x2) > 0. Přitom

P (X2 = x2) =
∑
x1

P (X1 = x1, X2 = x2)

je marginálńı pravděpodobnostńı funkce veličiny X2.
Vztah (12.1.1) můžeme přepsat na tvar

P (X1 = x1, X2 = x2) = P (X2 = x2)P (X1 = x1|X2 = x2), (12.1.2)

99
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jestliže P (X1 = x1) > 0, a obdobně je

P (X1 = x1, X2 = x2) = P (X1 = x1)P (X2 = x2|X1 = x1), (12.1.3)

jestliže P (X1 = x1) > 0.
Lze tedy sdruženou pravděpodobnostńı funkci veličin X1 a X2 vyjádřit

jako součin marginálńı pravděpodobnostńı funkce jedné z těchto veličin a
podmı́něné pravděpodobnostńı funkce druhé veličiny.

Má-li vektor X = (X1, X2)
′ rozděleńı spojitého typu se sdruženou hus-

totou pravděpodobnosti f(x1, x2), je podmı́něná hustota pravděpodobnosti
f(x1|x2) veličiny X1 za podmı́nky X2 = x2 dána výrazem

f(x1|x2) =
f(x1, x2)

f2(X2

), (12.1.4)

jestliže f2(x2) > 0. Zde

f2(x2) =

∫ ∞
−∞

f(x1, x2) dx1

je marginálńı hustota pravděpodobnosti veličiny X2.
Vztah̊um (12.1.2) a (12.1.3) odpov́ıdaj́ı vztahy

f(x1, x2) = f2(x2)f(x1|x2), (12.1.5)

jestliže f2(x2) > 0, a

f(x1, x2) = f1(x1)f(x1|x2), (12.1.6)

jestliže f1(x1) > 0.
Z těchto dvou vztah̊u vyplývá, že

f2(x2|x1) =
f(x1|x2)f2(x2)

f1(x1)
(12.1.7)

kde vzhledem k (12.1.5) je

f1(x1) =

∫ ∞
−∞

f(x1, x2) dx2 =

∫
A

f(x1|x2)f2(x2) dx2, (12.1.8)

přičemž obor A = {x2|f2(x2) > 0}.
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Obdobně pro veličiny diskrétńıho typu vyplývá z (12.1.2) a (12.1.3), že

P (X2 = x2|X1 = x1) =
P (X1 = x1|X2 = x2)P (X2 = x2)

P (X1 = x1)
(12.1.9)

kde

P (X1 = x1) =
∑
A

P (X1 = x1|X2 = x2)P (X2 = x2), (12.1.10)

přičemž A = {x2|P (X2 = x2) > 0}.
Vztah (12.1.7), př́ıp. (12.1.9) se nazývá Bayes̊uv vzorec pro náhodné

veličiny spojitého, přip. diskrétńıho typu.

12.2 Podmı́něné středńı hodnoty a rozptyly

Středńı hodnota podmı́něného rozděleńı se nazývá podmı́něná středńı hod-
nota. Označ́ıme ji E(X1|X2 = x2). Je tedy

E(X1|X2 = x2) =
∑
x1

x1P (X1 = x1|X2 = x2) (12.2.1)

v př́ıpadě diskrétńıho rozděleńı a

E(X1|X2 = x2) =

∫ ∞
−∞

x1f(x1|x2) dx1 (12.2.2)

v př́ıpadě spojitého rozděleńı.

Podmı́něná středńı hodnota veličiny X2 záviśı na zvolené hodnotě x2
veličiny X2 a je tedy jej́ı funkćı. Nazývá se regresńı funkce veličiny X1 na
veličině X2.

Podmı́něný rozptyl je definován takto:

var(X1|X2 = x2) = E{[X1 − E(X1|X2 = x2)]
2|X2 = x2} =

= E(X2
1 |X2 = x2)e

2(X1|X2 = X2). (12.2.3)
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12.3 Př́ıklady

12.3.1

Necht’ náhodný vektor X = (X1, X2)
′ má hustotu pravděpodobnosti (11.4.1).

Pak podmı́něná hustota pravděpodobnosti

f(x1|x2) =
f(x1, x2)

f2(x2)
=

e−x1−x2

e−x2
= e−x1 , x1 > 0.

Obdobně
f(x2|x1) = e−x2 , x2 > 0.

12.3.2

Necht’ náhodný vektor X = (X1, X2)
′ má hustotu pravděpodobnosti (??).

Pak

f(x1|x2) =
x1 + x2
x2 + 0, 5

, 0 < x1 < 1, 0 < x2 < 1,

a

f(x2|x1) =
x1 + x2
x1 + 0, 5

, 0 < x1 < 1, 0 < x2 < 1.

Výraz pro f(x2|x1) jsme mohli též obdržet použit́ım vztahu (12.1.7), ne-
bot’ (viz př́ıkl. 11.6.3)

f(x2|x1) =
f(x1|x2)f2(x2)

f1(x1)
=

x1 + x2
x2 + 0, 5

x2 + 0, 5

x1 + 0, 5
, 0 < x1 < 1, 0 < x2 < 1.

Podmı́něná středńı hodnota

E(X1|X2 = x2) =

∫ 1

0

x1
x1 + x2
x2 + 0, 5

dx1 =
3x2 + 2

6x2 + 3
, 0 < x2 < 1.

Dále

E(X2
1 |X2 = x2) =

∫ 1

0

x21
x1 + x2
x2 + 0, 5

dx1 =
4x2 + 3

12x2 + 6
, 0 < x2 < 1,

takže podmı́něný rozptyl

var(X1|X2 = x2) =
6x22 + 6x2 + 1

2(6x2 + 3)2
, 0 < x2 < 1.
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12.4 Nezávislé náhodné veličiny

V odstavci 6.8 jsme zavedli pojem nezávislosti náhodných jev̊u. Náhodné jevy
A a B jsou nezávislé, jestliže pravděpodobnost jejich pr̊uniku A∩B je rovna
součinu pravděpodobnost́ı jednotlivých jev̊u. V souladu s t́ım budeme defi-
novat nezávislost náhodných veličin. Necht’ dvourozměrná náhodná veličina
X = (X1, X2)

′ má sdruženou distribučńı funkci F (x1, x2) a necht’ F1(x1)
a F2(x2) jsou marginálńı distribučńı funkce veličin X1 a X2. Řekneme, že
náhodné veličiny X1 a X2 jsou nezávislé, když a jen když

F (x1, x2) = F1(x1)F2(x2) (12.4.1)

pro všechna reálná x1 a x2.
Použijeme-li vztah̊u (11.2.2) a (12.4.1), zjist́ıme, že pak

P (a1 < X1 ≤ b1, a2 < X2 ≤ b2) =

= F1(b1)F2(b2)− F1(b1)F2(a2)− F1(a1)F2(b2) + F1(a1)F2(a2) =[
F1(b1)− F1(a1)

][
F2(b2)− F2(a2)

]
,

takže pro nezávislé náhodné veličiny X1 a X2 plat́ı

P (a1 < X1 ≤ b1, a2 < X2 ≤ b2) = P (a1 < X1 ≤ b1)P (a2 < X2 ≤ b2)
(12.4.2)

pro všechna reálná a1 < b1 a a2 < b2.
Má-li X = (X1, X2)

′ rozděleńı diskrétńıho typu, je-li P (X1 = x1, X2 =
x2) sdružená pravděpodobnost́ı funkce a jsou-li P (X1 = x1) a P (x2 = x2)
marginálńı pravděpodobnostńı funkce veličin X1 a X2, jsou veličiny X1 a X2

nezávislé, když a jen když

P (X1 = x1, X2 = x2) = P (X1 = x1)P (x2 = x2) (12.4.3)

pro všechna reálná x1 a x2.
Má-li X = (X1, X2)

′ sdruženou hustotu pravděpodobnosti f(x1, x2) a
jsou-li f1(x1) a f2(x2) marginálńı hustoty pravděpodobnosti veličin X1 a X2,
jsou veličiny X1 a X2 nezávislé, když a jen když

f(x1, x2) = f1(x1)f2(X2) (12.4.4)

pro všechna reálná x1 a x2.
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Tento vztah vyplývá z (12.4.1) a (11.3.4).
Porovnejme nyńı vztahy (12.1.5) a (12.4.4). Je vidět, že pro nezávislé

náhodné veličiny X1 a X2 plat́ı pro všechna x2, pro která f2(x2) > 0,

f(x1|x2) = f1(x1), (12.4.5)

tj. podmı́něná hustota pravděpodobnosti veličiny X1 za podmı́nky X2 = x2
je rovna nepodmı́něné (marginálńı) hustotě pravděpodobnosti veličiny X1.

Obdobně z porovnáńı (12.1.6) a (12.4.4) vyplývá, že pro nezávislé náhod-
né veličiny X1 a X2 je pro všechna x1, pro která f1(x1) > 0,

f(x2|x1) = f2(x2). (12.4.6)

Stejně tak pro nezávislé náhodné veličiny X1 a X2 s diskrétńımi rozděleńı-
mi plat́ı pro všechna x2, pro která P (X2 = x2) > 0, př́ıp. pro všechna x1, pro
která P (X1 = x1) > 0,

P (X1 = x1|X2 = x2) = P (X1 = x1), (12.4.7)

P (X2 = x2|X1 = x1) = P (X2 = x2).

Jsou-li náhodné veličiny X1 a X2 nezávislé, plat́ı

E(Xr1
1 X

r2
2 ) = E(Xr1

1 )E(Xr2
2 ), (12.4.8)

pokud př́ıslušné středńı hodnoty existuj́ı.
Ukažme platnost tohoto vztahu pro veličiny s diskrétńım rozděleńım (pro

veličiny se spojitým rozděleńım je d̊ukaz analogický). Zřejmě

E
(
Xr1

1 X
r2
2

)
=
∑
x1

∑
x2

xr11 x
r2
2 P (X1 = x1, X2 = x2) =

=
∑
x1

∑
x2

xr11 x
r2
2 P (X1 = x1)P (X2 = x2) =[∑

x1

xr11 P (X1 = x1)
][∑

x2

xr22 P (X2 = x2)
]

= E
(
Xr1

1

)
E(Xr2

2 ).

Speciálně pro X1 a X2, splňuj́ıćı vztah (12.4.8), pak plat́ı E(X1X2) =
E(X1)E(X2), takže

cov(X1, X2) = E(X1X2)− E(X1)E(X2) = 0, (12.4.9)
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tzn. jsou-li veličiny X1 a X2 nezávislé, jsou vždy nekorelované. Opak však
obecně neplat́ı.

Uvažujme nyńı n-rozměrnou náhodnou veličinu X = (X1, . . . , Xn)′. Řek-
neme, že náhodné veličiny X1, . . . , Xn jsou vzájemně nezávislé, když a jen
když

F (x1, . . . , xn) = F1(x1) . . . Fn(xn) (12.4.10)

pro všechna reálná x1, . . . , xn. Zde F (x1, . . . , xn) je sdružená distribučńı funk-
ce a F1(x1), . . . , Fn(xn) jsou marginálńı distribučńı funkce veličin X1, . . . , Xn.

Obdobně jako v př́ıpadě n = 2 jsou náhodné veličiny X1, . . . , Xn vzájemně
nezávislé, když a jen když

P (X1 = x1, . . . , Xn = xn) = P (X1 = x1) . . . P (Xn = xn) (12.4.11)

v př́ıpadě diskrétńıch rozděleńı, př́ıpadně když a jen když

f(x1, . . . , xn) = f1(x1) . . . fn(xn) (12.4.12)

v př́ıpadě spojitých rozděleńı.
Jsou-li náhodné veličiny X1, . . . Xn vzájemně nezávislé, plat́ı

E(Xr1
1 . . . Xrn

n ) = E(Xr1
1 ) . . . E(Xrn

n ), (12.4.13)

pokud př́ıslušné středńı hodnoty existuj́ı. Speciálně E(XjXl) = E(Xj)E(Xl)
pro všechna j, l = 1, . . . n, j 6= l. Kočńı matice vzájemně nezávislých náhod-
ných veličin X1, . . . , Xn je tedy diagonálńı matićı.

Uvažujeme-li mı́sto mocnin X
rj
j funkce hj(Xj) veličin Xj, j = 1, . . . , n,

pak v př́ıpadě vzájemné nezávislosti náhodných veličin plat́ı

E
[
h1(X1) . . . hn(Xn)

]
= E

[
h1(X1)

]
. . . E

[
hn(Xn)

]
, (12.4.14)

pokud př́ıslušné středńı hodnoty existuj́ı.
Položme hj(Xj) = exp(itjXj). Pak

E
[

exp
(
i

1∑
j=1

tjXj

)]
=

n∏
j=1

E
[

exp(itjXj)
]

neboli

ψX(t) = ψX1(t1) . . . ψXn(tn). (12.4.15)
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Jsou-li tedy veličiny X1, . . . , Xn vzájemně nezávislé, je charakteristická
funkce náhodného vektoru X = (X1, X2)

′ rovna součinu charakteristických
funkćı jednotlivých náhodných veličin. Naopak ze vztahu (12.4.15) plyne
vzájemná nezávislost náhodných veličin X1, . . . , Xn (viz [23], str. 300).

Uvažujme ještě náhodnou veličinu X =
∑n

j=1 ajXj + b, kde X1, . . . , Xn

jsou vzájemně nezávislé náhodné veličiny a a1, . . . an, b reálná č́ısla. Pak
charakteristická funkce veličiny X

ψX(t) = E
[

exp(itX)
]

= exp(itb)E
[

exp
(
it

n∑
j=1

ajXj

)]
=

= exp(itb)
n∏
j=1

E
[

exp(itajXj)
]

neboli

ψX(t) = exp(itb)
n∏
j=1

ψXj(ajt). (12.4.16)

Speciálně pro X =
∑n

j=1Xj plat́ı

ψX(t) =
n∏
j=1

ψXj
(t). (12.4.17)

12.5 Př́ıklady

12.5.1

Necht’ náhodný vektor X = (X1, X2)
′ má hustotu pravděpodobnosti (11.4.1).

Z výsledk̊u př́ıkl. 11.4.2 a 11.6.2 zjist́ıme, že plat́ı

F (x1, x2) = F1(x1)F2(x2), −∞ < x1 <∞, −∞ < x2 <∞,

a
f(x1, x2) = f1(x1)f2(x2), −∞ < x1 <∞, −∞ < x2 <∞,

Dále z př́ıkl. 11.9.2 je zřejmé, že pro charakteristické funkce plat́ı

ψX(t1, t2) = ψX1(t1)ψX2(t2).

Z každého z těchto tř́ı vztah̊u vyplývá, že veličiny X1 a X2 jsou nezávislé.
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12.5.2

Jsou-li náhodné veličiny X1 a X2 nezávislé, plat́ı pro podmı́něnou středńı
hodnotu a podmı́něný rozptyl

E(X1|X2 = x2) = E(X1), var(X1|X2 = x2) = var(X1),

kde E(X1) a var(X1) jsou středńı hodnota rozptyl marginálńıho rozděleńı
veličiny X1.

Tyto vztahy vyplývaj́ı bezprostředně z (12.2.1) a z (12.2.3), použijeme-li
v nich vztah̊u (12.4.7) a (12.4.5).

12.5.3

Necht’ náhodný vektor X = (X1, X2)
′ má hustotu pravděpodobnosti

f(x1, x2, x3) = 2x1(x2 + x3), 0 < xj < 1, j = 1, 2, 3,

= 0, jinak.

Zjistěme, zda náhodné veličiny X1, X2, X3 jsou vzájemně nezávislé.
Marginálńı hustoty pravděpodobnosti fj(xj), j = 1, 2, 3 jsou rovny

f1(x1) = 2x1

∫ 1

0

[ ∫ 1

0

(x2 + x3) dx3

]
dx2 = 2x1, 0 < x1 < 1,

= 0, jinak,

f2(x2) = 2

∫ 1

0

x1

[ ∫ 1

0

(x2 + x3) dx3

]
dx1 = x2 +

1

2
, 0 < x2 < 1,

= 0, jinak,

f3(x3) = 2

∫ 1

0

x1

[ ∫ 1

0

(x2 + x3) dx2

]
dx1 = x3 +

1

2
, 0 < x3 < 1,

= 0, jinak.

Protože neplat́ı f(x1, x2, x3) = f1(x1)f2(x2)f3(x3) pro všechna reálná
x1, x2, x3 nejsou veličiny X1, X2, X3 vzájemně nezávislé.

12.6 Úlohy

12.6.1

Stanovte podmı́něnou pravděpodobnostńı funkci P (X1 = x1|X2 = x2) pro
rozděleńı uvažované v úloze 11.10.1.
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[
P (X1 = x1|X2 = x2) = x1+x2+1

3(x2+2)
, x1 = 0, 1, 2, x2 = 0, 1.

]
12.6.2

Ukažte, že pro podmı́něnou hustotu pravděpodobnosti f(x1|x2), danou výrazem
(12.1.4), plat́ı ∫ ∞

−∞
f(x1|x2) dx1 = 1

pro všechna x2, pro která je f2(x2) > 0.

12.6.3

Necht’ náhodný vektor X = (X1, X2)
′ má hustotu pravděpodobnosti

f(x1, x2) = c(1 + x1 + x2)
−a, x1 > 0, x2 > 0, a > 2,

= 0, jinak,

Stanovte konstantu c a dále hustoty f1(x1) a f(x2|x1).

[
c = (a− 1)(a− 2), f1(x1) = (a− 2)(1 + x1)

−a+1, x1 > 0,
f(x2|x1) = (a− 1)(1 + x1)

−a+1(1 + x1 + x2)
−a, x1 > 0, x2 > 0.

]

12.6.4

Ukažte, že pro nezávislé náhodné veličiny X1, X2 plat́ı

var(X1X2) = var(X1)var(X2) + e2(X1)var(X2) + e2(X2)var(X1).



Kapitola 13

Funkce náhodných veličin

13.1 Funkce náhodné veličiny

V řadě problémů nás zaj́ımá rozděleńı pravděpodobnosti určité funkce Y =
h(X) náhodné veličiny X, známe-li rozděleńı pravděpodobnosti veličiny X.

Omeźıme se na př́ıpady, kde veličina X má rozděleńı spojitého typu s dis-
tribučńı funkćı F (x) a hustotou pravděpodobnosti f(x) = dF (x)

dx
.

13.2 Ryze monotónńı funkce

Je-li funkce y = h(x) na množině možných hodnot x veličiny X ryze mo-
notónńı [tj. je-li h(x) bud’ rostoućı, nebo klesaj́ıćı funkćı x], má náhodná
veličina Y = h(X) hustotu pravděpodobnosti

g(y) = f
[
h−1(y)

]∣∣∣∣∣dh−1(y)

dy

∣∣∣∣∣, (13.2.1)

kde x = h−1(y) je inverzńı funkce k funkci y = h(x).
Důkaz. Pro rostoućı funkci h(x) je distribučńı funkce veličiny Y rovna

G(y) = P (Y ≤ y) = P
[
h(X) ≤ y

]
= P

[
X ≤ h−1(y)

]
= F

[
h−1(y)

]
.

Odtud

g(y) =
dG(y)

dy
= f

[
h−1(y)

]dh−1(y)

dy
.

Obdobně pro klesaj́ıćı funkci h(x) je

G(y) = 1− P
[
h(X) ≥ y

]
= 1− P

[
X ≤ h−1(y)

]
= 1− F

[
h−1(y)

]
109
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a

g(y) = −f
[
h−1(y)

]dh−1(y)

dy
.

13.3 Př́ıklady

13.3.1

Necht’ Y = aX + b, a 6= 0. Pak

g(x) = f

(
y − b
a

)
1

|a|
. (13.3.1)

Např. má-li f(x) tvar

f(x) =
1

σ
√

2π
e−

(x−µ)2

2σ2 , −∞ < x <∞,

má veličina Y = (X−µ)
σ

= 1
σ
X − µ

σ
hustotu pravděpodobnosti

g(y) =
1

σ
√

2π
e−

y2

2 σ =
1√
2π

e−
y2

2 , −∞ < y <∞.

13.3.2

Necht’ veličina X má hustotu f(x) ≥ 0 pro x > 0 a f(x) = 0 pro x ≤ 0. Pak
veličina Y = a lnX, a 6= 0, má hustotu

g(y) = f(e
y
a

1

|a|
e
y
a ). (13.3.2)

Např. jestliže pro c > 0 je

f(x) =
1

c
, 0 < x < c,

= 0, jinak,

má veličina Y = − lnX hustotu

g(y) =
1

c
e−y = e−(y+ln c), y > − ln c,

= 0, jinak.
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13.3.3

Necht’ opět veličina X má hustotu f(x) ≥ 0 pro x > 0 a f(x) = 0 pro x ≤ 0.
Pak veličina Y = Xr má hustotu

g(y) = f(y
1
r

1

|r|
y

1−r
r (13.3.3)

Např. jestliže

f(x) = xe−x, x > 0,

= 0, x ≤ 0,

má veličina Y = X
1
2 hustotu

g(y) = 2y3e−y
2

, y > 0

= 0, y ≤ 0.

13.4 Př́ıpad, kdy h(x) neńı ryze monotónńı

Neńı-li funkce y = h(x) ryze monotónńı, urč́ıme pro dané y hodnotu dis-
tribučńı funkceG(y) veličiny Y tak, že stanov́ıme všechny intervaly I1(y), I2(y), . . .
na ose x, pro které plat́ı h(x) ≤ y (viz obr. 6). Pro tyto intervaly pak
vyjádř́ıme pravděpodobnosti P [X ∈ Ij(y)] =

∫
Ij
f(x) dx, j = 1, 2, . . . . Protože

tyto intervaly jsou disjunktńı, je pro dané y hodnota G(y) rovna

G(y) =
∑
j

P
[
X ∈ Ij(y)

]
=
∑
j

∫
Ij

f(x) dx. (13.4.1)

Hustota pravděpodobnosti g(y) pak dostaneme derivaci distribučńı funkce
G(y). V některých př́ıpadech nerovnosti h(x) ≤ y odpov́ıdá jen jeden interval
I(y). Pak G(y) = P [X ∈ I(y)]. Takovou situaci popisuj́ı následuj́ıćı dva
př́ıklady.

13.5 Př́ıklady

13.5.1

Necht’ Y = X2. Pak

G(y) = P (Y ≤ y) = P (−√y ≤ X ≤ √y) = F (
√
y − F (−√y), y > 0

= 0, y ≤ 0,



112 KAPITOLA 13. FUNKCE NÁHODNÝCH VELIČIN

Obr. 6: Intervaly Ij(y)

a

g(y) =
dG(y)

dy
=

1

2
√
y

[f(
√
y) + f(−√y)], y > 0, (13.5.1)

g(y) = 0, y ≤ 0.

13.5.2

Necht’ Y = |X|. Pak

G(y) = P (−y ≤ X ≤ y) = F (y)− F (−y), y > 0,

= 0, y ≤ 0,

takže

g(y) = f(y) + f(−y), y > 0, (13.5.2)

= 0, y < 0.

Např. jestliže

f(x) = 1, −1

2
< x <

1

2
,

= 0, jinak,
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pak veličina Y = |X| má hustotu

g(y) = 2, 0 < y <
1

2
= 0, jinak.

13.6 Funkce n náhodných veličin

Necht’ n-rozměrná náhodná veličina X = (X1, . . . , Xn)′ má sdruženou hus-
totu pravděpodobnosti f(x1, . . . , xn). Distribučńı funkci G(y) náhodné veliči-
ny Y = h(X1, . . . , Xn) stanov́ıme tak, že f(x1, . . . , xn) integrujeme přes obor
h(x1, . . . , xn) ≤ y, tj.

g(y) = P (Y ≤ y) =

∫
h(x1,...,xn)≤y

. . .

∫
f(x1, . . . , xn)dx1 . . . dxn. (13.6.1)

V následuj́ıćıh př́ıkladech budeme uvažovat tři d̊uležité funkce dvouroz-
měrné náhodné veličiny X = (X1, X2)

′.

13.7 Př́ıklady

13.7.1

Pro distribučńı funkci veličiny Y = X1 +X2 plat́ı

G(y) =

∫∫
x1+x2≤y

f(x1, x2) dx1 dx2 =∫ ∞
−∞

[ ∫ y−x2

−∞
f(x1, x2) dx1

]
dx2 =

∫ ∞
−∞

[ ∫ y−x1

−∞
f(x1, x2) dx2

]
dx1.

Jsou-li náhodné veličiny X1 a X2 nezávislé, tj. plat́ı-li f(x1, x2) = f1(x1)
f2(x2) pro všechna reálná x1 a x2, je

G(y) =

∫ ∞
−∞

F1(y − x2)f2(x2) dx2 =

∫ ∞
−∞

F2(y − x1)f1(x1) dx1 (13.7.1)

a hustota pravděpodobnosti g(y) = dG(y)
dy

je rovna

g(y) =

∫ ∞
−∞

f1(y − x2)f2(x2) dx2 =

∫ ∞
−∞

f2(y − x1)f1(x1) dx1. (13.7.2)
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13.7.2

Necht’ náhodné veličiny X1 a X1 jsou nezávislé. Pak náhodná veličina Y =
X1X2 má distribučńı funkci

G(y) =

∫∫
x1x2≤y

f1(x1)f2(x2) dx1 dx2 =

=

∫ 0

−∞

[ ∫ ∞
y
x2

f1(x1)f2(x2)dx1

]
dx2 +

∫ ∞
0

[ ∫ y
x2

−∞
f1(x1)f2(x2)dx1

]
dx2

=

∫ 0

−∞
f2(x2)

[
1− F1

(
y

x2

)]
dx2 +

∫ ∞
0

f2(x2)F1

(
y

x2

)
dx2

Hustota pravděpodobnosti

g(x) =

∫ ∞
−∞

f1

(
y

x2

)
f2(x2)

1

|x2|
dx2. (13.7.3)

13.7.3

Necht’ veličiny X1 a X2 jsou nezávislé, přičemž f2(x2) = 0 pro x2 ≤ 0.
Pak náhodná veličina Y = X1

X2
má distribučńı funkci

G(y) =

∫∫
x1
x2
≤y
f1(x1)f2(x2)dx1dx2 =

∫ ∞
0

[ ∫ x2y

−∞
f1(x1)f2(x2)dx1

]
dx2 =

=

∫ ∞
0

f2(x2)F1(x2y), dx2

a hustotu pravděpodobnosti

g(y) =

∫ ∞
0

yf1(x2)f2(x2) dx2. (13.7.4)

13.8 n funkćı n náhodných veličin

Nakonec uvažujme ještě př́ıpad, kdy máme n-rozměrnou náhodnou veličinu
X = (X1, . . . , Xn)′, která má sdruženou hustotu pravděpodobnosti f(x1, . . . ,
xn). Hledejme sdruženou hustotu pravděpodobnosti g(y1, . . . , yn) n-rozměrné
náhodné veličiny Y = (Y1, . . . , Yn)′, kde

Yj = hj(X1, . . . , Xn), j = 1, . . . , n. (13.8.1)



13.9. PŘÍKLADY 115

Uvažujme př́ıpady, kdy transformace vektoru x = (x1, . . . , xn)′ na vektor
y = (y1, . . . , yn)′ je jednoznačná, takže existuj́ı inverzńı funkce

xj = h−1j (y1, . . . , yn), j = 1, . . . , n. (13.8.2)

Předpokládejme, že inverzńı funkce maj́ı spojité prvńı parciálńı derivace
a že determinant (jakobián)

J =

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂h−1

1

∂y1
. . .

∂h−1
1

∂yn
...

. . .
...

∂h−1
n

∂y1
. . . ∂h−1

n

∂yn

∣∣∣∣∣∣∣∣ (13.8.3)

je nenulový. Pak

g(y1, . . . , yn) = f
[
h−11 (y1, . . . , yn), . . . , h−1n (y1, . . . , yn

]∣∣J∣∣. (13.8.4)

Často lze s výhodou využ́ıt toho, že plat́ı

1

J
=

∣∣∣∣∣∣∣
∂h1
∂x1

. . . ∂h1
∂xn

...
. . .

...
∂hn
∂x1

. . . ∂hn
∂xn

∣∣∣∣∣∣∣
13.9 Př́ıklady

13.9.1

Uvažujme př́ıpad n = 2 a

Y1 = X1 +X2, Y2 = X2

Inverzńı funkce jsou x1 = y1 − y2, x2 = y2 a jakobián

J =

∣∣∣∣∣∂x1∂y1
, ∂x1

∂y2
∂x2
∂y1
, ∂x2

∂y2

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣1, −1
0, 1

∣∣∣∣ = 1.

Tud́ıž
g(y1, y2) = f(y1 − y2, y2).

Marginálńı hustota veličiny Y1 = X1 +X2 je

g1(y1) =

∫ ∞
−∞

f(y1 − y2, y2) dy2.
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13.9.2

Mějme dvourozměrnou náhodnou veličinu X = (X1, X2)
′. Necht’ marginálńı

hustota pravděpodobnosti f2(x2) = 0 pro x2 ≤ 0. Stanovme sdruženou hus-
totu pravděpodobnosti veličin

Y1 =
X1

X2

, Y2 = X2.

Inverzńı funkce jsou x1 = y1y2, x2 = y2 a jakobián

J =

∣∣∣∣y2, y1
0, 1

∣∣∣∣ = y2.

Tud́ıž
g(y1, y2) = f(y1y2, y2)y2.

Marginálńı hustota veličiny Y1 = X1

X2
je

g1(y1) =

∫ ∞
0

y2 f(y1y2, y2) dy2.

13.10 Úlohy

13.10.1

Náhodná veličina X má rovnoměrné rozděleńı na intervalu (−π
2
; π
2
). Stanovte

hustotu pravděpodobnosti veličiny Y = tgX.[
g(y) = 1

π(1+y2)
, −∞ < y <∞.

]
13.10.2

Uvažujme kulovou částici o pr̊uměru ξ. Řezná rovina protne tuto částici
v kruhu o pr̊uměru X. Označme T vzdálenost řezné roviny od středu částice.
Necht’ T je náhodná veličina maj́ıćı hustotu pravděpodobnosti f(t) = 2

ξ
,

0 < t < ξ
2
, f(t) = 0, jinak.

Stanovte marginálńı hustoty pravděpodobnosti veličiny X a úhlu α (viz
obr. 7). [

g(x) = x

ξ
√
ξ2−x2

, 0 < x < ξ, h(α) = sinα, 0 < α < π
2
.
]
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13.10.3

Stanovte hustotu pravděpodobnosti veličiny Y = X1 + X2, jestliže X1 a X2

jsou nezávislé náhodné veličiny a každá má rovnoměrné rozděleńı (9.5.1).

Obr. 7: Řez kulovou částićı g(y) = 0, y ≤ 2(µ− h) nebo y ≥ 2(µ+ h),

= y−2(µ−h)
4h2

, 2(µ− h) < y ≤ 2µ,

= 2(µ+h)−y
4h2

, 2µ ≤ y < 2(µ+ h).


13.10.4

Necht’ náhodný vektor X = (X1, X2)
′ má hustotu pravděpodobnosti

f(x1, x2) = x1e
−x1−x2 , x1 > 0, x2 > 0,

= 0, jinak.

Stanovte hustotu pravděpodobnosti náhodného vektoru Y = (Y1, Y2)
′,

kde

Y1 =
X1

X1 +X2

, Y2 = X1 +X2.

Zjistěte, zda Y1 a Y2 jsou nezávislé náhodné veličiny.
[g(y1, y2) = y1y

2
2e−y2 , 0 < y1 < 1, y2 > 0,

= 0, jinak.
Veličiny Y1 a Y2 jsou nezávislé – plat́ı g(y1, y2) =
g1(y1) g2(y2) pro všechna reálná y1 a y2.
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Část IV

Některá d̊uležitá rozděleńı

119





Kapitola 14

Binomické rozděleńı

14.1

Náhodná veličina X binomické rozděleńı s parametry n a π, jestlǐze

P (X = x) =

(
n

x

)
πx(1− π)n−x, x = 0, 1, . . . , n (14.1.1)

= 0, jinak

kde n je přirozené č́ıslo a 0 < π < 1. Toto rozděleńı budeme dále stručně
označovat Bi(n, π). Název rozděleńı pocháźı ze skutečnosti, že výraz (14.1.1)
je obecný člen binomického rozvoje [(1− π) + π]n. Odtud též bezprostředně
vyplývá, že

n∑
x=0

P (X = x) =
n∑
x=0

(
n

x

)
πx(1− π)n−x = 1.

Rozděleńım Bi(n, π) se ř́ıd́ı počet výskyt̊u X určitého jevu A v n nezá-
vislých pokusech, jestliže pravděpodobnost výskytu tohoto jevu A v každém
jednotlivém pokusu je rovna témuž č́ıslu π. Pravděpodobnost, že v prvńıch x
pokusech nastane jev A, zat́ımco ve zbývaj́ıćıch n− x pokusech jev A nena-
stane, je vzhledem k nezávislosti pokus̊u rovna πx(1− π)n−x. Počet r̊uzných
možnost́ı, při nichž v n pokusech nastane jev A právě n-krát, je dán kom-
binačńım č́ıslem

(
n
x

)
. Tud́ıž pravděpodobnost, že v n nezávislých pokusech

nastane jev A právě x-krát, je dána výrazem (14.1).
Př́ıkladem náhodné veličiny X maj́ıćı rozděleńı Bi(n, π) je počet proraže-

ných izolátor̊u z n nezávisle zkoušených izolátor̊u, počet úspěšných zkoušek

121
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př́ıstroje z n nezávislých zkoušek, počet vadných výrobk̊u z n nezávisle vy-
robených výrobk̊u apod.

Obr. 8: Pravděpodobnosti P (X = x) pro binomické rozděleńı Bi(5, π); a)
π = 0, 3; b) π = 0, 5; c) π = 0, 7.

Uvažujme nyńı vztah

P (X = x) = P (X = x− 1)
n− x+ 1

x

π

1− π
, x = 1, . . . , n. (14.1.2)

Odtud vyplývá, že P (X = x) ≥ P (X = x − 1) pro x ≤ (n + 1)π a
P (X = x) ≥ P (X = x + 1) pro x ≥ (n + 1)π − 1. Pro modus x̂ rozděleńı
Bi(n, π) tedy plat́ı

(n+ 1)π − 1 ≤ x̂ ≤ (n+ 1)π. (14.1.3)
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Pro (n + 1)π < 1 je x̂ = 0, takže v tomto př́ıpadě pravděpodobnosti
P (X = x) klesaj́ı s rostoućım x. Je-li (n+1)π ≥ 1, pravděpodobnosti P (X =
x) s rostoućım x až do modálńı hodnoty x̂ určené vztahem a pak klesaj́ı. Je-li
(n+1)π přirozené č́ıslo, má rozděleńı dvě modálńı hodnoty x̂ = (n+1)π−1 a
x̂ = (n+ 1)π. Označ́ıme-li pravděpodobnosti jako P (X = x|nπ), pak zřejmě

P (X = x|n, π) = P (X = n− x|n, 1− π), x = 0, 1, . . . , n. (14.1.4)

Pro π = 1
2

tedy plat́ı

P
(
X = x|n, 1

2

)
= P

(
X = n− x|n, 1

2

)
, x = 0, 1, . . . , n,

takže rozděleńı Bi(n, 1
2
) je symetrické.

Jelikož vztah P (X = x|n, π) = P (X = n− x|n, π) plat́ı jen pro π = 1
2
, je

pro π 6= 1
2

rozděleńı Bi(n, π) asymetrické.
Na obr. 8 jsou znázorněny pravděpodobnosti P (X = x) pro rozděleńı

Bi(n, π) v př́ıpadech n = 5, π = 0, 3; 0, 5 a 0, 7.

14.2 Alternativńı rozděleńı

Speciálńım př́ıpadem rozděleńı Bi(n, π) je rozděleńı Bi(1, π), které nazveme
alternativńı rozděleńı a označ́ıme A(π). Pro toto rozděleńı plat́ı

P (X = x) = πx(1− π)1−x, x = 0, 1, (14.2.1)

neboli
P (X = 0) = 1− π, P (X = 1) = π. (14.2.2)

14.3 Distribučńı funkce

Distribučńı funkce F (x) = P (X ≤ x) rozděleńı Bi(n, π) je rovna

F (x) = 0, x < 0,

=

[x]∑
t=0

(
n

t

)
πt(1− π)n−t, 0 ≤ x < n, (14.3.1)

= 1, x ≥ n,
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kde [x] znač́ı celou část nezáporného č́ısla x.
Pro určeńı hodnot F (x) slouž́ı tabulky; např. v [19] jsou uvedeny hodnoty

F (x) pro n = 2(1)30(5)50, x = 0(1)n a π ≤ 0, 5. Z těchto tabulek se daj́ı určit
též pravděpodobnosti (14.1.1) jako rozd́ıly

P (X = x) = F (x)− F (x− 1), x = 0, 1, . . . , n. (14.3.2)

Označ́ıme-li (14.3.1) jako F (x|n, π), pak vzhledem k (14.1.4) plat́ı pro
x = 0, 1, . . . , n

F (x|n, π) =
x∑
t=0

P (X = t|n, π) =
x∑
t=0

P (X = n− t|n, 1− π) =(14.3.3)

=
n∑

v=n−x

P (X = v|n, 1− π) = 1− F (n− x− 1|n, 1− π).

Obr. 9: Distribučńı funkce binomického rozděleńı Bi(5; 0, 3).

Tabulek [19] lze tedy použ́ıt pro stanoveńı hodnot distribučńı funkce F (x)
a pravděpodobnost́ı P (X = x) i pro π > 0, 5. Tak např.

F (3, 2| 8; 0, 9) = F (3| 8; 0, 9) = 1− F (4| 8; 0, 1) = 0, 00043

a

P (X = 3| 8; 0, 9) = P (X = 4| 8; 0, 1) = F (4| 8; 0, 1)− F (3| 8; 0, 1) = 0, 00559

Na obr.9 je znázorněna distribučńı funkce (14.3.1) pro n = 5 a π = 0, 3.
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14.4 Momenty

Charakteristická funkce ΨX(t) rozděleńı Bi(n, π) je dána výrazem

ΨX(t) =
n∑
x=0

eitxP (X = x) =
n∑
x=0

(
n

x

)
(πeit)x(1− π)n−x =

= (1− π + πeit)n. (14.4.1)

Použit́ım vztah̊u (10.6.5) nalezneme výrazy pro prvńı čtyři obecné mo-
menty a ze vztah̊u (10.4.6) pak zjist́ıme, že středńı hodnota

E(X) = nπ, (14.4.2)

rozptyl
var(X) = nπ(1− π) (14.4.3)

koeficient šikmosti

α3(X) =
1− 2π[

nπ(1− π)
] 1

2

(14.4.4)

a koeficient špičatosti

α4(X) =
1− 6π(1− π)

nπ(1− π)
(14.4.5)

Pro π = 1/2 je var(X) = n/4, α3(X) = 0 a α4(X) = −2/n.
Speciálně pro rozděleńı A(π) je drΨX(t)/dtr = πeit, takže µ′r(X) = π, r =

1, 2, . . . . Tud́ıž pro rozděleńı A(π) je

E(X) = π, var(X) = π(1− π). (14.4.6)

14.5 Rozděleńı součtu nezávislých veličin

Necht’ náhodné veličiny X1, . . . , Xk jsou vzájemně nezávislé, přičemž veličina
Xj má rozděleńı Bi(nj, π), j = 1, . . . , k ≥ 2 (tzn. všechny veličiny Xj maj́ı bi-

nomické rozděleńı s týmž parametrem π). Pak náhodná veličina X =
∑k

j=1Xj

má rozděleńı Bi(
∑k

j=1 nj, π).

D ů k a z. Náhodná veličina X =
∑k

j=1Xj má vzhledem k (12.4.17) a
(14.4.1) charakteristickou funkci

ΨX(t) =
k∏
j=1

ΨXj(t) =
k∏
j=1

(1− π + πeit)nj = (1− π + πeit)
∑k
j=1 nj ,
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což je charakteristická funkce rozděleńı Bi(
∑k

j=1 nj, π). Protože charakteris-
tická funkce jednoznačně určuje distribučńı funkci, má veličina X rozděleńı
Bi(
∑k

j=1 nj, π).

Speciálńı př́ıpad nastává, když k = n a nj = 1, j = 1, . . . , n. Odtud
vyplývá, že binomické rozděleńı Bi(n, π) je rozděleńım součtu n vzájemně
nezávislých náhodných veličin, z nichž má každá alternativńı rozděleńı s týmž
parametrem π.

14.6 Podmı́něné rozděleńı

Mějme dvě nezávislé náhodné veličiny X1 a X2, přičemž X1 má rozděleńı
Bi(n1, π) a X2 rozděleńı Bi(n2, π). Potom pro rozděleńı X1 podmı́něné X1 +
X2 = x plat́ı

P (X1 = x1|X1 +X2 = x) =

=

(
n1

x1

)
πx1(1− π)n1−x1

(
n2

x−x1

)
πx−x1(1− π)n2−(x−x1)(

n1+n2

x

)
πx(1− π)n1+n2−x

=

(
n1

x1

)(
n2

x−x1

)(
n1+n2

x

) ,

max(0, x− n2) ≤ x1 ≤ min(n1, x), (14.6.1)

což je hypergeometrické rozděleńı (viz dále článek 16) s parametry N =
n1 + n2,M = n1, n = x.

14.7 Př́ıklady

14.7.1

Uvažujme náhodnou veličinu P = X
n

, kde X má rozděleńı Bi(n, π). Veličina
P představuje relativńı četnost výskytu jevu A v n nezávislých pokusech,
jestliže pravděpodobnost výskytu jevu A v každém jednotlivém pokusu je
rovna π. Z (14.4.2) a (14.4.3) a ze vztah̊u (10.4.8) a (10.4.9) vyplývá, že

E(P ) = π, var(P ) =
π(1− π)

n
. (14.7.1)

Protože pro 0 < π < 1 je 0 < π(1− π) ≤ 1
4
, je var(P ) ≤ 1

4n
.
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14.7.2

Mějme systém obsahuj́ıćı n stejných prvk̊u. Necht’ systém je provozuschopný,
pracuje-li aspoň r prvk̊u. Předpokládá se, že každý z prvk̊u pracuje nezávisle
na ostatńıch a že jeho životnost má totéž spojité rozděleńı pravděpodobnosti.
Pravděpodobnost, že systém je provozuschopný v dané době T od zahájeńı
provozu, je dána výrazem

n∑
x=r

(
n

x

)
πx(1− π)n−x = 1− F (r − 1|n, π),

kde π = 1−G(T ), přičemž G(.) je distribučńı funkce životnosti každého z n
prvk̊u systému. Např. pro n = 10, r = 4, T = 100hodin a π = 1− G(100) =
0, 3 je pravděpodobnost, že systém je provozuschopný po době T = 100,
rovna

10∑
x=4

(
10

x

)
(0, 3)x(0, 7)10−x = 1− F (3| 10; 0, 3) = 0, 35039.

14.7.3

Uvažujme nezávislé pokusy, z nichž v každém pravděpodobnost výskytu jevu
A je rovna témuž č́ıslu π. Stanovme počet pokus̊u n nutný k tomu, aby
pravděpodobnost, že jev A nastane aspoň c-krát, byla alespoň P (pro daná
π, c a P, 0 < π < 1, c ≥ 1,
0 < P < 1).

Hledáme tedy n, pro které
n∑
x=c

(
n

x

)
πx(1− π)n−x ≥ P

neboli pro které
F (c− 1|n, π) ≤ 1− P.

Např. pro π = 0, 2; c = 3; P = 0, 9 nalezneme z tabulek [19], že

F (2|n; 0, 2) ≤ 0, 1 pro n ≥ 25.

Pro c = 1 je F (0|n, π) = (1− π)n, takže

n ≥ log(1− P )

log(1− π)
.

Např. pro π = 0, 2, c = 1, P = 0, 9 je n ≥ log(0,1)
log(0,8)

= 10, 32, tj. n ≥ 11.
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14.8 Negativńı binomické rozděleńı

Náhodná veličinaX má negativńı binomické rozděleńı s parametry n a π, n >
0, 0 < π < 1, jestliže

P (X = x) =
Γ(n+ x)

x!Γ(n)
πn(1− π)x, x = 0, 1, . . . . (14.8.1)

Název pocháźı z toho, že (14.8.1) je obecný člen rozvoje funkce

πn
[
1− (1− π)

]−n
.

Odtud vyplývá, že

∑
x=∞

P (X = x) =
∞∑
x=0

Γ(n+ x)

x!Γ(n)
πn(1− π)x = 1.

Pro celoč́ıselné hodnoty parametru n je

Γ(n+ x)

x!Γ(n)
=

(n+ x− 1)!

x!(n− 1)!
=

(
n+ x− 1

x

)
a náhodnou veličinu X a pravděpodobnosti P (X = x) lze interpretovat
takto: Uvažujme posloupnost nezávislých pokus̊u, přičemž v každém po-
kusu pravděpodobnost úspěchu (tj. nastáńı sledovaného jevu A) je rovna
témuž č́ıslu π. Označme X počet neúspěšných pokus̊u předcházej́ıćıch n-tému
úspěšnému pokusu. Potom pravděpodobnost P (X = x) = P1P2, kde P1 znač́ı
pravděpodobnost, že z prvńıch n− x+ 1 pokus̊u je jich právě x neúspěšných
a n− 1 úspěšných, a P2 je pravděpodobnost, že (n+ x)-tý pokus je úspěšný.
Zřejmě

P1 =

(
n+ x− 1

x

)
πn−1(1− π)x, P2 = π.

Pro n = 1 vyplývá z (14.8.1), že

P (X = x) = π(1− π)x, x = 0, 1, . . . . (14.8.2)

Tento speciálńı př́ıpad negativńıho binomického rozděleńı se nazývá ge-
ometrické rozděleńı

[
nebot’ pravděpodobnosti P (X = x) tvoř́ı geometrickou

posloupnost a1q
x s a1 = π, q = 1−π

]
. V tomto př́ıpadě P (X = x) vyjadřuje

pravděpodobnost, že prvńı úspěch nastane právě v (x+ 1)-vém pokusu.
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Jelikož pro negativńı binomické rozděleńı je

P (X = x) = P (X = x− 1)
n+ x− 1

x
(1− π), x = 1, 2, . . . , (14.8.3)

plat́ı pro modus x̂ tohoto rozděleńı

a− 1 ≤ â ≤ a, (14.8.4)

kde

a =
(n− 1)(1− π)

π
. (14.8.5)

Pro a < 1 je x̂ = 0; speciálně to plat́ı pro geometrické rozděleńı. Je-li a
přirozené č́ıslo, plat́ı P (X = a− 1) = P (X = a). Neńı-li a přirozené č́ıslo, je
rozděleńı jednovrcholové (tj. rozděleńı má jediný modus x̂).

Pro n přirozené plat́ı

x∑
t=0

(
n+ t− 1

t

)
πn(1− π)t = 1−

n−1∑
v=0

(
n+ x

v

)
πv(1− π)n+x−v,

x = 0, 1, . . . , (14.8.6)

nebot’ jev
”
nejvýš n+x nezávislých pokus̊u je zapotřeb́ı k dosažeńı n úspěch̊u“

je ekvivalentńı jevu
”
z n+ x nezávislých pokus̊u je jich aspoň n úspěšných“.

Lze tedy pro přirozené n určit hodnoty distribučńı funkce negativńıho
binomického rozděleńı z tabulek distribučńı funkce rozděleńı Bi(n + x, π).
Např. pro n = 3, π = 0, 2 a x = 5 je

5∑
t=0

(
3 + t− 1

t

)
(0, 2)3 · (0, 8)t = 1−

2∑
v=0

(
8

v

)
(0, 2)v · (0, 8)8−v = 0, 20308.

Charakteristická funkce negativńıho binomického rozděleńı

ΨX(t) =
∞∑
x=0

eitxP (X = x) = πn
[
1− (1− π)eit

]−n
. (14.8.7)

Odtud dostáváme

E(X) =
n(1− π)

π
, var(X) =

n(1− π)

π2
, (14.8.8)

takže var(X) > E(X).
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14.9 Př́ıklady

14.9.1

Uvažujme situaci, kdy se nějaké zař́ızeńı kontroluje v pravidelných časových
intervalech. Přitom necht’ pravděpodobnost poruchy v každém intervalu je π
a výskyt poruchy v každém intervalu nezáviśı na pr̊uběhu činnosti v před-
cházej́ıćıch intervalech (porucha je takového druhu, že je odhalena jedině
kontrolou). Pak pravděpodobnost, že porucha bude zjǐstěna poprvé při (x+
1)-vé kontrole, je rovna (1− π)xπ, x = 0, 1, . . ..

14.9.2

Necht’ náhodné veličiny X1, . . . , Xk jsou vzájemně nezávislé, přičemž veličiny
Xj má negativńı binomické rozděleńı s parametry nj a π, j = 1, . . . , k ≥ 2.

Stanovte rozděleńı náhodné veličiny X =
∑k

j=1Xj.

Náhodná veličina X má charakteristickou funkci

ΨX(t) =
k∏
j=1

ΨXj(t) =
k∏
j=1

πnj
[
1−(1−π)eit

]−nj = π
∑k
j=1 nj

[
1−(1−π)eit

]−∑k
j=1 nj .

Tud́ıž veličina X =
∑k

j=1Xj má negativńı binomické rozděleńı s parame-

try
∑k

j=1 nj a π.

Speciálně pak vyplývá, že pro přirozené n je negativńı binomické rozděleńı
rozděleńım součtu n vzájemně nezávislých náhodných veličin, z nichž každá
má geometrické rozděleńı s týmž parametrem π.

14.9.3

Mějme dodávku výrobk̊u s pod́ılem π zmetk̊u. Vyb́ırejme z dodávky náhodně
(s vraceńım) po jednom výrobku, dokud nedostaneme předem daný počet n
zmetk̊u. Dodávku přijmeme, je-li počet vybraných výrobk̊u větš́ı než dané
č́ıslo k ≥. Stanovme pravděpodobnost přijet́ı dodávky. Označme X počet vy-
braných dobrých výrobk̊u před vybráńım n-tého zmetku. Pak pravděpodob-
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nost přijet́ı dodávky je rovna

P (X + n > k) = 1− P (X ≤ k − n) =

1−
n−k∑
t=0

(
n+ x− 1

t

)
πn(1− π)t =

n−1∑
v=0

(
k

v

)
πv(1− π)k−v. (14.9.1)

Posledńı výraz vyplývá ze vztahu (14.8.6). Následuj́ıćı tabulka uvád́ı
pravděpodobnosti (14.9.1) pro n = 2, k = 40 a některé hodnoty π:

π 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06
P (X > 38) 0, 939 3 0, 809 5 0, 661 5 0, 521 0 0, 399 1 0, 299 0

14.10 Úlohy

14.10.1

Stanovte z tabulek hodnoty D a H takové, že

P (X =≤ D) ≤ α, P (X ≤ D + 1) > α

a

P (X ≥ H) ≤ β, P (X ≥ H − 1) > β,

má-li veličina X rozděleńı Bi(n, π). Uvažujte př́ıpady:
a) n = 10; π = 0, 3; α = 0, 1; β = 0, 05;
b) n = 18; π = 0, 5; α = β = 0, 025;
c) n = 30; π = 0, 8; α = 0, 05; β = 0, 01.

[a) D = 0, H = 6; b) D = 4, H = 14; c) D = 19, H = 30]

14.10.2

Uvažujte n vzájemně nezávislých náhodných veličin X1, . . . , Xn maj́ıćıch
tutéž distribučńı funkci F (x).

Stanovte rozděleńı, středńı hodnotu a rozptyl veličiny Y
n

, kde Y je počet
náhodných veličin nabývaj́ıćıch hodnot y ≤ a, kde a je dané reálné č́ıslo.[

Y má rozděleńıBi(n, π) s π = F (a), E(Y
n

) = F (a), var(Y
n

) =
F (a)
(
1−F (A)

)
n

.
]
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14.10.3

Ukažte, že pro obecné, př́ıp. centrálńı momenty rozděleńı Bi(n, π) plat́ı reku-
rentńı vztahy

µ′r+1(X) = nπµ′r(X) + π(1− π)
dµ′r(X)

dπ
, r = 0, 1, . . . ,

př́ıp.

µr+1(X) = π(1− π)

[
nrµr−1(X) +

dµr(X)

dπ

]
, r = 0, 1, . . . .

[Vyjděte z derivaćı dµ′r(X)
dπ

, př́ıpadně dµr(X)
dπ

.]

14.10.4

Vyjádřete distribučńı funkci geometrického rozděleńı. F (x) = 0, x < 0,
= 1− (1− π)[x+1], x ≥ 0,

kde [x+ 1] znač́ı celou část nezáporného č́ısla x+ 1


14.10.5

Ukažte, že v př́ıpadě geometrického rozděleńı plat́ı pro každé k = 0, 1, . . .

P (X = k + x|X ≥ k) = P (X = x), x = 0, 1, . . . .



Kapitola 15

Poissonovo rozděleńı

15.1

Náhodná veličina X má Poissonovo rozděleńı s parametrem λ > 0, jestliže

P (X = x) = e−λ
λx

x!
, x = 0, 1, . . . , (15.1.1)

= 0, jinak.

Toto rozděleńı označ́ıme symbolem Po(λ). Zřejmě

∞∑
x=0

P (X = x) = e−λ
∞∑
x=0

λx

x!
= e−λeλ = 1.

Poissonovým rozděleńım se ř́ıd́ı často počet částic (např. počet částic
v zorném poli mikroskopu) v jednotce plochy nebo objemu nebo počet událost́ı
(např. počet signál̊u v telefonńı ústředně nebo počet poruch zař́ızeńı) v časové
jednotce. Jak ukážeme dále, dá se rozděleńım Po(λ) aproximovat rozděleńım
Bi(n, π) pro velká n a malá π.

Jelikož

P (X = x) = P (X = x− 1)
λ

x
, x = 1, 2, . . . , (15.1.2)

plat́ı pro modus x̂ rozděleńı Po(λ)

λ− 1 ≤ x̂ ≤ λ. (15.1.3)

Je-li λ přirozené č́ıslo, plat́ı P (X = λ− 1) = P (X = λ) = e−λ λλ

λ!
, neńı-li

λ přirozené č́ıslo, je rozděleńı jednovrcholové. Pro λ < 1 má rozděleńı modus
x̂ = 0.
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Na obr. 10 jsou znázorněna rozděleńı Po(λ) pro λ = 0, 1; 1 a 2, 5.

Obr. 10: Pravděpodobnosti P (X = x) pro Poissonovo rozděleńı Po(λ);
a) λ = 0, 1; b) λ = 1; c) λ = 2, 5.

15.2 Distribučńı funkce

Pro distribučńı funkci rozděleńı Po(λ) plat́ı

F (x) = 0, x < 0, (15.2.1)

F (x) =

[x]∑
t=0

e−λ
λt

t!
, x ≥ 0,

kde [x] je celá část nezáporného č́ısla x.
Tabulky [19] obsahuj́ı hodnoty F (x) pro

λ = 0, 001 (0, 001) 0, 005 (0, 005) 0, 1 (0, 1) 15.
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Z těchto tabulek se daj́ı též určit pravděpodobnosti (15.1.1) pomoćı vztahu

P (X = x) = F (x)− F (x− 1), x = 0, 1, . . . . (15.2.2)

Tak např. pro λ = 3, 5 je

P (X = 3) = F (3)− F (2) = 0, 536 633− 0, 320 847 = 0, 215 786

a
P (X = 0) = F (0) = 0, 030 197.

15.3 Momenty

Charakteristická funkce je

ΨX(t) =
∞∑
x=0

eitxe−λ
λx

x!
= e−λ

∞∑
x=0

(λeit)x
1

x!
= eλ(e

it−1). (15.3.1)

Odtud dostáváme

E(X) = λ, (15.3.2)

var(X) = λ, (15.3.3)

α3(X) = λ−
1
2 , α4(X) = λ−1. (15.3.4)

Pro rozděleńı Po(λ) s libovolným parametrem λ > 0 tedy vždy plat́ı

E(X) = var(X) = λ. (15.3.5)

15.4 Rozděleńı součtu nezávislých veličin

Mějme k ≥ 2 náhodných veličin X1, . . . , Xk, které jsou vzájemně nezávislé,
přičemž veličina Xj má rozděleńı Po(λj), j = 1, . . . , k. Pak náhodná veličina

X =
∑k

j=1Xj má rozděleńı Po
(∑k

j=1 λj
)
.

D ů k a z. Náhodná veličina X má charakteristickou funkci

ΨX(t) =
k∏
j=1

exp
[
λj
(
eit − 1

)]
= exp

[( k∑
j=1

λj
)(

eit − 1
)]
,

což je charakteristická funkce rozděleńı Po
(∑k

j=1 λj
)
.
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15.5 Podmı́něné rozděleńı

Mějme dvě nezávislé náhodné veličiny X1 a X2, přičemž X1 má rozděleńı
Po(λ1) a X2 má rozděleńı Po(λ2). Potom pro rozděleńı X1 podmı́něné X1 +
X2 = x plat́ı

P (X1 = x1|X1 +X2 = x) =
e
−λ1

λ
x1
1
x1!

e
−λ2

λ
x−x1
2

(x−x1)!

e−(λ1+λ2) (λ1+λ2)
x

x!

=

(
x

x1

)
πx(1− π)x−x1 ,

x1 = 0, 1, . . . , x, (15.5.1)

kde

π =
λ1

λ1 + λ2
, (15.5.2)

tzn. že podmı́něným rozděleńım veličiny X1 pro danou hodnotu x součtu
X1 +X2 je rozděleńı Bi(x, π) s parametrem π daným výrazem (15.5.2).

15.6 Aproximace binomického rozděleńı

rozděleńım Poissonovým

Uvažujme posloupnost {Xn} náhodných veličin, přičemž veličina Xn má roz-
děleńı Bi(n, πn), n = 1, 2, . . . . Necht’ πn → 0 pro n→∞ a přitom nπn → λ,
kde λ je pevné kladné č́ıslo. Pak

lim
n→∞

(
n

x

)
πxn(1− πn)n−x = e−λ

λx

x!
, x = 0, 1, . . . .

D ů k a z. Protože πn = λ
n

+zn, kde limn→∞ nzn = 0, lze charakteristickou
funkci (14.4.1) rozděleńı Bi(n, πn přepsat na tvar

ΨXn(t) =
[
1− λ

n
− zn +

(λ
n

+ zn

)
eit
]n

=
[
1 +

λ

n

(
eit − 1

)
+
nzn
n

(
eit − 1

)n]
.

Tud́ıž
lim
n→∞

ΨXn(t) = exp
[
λ(eit − 1)

]
a z limitńı věty pro charakteristické funkce vyplývá, že limitńım rozděleńım
binomického rozděleńı je rozděleńı Poissonovo s parametrem λ = limn→∞ nπn.

Často se doporučuje aproximovat rozděleńı Bi(n, π) rozděleńım Po(nπ)
pro π < 0, 1 a n > 30.
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15.7 Př́ıklady

15.7.1

Porovnejmě hodnoty P (X = x) pro rozděleńı Bi(n, π) a Po(nπ) v př́ıpadě
n = 30 a π = 0, 1. Z tabulek [17] nalezneme tyto hodnoty pravděpodobnost́ı
P (X = x):

x 0 1 2 3 4 5
Bi(30; 0,1) 0,042 4 0,141 3 0,227 6 0,236 1 0,177 1 0,102 3

Po(3) 0,049 8 0,149 4 0,224 0 0,224 0 0,168 0 0,100 8

x 6 7 8 9 10
Bi(30; 0,1) 0,047 4 0,018 1 0,005 8 0,001 6 0,000 4

Po(3) 0,050 4 0,021 6 0,008 1 0,002 7 0,000 8

15.7.2

Při automatické výrobě je pravděpodobnost, že za předepsaných výrobńıch
podmı́nek bude vyroben vadný výrobek, rovna π. Jaká je pravděpodobnost,
že mezi n vyrobenými výrobky bude nejvýš c výrobk̊u vadných? (Obecně a
pro π = 0, 01, n = 100, c = 2.)

Pro malé π a velké n se dá tato pravděpodobnost vyjádřit ve tvaru

P (X ≤ c) =
c∑

x=0

(
n

x

)
πx(1− π)n−x

.
=

c∑
x=0

e−nπ
(nπ)x

x!
.

Pro náš př́ıpad je nπ = 1, takže

P (X ≤ 2)
.
=

2∑
x=0

e−1
1

x!
= 0, 919 7.

15.8 Úlohy

15.8.1

Stanovte z tabulek hodnoty D a H definované stejným zp̊usobem jako v úloze
14.10.1, jestliže veličina X má rozděleńı Po(λ). Uvažujte př́ıpady:

a) λ = 3; α = 0, 1; β = 0, 05
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b) λ = 9; α = β = 0, 025.

[a) D = 0, H = 7; b) D = 3, H = 16.]

15.8.2

Ukažte, že pro obecné a centrálńı momenty rozděleńı Po(λ) plat́ı rekurentńı
vztahy

µ′r+1(X) = λ
[
µ′r(X) +

dµ′r(X)

dλ

]
, r = 0, 1, . . . ,

µr(X) = λ
[
rµr−1(X) +

dµr(X)

dλ

]
, r = 1, 2, . . . .

Pomoćı těchto vztah̊u zkontrolujte výrazy (15.3.2) až (15.3.4).[
Vyjděte z derivaćı dµ′r(X)

dλ
, př́ıpadně dµr(X)

dλ
.
]

15.8.3

Stanovte středńı hodnotu veličiny 1
(X+1)

, má-li X rozděleńı Po(λ).[
1
λ
(1− e−λ).

]



Kapitola 16

Hypergeometrické rozděleńı

16.1

Náhodná veličina X má hypergeometrické rozděleńı s parametry N, M, n,
jestliže

P (X = x) =

(
M
x

)(
N−M
n−x

)(
N
x

) , x = max(0,M −N + n), . . . ,min(M,n),

= 0, jinak. (16.1.1)

Přitom N,M a n jsou přirozená č́ısla, 1 ≤ n < N, 1 ≤ M < N. Mějme
konečný soubor N jednotek (např. výrobk̊u), z nichž M jednotek má sle-
dovanou vlastnost A (např.

”
výrobek je zmetek“). Z tohoto souboru vybe-

reme náhodně najednou nebo postupně (bez vraceńı) n jednotek. Necht’ X
znač́ı počet vybraných jednotek vykazuj́ıćıch sledovanou vlastnost A. Pak
pravděpodobnosti P (X = x) pro tuto náhodnou veličinu jsou dány výrazy
(16.1.1).

V tabulkách [19] jsou uvedeny hodnoty pravděpodobnost́ı P (X = x) pro
N = 2 (1) 15. Podrobné tabulky obsahuje práce [18].

Protože

P (X = x) = P (X = x− 1)
(n− x+ 1)(M − x+ 1)

x(N −M − n+ x)
,

x = max(1,M −N + n+ 1), . . . ,min(M,n), (16.1.2)

plat́ı pro modus x̂ hypergeometrického rozděleńı

a− 1 ≤ x̂ ≤ a (16.1.3)

139
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kde

a =
(M + 1)(n+ 1)

N + 2
(16.1.4)

Pro a < 1 je x̂ = 0. Je-li a přirozené č́ıslo, má rozděleńı dvě modálńı hod-
noty x̂ = a− 1 a x̂ = a. Neńı-li a přirozené č́ıslo, je rozděleńı jednovrcholové.

16.2 Momenty

Pro určeńı moment̊u hypergeometrického rozděleńı uvažujme výraz

x(x− 1) . . . (x− r + 1)
M !

x!(M − x)!

N !(N − n)!

N !
=

= n(n− 1) . . . (n− r + 1)
M(M − 1) . . . (M − r + 1)

N(N − 1) . . . (N − r + 1)

(
M−r
x−r

)(
N−r
n−r

)
= K(N,M, n, r)

(
M−r
x−r

)(
N−r
n−r

) , x ≥ r.

Potom středńı hodnota

E[X(X − 1) . . . (X − r + 1)] =

=

minM,n∑
x=max(0,M−N+n)

x(x− 1) . . . (x− r + 1)

(
M
x

)(
N−M
n−x

)(
N−r
n−r

)
= K(N,M, n, r)

minM,n∑
x=max(r,M−N+n)

(
M−r
x−r

)(
N−M
n−x

)(
N−r
n−r

) =

= K(N,M, n, r)

minM−r,n−r∑
t=max(0,M−N+n−r)

(
M−r
t

)(
N−M
n−r−t

)(
N−r
n−r

) = K(N,M, n, r).

Odtud

E(X) = n
M

N
, (16.2.1)

µ′2(X) = E
[
X(X − 1)

]
+ E(X) = n

M

N

nM − n+N −M
N − 1

, (16.2.2)

takže

var(X) = µ′2(X)− n2M
2

N2
= n

M

N

(
1− M

N

)
N − n
N − 1

. (16.2.3)
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Označ́ıme-li π = M
N

, pak středńı hodnota hypergeometrického rozděleńı je
stejná jako středńı hodnota rozděleńı Bi(n, π), zat́ımco rozptyl hypergeome-
trického rozděleńı je roven rozptylu rozděleńı Bi(n, π) násobenému výrazem

N − n
N − 1

= 1− n

N
+

N − n
N(N − 1)

.

16.3 Aproximace hypergeometrického

rozděleńı rozděleńım binomickým

a rozděleńım Poissonovým

Vyjádřeme pravděpodobnosti (16.1.1) ve tvaru

P (X = x) =

(
n

x

)
M(M − 1) . . . (M − x+ 1)×

× (N −M)(N −M − 1) . . . (N −M − n+ x+ 1)

N(N − 1) . . . (N − n+ 1)

=

(
n

x

)M
N

(
M
N
− 1

N

)
. . .
(
M
N
− x−1

N

)(
1− M

N

)(
1− M

N
− 1

N

)
. . .
(
1− M

N
− n−x−1

N

)(
1− 1

N

)
. . .
(
1− n−1

N

)
Odtud je vidět, že pro malá n

N
(řekněme n

M
< 0, 1) lze hypergeometrické

rozděleńı (16.1.1) aproximovat binomickým rozděleńım s parametry n a π =
M
N

.

Dále z odst. 15.6 vyplývá, že je-li n
N

malé, M
N

malé a n velké (řekněme
n
N

< 0, 1; M
N

< 0, 1 a n > 30), lze hypergeometrické rozděleńı (16.1.1)
aproximovat Poissonovým rozděleńım s parametrem λ = nM

N
.

Pro ilustraci porovnává následuj́ıćı tabulka pravděpodobnosti P (X = x)
těchto tř́ı rozděleńı pro N = 50, M = 2, n = 5, (takže π = 0, 04 a λ =
0, 2; přitom n

N
= 0, 1 a n je podstatně menš́ı než 30, takže podmı́nky pro

aproximaci jsou nepř́ıznivé; při vyšš́ıch hodnotách n je aproximace podstatně
lepš́ı).

x 0 1 2
Hypergeometrické rozděleńı 0,808 2 0,183 7 0,008 2
Binomické rozděleńı 0,815 4 0,169 9 0,008 8
Poissonovi rozděleńı 0,818 7 0,163 7 0,016 4
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Význam těchto aproximaćı spoč́ıvá v tom, že při výpočtu pravděpodobnost́ı
(16.1.1) můžeme tyto výrazy nahradit jednodušš́ımi výrazy (14.1.1), př́ıp.
(15.1.1). Přitom počet parametr̊u, na nichž pravděpodobnosti záviśı, se sńıž́ı
ze tř́ı parametr̊u N,M, n na dva parametry n a π, př́ıp. na jeden parametr
λ.

16.4 Př́ıklady

16.4.1

Uvažujme dodávku N kusových výrobk̊u, z nichž Nπ výrobk̊u je zmetkových
(π je neznámé č́ıslo). Rozhodnut́ı o tom, zda dodávku přijmeme či zamı́tneme,
učińıme na základě tohoto postupu: Z dodávky vybereme náhodně (bez vra-
ceńı) n výrobk̊u a zjist́ıme počet zmetk̊uX mezi těmito n vybranými výrobky.
Dodávku přij́ımáme, je-li X ≤ c, kde c je zvolené celé nezáporné (tzv. roz-
hodné) č́ıslo, jinak dodávku zamı́táme. Zaj́ımá nás, s jakou pravděpodobnost́ı
na základě tohoto postupu přijmeme dodávku s pod́ılem zmetk̊u π.

Tato pravděpodobnost je dána výrazem

P (X ≤ c) =
c∑

x=0

(
Nπ
x

)(
N−Nπ
n−x

)(
N
n

) (16.4.1)

Jsou-li splněny předpoklady pro aproximaci hypergeometrického rozděleńı
Poissonovým rozděleńım, pak

P (X ≤ c)
.
=

c∑
x=0

e−nπ
(nπ)x

x!
(16.4.2)

Následuj́ıćı tabulka uvád́ı pravděpodobnosti (16.4.2) pro př́ıpad n = 100,
c = 2 a pro některé hodnoty π (předpoklady π < 0, 1 a n > 30 jsou splněny,
předpoklad n

N
< 0, 1 je splněn pro dodávky velikosti N > 1000).

π 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06
P (X ≤ 2) 0,919 7 0,676 7 0,423 2 0,238 1 124 7 0,062 0

Je vidět, že např. z dodávek obsahuj́ıćıch 5% zmetk̊u jich bude uvedeným
zp̊usobem přijato 12, 5%.
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16.4.2

Stanovme pravděpodobnost výher ve Sportce. V této hře se z osud́ı obsa-
huj́ıćıho N = 49 č́ısel vytahuje náhodně bez vraceńı n = 6 č́ısel. Sázej́ıćı
označ́ı na sázence M = 6 č́ısel; tato č́ısla představuj́ı prvky v souboru, maj́ıćı
určitý znak – t́ım znakem je skutečnost, že na ně hráč vsadil. Označme X
počet těch č́ısel mezi vytaženými, na který daný hráč vsadil. Pak

P (X = x) =

(
6
x

)(
43
6−x

)(
49
6

) =

(
6
x

)(
43
6−x

)
13 983 816

, x = 0, 1, . . . , 6.

Pravděpodobnosti výher udává tato tabulka:

Pořad́ı Pravděpodobnost výhry
I P (X = 6) = 1

13 983 816
= 7 151.10−11

II P (X = 5) = 258
13 983 816

= 1 845.10−8

III P (X = 4) = 13 545
13 983 816

= 9 686.10−7

IV P (X = 3) = 246 820
13 983 816

= 1 765.10−5

16.5 Úloha

Označte pravděpodobnosti (16.1.1) symbolem P (N, M ; n, x). Ukažte, že
plat́ı

P (N, M ; n, x) = P (N, n; M, x) = P (N, N −M ; n, n− x) =

= P (N, M ; N − n, M − x) = P (N, N −M ; N − n, N − n−M + x).
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Kapitola 17

Multinomické rozděleńı

17.1

Náhodný vektor X = (X1, . . . , Xk)
′ má multinomické rozděleńı s parametry

n, π1, . . . , πk, jestliže 1

P (X1 = x1, . . . , Xk = xk) =
n!

x1!x2! . . . xk!
πx11 π

x2
2 . . . πxkk , (17.1.1)

xj = 0, 1, . . . , n pro j = 1, . . . , k,
n∑
j=1

xj = n,

= 0 jinak

přičemž n je přirozené č́ıslo a 0 < πj < 1, j = 1, . . . , k,
∑k

j=1 πj = 1.
Název pocháźı ze skutečnosti, že (17.1.1) je obecný člen rozvoje výrazu

(π1 + π2 + . . .+ πk)
n. Odtud bezprostředně vyplývá, že∑

x1

∑
x2

. . .
∑
xk

P (X1 = x1, . . . , Xk = xk) = 1.

Multinomické rozděleńı je zobecněńım binomického rozděleńı: Uvažujme
n nezávislých pokus̊u, z nichž v každém nastane právě jeden z k vzájemně
disjunktńıch jev̊u A1, . . . , Ak. Přitom pravděpodobnost, že nastane jev Aj, je

v každém pokusu rovna πj, j = 1, . . . , k a
∑k

j=1 πj = 1. Binomické rozděleńı
je tedy př́ıpadem multinomického rozděleńı pro k = 2, přičemž jev A1 = A

1Každá z veličin X1, . . . , Xn může nabývat hodnot 0, 1, . . . , n, ale přitom součet∑k
j=1Xj muśı být roven n.
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nastane s pravděpodobnost́ı π1 = π a jev A2 = A (doplňkový jev k jevu A)
nastane s pravděpodobnost́ı π2 = 1− π.

17.2 Marginálńı rozděleńı

Necht’ náhodný vektor X = (X1, . . . , Xk)
′ má multinomické rozděleńı (17.1.1).

Pak vektor X = (X1, . . . , XN)′, 1 ≤ s ≤ k − 1, má marginálńı rozděleńı

P (X1 = x1, . . . , Xs = xs) =

=
n!

x1! . . . xs(n− x1 − . . .− xs)!
πx11 . . . πxss (1−

s∑
j=1

πj)
n−x1−...−xs ,

xj = 0, 1, . . . , n pro j = 1, . . . , s,
s∑
j=1

xj ≤ n, (17.2.1)

= 0 jinak,

tj. vektor X má opět multinomické rozděleńı.
Výraz (17.2.1) dostaneme tak, že uvažujeme n nezávislých pokus̊u, z nichž

v každém nastane právě jeden z s+1 vzájemně disjunktńıch jev̊u A1, . . . , As,
∪kj=s+1Aj (tj. jevy As+1, . . . , Ak sjednot́ıme do jednoho jevu) s pravděpodob-
nostmi P (Aj) = πj, j = 1, . . . , s, P (∪kj=s+1Aj) = 1−

∑s
j=1 πj.

Obdobně to plat́ı pro vektor X = (Xj1 , . . . , XjS)′, kde J = {j1, . . . , js}, 1 ≤
s ≤ k−1, je libovolná neprázdná podmnožina množiny {1, . . . , k}. Pravděpo-
dobnosti P (Xj = xj1 , . . . , Xjs = xjs dostaneme tak, že v (17.2.1) indexy
1, . . . , s nahrad́ıme po řadě indexy j1, . . . , js.

Např. pro k = 4 je

P (X2 = x2, X4 = x4) =
n!

x2!x4!(n− x2 − x4)!
πx22 π

x4
4 (1− π2 − π4)n−x2−x4 ,

x2, x4 = 0, 1, . . . , n, x2 + x4 ≤ n.

Speciálně pro s = 1

P (Xj = xj) =
n!

xj!(n− xj)!
π
xj
j (1− πj)n−xj , xj = 0, 1, . . . , n, (17.2.2)

tj. marginálńım rozděleńım veličiny Xj je rozděleńı Bi(n, πj), j = 1, . . . , k.
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17.3 Momenty

Z (17.2.2) ihned vyplývá, že

E(Xj) = nπj, j = 1, . . . , k, (17.3.1)

var(Xj) = nπj(1− πj), j = 1, . . . , k. (17.3.2)

Charakteristická funkce multinomického rozděleńı

ΨX(t) =
∑
x1

∑
x2

. . .
∑
xk

x1+x2+...xk=n

exp
(
i

k∑
j=1

tjxj
)
P (X1 = x1, . . . , Xk = xk) =

=
∑
x1

. . .
∑
xk

x1+...+xk=n

n!

x1! . . . xk!

(
π1e

it1
)x1 . . . (πkeitk)xk = (17.3.3)

=
(
π1e

it1 + . . .+ πke
itk
)n
.

Odtud dostáváme

E(XjXl) =
1

i2
∂2ΨX(t)

∂tj∂tl

∣∣∣∣∣
t1=...tk=0

= n(n− 1)πjπl, j 6= l,

takže kovariance

cov(Xj, Xl) = −nπjπl, j, l = 1, . . . , k, j 6= l. (17.3.4)

17.4 Př́ıklady

17.4.1

Uvažujme určitý výrobek, u něhož se měř́ı znak Z (např. rozměr), přičemž
výrobek je dobrý, jestliže TD ≤ Z ≤ TH , kde TD je dolńı a TH horńı tolerančńı
mez pro tento znak Z. Uvažujme náhodné jevy A1 : Z < TD, A2 : TD ≤ Z ≤
TH , A3 : Z > TH ; tyto jevy jsou vzájemně disjunktńı. Necht’ za normálńıch
výrobńıch podmı́nek jsou pravděpodobnosti P (Aj) = πj, j = 1, 2, 3, přičemž∑3

j=1 P (Aj) = 1.
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Potom pravděpodobnost, že z n výrobk̊u, nezávisle vyrobených za normál-
ńıch podmı́nek, jich bude x1 mı́t hodnotu Z < TD, x2 hodnotu TD ≤ Z ≤ TH
a x3 hodnotu Z > TH , je rovna

P (X1 = x1, X2 = x2, X3 = x3) =
n!

x1!x2!x3!
πx11 π

x2
2 π

x3
3 =

=
n!

x1!x2!(n− x1 − x2)!
πx11 π

x2
2 (1− π1 − π2)n−x1−x2 ,

xj = 0, 1, . . . , n, j = 1, 2, 3,
3∑
j=1

xj = n.

Např. pro π1 = 0, 02, π2 = 0, 95, π3 = 0, 03 a n = 6 je

P (X1 = 1, X2 = 4, X3 = 1) =
6!

1!4!1!
0, 02 · 0, 952 · 0, 03 = 0, 015.

17.4.2

V předchoźım př́ıkladě neuvažujme rozděleńı hodnot znaku Z do tř́ı nýbrž
jen do dvou tř́ıd: Z ∈ 〈TD, TH〉 (dobrý výrobek) a Z /∈ 〈TD, TH〉 (zmetek).

Potom veličina X2 (počet dobrých výrobk̊u z n nezávisle vyrobených
výrobk̊u) má rozděleńı pravděpodobnosti

P (X2 = x2) =

(
n

x2

)
πx22 (1− π2)n−x2 , x2 = 0, 1, . . . , n,

a pro č́ıselné údaje př́ıkl. 17.4.1 je

P (X2 = x2) =

(
6

x2

)
0, 95x2 · 0, 056−x2 , x2 = 0, 1, . . . , 6.

takže např. pravděpodobnost, že z šesti nezávisle vyrobených výrobk̊u bu-
dou čtyři dobré výrobky (bez ohledu na to, kolik ze dvou zmetk̊u bude mı́t
hodnotu Z pod TD nebo nad TH), je rovna

P (X2 = 4) =

(
6

4

)
0, 954 · 0, 05 = 0, 031.
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17.4.3

Necht’ náhodný vektor X = (X1, . . . , Xk)
′ má multinomické rozděleńı (17.1.1)

Stanovme středńı hodnotu a rozptyl veličiny

Y =
k∑
j=1

ajXj, (17.4.1)

kde aj jsou známé reálné koeficienty,
∑k

j=1 a
2
j > 0.

Z (17.3.1) až (17.3.4) vyplývá, že

E(Y ) = n

k∑
j=1

ajπj, (17.4.2)

var(Y ) =
k∑
j=1

a2jnπj(1− πj)−
∑
j

∑
l

j 6=l

ajalnπjπl = (17.4.3)

= n
[ k∑
j=1

a2jπj −
( k∑
j=1

ajπh
)2]

.

Tak např. pro

Y = Xj −Xl, j, l = 1, . . . , k, j 6= l, (17.4.4)

je

E(Xj −Xl) = n(πj − πl), var(Xj −Xl) = n
[
πj + πl− (πj − πl)2

]
. (17.4.5)

17.5 Úlohy

17.5.1

Uvažujte multinomické rozděleńı (17.1.1) s parametry πj = 1
k
, j = 1, . . . , k.

Stanovte E(Xj), var(Xj), cov(Xj, Xl) a středńı hodnotu a rozptyl veličiny

Y =
∑k

j=1 ajXj pro tento př́ıpad. E(Xj) = n
k
, var(Xj) = n(k−1)

k2
, j = 1, . . . , k,

cov(Xj, Xl) = − n
k2
, j, l = 1, . . . , k, j 6= l,

E(Y ) = n
k

∑k
j=1 aj, var(Y ) = n

k

[∑k
j=1 a

2
j − 1

k
(
∑k

j=1 aj)
2
]
.
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17.5.2

Stanovte koeficienty korelace ρ(Xj, Xl), j, l = 1, . . . k, pro multinomické
rozděleńı. [

ρ(XjXl) = −
[

πjπl
(1−πj)(1−πl)

] 1
2
, j, l = 1, . . . , k, j 6= l.

]



Kapitola 18

Normálńı rozděleńı

18.1

Dosud jsme uvažovali některá d̊uležitá rozděleńı diskrétńıho typu. Nyńı se
budeme věnovat některým rozděleńım spojitého typu. Nejd̊uležitěǰśı z nich
hraj́ıćı zásadńı roli v teorii pravděpodobnosti a matematické statistiky i v je-
jich aplikaćıch, je normálńı (někdy též zvané Laplaceovo-Gaussovo) rozděleńı.

Náhodná veličina X má normálńı rozděleńı s parametry µ a σ2, −∞ <
µ <∞, σ2 > 0, jestliže jej́ı hustota pravděpodobnosti

f(x) =
1

σ
√

2π
exp

[
− (x− µ)2

2σ2

]
, −∞ < x <∞. (18.1.1)

Normálńı rozděleńı s parametry µ a σ2 označ́ıme N(µ, σ2). Hustota prav-
děpodobnosti f(x) je symetrická podle bodu x = µ a jej́ı tvar záviśı na pa-
rametru σ2. Obr. 11 znázorňuje hustoty pravděpodobnosti rozděleńı N(0, 1)
a N(0, 4).

Modus rozděleńı x̂ = µ, přičemž f(x̂) = 1

σ
√

(2π)
= 0,398942

σ
.

Charakteristická funkce rozděleńı N(µ, σ2) je

ΨX(t) =
1

σ
√

(2π)

∫ ∞
−∞

eitx−
(x−µ)2

2σ2 dx.

Exponent můžeme přepsat na tvar

exp
[
− 1

2σ2

[
(x− µ− iσ2t)2 − 2iµσ2t− i2σ4t2

]]
.

151
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Tud́ıž

ΨX(t) = exp(iµt− 1

2
σ2t2). (18.1.2)

Obr. 11: Hustoty pravděpodobnosti normálńıch rozděleńı.

18.2 Normované normálńı rozděleńı

Velmi d̊uležitým př́ıpadem normálńıho rozděleńı je rozděleńı N(0, 1). Toto
rozděleńı se nazývá normované někdy též standardizované) normálńı rozděleńı.
Má-li náhodná veličina U rozděleńı N(0, 1), pak jej́ı hustota pravděpodobnosti
je

ϕ(u) =
1√
(2π)

exp
(
− u2

2

)
, −∞ < u <∞. (18.2.1)

Ze symetrie ϕ(u) podle bodu u = 0 vyplývá, že

ϕ(−u) = ϕ(u), −∞ < u <∞. (18.2.2)

Plat́ı (viz př́ıkl. 13.3.1): Má-li náhodná veličina X rozděleńı N(µ, σ2), pak
náhodná veličina

U =
X − µ
σ

(18.2.3)
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má rozděleńı N(0, 1).
Z (18.1.1) a (18.2.1) vyplývá, že

f(x) =
1

σ
ϕ
(x− µ

σ

)
, −∞ < x <∞. (18.2.4)

18.3 Distribučńı funkce

Normovanému normálńımu rozděleńı př́ısluš́ı distribučńı funkce

Φ(u) =
1√
(2π)

∫ x

−∞
e−

t2

2 dt, −∞ < u <∞. (18.3.1)

Ze symetrie hustoty ϕ(u) podle bodu u = 0 vyplývá, že

Φ(u) = 1− Φ(−u), −∞ < u <∞. (18.3.2)

Normálńı rozděleńı s obecnými parametry µ a σ2 má distribučńı funkci

F (x) =
1

σ
√

2π

∫ 2

−∞
e−

(y−µ)2

2σ2 dy, −∞ < x <∞. (18.3.3)

Plat́ı

F (x) = Φ
(x− µ

σ

)
, −∞ < x <∞. (18.3.4)

Tento vztah vyplývá bezprostředně z toho, že veličina U = (X−µ)
σ

má
rozděleńı N(0, 1). Je totiž

F (x) = P (X ≤ x) = P
(X − µ

σ
≤ x− µ

σ

)
= P

(
U ≤ x− µ

σ

)
=

= Φ
(x− µ

σ

)
, −∞ < x <∞.

Pro stanoveńı hodnot distribučńı funkce normálńıho rozděleńı stač́ı tedy
tabelovat hodnoty distribučńı funkce Φ(u). Tabulky [19] obsahuj́ı hodnoty
Φ(u) pro u = 0(0, 01)4, 2; pro u < 0 se použije vztahu (18.3.2).

Např. pro rozděleńı N(2, 16) je

F (1) = Φ
(1− 2

4

)
= Φ(−0, 25) = 1− Φ(0, 25) = 0, 401 294.
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18.4 Momenty

Středńı hodnota rozděleńı N(µ, σ2) je rovna

E(X) = µ. (18.4.1)

Tento vztah můžeme odvodit z charakteristické funkce (18.1.2), vyplývá
však též bezprostředně z okolnosti, že hustota pravděpodobnosti (18.1.1) je
symetrická podle bodu x = µ.

Uvažujme nyńı momenty veličiny U maj́ıćı rozděleńı N(0, 1). Zřejmě

µ′r(U) = µr(U) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

ure−
u2

2 du,

takže
µ′r(U) = µr(U) = 0, r = 1, 3, . . . ,

a

µ′r(U) = µr(U) =
2√
2π

∫ ∞
0

ure−
u2

2 du =

=
2
r
2

√
π

∫ ∞
0

t(r−1)/2e−tdt =
2
r
2

√
π

Γ

(
r + 1

2

)
=

= (r − 1)(r − 3) . . . 3 · 1 =
r!

2
r
2

(
r
2

)
!
, r = 2, 4, . . . .

Odtud vyplývaj́ı vztahy pro centrálńı momenty veličiny X = µ + σU,
maj́ıćı rozděleńı N(µ, σ2)

µr(X) = 0, r = 1, 3, . . . ,

=
1

2
r
2

r!(
r
2

)
!
σr, r = 2, 4, . . . . (18.4.2)

Tud́ıž
var(X) = σ2. (18.4.3)

Nyńı je zřejmý význam parametr̊u rozděleńı N(µ, σ2): µ je středńı hodnota
a σ2 rozptyl (a tedy σ směrodatná odchylka) tohoto rozděleńı.

Dále
α3(X) = 0, α4(X) = 0. (18.4.4)
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18.5 Kvantily

Pro 100P% kvantil uP normovaného normálńıho rozděleńı plat́ı

Φ(uP ) = P, 0 < P < 1. (18.5.1)

Ze symetrie rozděleńı N(0, 1) podle bodu u = 0 vyplývá, že

u1−P = −uP , 0 < P < 1. (18.5.2)

Pro 100P% kvantil xP rozděleńı N(µ, σ2) plat́ı podle definice kvantilu a
vzhledem ke vztahu (18.3.4)

P = F (xP ) = Φ
(xP − µ

σ

)
.

Porovnáme-li však tento vztah s (18.5.1), vid́ıme, že

xP = µ+ σuP , 0 < P < 1. (18.5.3)

Stač́ı tedy tabelovat jen kvantily normovaného normálńıho rozděleńı. Ta-
bulky [19] obsahuj́ı hodnoty uP pro P = 0, 5 (0, 001) 0, 990 (0, 000 1) 0, 999 9;
pro P < 0, 5 se použije vztahu (18.5.2).

Např. pro rozděleńı N(2, 16) je

x0,05 = 2 + 4u0,05 = 2− 4u0,95 = 2− 4 · 1, 644 854 = −4, 579 4.

Protože u0,5 = 0, plat́ı pro medián x0,5 normálńıho rozděleńı s libovolnými
parametry µ a σ2.

x0,5 = µ. (18.5.4)

18.6 Rozděleńı lineárńı funkce nezávislých normálńıch

veličin

Mějme n ≥ 1 náhodných veličin X1, . . . , Xn, přičemž veličina Xj má rozděleńı
N(µj, σ

2
j ), j = 1, . . . , n. V př́ıpadě n ≥ 2 necht’ veličiny X1, . . . , Xn jsou

vzájemně nezávislé. Pak náhodná veličina

Y =
n∑
j=1

ajXj + b, (18.6.1)
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kde a1, . . . , an, b jsou reálná č́ısla,
∑n

j=1 a
2
j > 0, má normálńı rozděleńı se

středńı hodnotou

E(Y ) =
n∑
j=1

ajµj + b (18.6.2)

a rozptylem

var(Y ) =
n∑
j=1

a2jσ
2
j . (18.6.3)

Důkaz se snadno provede pomoćı charakteristické funkce. Je totiž

ΨY (t) = eibt
n∏
i=1

ΨXj(ajt) = eibt
n∏
i=1

eiajµjt−
1
2
a2jσ

2
j t =

= exp
[
i
( n∑
j=1

ajµj + b
)
t− 1

2

( n∑
j=1

a2jσ
2
j

)
t2
]
,

což je charakteristická funkce rozděleńı N
(
E(Y ), var(Y )

)
, kde E(Y ) a var(Y )

jsou výrazy (18.6.2) a (18.6.3).
Speciálně, je-li µ1 = . . . = µn = µ a σ2

1 = . . . = σ2
n = σ2, je

E(Y ) =
( n∑
j=1

aj
)
µ+ b, var(Y ) =

( n∑
j=1

a2j
)
σ2. (18.6.4)

Pro n = 1 a a = 1 odtud vyplývá, že náhodná veličina Y = X + b
má rozděleńı N(µ + b, σ2); v tomto př́ıpadě se středńı hodnota (a s ńı celé
rozděleńı) posune o hodnotu b, ale tvar rozděleńı se nezměńı.

18.7 Př́ıklady

18.7.1

Necht’ pro určitý znak Z (např. rozměr, obsahu určitého prvku apod.) jsou
předepsány dolńı a horńı tolerančńı meze TD a TH . Necht’ Z je náhodná
veličina maj́ıćı normálńı rozděleńı. Stanovme parametry µ a σ2 tohoto rozdě-
leńı, jestliže

P (Z < TD) = P1, P (Z > TH) = P2, P (TD ≤ Z ≤ TH) = 1− (P1 + P2),
(18.7.1)
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kde P1 a P2 jsou daná č́ısla; 0 < Pj <
1
2
, j = 1, 2.

Zřejmě

TD = xP1 = µ+ σuP1 = µ− σu1−P1 ,

TH = x1−P2 = µ+ σu1−P2 .

Odtud

σ =
TH − TD

u1−P1 + u1−P2

, µ =
TDu1−P2 + THu1−P1

u1−P1 + u1−P2

. (18.7.2)

Je-li P1 = P2 = P
2

, pak

σ =
TH − TD
2u1−P

2

, µ =
TD + TH

2
. (18.7.3)

Např. pro P1 = 0, 02 a P2 = 0, 03 je

σ =
TH − TD
4, 934 543

, µ =
1, 880 794TD + 2, 053 749TH

4, 934 543
.

nebo pro P1 = P2 = 0, 025 je

σ =
TH − TD
3, 919 928

, µ =
TD + TH

2
.

18.7.2

Uved’mě dvě vyjádřeńı Φ(u) pomoćı řad. Těchto řad lze využ́ıt pro výpočet
hodnot distribučńı funkce rozděleńı N(0, 1) na poč́ıtač́ıch.

a) Jelikož řadu

ϕ(t)
√

2π = e−
t2

2 = 1− t2

1!2
+

t4

2!22
− . . . =

∞∑
i=0

(−1)i
t2i

i!2i

lze integrovat člen po členu, plat́ı pro u ≥ 0

Φ(u) =
1

2
+

∫ u

0

ϕ(t)dt =
1

2
+

1√
2π

∞∑
i=0

(−1)i
u2i+1

i!2i(2i+ 1)
. (18.7.4)

Vzhledem ke vztahu (18.3.1) plat́ı (18.7.4) i pro u < 0. Řada (18.7.4) je
vhodná k výpočtu Φ(u) pro malá |u|, řekněme |u| ≤ 1.
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b) Integraćı per partes [u = ϕ(t), v′ = 1] dostaneme∫ u

0

ϕ(t)dt =
[
tϕ(t)

]u
0

+

∫ 2

0

t2ϕ(t)dt = uϕ(u) +

∫ u

0

t2ϕ(t)dt.

Postupným integrováńım per partes pak dostáváme

Φ(u) =
1

2
+ϕ(u)

(
u+fracu33+

u5

3 · 5
+

u7

3 · 5 · 7
+. . .

)
, −∞ < u <∞. (18.7.5)

Porovnejme výpočet Φ(1), uvažujeme-li prvńı čtyři členy každé z řad:

Φ(1) ' 1

2
+

1√
2π

(
1− 1

6
+

1

40
− 1

336

)
.
= 0, 841 24,

Φ(1) ' 1

2
+

1√
2π

e−
1
2

(
1 +

1

3
+

1

15
− 1

105

)
.
= 0, 841 06.

Z tabulek [19] nalezneme hodnotu Φ(1) = 0, 841 345.

18.7.3

Má-li náhodná veličina X rozděleńı N(µ, σ2), pak pro k > 0 plat́ı

P (|X−µ| ≤ kσ) = P
(
−k ≤ X − µ

σ
≤ k

)
= P (−k ≤ U ≤ k) = Φ(k)−Φ(−k),

takže
P (|X − µ| ≤ kσ) = 2Φ(k)− 1. (18.7.6)

Uved’me hodnoty této pravděpodobnosti pro některá k:

k 0,5 1 2 3
P (|X − µ| ≤ kσ) 0,382 9 0,682 7 0,955 5 0,997 3

Naopak můžeme pro dané P stanovit k tak, aby

P (|X − µ| ≤ kσ) = P. (18.7.7)

Použijeme-li vztahu (18.7.6), zřejmě Φ(k) = (1 + P )/2, takže (18.7.7) je
splněno pro

k = u(1+P )/2. (18.7.8)

Tak např.
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P 0,5 0,75 0,9 0,95 0,99 0,995 0,999
1+P
2 0,75 0,875 0,95 0,975 0,995 0,997 5 0,999 5

k 0,674 49 1,150 35 1,644 85 1,959 96 2,575 83 2,807 03 3,290 53

Výraz u0,75σ = 0, 674 49σ se nazývá pravděpodobná chyba, nebot’

P (|X − µ| ≤ 0, 674 49σ) = P (|X − µ| ≥ 0, 674 49σ) = 0, 5.

O chybách měřeńı se totiž často předpokládá, že maj́ı normálńı rozděleńı.

18.7.4

V některých fyzikálńıch problémech (např. v teorii difúze) se pracuje s funk-
cemi erf(x) (error function – chybová funkce) a erfc(x) = 1 − erf(x) (error
function complement), kde

erf(x) =
2√
π

∫ x

0

e−y
2

dy, x > 0. (18.7.9)

Použijeme-li substituci u = y
√

2, zjist́ıme, že

erf(x) =
1√
π

∫ x

−x
e−y

2

dy =
1√
2π

∫ x
√
2

−x
√
2

e−
u2

2 du,

takže vzhledem k (18.7.6)

erf(x) = P
(
|U | ≤ x

√
2
)

= 2Φ
(
x
√

2
)
− 1, x > 0. (18.7.10)

Např.
erf(1, 4) = 2Φ(1, 98)− 1 = 0, 952 3.

18.7.5

Uvažujme lineárńı formu (18.6.1) n vzájemně nezávislých normálńıch veličin
X1, . . . , Xn s koeficienty aj = 1

n
, j = 1, . . . , n, b = 0.

Potom náhodná veličina (aritmetický pr̊uměr veličin X1, . . . , Xn)

X =
1

n

n∑
j=1

Xj (18.7.11)
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má rozděleńı N
(∑n

j=1
µj
n
,
∑n

j=1

σ2
j

n

)
.

Je-li µ1 = . . . = µn = µ a σ2
1 = . . . = σ2

n = σ2, má X rozděleńı N
(
µ, σ

2

n

)
,

tj. normálńı rozděleńı se stejnou středńı hodnotou jakou maj́ı veličiny X1, . . . ,
Xn, ale s rozptylem n-krát menš́ım než jaký maj́ı veličiny X1, . . . , Xn. Toho se
využ́ıvá při opakovaných nezávislých měřeńıch určité konstanty µ. Č́ım větš́ı
je počet měřeńı n, t́ım méně koĺısaj́ı hodnoty veličiny X kolem µ. Distribučńı
funkce veličiny X je pak rovna

P (X ≤ x) = Φ

(
x− µ
σ

√
n

)
, −∞ < x <∞.

18.8 Úlohy

18.8.1

Nakreslete graf distribučńı funkce normálńıho rozděleńı s parametry µ = 10 a
σ2 = 16. Nalezněte pro toto rozděleńı hodnotu a takovou, že P (X ≤ a) = 0, 2.

[a = 6, 634]

18.8.2

Náhodná veličina X má rozděleńı N(µ, σ2). Určete parametry µ a σ2, jestliže
plat́ı

P (X ≤ a) = P1, P (X ≤ g) = P2,

kde a, b, P1, P2 jsou daná č́ısla, přičemž −∞ < a < b <∞, 0 < P1 < P2 < 1.
(Obecně a pak pro př́ıpad a = 9, b = 15, P1 = 0, 8, P2 = 0, 95).[

µ =
auP2−buP1
uP2−uP1

, σ = b−a
uP2−uP1

, µ = 2, 713, σ = 7, 470.
]

18.8.3

Necht’ E = 0, 674 49σ znač́ı pravděpodobnou chybu uvažovanou v př́ıkl.
18.7.3 Stanovte pravděpodobnosti P [cE ≤ X −µ ≤ (c+ 1)E] pro c = 1, 2, 3.

[0, 161; 0, 067; 0, 018.]
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18.8.4

Stanovte rozděleńı náhodné veličiny Y = 3X1−2X2, jsou-li X1 a X2 nezávislé
veličiny, přičemžX1 má rozděleńı N(5, 1) aX2 rozděleńı N(−2, 4). Určete 10%
kvantil veličiny Y .

[Y má rozděleńı N(19, 25), y0,1 = 12, 592.]

18.8.5

Necht’ náhodná veličina X má rozděleńı N(µ, σ2). S využit́ım vztahu (13.5.2)
stanovte hustotu pravděpodobnosti náhodné veličiny Y = X2; speciálně
uvažujte př́ıpad µ = 0. (x) = 1

σ
√
2π

[
exp

(
− (x−µ)2

2σ2

)
+ exp

(
− (x+µ)2

2σ2

)]
, x > 0;

pro µ = 0 : g(y) = 2
σ
√
2π

exp
(
− x2

2σ2

)
, x > 0





162 KAPITOLA 18. NORMÁLNÍ ROZDĚLENÍ



Kapitola 19

Logaritmicko-normálńı
rozděleńı

19.1

Náhodná veličina X má logaritmicko-normálńı (též lognormálńı) rozděle-
ńı s parametry µ a σ2, −∞ < µ < ∞, σ2 > 0, jestlǐze jej́ı hustota
pravděpodobnosti

f(x) =
1

σx
√

2π
exp

[
− (lnx− µ)2

2σ2

]
, x > 0, (19.1.1)

= 0, x ≤ 0.

Logaritmicko-normálńı rozděleńı s parametry µ a σ2 označ́ıme LN(µ, σ2).
Uvažujeme-li náhodnou veličinu Y = lnX, kde x má rozděleńı LN(µ, σ2),
zjist́ıme snadno z (19.1.1) a (13.3.2), že Y má rozděleńı N(µ, σ2). Odtud
pocháźı název logaritmicko-normálńıho rozděleńı. Naopak, má-li veličina Y
rozděleńı N(µ, σ2), má veličina X = exp(Y ) rozděleńı LN(µ, σ2).

Toto rozděleńı se často použ́ıvá při popisu velikosti částic disperzńıch
fáźı kovových materiál̊u nebo velikosti částic sypkých materiál̊u či v teorii
spolehlivosti. Rozděleńı je asymetrické (obr.12) a jeho modus

x̂ = eµ−σ
2

. (19.1.2)

163
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Obr. 12: Hustota pravděpodobnosti logaritmicko-normálńıho rozděleńı.

19.2 Distribučńı funkce a kvantily

Protože veličina lnX má rozděleńı N(µ, σ2), plat́ı pro distribučńı funkci
rozděleńı LN(µ, σ2)

F (x) = P (lnX ≤ lnx) = Φ

(
lnx− µ

σ

)
, x > 0, (19.2.1)

= 0, x ≤ 0,

a pro kvantily plat́ı vztah

lnxP = µ+ σuP ,

takže
xP = eµ+σuP , 0 < P < 1, (19.2.2)

kde uP znač́ı 100P% kvantil rozděleńı N(0, 1). Speciálně medián

x0,5 = e(µ). (19.2.3)

19.3 Momenty

Středńı hodnota náhodné veličiny Xr je rovna

E(Xr) =
1

σ
√

2π

∫ ∞
0

xr−1e−
(ln x−µ)2

2σ2 dx.
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Po substituci z = lnx−µ
σ

dostáváme

E(Xr) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

erµ+rσz−
z2

2 dz = erµ+
r2

2
σ2 1√

2π

∫ ∞
−∞

e−
1
2
(z−rσ)2dz,

takže

E(Xr) = erµ+
r2

2
σ2

(19.3.1)

pro každé reálné r. Odtud pak dostáváme

E(X) = eµ+
σ2

2 . (19.3.2)

Porovnáńım (19.1.2), (19.2.3) a (19.3.2) vid́ıme, že

x̂ < x0,5 < E(X). (19.3.3)

Dále

var(X) = e2µ+σ
2(

eσ
2 − 1

)
, (19.3.4)

α3(X) =
(
eσ

2 − 1
) 1

2
(
e2σ

2

+ 2
)
, (19.3.5)

α4(X) = e4σ
2

+ 2e3σ
2

+ 3e2σ
2 − 6. (19.3.6)

Je tedy α3(X) > 0 i α4(X) > 0.

19.4 Rozděleńı součinu mocnin nezávislých

veličin

Mějme n ≥ 1 náhodných veličin X1, . . . , Xn, přičemž veličina Xj má rozděleńı
LN(µj, σ

2
j ), j = 1, . . . , n. V př́ıpadě n ≥ 2 necht’ veličiny X1, . . . , Xn jsou

vzájemně nezávislé. Pak náhodná veličina

Z = cXa1
1 X

a2
2 . . . Xan

n (19.4.1)

s reálnými koeficienty a1, . . . , an,
∑n

j=1 a
2
j > 0, a s c > 0 má rozděleńı

LN
( n∑
j=1

ajµj + ln c,
n∑
j=1

a2jσ
2
j

)
.
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D ů k a z vyplývá bezprostředně z věty v odst. 18.6, podle ńıž má veličina
Y = lnZ =

∑
j=1 aj lnXj + ln c rozděleńı N(

∑n
j=1 ajµj + ln c,

∑n
j=1 a

2
jσ

2
j ).

Tud́ıž veličina Z = exp(Y ) má rozděleńı LN(
∑n

j=1 ajµj + ln c,
∑n

j=1 a
2
jσ

2
j ).

Pro distribučńı funkci a kvantily veličiny (19.4.1) plat́ı

P (Z ≤ z) = Φ

[
ln z −

∑n
j=1 ajµj − ln c(∑n
j=1 a

2
jσ

2
j

) 1
2

]
, z > 0, (19.4.2)

= 0, z ≤ 0,

a

zP = exp
[ n∑
j=1

ajµj + ln c+ uP
( n∑
j=1

a2jσ
2
j

) 1
2

]
, 0 < P < 1. (19.4.3)

Dále středńı hodnota

E(Z) = c exp
[ n∑
j=1

(ajµj +
1

2
a2jσ

2
j

)]
(19.4.4)

a rozptyl

var(Z) = c2 exp
[ n∑
j=1

(
2ajµj + 2a2jσ

2
j

)]
−
[
E(Z)

]2
. (19.4.5)

Pro n = 1 má veličina Z = cXa, a 6= 0, c > 0, rozděleńı LN(aµ +

ln c, a2σ2). Ve výrazech (19.4.2) a (19.4.3) se za
(∑2

j=1 a
2
jσ

2
j

) 1
2 v tomto

př́ıpadě dosad́ı |a|σ.
Uvažujme ještě dva speciálńı př́ıpady pro n = 2:

Veličina Z = cX1X2 má rozděleńı LN(µ1 + µ2 + ln c, σ2
1 + σ2

2).

Veličina Z = cX1

X2
má rozděleńı LN(µ1 − µ2 + ln c, σ2

1 + σ2
2).

19.5 Př́ıklady

19.5.1

Stanovme hodnoty F (5), x̂, x0,5, E(X), var(X) a x0,95 pro logaritmicko-normálńı
rozděleńı s parametry µ = 0, 8 a σ2 = 0, 25.
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Postupně vypočteme:

F (5) = Φ

(
ln 5− 0, 8

0, 5

)
= Φ(1, 619) = 0, 947;

x̂ = e0,8−0,25 = 1, 733; x0,5 = e0,8 = 2, 226;

E(X) = e0,8+
0,25
2 = 2, 522;

var(X) = e1,6+0,25
(
e0,25 − 1

)
= 1, 806;

x0,95 = e0,8+0,5·1,645 = 5, 066.

19.5.2

Necht’ částice určitého materiálu maj́ı kulový tvar s velikost́ı (pr̊uměrem) X.
Necht’ veličina X má rozděleńı LN(µ, σ2). stanovme rozděleńı povrchu S a
objemu V částic.

Povrch S = πX2 má rozděleńı LN(2µ + ln π, 4σ2) a objem V = π
6
x3 má

rozděleńı LN
(
3µ+ ln(π

6

)
, 9σ2

)
.

Středńı povrch částic

E(S) = e2µ+lnπ+2σ2

= πe2µ+2σ2

a středńı objem částic

E(V ) =
π

6
e3µ+

9
2
σ2

.

Distribučńı funkci G(v) veličiny V můžeme vyjádřit jako P (V ≤ v) nebo

P
(
X ≤ (6v

π
)
1
3

)
. Podle (19.4.2) pak v obou př́ıpadech dostaneme výraz

G(v) = Φ

[
ln v − ln(π

6
)− 3µ

2σ

]
, v > 0.

19.5.3

Necht’ částice maj́ı tvar rotačńıch válc̊u (destiček) s pr̊uměrem základny X1

a výškou X2. Necht’ X1 a X2 jsou nezávislé náhodné veličiny, přičemž X1

má rozděleńı LN(µ1, σ
2
1) a X2 má rozděleńı LN(µ2, σ

2
2). Stanovme rozděleńı

objemu V částic.
Objem V = π

4
X2

1X2 má rozděleńı LN
(
2µ1 + µ2 + ln(π

4
), 4σ2

1 + σ2
2

)
.

Středńı objem částic

E(V ) =
π

4
exp

(
2µ1 + µ2 + 2σ2

1 +
1

2
σ2
2

)
.
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19.5.4

Uvažujme náhodnou veličinu (19.4.1) s koeficienty a1 = . . . = an = 1
n
, c = 1.

Za předpoklad̊u uvedených v odst. 19.4 má pak náhodná veličina (geomet-
rický pr̊uměr veličin X1, . . . , Xn)

XG = (X1X2 . . . Xn)
1
n (19.5.1)

rozděleńı LN
(∑n

j=1
µj
n
,
∑n

j=1

σ2
j

n2

)
.

Je-li µ1 = . . . = µn = µ a σ2
1 = . . . = σ2

n = σ2, má veličina XG rozděleńı
LN
(
µ, σ

2

n

)
.

19.6 Úlohy

19.6.1

Stanovte rozděleńı náhodné veličiny Z = X3
1/X

2
2 , jsou-li veličiny X1 a X2

nezávislé, přičemž X1 má rozděleńı LN(2, 1) a X2 má rozděleńı LN(5, 4).
Stanovte hodnotu pravděpodobnosti P (Z ≥ 2, 59) a hodnotu 75% kvantilu
veličiny Z.
[Veličina Z má rozděleńı LN(−4; 25), P (Z ≥ 2, 59) = 0, 161; z0,75 = 0, 534.]

19.6.2

Ukažte, že pro kvantily rozděleńı LN(µ, σ2) plat́ı vztah

x1−P =
e2µ

xP
, 0 < P < 1.

19.6.3

Stanovte rozděleńı veličiny Z = X−1, jestliže X má rozděleńı LN(µ, σ2).
Určete středńı hodnotu a rozptyl veličiny Z.

[Veličina Z má rozděleńı LN(−µ, σ2), E(Z) = e−µ+
σ2

2 , var(Z) = e2σ
2−eσ2

e2µ
.]

19.6.4

Uvažujte kulové částice o pr̊uměru X. Předpokládejte, že objem V těchto
částic má logaritmicko-normálńı rozděleńı s parametry τ a ω2. Stanovte
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rozděleńı pr̊uměru X těchto částic a parametry tohoto rozděleńı. Vyjádřete
distribučńı funkci veličiny X. Veličina X =

(
6
π

) 1
3V

1
3 má rozděleńı LN

(
τ
3

+ 1
3

ln( 6
π
), ω

2

9

)
F (x) = Φ

(
3 lnx−τ−ln(π

6
)

ω

)
, x > 0.
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Kapitola 20

Exponenciálńı rozděleńı

20.1

Náhodná veličina X má exponenciálńı rozděleńı s parametry A a δ,−∞ <
A <∞, δ > 0, jestliže hustota pravděpodobnosti

f(x) =
1

δ
exp

(
− x− A

δ

)
, x > A, (20.1.1)

= 0, x ≤ A.

Exponenciálńı rozděleńı s parametry A a δ označ́ıme E(A, δ).
Toto rozděleńı má širokou použitelnost, např. v teorii spolehlivosti a

životnosti, v teorii hromadné obsluhy, v teorii obnovy. Souviśı též úzce s Po-
issonovým procesem (viz str.143).

Hustota pravděpodobnosti je pro x > A klesaj́ıćı funkćı x a jej́ı tvar záviśı
na parametru δ (viz obr. 13).

Charakteristická funkce

ΨX(t) =
1

δ

∫ ∞
A

exp
(
itx− x− A

δ

)
dx = (1− iδt)−1eiAt. (20.1.2)

Uvažujme náhodnou veličinu

V =
X − A
δ

. (20.1.3)

Z (20.1.1) nebo z (20.1.2) ihned vyplývá, že V má rozděleńı E(0, 1), které
můžeme nazvat normované (standardizované) exponenciálńı rozděleńı. Jeho
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hustota pravděpodobnosti

ϕ(v) = e−v, v > 0, (20.1.4)

= 0, v ≤ 0.

Obr. 13: Hustota pravděpodobnosti exponenciálńıho rozděleńı.

20.2 Distribučńı funkce a kvantily

Distribučńı funkce

F (x) =

∫ x

A

f(t)dt = 1− exp
(x− A

δ

)
, x > A, (20.2.1)

= 0, x ≤ A.

Pro 100P% kvantil xP rozděleńı E(A, δ) plat́ı

xP = A+ δvP , 0 < P < 1, (20.2.2)

kde
vP = − ln(1− P ), 0 < P < 1, (20.2.3)

je 100P% kvantil rozděleńı E(0, 1).
Speciálně medián

x0,5 = A+ δ ln 2 = A+ 0, 693 15 δ. (20.2.4)
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20.3 Momenty

Středńı hodnota veličiny V r je rovna

E(V r) =

∫ ∞
0

vre−vdv = Γ(r + 1), r > −1, (20.3.1)

takže r-tý obecný moment veličiny (20.1.3) je roven

µ′r(V ) = r!, r = 0, 1, . . . (20.3.2)

Středńı hodnota rozděleńı E(A, δ) je rovna

E(X) = A+ δE(V ) = A+ δ (20.3.3)

a pro jeho centrálńı momenty plat́ı

µr(X) = δrE
(X − A− δ

δ

)r
= δrE

(
V − 1

)r
= δr

r∑
j=0

(−1)j
(
r

j

)
µ′r−j(V ),

takže

µr(X) = δrr!
r∑
j=2

(−1)j
1

j!
, r = 2, 3, . . . (20.3.4)

Odtud dostáváme

var(X) = δ2, α3(X) = 2, α4(X) = 6. (20.3.5)

20.4 Vlastnost exponenciálńıho rozděleńı

Exponenciálńı rozděleńı bývá někdy nazýváno
”
rozděleńı bez paměti“. Tento

název je zd̊uvodněn touto vlastnost́ı: Pravděpodobnost, že veličina X s roz-
děleńım E(0, δ) překroč́ı hodnotu a + x, podmı́něná jevem X > a, je pro
libovolné kladné a a x rovna nepodmı́něné pravděpodobnosti jevu X > x, tj.

var(X) = δ2, α3(X) = 2, α4(X) = 6. (20.4.1)

Skutečně

P (X > a+ x|X > a) =
P (X > a+ x, X > a)

P (X > a)
=
e−

a+x
δ

e−
a
δ

=

= e−
x
δ = P (X > x).
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Jestliže X znač́ı dobu do poruchy (dobu života) nějakého zař́ızeńı, pak
pravděpodobnost, že zař́ızeńı, které pracovalo bez poruchy po dobu a, bude
pracovat bez poruchy ještě aspoň daľśıch x hodin, je rovna pravděpodobnosti,
že zař́ızeńı, které dosud nebylo v provozu, bude pracovat aspoň x hodin, jako
by

”
zapomnělo“ dř́ıve odpracovanou dobu. Tato skutečnost vysvětluje použit́ı

exponenciálńıho rozděleńı v teorii spolehlivosti. Exponenciálńı rozděleńı po-
pisuje dobře rozděleńı doby života zař́ızeńı, u kterých docháźı k poruše ze
zcela náhodných (vněǰśıch) př́ıčin a nikoliv zákonitě v d̊usledku opotřebeńı
např. mechanického, únavy materiálu atd. Nahromaděná data potvrzuj́ı,
že exponenciálńı rozděleńı vykazuj́ı často doby života např. elektronických
prvk̊u r̊uzných zař́ızeńı.

Podobný výklad by bylo možné opakovat i pro jiné události než poruchy,
vyskytuj́ıćı se náhodně v čase. Má-li doba do výskytu události stejné expo-
nenciálńı rozděleńı, pak informace o tom, že událost nenastala po dobu a
hodin, neměńı pravděpodobnost výskytu události v př́ı̌st́ıch x hodinách.

20.5 Dvojitě exponenciálńı (Laplaceovo)

rozděleńı

Toto rozděleńı má hustotu pravděpodobnosti

f(x) =
1

2δ
e−
|x−A|
δ , −∞ < x∞, (20.5.1)

s parametry A a δ, −∞ < A∞, δ > 0. Rozděleńı je symetrické podle bodu
x = A (obr.14). Modus x̂ = A.

Protože náhodná veličina V = |X − A|/δ má rozděleńı E(0, 1), je dis-
tribučńı funkce F (x) veličiny X rovna

F (x) =
1

2
P
(
V >

A− x
δ

)
=

1

2
e−

A−x
δ , x ≤ A, (20.5.2)

= 1− 1

2
P
(
V >

x− A
δ

)
= 1− 1

2
e−

x−A
δ , x > A.

Pro 100P% kvantil xP plat́ı

xP = A+ δ ln(2P ), 0 < P ≤ 0, 5, (20.5.3)

= A− δ ln[2(1− P )], 0, 5 < P < 1.
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Obr. 14: Hustota pravděpodobnosti Laplaceova rozděleńı.

Středńı hodnota a medián

E(X) = x0,5 = A. (20.5.4)

Centrálńı momenty jsou rovny nule pro r liché a

µr(X) =

∫ ∞
−∞

(x− A)rf(x)dx =
1

δ

∫ ∞
A

(x− A)re−
x−A
δ dx =

= δr
∫ ∞
0

vre−vdv, r = 2, 4, . . . ,

takže vzhledem k (20.3.2) je

µr(X) = 0, r = 1, 3, . . . , (20.5.5)

= δrr!, r = 2, 4, . . . .

Odtud
var(X) = 2δ2, α3(X) = 0, α4(X) = 3. (20.5.6)

20.6 Př́ıklad

Porovnejme pravděpodobnosti P
(
|x−E(X)|/

√
var(X) ≤ k

)
pro normálńı a

Laplaceovo rozděleńı v př́ıpadě k = 0, 5; 1; 2; 3.
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Pro normálńı rozděleńı jsou hodnoty těchto pravděpodobnost́ı uvedeny
v př́ıkl. 18.7.3 Pro Laplaceovo rozděleńı

P

(
|X − A|√

2δ2
≤ k

)
= P

(
V ≤ k

√
2
)

= 1− e−k
√
2.

Dostáváme tedy tyto hodnoty pravděpodobnost́ı:

k 0,5 1 2 3
Normálńı rozděleńı 0,382 9 0,682 7 0,955 5 0,997 3
Laplaceovo rozděleńı 0,516 9 0,756 9 0,940 9 0,985 6

20.7 Úlohy

20.7.1

Stanovte středńı hodnotu a rozptyl veličiny Y = |X−A|, má-li X Laplaceovo
rozděleńı.

[E(Y ) = δ, var(Y ) = δ2.]

20.7.2

Vyjádřete kvantil xP Laplaceova rozděleńı ve tvaru xP = E(X)+kP
√
var(X).

Porovnejte koeficient kP s odpov́ıdaj́ıćım koeficientem uP pro kvantil xP =
µ+ uPσ normálńıho rozděleńı pro P = 0, 75; 0, 9; 0, 95; 0, 99; 0, 995.
kP =

− ln[2(1− P )]√
2

, P ≥ 0, 5,

= −k1−P , P < 0, 5;

P uP kP
0,75 0,674 5 0,490 1
0,90 1,281 6 1,138 0
0,95 1,644 9 1,628 2
0,99 2,326 3 2,766 2
0,995 2,575 8 3,256 3





Kapitola 21

Weibullovo rozděleńı

21.1

Náhodná veličina X má Weibullovo rozděleńı s parametry δ a c, δ > 0, c > 0,
jestliže jej́ı hustota pravděpodobnosti

f(x) =
cxc−1

δc
exp

[
−
(x
δ

)c]
, x > 0, (21.1.1)

= 0, x ≤ 0.

Weibullovo rozděleńı s parametry δ a c označ́ıme W(δ, c).
Weibullovo rozděleńı maj́ı doby života (doby do poruchy) mnohých stroj-

ńıch součást́ı a jiných zař́ızeńı, pro která nevyhovuje exponenciálńı rozděleńı,
zvláště takových, u kterých se projevuje mechanické opotřebeńı a únava ma-
teriálu. Např. většina typ̊u valivých ložisek má dobu života rozdělenou podle
(21.1.1) s parametrem c z intervalu (1; 2) a s hodnotou parametru δ závislou
na materiálu a na velikosti namáháńı (na podmı́nkách už́ıváńı). Také me-
chanické vlastnosti materiál̊u, jako např. pevnost, maj́ı často Weibullovo
rozděleńı.

Rozděleńı W(δ, c) je asymetrické (obr. 15) a jeho modus

x̂ = δ

(
c− 1

c

) 1
c

pro c > 1. (21.1.2)

Speciálńım př́ıpadem Weibullova rozděleńı je exponenciálńı rozděleńı E(0, δ)
pro c = 1.

177
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Obr. 15: Hustota pravděpodobnosti Weibullova rozděleńı.

21.2 Distribučńı funkce a kvantily

Z (21.1.1) ihned vyplývá, že náhodná veličina

V =

(
X

δ

)c
(21.2.1)

má exponenciálńı rozděleńı E(0, 1). Pro distribučńı funkci rozděleńı W(δ, c)
tedy plat́ı

F (x) = 1− e−
x
δ
c

, x > 0, (21.2.2)

= 0, x ≤ 0.

Pro kvantily plat́ı vztah
(
xP
δ

)c
= vP , kde vP je dáno výrazem (20.2.3),

takže
xP = δ

[
− ln(1− P )

] 1
c , 0 < P < 1. (21.2.3)

Speciálně medián

x0,5 = δ(ln 2)
1
c = 0, 693 15

1
c δ. (21.2.4)
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21.3 Momenty

Z (21.2.1) a (20.3.1) vyplývá pro středńı hodnotu E(Xr) rozděleńı W(δ, c)

E(Xr) = δrE
(
V

r
c

)
= Γ

(r
c

+ 1
)
δr,

r

c
> −1.

Odtud

E(X) = Γ
(1

c
+ 1
)
δ, (21.3.1)

var(X) =

[
Γ
(2

c
+ 1
)
− Γ2

(1

c
+ 1
)]
δ2. (21.3.2)

Koeficient šikmosti

α3(X) =
Γ
(
1 + 3

c

)
− 3Γ

(
1 + 1

c

)
Γ
(
1 + 2

c

)
+ 2Γ3

(
1 + 1

c

)[
Γ
(
1 + 2

c

)
− Γ2

(
1 + 1

c

)] 3
2

(21.3.3)

je klesaj́ıćı funkćı c a α3(X) = 0 pro c
.
= 3, 6; tedy pro c > 36 je α3(X) < 0.

21.4 Př́ıklady

21.4.1

Má-li životnostX nějakého zař́ızeńı Weibullovo rozděleńı, pak pravděpodobnost
jeho poruchy v krátkém intervalu (x, x+h), podmı́něná bezporuchovým pro-
vozem do doby x, je rovna [zde f(t) je hustota (21.1.1)]

1

e−
(
x
δ

)c ∫ x+h

x

f(t)dt
.
=

hcxc−1

δc
. (21.4.1)

Výraz (21.4.1) je při c > 1 rostoućı funkćı x. To znamená: Č́ım déle bylo
zař́ızeńı v provozu, t́ım větš́ı je pravděpodobnost poruchy v př́ı̌st́ım krátkém
intervalu. To vysvětluje časté použit́ı Weibullova rozděleńı jako modelu pro
životnost zař́ızeńı podléhaj́ıćıch opotřebeńı nebo únavě.

Naopak při c < 1 je (21.4.1) klesaj́ıćı funkćı x, tzn. č́ım dále bylo zař́ızeńı
v provozu, t́ım menš́ı je pravděpodobnost poruchy v př́ı̌st́ım krátkém inter-
valu. Tak je tomu u zař́ızeńı, u nichž k poruchám docháźı v d̊usledku skrytých
vad, nikoliv opotřebeńı, a č́ım déle je zař́ızeńı v provozu, t́ım v́ıce je ověřeno,
že skryté vady nemá.
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21.4.2

Mějme n vzájemně nezávislých náhodných veličin X1, . . . , Xn, přičemž každá
má rozděleńı W (δ, c) s týmiž parametry δ a c. Stanovme rozděleńı náhodné
veličiny

X = min(X1, . . . , Xn). (21.4.2)

Pro každé reálné x zřejmě plat́ı

P (X > x) = P (X1 > x, . . . , Xn > x) =
n∏
j=1

P (Xj > x);

posledńı výraz je d̊usledkem vzájemné nezávislosti veličin X1, . . . , Xn.
Použijeme-li výraz̊u (21.2.2), dostaneme pro distribučńı funkci veličiny

(21.4.2)

F (x) = 1− P (X > x) = 1−
n∏
j=1

e−
(
x
δ

)c
= 1− e

−
(
n

1
c x
δ

)c
, x > 0,

= 0, x ≤ 0,

takže veličina (21.4.2) má Weibullovo rozděleńı s parametry δn−
1
c a c. Spe-

ciálně pro c = 1, tj. rozděleńı E(0, δ), má veličina (21.4.2) rozděleńı E(0, δ
n
).

Záviśı-li pevnost materiálového vzorku na n elementech, jejichž pevnost
je X1, . . . , Xn, pak pevnost vzorku určuje veličina X = min(X1, . . . , Xn).
Obdobně operačńı životnost systému obsahuj́ıćıho n složek zapojených v sérii
určuje složka s minimálńı životnost́ı.

21.4.3

Stanovme rozděleńı náhodné veličiny

Y = − ln
X

δ
, (21.4.3)

má-li veličina X rozděleńı W(δ, c).
Distribučńı funkce veličiny Y

G(y) = P
(
− c ln

X

δ
≤ y
)

= P
(
X ≥ δ exp(−y

c
)
)
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a z (21.2.2) dostáváme

G(y) = exp
[
− exp(−y)

]
, −∞ < y <∞. (21.4.4)

Odtud

g(y) =
dG(y)

dy
= exp

[
− y − exp(−y)

]
, −∞ < y <∞. (21.4.5)

Ze vztahu G(yP ) = P vyplývá výraz

yP = − ln
(
− lnP

)
, 0 < P < 1, (21.4.6)

pro 100P% kvantil veličiny (21.4.3). Následuj́ıćı tabulka uvád́ı hodnoty yP
pro některá P :

P 0,05 0,1 0,25 0,5 0,75 0,9 0,95

yP -1,097 19 -0,834 03 -0,326 63 0,366 51 1,245 90 2,250 37 2,970 20

Rozděleńı (21.4.5) je jedńım typem tzv. rozděleńı extrémńıch hodnot.

21.5 Úlohy

21.5.1

Vypočtěte pro Weibullovo rozděleńı s parametry δ = 8 a c = 2, 5 hodnoty
F (10), E(X), var(X) a x0,9.

[F (10) = 0, 826; E(X) = 7, 098; var(X) = 9, 225; x0,9 = 11, 168.]

21.5.2

Vypočtěte E(X), var(X) a x0,9 pro náhodnou veličinu (21.4.2), jestliže δ =
8, c = 2, 5 a n = 5.

[E(X) = 3, 729; var(X) = 2, 546; x0,9 = 5, 867.]
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Kapitola 22

Rozděleńı gama

22.1

Náhodná veličina X má rozděleńı gama s parametry m > 0 a δ > 0, jestliže
jej́ı hustota pravděpodobnosti

f(x) =
1

δmΓ(m)
xm−1 e−

x
δ , x > 0, (22.1.1)

= 0, x ≤ 0.

Rozděleńı gama s parametry m a δ označ́ıme Γ(m, δ).

Tohoto rozděleńı se použ́ıvá v obdobných situaćıch, v jakých se použ́ıvá
logaritmicko-normálńıho, př́ıpadně Weibullova rozděleńı. Rozděleńı Γ(m, δ)
je asymetrické (obr. 16) a jeho modus

x̂ = δ(m− 1) pro m > 1. (22.1.2)

Pro m ≤ 1 je hustota (22.1.1) klesaj́ıćı funkćı x. Speciálńım př́ıpadem
rozděleńı Γ(m, δ) je rozděleńı E(0, δ) pro m = 1.

Pro přirozené m se rozděleńı Γ(m, δ) nazývá někdy Erlangovo rozděleńı;
toto rozděleńı se často použ́ıvá v teorii hromadné obsluhy.

Charakteristická funkce rozděleńı gama

ΨX(t) =
1

δmΓ(m)

∫ ∞
0

xm−1 exp
(

itx− x

δ

)
dx = (1− iδt)−m. (22.1.3)
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Obr. 16: Hustota pravděpodobnosti rozděleńı Γ(m, δ).

22.2 Distribučńı funkce a momenty

Uvažujme neúplnou funkci gama definovanou vztahem

Γ∗x(m) =
1

Γ(m)

∫ x

0

tm−1e−t dt, x > 0, m > 0. (22.2.1)

Distribučńı funkci rozděleńı Γ(m, δ) můžeme pak vyjádřit jako

F (x) =

∫ x

0

f(t) dt = Γ∗x
δ
(m), x > 0, (22.2.2)

= 0, x ≤ 0.

Středńı hodnota veličiny Xr je rovna

E(Xr) =
1

δmΓ(m)

∫ ∞
0

xr+m−1e−
x
δ dx =

Γ(m+ r)

Γ(m)
δr, r > −m, (22.2.3)

takže

E(X) = m, var(X) = m2 (22.2.4)

a dále

α3(X) =
2√
m
, α4(X) = 3

(
1 +

2

m

)
. (22.2.5)
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22.3 Rozděleńı a-násobku součtu nezávislých

veličin

Mějme n ≥ 1 náhodných veličin, přičemž veličina Xj má rozděleńı Γ(mj, δ),
j = 1, . . . , n; tzn. všechny veličiny maj́ı rozděleńı gama s týmž parametrem
δ. V př́ıpadě n ≥ 2 necht’ veličiny X1, . . . , Xn jsou vzájemně nezávislé. Pak
náhodná veličina

Y = a
n∑
j=1

Xj, (22.3.1)

kde a je kladné č́ıslo, má rozděleńı Γ(
∑m

j=1mj, aδ).

D ů k a z . Charakteristická funkce

ΨY (t) =
n∏
j=1

ΨXj(at) =
n∏
j=1

(1− iaδt)−mj = (1− iaδt)−
∑n
j=1mj

což je charakteristická funkce rozděleńı Γ
(∑n

j=1mj, aδ
)
.

Distribučńı funkce G(y) = P (Y ≤ y) se dá vyjádřit ve tvaru

G(y) = Γ∗y/aδ

( n∑
j=1

mj

)
, y > 0, (22.3.2)

= 0, y ≤ 0.

Např. aritmetický pr̊uměrX = 1
n

∑n
j=1Xj takovýchto nezávislých náhodných

veličin má rozděleńı Γ
(∑n

j=1mj,
δ
n

)
; jestliže nav́ıc m1 = . . . = mn = m, má

veličina X rozděleńı Γ
(
nm, δ

n

)
.

22.4 Př́ıklady

22.4.1

Je-li m přirozené č́ıslo, zjist́ı se opakovanou integraćı per partes, že pro b > 0
je∫ ∞
b

tm−1e−t dt = e−b
[
bm−1 + (m− 1)bm−2 + . . .+ (m− 1)(m− 2) . . . 1

]
=

= Γ(m)
m−1∑
j=0

1

j!
e−bbj, b > 0.



186 KAPITOLA 22. ROZDĚLENÍ GAMA

Pro přirozené m lze tedy distribučńı funkci (22.2.2) vyjádřit ve tvaru

F (x) = 1−
m−1∑
j=0

1

j!
e−

x
δ

(x
δ

)j
, x > 0, (22.4.1)

takže k určeńı hodnot F (x) lze použ́ıt tabulek distribučńı funkce Poissonova
rozděleńı Po

(
x
δ

)
. Např. pro rozděleńı Γ(5; 0, 35) je

F (0, 77) = 1−
4∑
j=0

1

j!
e−2,2 · 2, 2j = 0, 072 5.

22.4.2

Mějme náhodné veličiny X1, . . . , Xn, které jsou vzájemně nezávislé a každá
má exponenciálńı rozděleńı E(0, δ). Stanovme rozděleńı veličin X =

∑n
j=1Xj

a X = 1
n

∑n
j=1Xj a jejich středńı hodnoty rozptyly.

Podle odstavce 22.3 má veličina X rozděleńı Γ(n, δ) (tj. Erlangovo rozdě-
leńı), takže

E(X) = nδ, var(X) = nδ2.

Př́ıkladem použit́ı Erlangova rozděleńı je situace v teorii hromadné ob-
sluhy, kdy obsluha zákazńıka ve stanici obsluhy (např. oprava porouchaného
stroje) se dá rozložit na n na sebe navazuj́ıćıch fáźı, přičemž doby obsluhy
v jednotlivých fáźıch jsou vzájemně nezávislé náhodné veličiny, maj́ıćı rozdě-
leńı E(0, δ) s týmž parametrem δ.

Jiným př́ıkladem je doba života systému obsahuj́ıćıho n složek, pracuje-
li jedna složka a ostatńı jsou rezervńı; po dožit́ı prvńı složky začne ihned
pracovat druhá složka po jej́ım dožit́ı třet́ı složka atd. Jsou-li doby života
složek navzájem nezávislé a má-li každá rozděleńı E(0, δ) s týmž parametrem
δ, má doba života systému Erlangovo rozděleńı.

Z odstavce 22.3 vyplývá, že veličina X má rozděleńı Γ
(
n, δ

n

)
, takže

E(X) = δ, var(X) =
δ2

n
.

22.4.3

Uvažujme Poissonovo rozděleńı, jehož parametr λ je náhodná veličina maj́ıćı
rozděleńı Γ(m, δ). Uvažujeme tedy dvourozměrnou náhodnou veličinu X =
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(X,λ)′, přičemž známe podmı́něné rozděleńı P (X = x|λ) (toto je rozděleńı
diskrétńıho typu) a hustotu pravděpodobnosti g(λ) (tedy λ má rozděleńı spo-
jitého typu). Analogicky ke vztah̊um (12.1.8) a (12.1.10) plat́ı pro marginálńı
rozděleńı veličiny X

P (X = x) =

∫
A

P (X = x|λ)g(λ) dλ, x = 0, 1, . . . , (22.4.2)

kde A = {λ|g(λ) > 0}.
Pro náš př́ıpad je

P (X = x) =

∫ ∞
0

e−λ
λx

x!

1

δmΓ(m)
λm−1e

−λ
δ dλ (22.4.3)

a po substituci t = λ(δ+1)
δ

dostáváme

P (X = x) =
Γ(m+ x)

x!Γ(m)

( 1

δ + 1

)m( δ

δ + 1

)x
, x = 0, 1, . . . ,

takže veličina X má negativńı binomické rozděleńı (14.8.1) s parametry m a
1
δ+1

.
Speciálně pro m = 1, tj. má-li λ exponenciálńı rozděleńı E(0, δ), má

veličina X geometrické rozděleńı s parametrem 1
δ+1

.
Poissonova rozděleńı lze použ́ıt např. v situaci, kdy zkoumáme počet

poruch určitého typu zař́ızeńı za časovou jednotku,jestliže intenzita λ (tj.
středńı počet určitého typu zař́ızeńı za časovou jednotku, jestliže intenzita λ
(tj. středńı počet poruch za jednotku času) je u každého jednotlivého zař́ızeńı
táž. Neńı-li tomu tak, ale λ se náhodně měńı od jednoho zař́ızeńı k druhému a
má-li λ rozděleńı gama, dostáváme se k negativńımu binomickému rozděleńı.
Z obdobných d̊uvod̊u se často vyskytuje negativńı binomické rozděleńı jako
model pro rozděleńı počtu částic na ploše, existuje-li r̊uzná intenzita částic
v jednotlivých částech plochy.

22.5 Rozděleńı χ2χ2χ2

Pro m = ν
2

a δ = 2 dostáváme z (22.1.1)

f(x) =
1

2
ν
2 Γ(ν

2
)
x

(
ν
2

)−1

e−
x
2 , x > 0, (22.5.1)

= 0, x ≤ 0.
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Rozděleńı s touto hustotou pravděpodobnosti záviśı na jediném parame-
tru ν. Je-li ν přirozené č́ıslo, nazývá se toto rozděleńı rozděleńı χ2 (ch́ı-
kvadrát) o ν stupńıch volnosti. Toto rozděleńı označ́ıme χ2(ν).

Z (22.2.4) vyplývá, že pro rozděleńı χ2(ν) plat́ı

E(X) = ν, var(X) = 2ν. (22.5.2)

100P% kvantily χ2
P (ν) rozděleńı χ2(ν), tj. hodnoty, pro které plat́ı∫ χ2

p(ν)

0

f(x) dx = P, 0 < P < 1, ν = 1, 2, . . . , (22.5.3)

jsou tabelovány, např. v [19] pro ν = 1 (1) 150 (5) 250 (10) 300 (20) 500 (50)
1000 a P = 0, 000 5; 0, 001; 0, 002 5; 0, 005; 0, 01; 0, 025; 0, 05; 0, 1; 0, 9;
0, 95; 0, 975; 0, 99; 0, 995; 0, 997 5; 0, 999; 0, 999 5.

Uvažujme nyńı náhodnou veličinu U , která má rozděleńı N(0, 1). Pak
z (13.5.1), (18.2.2) a (18.2.1) vyplývá, že veličina X = U2 má hustotu pravdě-
podobnosti

g(x) = 2ϕ(
√
x)

1

2
√
x

=
1

2
1
2 Γ(1

2
)
x−

1
2 e−

x
2 , x > 0,

= 0, x ≤ 0,

takže veličina U2 má rozděleńı χ2(1), tj. rozděleńı Γ(1
2
, 2). Rozděleńı χ2(ν)

má použit́ı předevš́ım ve statistice.

22.6 Rozděleńı radiálńı chyby

Mějme p ≥ 1 náhodných veličin Y1, . . . , Yp, které jsou vzájemně nezávislé,
přičemž veličina Yj má rozděleńı N(µj, σ

2), j = 1, . . . , p.
Uvažujme náhodnou veličinu

Z =
[ p∑
j=1

(Yj − µj)2
] 1

2
(22.6.1)

a stanovme jej́ı rozděleńı. Tato veličina představuje vzdálenost bodu (Y1, . . . ,
Yp) od bodu (µ1, . . . , µp) a nazývá se radiálńı chyba.

Náhodné veličiny Uj =
Yj−µj
σ

, j = 1, . . . p, jsou vzájemně nezávislé, každá
má rozděleńı N(0, 1). Tud́ıž veličiny χ2

j = U2
j , j = 1, . . . , p, jsou vzájemně
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nezávislé, každá má rozděleńı χ2(1), tj. rozděleńı Γ(1
2
, 2). Odtud a z odst.

22.3 vyplývá, že veličina

X =

p∑
j=1

χ2
j =

1

σ2

p∑
j=1

(Yj − µj)2 =
Z2

σ2

má rozděleńı χ2(p), tj. rozděleńı χ( p
2,2

). Z (22.5.1) a (13.3.3) pak vyplývá, že

veličina Z = σ
√
X má hustotu pravděpodobnosti

gp(z) =
1

2
p−2
2 Γ(p

2
)

zp−1

σp
e−

z2

2σ2 , z > 0, (22.6.2)

= 0, z ≤ 0.

Středńı hodnota

E(Zr) = σrE(Xr/2) = 2
r
2

Γ
(
p+r
2

)
Γ
(
p
2

) σr, r > −p. (22.6.3)

Pro kvantily zP veličiny Z plat́ı

zP =
[
χ2
P (p)

] 1
2 , 0 < P < 1. (22.6.4)

Speciálńım př́ıpadem (22.6.2) je pro p = 2 Rayleighovo rozděleńı

g2(z) =
z

σ2
e−

z2

2σ2 , z > 0, (22.6.5)

= 0, z ≤ 0,

pro které

E(Z) = σ

√
π

2
.
= 1, 253 3σ, var(Z) =

4− π
2

σ2=̇0, 429 2σ2, (22.6.6)

zP = σ[−2 ln(1− P )]
1
2 , 0 < P < 1. (22.6.7)

Toto rozděleńı se použ́ıvá např. při zkoumáńı výstřednosti stroj́ırenských
součástek nebo v teorii spolehlivosti.

Pro p = 3 dostáváme Maxwellovo rozděleńı

g3(z) =

√
2

π

z2

σ3
e−

z2

2σ2 , z > 0, (22.6.8)

= 0, z ≤ 0.

Toto rozděleńı se použ́ıvá např. při studiu rychlosti molekul. Plat́ı pro ně

E(Z) = σ

√
8

π
.
= 1, 595 8σ, var(Z) =

3π − 8

π
σ2 .

= 0, 453 5σ2. (22.6.9)
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22.7 Úlohy

22.7.1

Necht’ náhodná veličina X má rozděleńı E(A, δ). Ukažte, že veličina Y =
2(X−A)

δ
má rozděleńı χ2(2).

Necht’ náhodné veličiny X1, . . . , Xn jsou vzájemně nezávislé, Xj má roz-
děleńı E(Aj, δ), j = 1, . . . , n. Stanovte rozděleńı veličiny Z =

∑n
j=1(Xj−A).

[Z má rozděleńı Γ(n, )].

22.7.2

Necht’ náhodné veličiny Y1, . . . , Yn jsou vzájemně nezávislé, Yj má hustotu
pravděpodobnosti f(yj) = 1, 0 < yj < 1, f(yj) = 0, jinak, j = 1, . . . n.
Ukažte, že náhodná veličina X = − ln(Y1 . . . Yn)δ, δ > 0, má rozděleńı
Γ(n, δ).

Speciálně uvažujte př́ıpady δ = 1 a δ = 1
n
. (Použijte výsledk̊u př́ıkl. 13.3.2

a odst. 22.3.)

22.7.3

Necht’ náhodná veličina Z má Rayleighovo rozděleńı (22.6.5). Ukažte, že toto
rozděleńı je speciálńım př́ıpadem Weibullova rozděleńı pro c = 2 a δ = σ

√
2.

Dále ukažte, že veličina X = Z2

2
má exponenciálńı rozděleńı E(0, σ2).

22.7.4

Uvažujte náhodnou veličinu Z = |Y −µ|, má-li veličina Y rozděleńı N(µ, σ2).
Stanovte středńı hodnotu a rozptyl veličiny Z. (Veličinu Z lze chápat jako
radiálńı chybu (22.6.1) pro p = 1.)

[E(Z) = σ
√

2
π
, var(Z) = π−2

π
σ2.]
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Rozděleńı beta

23.1

Náhodná veličina X má rozděleńı beta s parametry m1 > 0 a m2 > 0, jestliže
jej́ı hustota pravděpodobnosti

f(x) =
1

B(m1,m2)
xm1−1(1− x)m2−1, 0 < x < 1, (23.1.1)

= 0, jinak.

Rozděleńı beta s parametry m1 a m2 označ́ıme Be(m1, m2). Pro m1 > 1
a m2 > 1 modus rozděleńı

x̂ =
m1 − 1

m1 +m2 − 2
. (23.1.2)

Je-li m1 < 1 a m2 < 1, má hustota (23.1.1) v bodě (23.1.2) minimum
(v tomto př́ıpadě se ř́ıká, že (23.1.2) je antimodus rozděleńı beta).

Je-li m1 < 1 a m2 > 1, je (23.1.1) klesaj́ıćı funkćı x; je-li m1 > 1 a m2 < 1,
je (23.1.1) rostoućı funkćı x.

Je-li m1 = 1, je (23.1.1) rostoućı funkćı x pro m2 < 1 a klesaj́ıćı funkćı x
pro m2 > 1. Je-li m2 = 1, je (23.1.1) rostoućı funkćı x pro m1 > 1 a klesaj́ıćı
funkćı x pro m1 < 1.

Pro m1 = m2 = 1 dostáváme f(x) = 1, 0 < x < 1, tj. hustotu rov-
noměrného rozděleńı. Pro m2 = 1 je f(x) = m1x

m1−1, 0 < x < 1.
Označ́ıme-li hustotu (23.1.1) symbolem f(x;m1,m2), pak zřejmě

f(x;m1,m2) = f(1− x;m2,m1), −∞ < x <∞. (23.1.3)

191
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Pro m1 = m2 plat́ı f(x;m1,m1) = f(1−x;m1,m1), −∞ < x <∞, takže
rozděleńı Be(m1, m1) je symetrické podle bodu x = 0, 5. Dále z (23.1.3)
vyplývá: Má-li veličina X rozděleńı Be(m1, m2), pak veličina 1 − X má
rozděleńı Be(m2, m1).

23.2 Distribučńı funkce a momenty

Uvažujme neúplnou funkci beta definovanou výrazem

Ix(m1,m2) =
1

B(m1,m2)

∫ x

0

tm1−1(1−t)m2−1 dt, 0 < x < 1, m1 > 0, m2 > 0.

(23.2.1)
Substitućı y = 1− t dostáváme vztah

Ix(m1,m2) = 1− I1−x(m2,m1), 0 < x < 1, m1 > 0, m2 > 0. (23.2.2)

Distribučńı funkci rozděleńı Be(m1, m2) můžeme pak vyjádřit jako

F (x) = 0, x ≤ 0, (23.2.3)

= Ix(m1,m2) = 1− I1−x(m2,m1), 0 < x < 1,

= 1, x ≥ 1.

Středńı hodnota veličiny Xr je rovna

E(Xr) =
1

B(m1,m2)

∫ 1

0

xr+m1−1(1− x)m2−1 dx =

=
B(m1 + r,m2

B(m1,m2)
=

Γ(m1 + r)Γ(m1 +m2)

Γ(m1)Γ(m1 +m2 + r)
, r > −m1. (23.2.4)

Odtud vyplývá, že

E(X) =
m1

m1 +m2

, var(X) =
m1m2

(m1 +m2)2(m1 +m2 + 1)
. (23.2.5)

Dále

α3(X) =
2(m2 −m1)

m1 +m2 + 2

(m1 +m2 + 1

m1m2

) 1
2
. (23.2.6)

Z (23.2.6) je vidět, že pro m2 > m1 je α3(X) > 0 a pro m1 > m2 je
α3(X) < 0.
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23.3 Př́ıklad

Ukažme, že pro distribučńı funkci binomického rozděleńı Bi(n, π) plat́ı

F (x|n, π) =
n∑
t=0

(
n

t

)
πt(1− π)n−t = I1−π(n− x, x+ 1), x = 0, 1, . . . , n− 1.

(23.3.1)
Opakovanou integraćı per partes dostáváme∫ 1−π

0

tn−x−1(1− t)x dt =
πx(1− π)n−x

n− x
+
x πx−1(1− π)n−x+1

(n− x)(n− x+ 1)
+

+ . . .+
x(x− 1) . . . 1

(n− x)(n− x+ 1) . . . n
(1− π)n =

=
(n− x− 1)!x!

n!

x∑
t=0

n!πt(1− π)n−t

(n− t)!t!
= B(n−x, x+1)

x∑
t=0

(
n

t

)
πt(1−π)n−t.

23.4 Úlohy

23.4.1

Stanovte derivace d ln f(x)
dx

a d2 ln f(x)
dx2

, kde f(x) je hustota pravděpodobnosti
(23.1.1). Pomoćı těchto derivaćı ověřte tvrzeńı o pr̊uběhu funkce f(x) uvedená
v odst. 23.1.

23.4.2

Ukažte, že pro distribučńı funkci F (x) rozděleńı Be
(
1
2
, 1

2

)
plat́ı

F (x) =
2

π
arcsin

√
x, 0 < x < 1.

23.4.3

Stanovte hustotu pravděpodobnosti náhodné veličiny Z = X
1−X , má-li X

rozděleńı Be(m1, m2).

[g(z) = 1
B(m1,m2)

zm1−1(1 + z)−(m1+m2), z > 0.]
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Kapitola 24

n-rozměrné normálńı rozděleńı

24.1

Uvažujme náhodný vektor X = (X1, . . . , Xn)′. Vektor X má n-rozměrné
normálńı rozděleńı s parametry µ a Σ, jestliže jeho hustota pravděpodobnosti
je

f(x1, . . . , xn) =
1

(2π)
n
2 |Σ| 12

e−
1
2
(x−µ)′Σ−1(x−µ), −∞ < xj <∞, j = 1, . . . , n,

(24.1.1)
kde

µµµ = (µ1, . . . , µn) (24.1.2)

je vektor n reálných č́ısel, Σ je symetrická pozitivně definitńı matice typu
(n, n),

Σ =

σ11, σ12, . . . , σ1n
...

...
. . .

...
σn1, σn2, . . . , σnn

 , (24.1.3)

|Σ| je determinant matice Σ a Σ−1 je inverzńı matice k matici Σ (protože
matice Σ je pozitivně definitńı, je |Σ| > 0 a inverzńı matice Σ−1 existuje).

Pro n-rozměrné normálńı rozděleńı s parametry µµµ a Σ použijeme označeńı
Nn(µµµ, Σ). Pro n = 1 index zanedbáváme.

Charakteristická funkce

ΨX(t) =
1

(2π)
n
2 |Σ|

1
2

∫ ∞
−∞

. . .

∫ ∞
−∞

exp[it′x− 1

2
(x− µµµ)′Σ−1(x− µµµ)] dx1 . . . dxn

195
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je rovna (viz [2], str. 75)

ΨX(t) = eit
′µµµ− 1

2
t′Σt. (24.1.4)

24.2 Momenty

Charakteristickou funkci (24.1.4) můžeme též vyjádřit ve tvaru

ΨX(t) = exp
(

i
n∑
j=1

tjµj −
1

2

n∑
j=1

n∑
l=1

σjl tjtl

)
. (24.2.1)

Vzhledem k symetrii matice Σ jsou pro každé j, l = 1, . . . , n parciálńı
derivace

∂Ψx(t)

∂tj
= ΨX(t)

(
iµj −

n∑
l=1

σjltl
)
,

∂2Ψx(t)

∂tj∂tl
= ΨX(t)

[(
iµj −

n∑
l=1

σjltl
)(

iµl −
n∑
j=1

σjltj
)
− σjl

]
.

Odtud středńı hodnoty jsou

E(Xj) =
1

i

∂ΨX(t)

∂tj

∣∣∣∣
t1=...=tn=0

= µj, j = 1, . . . , n, (24.2.2)

a

E(XjXl) =
1

i2
∂2ΨX(t

∂tj∂tl

∣∣∣∣
t1=...=tn=0

= µjµl + σjl, j, l = 1, . . . , n,

takže kovariance

cov(Xj, Xl) = E(XjXl)− µjµl = σjl, j, l = 1, . . . , n. (24.2.3)

Parametr µµµ rozděleńı Nn(µµµ, Σ) je tedy vektorem středńıch hodnot a pa-
rametr Σ je kovariančńı matice veličin X1, . . . , Xn.

24.3 Marginálńı rozděleńı

Hledejme rozděleńı náhodného vektoru X∗ = (X1, . . . , Xk)
′, 1 ≤ k < n,

jestliže vektor X = (X1, . . . , Xn)′ má rozděleńı Nn(µµµ, Σ).
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Charakteristická funkce náhodného vektoru X∗ je

ΨX∗(t) = ΨX∗(t1, . . . , tk) = ΨX(t1, . . . , tk, 0, . . . , 0)

a dosad́ıme-li do (24.2.1) tk+1 = . . . = tn = 0, dostáváme

ΨX∗(t) = exp
(

i
k∑
j=1

tjµj −
1

2

k∑
j=t

k∑
l=1

σjltjtl

)
, (24.3.1)

což je charakteristická funkce rozděleńı Nk(µµµ∗,Σ∗), kde

µµµ∗ = (µ1, . . . , µk)
′, Σ∗ =

σ11, . . . σ1k
...

. . .
...

σk1, . . . σkk

 . (24.3.2)

Je tedy marginálńım rozděleńım vektoru X = (X1, . . . , Xk)
′ k-rozměrné

normálńı rozděleńı s parametry (24.3.2). Toto tvrzeńı plat́ı i pro náhodné
vektory X∗ = (Xj1 , . . . , Xjk)

′, kde 1 ≤ j1 < . . . < jk ≤ n; přitom µ∗µ∗µ∗ =
(µj1 , . . . , µjk)

′ a Σ∗ = (σjl), j, l = j1, . . . , jk.
Speciálně marginálńım rozděleńım veličiny Xj je rozděleńı N(µj, σjj), j =

1, . . . , n.
Uvažujme nyńı rozděleńı Nn(µµµ, Σ) takové, že

σjl = cov(Xj, Xl) = 0, j, l = 1, . . . , n, j 6= l, (24.3.3)

takže Σ je diagonálńı matice a determinant |Σ| = σ11σ22 . . . σnn. Pak (24.1.1)
lze vyjádřit ve tvaru

f(x1, . . . , xn) =
n∏
j=1

1

σjj
√

2π
e
− 1

2

(xj−µj)
2

σjj =
n∏
j=1

fj(xj).

Má-li tedy vektor X = (X1, . . . , Xn)′ rozděleńı Nn(µµµ, Σ) a jsou-liX1, . . . , Xn

nekorelované jsou X1, . . . , Xn vzájemně nezávislé náhodné veličiny.

24.4 Podmı́něné rozděleńı

Hustota pravděpodobnosti veličiny Xn při daném XJ = xj, j = 1, . . . , n− 1
je rovna

f(xn|x1, . . . , xn−1) =
f(x1, . . . , xn)

f∗(x1, . . . , xn−1)
, (24.4.1)
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kde f(x1, . . . , xn) je hustota (24.1.1) a f∗(x1, . . . , xn−1) je hustota marginálńıho
rozděleńı vektoru X∗ = (X1, . . . , Xn−1)

′, tj. hustota normálńıho rozděleńı
Nn−1(µµµ∗, Σ∗), kde µµµ∗ = (µ1, . . . , µn−1)

′ a Σ∗ = (σjl), j, l = 1, . . . , n − 1.
Dosazeńım v (24.4.1) dostáváme

f(xn|x1, . . . , xn−1) =

=
1

(2π)
1
2

|Σ∗|
1
2

|Σ| 12
exp

[
− 1

2

n∑
j=1

n∑
l=1

σjl(xj − µj)(xl − µl)+

+
1

2

n−1∑
j=1

n−1∑
l=1

σjl∗ (xj − µj)(xl − µl)
]
,

kde σjl, j, l = 1, . . . , n jsou prvky matice Σ−1 a σjl∗ , j, l = 1, . . . , n− 1, jsou
prvky matice Σ−1∗ . Avšak

n∑
j=1

n∑
l=1

σjl(xj − µj)(xl − µl) =

σnn
[
(xn − µn)−

n−1∑
j=1

βnj(xj − µj)
]2

+
n−1∑
j=1

n−1∑
l=1

σjl∗ (xj − µj)(xl − µj),

kde

βnj =
n−1∑
l=1

σjl∗ σln, j = 1, 2, . . . , n− 1. (24.4.2)

Dále plat́ı σnn = |Σ∗|/|Σ|. Tud́ıž

f(xn|x1, . . . , xn−1) =
(σnn

2pi

) 1
2

exp
[
− σnn

2

[
xn − µn −

n−1∑
j=1

βnj(xj − µj)
]2]

,

−∞ < xn <∞. (24.4.3)

Je tedy podmı́něným rozděleńım veličiny Xn při daném Xj = xj, j =
1, . . . , n− 1, normálńı rozděleńı N

(
µn +

∑n−1
j=1 βnj(xj − µj), 1/σnn

)
. Zat́ımco

středńı hodnota tohoto rozděleńı je lineárńı funkćı podmı́nky (x1, . . . , xn−1)
′,

rozptyl na podmı́nce nezáviśı.
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24.5 Př́ıpad n = 2

Pro n = 2 označme σ11 = σ2
1, σ22 = σ2

2, σ12 = σ21 = ρσ1σ2, kde ρ je koeficient
korelace veličin X1 a X2.

Pro σ2
1 > 0, σ2

2 > 0 a ρ2 6= 1 je

−1∑
=

(
σ2
1, ρσ1σ2

ρσ1σ2, σ2
2

)−1
=

1

σ2
1σ

2
2(1− ρ2)

(
σ2
2, −ρσ1σ2

−ρσ1σ2, σ2
1

)
takže

f(x1, x2) =
1

2πσ1σ2(1− ρ2)
1
2

×

× exp

[
− 1

2(1− ρ2)

[(x1 − µ1)
2

σ2
1

− 2ρ
(x1 − µ1)(x2 − µ2)

σ1σ2
+

(x2 − µ2)
2

σ2
2

]]
,

−∞ < xj <∞, j = 1, 2. (24.5.1)

Marginálńım rozděleńım veličiny Xj je rozděleńı N(µj, σ
2
j ), j = 1, 2.

Podmı́něným rozděleńım veličiny X2 při daném X1 = x1 je rozděleńı

N
[
µ2 + β21(x1 − µ1), σ

2
2(1− ρ2)

]
,

kde β21 = σ11
∗ σ12 = ρσ2

σ1
. Obdobně podmı́něným rozděleńım veličiny X1 při

daném X2 = x2 je rozděleńı

N
[
µ1 + ρ

(σ1
σ2

)
(x2 − µ2), σ

2
1(1− ρ2)

]
.

Hustota pravděpodobnosti (24.5.1) má maximum v bodě (µ1, µ2). Množina
bod̊u (x1, x2) maj́ıćıch tutéž hodnotu hustoty (24.5.1) tvoř́ı elipsu(

x1 − µ1

σ1

)2

− 2ρ
x1 − µ1

σ1
· x2 − µ2

σ2
+

(
x2 − µ2

σ2

)2

= c.

Na obr. 17 jsou znázorněny tyto elipsy pro některé př́ıpady parametr̊u
σ2
1, σ

2
2, ρ.
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Obr. 17: Obrysové elipsy;
a) ρ = 0, σ1 = σ2; b) ρ = 0, σ1 > σ2; c) ρ > 0, σ1 > σ2; d) ρ < 0, σ1 > σ2.

24.6 Singulárńı normálńı rozděleńı

n- rozměrné normálńı rozděleńı s hustotou pravděpodobnosti (24.1.1) se
nazývá regulárńı normálńı rozděleńı.

Je-li (24.1.3) symetrická pozitivně semidefinitńı matice hodnosti h(Σ) =
r < n, neexistuje inverzńı matice Σ−1, takže hustotu pravděpodobnosti nelze
vyjádřit obdobným zp̊usobem jako (24.1.1). Avšak funkce (24.1.4) má i v
tomto př́ıpadě vlastnosti charakteristické funkce (viz [5], str. 312). Rozděleńı s
touto charakteristickou funkćı nazývám singulárńı normálńı rozděleńı. Přitom
opět µµµ má význam vektoru středńıch hodnot a Σ je kovariančńı matice veličin
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X1, . . . , Xn.
Pro n = 1 je charakteristická funkce singulárńıho normálńıho rozděleńı

dána výrazem ΨX(t) = eiµt. Toto však je charakteristická funkce degenero-
vaného rozděleńı, tj. rozděleńı náhodné veličiny X, která nabývá hodnoty µ
s pravděpodobnost́ı 1.

Dvourozměrné normálńı rozděleńı je singulárńı v př́ıpadě ρ2 = 1 nebo
σ2
1 = 0 nebo σ2

2 = 0. V př́ıpadě ρ2 = 1 je druhý řádek matice Σ(ρσ2/σ1)-
násobkem prvńıho řádku, takže |Σ| = 0. Rovněž je |Σ| = 0 pro σ2

1 = 0 nebo
pro σ2

2 = 0.

24.7 Rozděleńı lineárńıch forem

Necht’ náhodný vektor X = (X1, . . . , Xn)′ má rozděleńı Nn(µµµ, Σ) Uvažujme
náhodný vektor

Y = AX + b, (24.7.1)

kde A je matice typu (p, n) a b vektor p reálných č́ısel. Potom vektor (24.7.1)
má rozděleńı Np(Aµµµ+ b, AΣA′).

D ů k a z . K d̊ukazu lze použ́ıt vět o charakteristické funkci. Zřejmě

ΨY(t) = exp(it′b)ΨX(A′t) = exp
(
it′b + it′Aµµµ− 1

2
t′AΣA′t

)
=

= exp
[
it′(Aµµµ+ b)− 1

2
t′(AΣA′)t

]
což je charakteristická funkce rozděleńı Np(Aµµµ+ b, AΣA′).

Jak je vidět, nikde nebyl činěn předpoklad o tom, zda kovariančńı matice
Σ je regulárńı či singulárńı. Tvrzeńı tedy plat́ı jak pro regulárńı, tak i pro
singulárńı n-rozměrné normálńı rozděleńı.

V odstavci 18.6 jsme uvažovali speciálńı př́ıpad pro p = 1: Kovariančńı
matice Σ má prvky σjj = σ2

j > 0, σjl = 0 pro j 6= l, j, l = 1, . . . , n, a
matice A je řádkový vektor A = (a1, . . . , an). Potom Aµ =

∑n
j=1 ajµj a

AΣA′ =
∑n

j=1 a
2
jσ

2
j .

V př́ıpadě libovolné symetrické pozitivně semidefinitńı matice má veličina
Y =

∑n
j=1 ajXj rozděleńı N(µ, σ2), kde

µ =
n∑
j=1

ajµj, σ2 =
n∑
j=1

n∑
l=1

ajalσjl.
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24.8 Př́ıklad

Necht’ náhodný vektor X = (X1, . . . , Xn)′ má rozděleńı Nn(µµµ, Σ), přičemž
Σ = σ2I, kde σ2 > 0. Necht’ A je ortogonálńı matice typu (n, n). Pak vektor
Y = AX má rozděleńı Nn(Aµµµ, σ2I), nebot’ AΣA′ = σ2AIA′ = σ2I. Přitom

n∑
j=1

Y 2
j = Y′Y = X′A′AX = X′X =

n∑
j=1

X2
j . (24.8.1)

To tedy znamená: Jsou-li veličiny X1, . . . , Xn vzájemně nezávislé, přičemž
Xj má rozděleńı N(µj, σ

2) a je-li A ortogonálńı matice typu (n, n), jsou
veličiny

Yj =
n∑
l=1

ajlXl, j = 1, . . . , n,

vzájemně nezávislé, přičemž Yj má rozděleńı N(
∑n

l=1 ajlµl, σ
2).

Např. pro n = 2,

Σ =

(
σ2, 0
0, σ2

)
, A =

(
1√
5
, 2√

5
4√
20
, − 2√

20

)
,

odtud vyplývá, že veličiny

Y1 =
1√
5

(X1 + 2X2), Y2 =
1√
20

(4X1 − 2X2)

jsou nezávislé, veličina Y1 má rozděleńı N
(

1√
5
(µ1 +2µ2), σ

2
)

a veličina Y2 má

rozděleńı N
(

1√
20

(4µ1 − 2µ2), σ
2
)
.

24.9 Úlohy

24.9.1

Necht’ náhodný vektor X = (X1, X2)
′ má dvourozměrné normálńı rozděleńı

s parametry µ1 = 2, µ2 = −1, σ2
1 = 4, σ2

2 = 16, ρ = −0, 8. Stanovte pravdě-
podobnosti: P (1 < X1 < 4), P (1 < X1 < 4|X2 = 3), P (3 < X2 < 6), P (3 <
X2 < 6|X1 = −2).

[0, 533; 0, 307; 0, 119; 0, 146.]
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24.9.2

Necht’ X1 a X2 jsou nezávislé náhodné veličiny, X1 má rozděleńı N(µ1, σ
2)

a X2 má rozděleńı N(µ2, σ
2). Stanovte rozděleńı vektoru Y = (Y1, Y2)

′, kde
Y1 = X1 −X2 a Y2 = X1 +X2.

Y má dvourozměrné normálńı rozděleńı s vektorem středńıch

hodnot µµµ = (µ1 − µ2, µ1 + µ2) a kovariančńı matici σ2

(
2, 0
0, 2

)
.

Veličiny Y1 a Y2 jsou tedy nezávislé.


24.9.3

Necht’ náhodný vektor X = (X1, X2)
′ má dvourozměrné regulárńı normálńı

rozděleńı s parametry µ1, µ2, σ
2
1, σ

2
2 a ρ. Ukažte, že veličiny

Y1 =
X1 − µ1

σ1
, Y2 = (1− ρ2)−

1
2

(X2 − µ2

σ2
− ρX1 − µ1

σ1

)
jsou nezávislé a každá má rozděleńı N(0, 1).

24.9.4

Necht’ náhodné veličiny X1, . . . , Xn jsou vzájemně nezávislé a každá má
rozděleńı N(µ, σ2). Uvažujte náhodné veličiny

Y1 =
1√
n

n∑
l=1

Xl, Yj =
1

[j(j − 1)]
1
2

[ j−1∑
l=1

Xl − (j − 1)Xj

]
, j = 2, . . . n,

a stanovte jejich rozděleńı.

Protože matice

A =



1√
n
, 1√

n
, 1√

n
, . . . , 1√

n
, 1√

n
1√
2
, − 1√

2
, 0, . . . 0, 0

1√
6
, 1√

6
, 2√

6
, . . . 0, 0

...
...

...
. . .

...
1√

n(n−1)
, 1√

n(n−1)
, 1√

n(n−1)
, . . . 1√

n(n−1)
, −(n−1)√

n(n−1)


je ortogonálńı, jsou veličiny Y1, . . . , Yn vzájemně nezávislé, Y1 má
rozděleńı N(µ/

√
n, σ2) a Y2, . . . , Yn maj́ı rozděleńı N(0, σ2).
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Část V

Limitńı věty
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Kapitola 25

Zákon velkých č́ısel

25.1

Dosud jsme se zabývali jednotlivými náhodnými veličinami a jednotlivými
pravděpodobnosti. V této kapitole se budeme věnovat posloupnostem náhodných
veličin a posloupnostem rozděleńı pravděpodobnosti. Př́ıklady takovýchto po-
sloupnost́ı, zaj́ımavých prakticky i teoreticky, jsou:

1. Budiž Zn počet výskytu určitého jevu A v n nezávislých opakováńıch
náhodného pokusu, ve kterém A má pravděpodobnost π. Budiž Xn =
1
n
Zn, tj. relativńı četnost výskytu jevu A v n opakováńıch pokusu.

Jak se chová Xn při dlouhých séríıch opakováńı?

2. Budiž Xn aritmetický pr̊uměr n nezávislých měřeńı téže neznámé kon-
stanty (např. ve fyzice nebo geodézii).

Má rozděleńı Xn při velkých hodnotách n nějaké užitečné vlastnosti
nezávislé na tvaru rozděleńı jednotlivých výsledk̊u?

3. V odstavci 15.6 jsme ukázali, že rozděleńı Bi(n, π) lze při velkém n
a malém π aproximovat Poissonovým rozděleńım. To byl př́ıklad li-
mitńıho (asymptotického) rozděleńı pravděpodobnosti, limita rozděleńı
posloupnosti veličin Xn, kde Xn má rozděleńı Bi(n, πn), pro n →
∞, πn → 0 tak, že nπn → λ.

207
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25.2 Konvergence podle pravděpodobnosti

Mějme tedy posloupnost {Xn}, n ∈ N, náhodných veličin a konstantu c. Zde
N znač́ı množinu přirozených č́ısel. Řekneme, že posloupnost {Xn}, n ∈ N,
konverguje k c podle pravděpodobnosti, jestliže pro každé ε > 0 plat́ı

lim
n→∞

P (|Xn − c| ≥ ε) = 0, (25.2.1)

tzn. že pravděpodobnost libovolné absolutńı odchylky od c konverguje k nule
s rostoućım n.

Např. je-li {Xn} posloupnost náhodných veličin maj́ıćıch normálńı rozděleńı
N(µ, σ2/n), n = 1, 2, . . . , je

lim
n→∞

P (|Xn − µ| ≤ ε) = lim
n→∞

2

[
1− Φ

(ε√n
σ

)]
= 2[1− lim

n→∞
Φ
(ε√n

σ

)]
= 0,

takže {Xn, n ∈ N}, konverguje k µ podle pravděpodobnosti.

25.3 Slabý zákon velkých č́ısel

Mějme posloupnost {Xn} náhodných veličin a uvažujme posloupnost {Xn −
E(Xn)} odchylek veličin Xn od svých středńıch hodnot E(Xn), n ∈ N.
Označme

Zn =
1

n

n∑
j=1

[
Xj − E(Xj)

]
, n ∈ N. (25.3.1)

Řekneme, že pro posloupnost {Xn}, n ∈ N, plat́ı slabý zákon velkých č́ısel,
jestliže posloupnost {Zn}, n ∈ N, konverguje k nule podle pravděpodobnosti,
tj. jestliže pro každé ε > 0 je

lim
n→∞

P

[∣∣∣ 1
n

n∑
j=1

Xj −
1

n

n∑
j=1

E(Xj)
∣∣∣ ≥ ε

]
= 0. (25.3.2)

V daľśım uvedeme některé podmı́nky, za nichž plat́ı zákon velkých č́ısel.
Užitečným nástrojem k ověřeńı, zda určitá posloupnost náhodných veličin
splňuje zákon velkých č́ısel, je Čebyševova nerovnost.
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25.4 Čebyševova nerovnost

Necht’ náhodná veličina X má středńı hodnotu E(X) a konečný rozptyl var(X).
Pak pro každé ε > 0 plat́ı

P
(∣∣X − E(X)

∣∣ ≥ ε
)
≤ var(X)

ε2
. (25.4.1)

D ů k a z proved’me tak, že uvažujeme náhodnou veličinu Y maj́ıćı hustotu
pravděpodobnosti f(y) a konečný druhý obecný moment E(Y 2). Pak pro
každé ε > 0 plat́ı

E(Y 2) =

∫
|y|<ε

y2f(y) dy +

∫
|y|≥ε

y2f(y) dy ≥
∫
|y|≥ε

y2f(y) dy ≥

≥ ε2
∫
|y|≥ε

f(y) dy = ε2P (|Y | ≥ ε).

Položme Y = X − E(X). Pak E(Y 2) = var(X) a dostaneme nerovnost
(25.4.1).

Pro náhodnou veličinu s diskrétńım rozděleńım je d̊ukaz obdobný; mı́sto
integrál̊u se uvažuj́ı součty

∑
P (Y = y) přes obory |y| < ε a |y| ≥ ε.

25.5 Čebyševova věta

Necht’ {Xn}n ∈ N, je posloupnost náhodných veličin takových, že

var(Xj) ≤ K, cov(Xj, Xl) = 0, j 6= l, j, l = 1, 2, . . . , (25.5.1)

kde K <∞. Pak pro každé ε > 0 plat́ı (25.3.2).

D ů k a z. Uvažujme veličiny (25.3.1). Pak

E(Zn) = 0, varZn =
1

n2

n∑
j=1

varXj ≤
K

n
, n ∈ N,

a podle Čebyševovy nerovnosti je

P (|Zn| ≥ ε) ≤ var(Zn)

ε2
≤ K

nε2
, n ∈ N.

Protože limn→∞
(
K
nε2

)
= 0, je

lim
n→∞

P
(
|Zn| ≥ ε

)
= 0.
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25.6 Dva speciálńı př́ıpady

Uvažujme nyńı dva d̊usledky Čebyševovy věty:

25.6.1 Bernoulliova věta

Necht’ {Xn}, n ∈ N, je posloupnost vzájemně nezávislých náhodných veličin
maj́ıćıch alternativńı rozděleńı (14.2.2) s týmž parametrem π, 0 < π < 1.
Pak pro každé ε > 0 plat́ı

lim
n→∞

P

(∣∣∣ 1
n

n∑
j=1

Xj − π
∣∣∣ ≥ ε

)
= 0. (25.6.1)

D ů k a z. Podle (14.4.2) je E(Xj) = π, var(Xj) = π(1−π), j = 1, 2, . . . , a
protože veličiny Xj jsou vzájemně nezávislé, je cov(Xj, Xl) = 0, j 6= l, j, l =
1, 2, . . . .

Tud́ıž předpoklady Čebyševovy věty jsou splněny.

Připomeňme, že veličina
∑n

j=1Xj představuje počet úspěch̊u (četnost
výskytu určitého jevu A) v n nezávislých opakováńıch téhož pokusu, je-li
π pravděpodobnost úspěchu.

25.6.2

Necht’ {Xn}, n ∈ N, je posloupnost náhodných veličin takových, že

E(Xj) = µ, var(Xj) = σ2 ≤ K, cov(Xj, Xl) = 0, j 6= l, j, l = 1, 2, . . . .
(25.6.2)

Pak z Čebyševovy věty př́ımo vyplývá, že pro každé ε > 0 je

lim
n→∞

P

(∣∣∣ 1
n

n∑
j=1

Xj − µ
∣∣∣ ≥ ) = 0. (25.6.3)

Jsou-li veličiny X1, X2, . . . vzájemně nezávislé a maj́ı-li stejné rozděleńı s
konečnou středńı hodnotou µ, plat́ı (25.6.3) i pro př́ıpad, kdy rozptyl σ2 neńı
konečný (Chinčinova věta), viz [2], str. 183.
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25.7 Př́ıklady

25.7.1

V př́ıkladě 20.6 jsme porovnali pravděpodobnosti

P
[∣∣X − E(X)

∣∣ < k
√

var(X)
]

pro normálńı a Laplaceovo rozděleńı pro některá k. Porovnejme nyńı tyto
hodnoty s hodnotami źıskanými pomoćı Čebyševovy nerovnosti.

Z (25.4.1) vyplývá, že

P
[∣∣X − E(X)

∣∣ < k
√

var(X)
]
≥ 1− 1

k2
= A (25.7.1)

a pro uvažovaná k dostáváme tyto hodnoty:

k 0,5 1 2 3
A 0 0 0,75 0,889

Z (25.7.1) vyplývá, že podle Čebyševovy nerovnosti

P
[∣∣X − E(X)

∣∣ < k
√

var(X)
]
≥ 0

pro každé 0 < k ≤ 1, takže pro takováto k nedává Čebyševova nerovnost
užitečné výsledky.

25.7.2

Mějme posloupnost {Xn}, n ∈ N, vzájemně nezávislých náhodných veličin
maj́ıćıch rozděleńı χ2(1).

Pro tuto posloupnost plat́ı podle (25.6.3) (nebot’ µ = 1, σ2 = 2) zákon
velkých č́ısel, takže pro každé ε > 0 je

lim
n→∞

P

(∣∣∣ 1
n

n∑
j=1

Xj − 1
∣∣∣ ≥ ε

)
= 0. (25.7.2)

Avšak veličina χ2
n =

∑n
j=1Xj má podle odst. 22.6 rozděleńı χ2(n). Z (25.6.3)

pak vyplývá, že posloupnost
{

1
n
χ2
n

}
, n ∈ N, konverguje k c = 1 podle

pravděpodobnosti.
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25.7.3

Mějme posloupnost {Xn}, n ∈ N, vzájemně nezávislých náhodných veličin
maj́ıćıch hustotu pravděpodobnosti

f(xn) =
xn

ξ
√
ξ2 − x2n

, 0 < xn < ξ, n ∈ N,

kde ξ je kladná konstanta. Veličina Xr
n má středńı hodnotu

E(Xr
n) =

1

2

Γ
(
r+2
2

)√
π

Γ
(
r+3
2

) ξr, r > −2, n ∈ N.

Uvažujme nyńı posloupnost {Yn}, kde Yn = 1/Xn, n ∈ N. Veličiny
Y1, Y2, . . . jsou vzájemně nezávislé, všechny maj́ı stejné rozděleńı se středńı
hodnotou E(Yn) = π/(2ξ), n ∈ N, avšak jejich rozptyl neńı konečný.

Podle Chinčinovy věty pro posloupnost {Yn}, n ∈ N, plat́ı slabý zákon
velkých č́ısel, tj. plat́ı

lim
n→∞

P

(∣∣∣ 1
n

n∑
j=1

1

Xj

− π

2

1

ξ

∣∣∣ ≥ ε

)
= 0. (25.7.3)

Tud́ıž posloupnost
{

2
π

1
n

∑n
j=1

1
Xj
, n ∈ N

}
, konverguje k 1/ξ podle prav-

děpodobnosti.

25.8 Úlohy

25.8.1

Necht’ {Xn}, n ∈ N, je posloupnost nekorelovaných náhodných veličin se
středńımi hodnotami a rozptyly

E(Xn) = µ, var(Xn) =
σ2

np
, n ∈ N,

kde p > 0, µ a σ2 > 0 jsou konstanty. Ukažte, že pro posloupnost {Xn} plat́ı
slabý zákon velkých č́ısel.
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25.8.2

Necht’ {Xn} je posloupnost vzájemně nezávislých náhodných veličin maj́ıćıch
rozděleńı Γ(m, δ) s týmiž parametry m a δ. Stanovte, pro jaká m posloupnost
{m−1

n

∑n
j=1}, n ∈ N, konverguje k 1/δ podle pravděpodobnosti.

[m > 1.]
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Kapitola 26

Centrálńı limitńı věta

26.1

V r̊uzných úlohách počtu pravděpodobnosti a matematické statistiky nás
zaj́ımá rozděleńı součtu nebo pr̊uměru n nezávislých náhodných veličin. V ně-
kterých př́ıpadech se přesné rozděleńı tohoto součtu stanov́ı snadno (např.
pro veličiny maj́ıćı Poissonovo rozděleńı nebo rozděleńı gama), někdy je však
stanoveńı tohoto přesného rozděleńı obt́ıžné.

Pro velká n lze za dosti obecných podmı́nek aproximovat toto rozděleńı
rozděleńım normálńım. Normálńım rozděleńım jako asymptotickým rozděle-
ńım se zabývaj́ı centrálńı limitńı věty. Uvedeme v daľśım některé z nich.

26.2 Konvergence v distribuci

Mějme posloupnost {Fn(x)} distribučńıch funkćı náhodných veličin {Xn},
n ∈ N. Dále uvažujme náhodnou veličinu X, která má distribučńı funkci
F (x).

Řekneme, že posloupnost {Xn}, n ∈ N, konverguje k X v distribuci,
jestlǐze

lim
n→∞

Fn(X) = F (X) (26.2.1)

ve všech bodech spojitosti funkce F (x).

Distribučńı funkce F (x) se pak nazývá limitńı nebo asymptotická dis-
tribučńı funkce.

215
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Řekneme tedy, že posloupnost {Xn}, n ∈ N, konverguje v distribuci k roz-
děleńı N(µ, σ2) (nebo jinak, že veličina Xn má asymptoticky normálńı roz-
děleńı N(µ, σ2)), jestliže

lim
n→∞

Fn(x) = Φ
(x− µ

σ

)
, −∞ < x <∞, (26.2.2)

kde Φ(u) je distribučńı funkce (18.3.1) rozděleńı N(0, 1).

26.3 Lindebergova-Lévyho věta

Necht’ {Xn}, n ∈ N, je posloupnost vzájemně nezávislých náhodných veličin
maj́ıćıch totéž rozděleńı se středńı hodnotou µ a konečným rozptylem σ2. Pak
posloupnost {Yn}, kde

Yn =
1

σ
√
n

( n∑
j=1

Xj − nµ
)
, n ∈ N, (26.3.1)

konverguje v distribuci k rozděleńı N(0, 1).

D ů k a z. Uvažujme veličiny Uj = (Xj − µ)/σ, j = 1, 2, . . .. Tyto veličiny
jsou vzájemně nezávislé a všechny maj́ı totéž rozděleńı s nulovou středńı
hodnotou a jednotkovým rozptylem. Označme Ψ(t) charakteristickou funkci
veličin U1, U2, . . ..

Tato charakteristická funkce se dá vzhledem k (10.6.6) vyjádřit ve tvaru

Ψ(t) = 1− t2

2
+ Z2(t),

kde limt→0 Z2(t)/t
2 = 0.

Pro charakteristickou funkci Ψn(t) veličiny Yn =
∑n

j=1 Uj/
√
n pak plat́ı

Ψn(t) =

[
Ψ
( t√

n

)]n
=

[
1− t2

2n
+ Z2

( t√
n

)]n
.

Protože pro každé pevné t je limn→∞nZ2(t/
√
n) = 0, je

lim
n−→∞

Ψn(t) = e−
t2

2 ;
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to je však charakteristická funkce rozděleńı N(0, 1). Z limitńı věty pro cha-
rakteristické funkce (str. 45) pak vyplývá, že {Yn}, n ∈ N, konverguje v dis-
tribuci k rozděleńı N(0, 1).

Z Lindebergovy-Lévyho věty vyplývá, že pro dostatečně velká n lze roz-
děleńı veličiny

∑n
j=1Xj aproximovat rozděleńım N

(
µ, σ

2

n

)
.

Speciálńım př́ıpadem Lindebergovy-Lévyho věty je Moivreova-Laplaceova
věta:

Necht’ {Xn}, n ∈ N, je posloupnost vzájemně nezávislých náhodných
veličin maj́ıćıch alternativńı rozděleńı (14.2.2) s týmž parametrem π, 0 <
π < 1. Pak posloupnost {Yn}, kde

Yn =
1[

nπ(1− π)
] 1

2

( n∑
j=1

Xj − nπ
)
, n ∈ N, (26.3.2)

konverguje v distribuci k rozděleńı N(0, 1).

26.4 Ljapunovova věta

Necht’ {Xn}, n ∈ N, je posloupnost vzájemně nezávislých náhodných veličin,
přičemž veličina Xn má středńı hodnotu µn, rozptyl σ2

n a třet́ı absolutńı
centrálńı moment E(|Xn − µn)|3, n ∈ N. Je-li splněna podmı́nka

lim
n→∞

[∑n
j=1E

(
|Xj − µn|3

)] 1
3

(∑n
j=1 σ

2
j

) 1
2

= 0, (26.4.1)

pak posloupnost {Yn}, kde

Yn =

∑n
j=1Xj −

∑n
j=1 µj(∑n

j=1 σ
2
j

) 1
2

, n ∈ N, (26.4.2)

konverguje v distribuci k rozděleńı N(0, 1).

D ů k a z viz [23], str. 376.
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26.5 Př́ıklady

26.5.1

V aplikaćıch se vyskytuje řada náhodných veličin, jejichž rozděleńı lze apro-
ximovat normálńım rozděleńım. Jednou z oblast́ı, v nichž se často použ́ıvá
normálńıho rozděleńı, je teorie chyb měřeńı. Předpokládejme, že

(a) náhodná chyba měřeńı je součtem velkého počtu tzv. elementár-
ńıch chyb, zp̊usobených r̊uznými př́ıčinami,

(b) elementárńı chyby jsou vzájemně nezávislé,

(c) každá elementárńı chyba může nabývat hodnoty ε s pravděpodob-
nost́ı 1

2
a hodnoty - ε s pravděpodobnost́ı 1

2
, kde 0 < |ε| <∞.

Označ́ıme-li X náhodnou chybu měřeńı a X1, X2, . . . elementárńı chyby, je

E(Xn) = 0, var(Xn) = ε2.

Z Lindebergovy-Lévyho věty pak vyplývá, že pro dostatečné velká n lze
rozděleńı veličiny X =

∑n
j=1Xj aproximovat rozděleńım N(0, σ2), kde σ2 =

nε2 je parametr charakterizuj́ıćı přesnost měřićı metody.

26.5.2

Uvažujme náhodné veličiny X1, X2, . . . , které jsou vzájemně nezávislé, každá
má rovnoměrné rozděleńı f(xn) = 1 pro 0 < xn < 1, f(xn) = 0, jinak. Potom
středńı hodnoty a rozptyly

E(Xn) =
1

2
, var(Xn) =

1

12
, n ∈ N.

Podle Lindebergovy-Lévyho věty má veličina

Un =
1
n

∑n
j=1Xj − 1

2(
1
12

) 1
2

√
n =

(√ 3

n

)(
2

n∑
j=1

Xj − n
)
, n ∈ N,

asymptoticky normálńı rozděleńı N(0, 1).
Tohoto výsledku se využ́ıvá např. při generováńı normálńıch odchylek

pomoćı pseudonáhodných č́ısel.
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26.5.3

Centrálńı limitńı věty se zabývaj́ı asymptotickým rozděleńım součtu náhod-
ných veličin. Necht’ nyńı {Xn}, n ∈ N, je posloupnost vzájemně nezávislých
pozitivńıch náhodných veličin maj́ıćıch totéž rozděleńı. Označme

µ∗ = E(lnXj), σ∗2 = var(lnXj), j = 1, 2, . . . . (26.5.1)

Necht’ σ∗2 je konečné. Uvažujme náhodné veličiny

Zn =
n∏
j=1

Xj, n ∈ N. (26.5.2)

Podle Lindebergovy-Lévyho věty posloupnost {Yn}, kde

Yn =

∑n
j=1 lnXj − nµ∗

σ∗
√
n

=
lnZn − nµ∗

σ ∗
√
n

, n ∈ N, (26.5.3)

konverguje v distribuci k rozděleńı N(0, 1).
Pro dostatečně velká n lze tedy rozděleńı veličiny lnZn =

∑
j=1 lnXj

aproximovat rozděleńım N(nµ∗, nσ∗2). Z odstavce 19.1 pak vyplývá, že pro
dostatečně velká n lze rozděleńı veličiny Zn = exp

(∑n
j=1 lnXj

)
aproximovat

rozděleńım LN
(
nµ∗, nσ∗2

)
.

26.6 Aproximace některých diskrétńıch

rozděleńı rozděleńım normálńım

Uvažujme součet Zn =
∑n

j=1Xj vzájemně nezávislých náhodných veličin,
maj́ıćıch alternativńı rozděleńı (14.2.2) s týmž parametrem π. Podle odst.
14.5 má Zn rozděleńı Bi(n, π). Z Moivreovy-Laplaceovy věty vyplývá, že
pro dostatečně velká n lze rozděleńı veličiny Zn aproximovat normálńım
rozděleńım N

(
nπ, nπ(1− π)

)
.

Vhodnost aproximace binomického rozděleńı rozděleńım normálńım se
zlepšuje s rostoućım rozptylem nπ(1 − π) rozděleńı Bi(n, π). Jako empi-
rické pravidlo se doporučuje použ́ıt normálńı aproximace pro n a π splňuj́ıćı
podmı́nku

nπ(1− π) > 9. (26.6.1)
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Dále se aproximace zlepšuje zavedeńım tzv. opravy pro spojitost, podle
ńıž pro nezáporná celá č́ısla a a b

P (a ≤ Zn ≤ b) = P
(
a− 1

2
≤ Zn ≤ b+

1

2

)
'

' Φ

(
b+ 1

2
− nπ[

nπ(1− π)
] 1

2

)
− Φ

(
a− 1

2
− nπ[

nπ(1− π)
] 1

2

)
. (26.6.2)

Negativńı binomické rozděleńı je přirozené n rozděleńım součtu n vzájem-
ně nezávislých náhodných veličin, z nichž každá má geometrické rozděleńı
s týmž parametrem π (viz př́ıkl. 14.9.2. Z Lindebergovy-Lévyho věty pak
vyplývá, že pro dostatečně velká n lze negativńı binomické rozděleńı s para-
metry n a π (pro n přirozené) aproximovat rozděleńım N

(
n(1− π)/π, n(1−

π)/π2
)
.

Poissonovo rozděleńı Po(λ) lze považovat za rozděleńı veličiny Zn =∑[λ]
j=1Xj, kde veličiny Xj jsou vzájemně nezávislé, každá z nich má rozděleńı

Po(λ/[λ]) (viz odst. 15.4).
Z Lindebergovy-Lévyho věty pak vyplývá, že pro dostatečně velká λ lze

rozděleńı Po(λ) aproximovat rozděleńım N(λ, λ). Obdobně jako v př́ıpadě
aproximace binomického rozděleńı se doporučuje použ́ıt normálńı aproximace
pro rozděleńı Po(λ), jestliže λ > 9 a uvažuje se též oprava pro spojitost, podle
ńıž pro nezáporná celá č́ısla a a b

P (a ≤ Zn ≤ b) ' Φ

(
b+ 1

2
− λ

√
λ

)
− Φ

(
a− 1

2
− λ

√
λ

)
. (26.6.3)

V odstavci 16.3 jsme uvažovali aproximaci hypergeometrického rozděleńı
s parametry N, M, n rozděleńım Bi(n, M/n) pro malá n/N . Je-li n/N malé
(řekněme n/N < 0, 1) a je-li splněna podmı́nka (26.6.1), kde π = M/N , lze
hypergeometrické rozděleńı aproximovat rozděleńım N

(
nM/N, var(X)

)
, kde

var(X) je dáno výrazem (16.2.3).

26.7 Př́ıklady

26.7.1

Stanovme pravděpodobnosti P (40 < X ≤ 60) a P (X = 50), má-li X
rozděleńı Bi(100, 1

2
).
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Použijme aproximace normálńım rozděleńım. Pak

P (40 ≤ X ≤ 60) ' Ψ

(
60 + 1

2
− 50

5

)
−Ψ

(
40− 1

2
− 50

5

)
=

= Ψ(2, 1)−Ψ(2, 1) = 2Ψ(2, 1)− 1 = 0, 964

a

P (X = 50) = P (X ≤ 50)− P (X ≤ 49) =

= Ψ

(
50 + 1

2
− 50

5

)
−Ψ

(
49 + 1

2
− 50

5

)
= Ψ(0, 1)−Ψ(−0, 1) = 0, 080.

26.7.2

Necht’ náhodná veličina X má hypergeometrické rozděleńı s parametry N =
1 000, M = 200, n = 80. Stanovme pravděpodobnost P (X ≤ 20). Protože

E(X) = 80 · 0, 2 = 16, var(X) = 80 · 0, 2 · 0, 8 · 920

999
= 11, 79,

je

P (X ≤ 20) ' Ψ

(
20 + 1

2
− 16

√
11, 79

)
= Ψ(1, 31) = 0, 905.

26.8 Úlohy

26.8.1

Použit́ım normálńı aproximace stanovte pravděpodobnost P (8 ≤ X ≤ 20)
pro Poissonovo rozděleńı s parametrem λ = 12. Porovnejte tuto aproxima-
tivńı hodnotu s hodnotou určenou pomoćı tabulek [19].

[Aproximace 0, 896 0; z tabulek 0, 898 9.]

26.8.2

Jakým normálńım rozděleńım lze pro dostatečně velká n aproximovat rozděleńı
χ2(n)? Použijte této aproximace pro stanoveńı kvantilu χ0, 952(50).

[Rozděleńım N(n, 2n); χ2
0,95(50) ' 66, 45.]
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26.8.3

Necht’ X1, . . . , X48 jsou vzájemně nezávislé náhodné veličiny, každá necht’ má
rovnoměrné rozděleńı na intervalu (0, 1). Stanovte pravděpodobnost P (0, 4 ≤
X ≤ 0, 6, kde X = 1

48

∑48
j=1Xj (použijte normálńı aproximace).

[0, 984]

26.8.4

Necht’ {Xn}, n ∈ N, je posloupnost náhodných veličin, které jsou vzájemně
nezávislé a všechny maj́ı středńı hodnotu µ a rozptyl σ2. Jak velké n je třeba
uvažovat, aby (při použit́ı aproximace normálńım rozděleńım) platilo

P (|X − µ| ≤ 0, 1σ) ≥ 0, 95,

kde Xn = 1
n

∑n
j=1Xj, n ∈ N?

[n ≥ 385.]
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Kapitola 27

Náhodné procesy a jejich
klasifikace

27.1 Pojem náhodného procesu; př́ıklady

Náhodným procesem (také stochastickým procesem) se rozumı́ funkce X(t),
jej́ıž hodnota v každém bodě t je náhodná veličina. Argumentem t funkce
X(t) je nejčastěji čas: X(t) představuje hodnotu nějaké veličiny v okamžiku
t. Tak např. může X(t) být okamžitá rychlost větru naměřená v daném mı́stě
po době t od začátku pozorováńı, sekundový pr̊utok vody naměřený na dané
řece v určitém mı́stě v okamžiku t, intenzita hluku na určitém mı́stě v daném
okamžiku, počet otřes̊u zemské k̊ury, zaznamenaných danou seismografickou
stanićı od počátku pozorováńı až do doby t atd.

Pozorováńı mohou být uspořádána jedńım ze dvou zp̊usob̊u. Bud’ se regis-
truj́ı hodnoty X(t) plynule v čase, pak je oborem hodnot t nějaký interval T ,
např. interval 〈0,∞), nebo se hodnoty X(t) pozoruj́ı jen v daných okamžićıch
t1, t2, t3, . . . , které lze – pokud jsou ekvidistantńı – pro zjednodušeńı zápisu
oč́ıslovat 1, 2, . . . a psát mı́sto X(tn) krátce Xn. Oborem možných hodnot
proměnné t pak je množina přirozených č́ısel. V prvńım př́ıpadě mluv́ıme
o stochastickém procesu se spojitým časem čili o náhodné funkci, v druhém
př́ıpadě o stochastickém procesu s diskrétńım časem nebo o náhodné posloup-
nosti. Je zvykem uvádět oboro hodnot proměnné t v zápisu náhodného pro-
cesu a psát např. {X(t)|t ≥ 0}, {X(t)|t ∈ 〈0, 1〉}, {X(t)|t = 1, 2, . . .} apod.

Hodnota X(t) v daném bodě vyjadřuje stav pozorovaného objektu v čase
t. Jestliže X(t) má při každém t rozděleńı spojitého typu, ř́ıká se, že {X(t)|t ∈
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T} je proces se spojitými stavy. Jestliže X(t) má rozděleńı diskrétńıho typu,
jde o proces s diskrétńımi stavy.

Graf funkce {X(t)|t ∈ T} źıskaný pozorováńım se nazývá realizace náhod-
ného procesu. Př́ıklady realizaćı náhodných proces̊u jsou elektrokardiografické
či elektroencefalografické záznamy, záznamy koĺısáńı atmosférického tlaku
poř́ızené na daném mı́stě barografem atd. Při studiu náhodného procesu je
vždy užitečné mı́t na mysli tvar možných realizaćı, připomı́nat si neustále
konkrétńı možné pr̊uběhy realizaćı procesu.

Obr. 18: Realizace náhodných proces̊u: a) náhodného procesu s dvěma stavy;
b) č́ıtaćıho procesu; c) náhodného šumu.
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Na Obr. 18 a až 18 c jsou znázorněny realizace několika náhodných pro-
ces̊u. Obr. 18 a představuje ukázku možné realizace procesu s dvěma stavy,
X(t) = 0, X(t) = 1, a se spojitým časem. Takový proces může popiso-
vat např. provoz zař́ızeńı, které může v kterémkoliv okamžiku t být bud’

provozuschopné [X(t) = 1], nebo v opravě [X(t) = 0]. Na obr. 18 a znač́ı
t′1, t

′
2, . . . okamžiky poruch, t′′1, t

′′
2, . . . okamžiky ukončeńı oprav. Na obr. 18 b

je znázorněna typická realizace procesu {N(t)|t ≥ 0} se stavy n = 0, 1, 2, . . . ,
kde N(t) znač́ı počet poruch, které nastaly u daného zař́ızeńı během intervalu
(0, t〉. Obr. 18 c představuje typickou realizaci náhodného procesu se spojitým
časem a se spojitými stavy. V daném př́ıpadě jde o záznam náhodného šumu
v elektronce.

27.2 Popis náhodného procesu

Pro většinu praktických účel̊u se považuje náhodný proces {X(t)|t ∈ T} za
dosti přesně charakterizovaný, jestliže lze pro libovolnou podmnožinu prvk̊u
t1, t2, . . . , tn množiny T a pro libovolná č́ısla x1, x2, . . . , xn určit sdruženou
distribučńı funkci vektoru

(
X(t1), X(t2), . . . , X(tn)

)
v bodě (x1, x2, . . . , xn)n-

rozměrného euklidovského prostoru.
Je-li např. známo, že X(t) má při každém t normálńı rozděleńı se středńı

hodnotou µ a s rozptylem σ2, a pro libovolnou dvojici t1, t2 maj́ı X(t1), X(t2)
kovarianci σ2K(|t2 − t1|), kde K(s) je daná funkce s vlastnostmi K(0) =
1, |K(s)| < 1 pro s > 0, lze pro libovolnou skupinu hodnot t1, t2, . . . , tn určit
rozděleńı veličin X(t1), X(t2), . . . , X(tn). Toto rozděleńı bude n-rozměrné
normálńı s vektorem středńıch hodnot µµµ = (µ1, . . . , µn)′ a s kovariančńı ma-
tićı σσσ2(K(|ti − tj|)). Proces s popsanými vlastnostmi je tzv. Gauss̊uv proces.

V následuj́ıćıch dvou článćıch této kapitoly bude stručně pojednáno o dvou
typech náhodných proces̊u, které maj́ı zvláštńı d̊uležitost v některých tech-
nických aplikaćıch, jako teorie spolehlivosti a operačńı výzkum, a jejichž popis
je aspoň částečně zvládnutelný prostředky, vykládanými v této kńıžce. Po-
drobněǰśı informace o teorii a aplikaćıch náhodných proces̊u je nutné hledat
ve speciálńıch pojednáńıch, uvedených v seznamu literatury.
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Kapitola 28

Poisson̊uv proces

28.1 Č́ıtaćı procesy

Čı́taćı proces (také bodový proces) je náhodný proces {N(t)|t ≥ 0} se
spojitým časem a s množinou stav̊u {0, 1, 2, . . .}. Hodnota N(t) v bodě t
představuje počet bod̊u v intervalu (0, t〉, přičemž vzdálenosti bod̊u od počát-
ku t = 0 jsou náhodné veličiny, označme je např.W1,W2, . . . , W1 < W2 < . . ..

Nejčastěji jde o výskyt určitých událost́ı v čase, např. v úlohách teorie spo-
lehlivosti o výskyt poruch určitého zař́ızeńı – pak znač́ı W1 dobu od uvedeńı
zař́ızeńı do provozu do výskytu prvńı poruchy, W2 dobu od uvedeńı do pro-
vozu do výskytu druhé poruchy atd. a N(t) počet poruch od uvedeńı do pro-
vozu (t = 0) do okamžiku t. V úlohách týkaj́ıćıch se tzv. systémů hromadné
obsluhy (jako telefonńı ústředny, čerpaćı stanice pohonných hmot, přistávaćı
dráhy, letǐstě atd.) jsou Wi okamžiky vzniku požadavk̊u na služby systému a
N(t) je celkový počet požadavk̊u došlých v intervalu (0, t〉. Množstv́ı př́ıklad̊u
č́ıtaćıch proces̊u lze naj́ıt ve fyzice; tak mohou být Wi okamžiky registrace
impuls̊u pocházej́ıćıch od zdroje radioaktivńıho zářeńı a N(t) počet impuls̊u
registrovaných v intervalu (0, t〉 nebo okamžiky záznamů otřes̊u zemské k̊ury
na seismografické stanici a N(t) počet otřes̊u v intervalu (0, t〉 od počátku
pozorováńı do doby t atd.

Náhodná posloupnost {Xn|n = 1, 2, . . .}, kde

X1 = W1, Xi = Wi −Wi−1, i = 2, 3, . . . , (28.1.1)

je posloupnost interval̊u mezi výskyty sledované události. Pro dané hodnoty
s, t (s < t) hodnota př́ır̊ustku funkce N(t), N(t) − N(s), je počet výskyt̊u
sledované události v intervalu (s, t〉.
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Č́ıtaćı proces lze charakterizovat několika zp̊usoby:

(1) zadáńım předpoklad̊u o rozděleńı interval̊u X1, X2, . . . mezi výskyty
události;

(2) zadáńım předpoklad̊u o rozděleńı N(t) při daných hodnotách N(s)
v okamžićıch s < t;

(3) zadáńım pravděpodobnost́ı přechodu ze stavu N(t) = n v okamžiku t
do stavu N(t+ h) = n′ během intervalu délky h.

Zvláštńı postaveńı mezi č́ıtaćımi procesy zauj́ımá tzv. Poisson̊uv proces.
Vyskytuje se velmi často v aplikaćıch a je východiskem pro studium některých
proces̊u obecněǰśıch. Vlastnostem Poissonova procesu je věnován následuj́ıćı
odd́ıl.

28.2 Poisson̊uv proces

Poisson̊uv proces je č́ıtaćı proces, který ztělesňuje představu o
”
čistě náhod-

ném výskytu“ sledované události v čase. Č́ıtaćı proces {N(t)|t ≥ 0} se nazývá
homogenńı Poisson̊uv proces, jestliže splňuje tyto podmı́nky:

(1) N(0) = 0;

(2) intervaly Xi mezi výskyty sledované události jsou navzájem nezávislé;

(3) intervaly Xi, i = 1, 2, . . ., maj́ı exponenciálńı rozděleńı s hustotou

f(x) = λe−λx, x > 0, (28.2.1)

= 0, x ≤ 0.

Z předpoklad̊u (2) a (3) je vidět, proč homogenńı Poisson̊uv proces je
zp̊usobilý popisovat pr̊uběh výskytu událost́ı, rozložených v čase zcela náhod-
ně: Jelikož intervalyXi mezi výskyty sledovaného jevu jsou navzájem nezávis-
lé, podmı́něné rozděleńı doby od n-tého výskytu jevu do (n+1)-ńıho výskytu
při daných hodnotách X1, X2, . . . , Xn (tj. při daných okamžićıch předchoźıch
n výskyt̊u jevu, Wi = X1 + . . . +Xi, i = 1, 2, . . . n), nezáviśı na hodnotách
W1, . . . ,Wn. Jinými slovy, znalost okamžik̊u prvńıch n výskyt̊u sledovaného
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jevu neovlivňuje předpověd’ doby čekáńı na následuj́ıćı jev. Dále, z před-
pokladu (3) plyne (viz odst. 20.4): Pravděpodobnost, že (n + 1)-ńı událost
nastane až po uplynut́ı doby s+ h od n-tého výskytu, podmı́něná jevem, že
nastala po době s od n-tého výskytu, je

P (Xn+1 > s+ h|Xn+1 > s) = P (Xn+1 > h); (28.2.2)

to znamená: Okolnost, že sledovaná událost už určitou dobu nenastala, ani
nezvyšuje ani nesnižuje pravděpodobnost jej́ıho výskytu v daľśım intervalu.

28.3 Rozděleńı veličin N(t)

Z předpoklad̊u (1) až (3) lze odvodit rozděleńı N(t) v každém okamžiku t. Jev
{N(t) < n} nastává právě tehdy, když doba čekáńı na n-tý výskyt události,
Wn = X1 +X2 + . . .+Xn, je deľśı než t, tj.

N(t) < n⇔
n∑
i=1

Xi > t. (28.3.1)

Tedy

P (N(t) < n) = P
( n∑
i=1

Xi > t
)
. (28.3.2)

Protože veličinyXi jsou navzájem nezávislé a maj́ı exponenciálńı rozděleńı,
má jejich součet Erlangovo rozděleńı (viz př́ıkl. 22.4.2), a tud́ıž z (28.3.2)
plyne

P (N(t) < n) =

∫ ∞
t

e−λxλnxn−1

(n− 1)!
dx. (28.3.3)

Opakovanou integraćı pravé strany (28.3.3) per partes dostaneme konečně

P (N(t) < n) =
n−1∑
v=0

e−λt(λt)v

v!
, (28.3.4)

odkud

P (N(t) = n) = P (N(t) < n+ 1)− P (N(t) < n) =
e−λt(λt)n

n!
. (28.3.5)

Má tedy N(t) při každém t Poissonovo rozděleńı se středńı hodnotou λt.
Konstanta λ znač́ı tedy středńı hodnotu počtu výskyt̊u sledované události
za jednotku času; konstanta λ se nazývá intenzita homogenńıho Poissonova
procesu.
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28.4 Sdružené rozděleńı veličin

N(t1), . . . , N(tk).

Necht’ t1 < t2 jsou dva libovolné okamžiky. Stanovme rozděleńı rozd́ıluN(t2)−
N(t1), tj. rozděleńı počtu výskyt̊u sledovaného jevu v intervalu (t1, t2〉. Označ-
me n1 hodnotu, které nabyla funkce N(t) v okamžiku t1, a wn1 okamžik
posledńıho výskytu sledovaného jevu před okamžikem t1. Zřejmě plat́ı

N(t2)−N(t1) < n⇔ Xn1+1 − (t1 − wn1) +Xn1+2 + . . .+Xn1+n > t2 − t1;
(28.4.1)

Xn1+2, . . . , Xn1+n jsou navzájem nezávislé náhodné veličiny s exponenciálńım
rozděleńım podle předpokladu (3); Xn1+1−(t1−wn1) je doba od okamžiku t1
do prvńıho výskytu jevu následuj́ıćıho po t1 (tato doba se neshoduje s Xn1+1,
protože posledńı předcházej́ıćı výskyt jevu nastal v okamžiku wn1 < t1).
Protože Xn1+1 má exponenciálńı rozděleńı, které

”
nemá pamět’“ (odst. 20.4),

plat́ı

P (Xn1+1 − (t1 − wn1) > x|Xn1+1 > (t1 − wn1)) = e−λx. (28.4.2)

Rozděleńı veličiny Xn1+1 − (t1 − wn1) podmı́něné jevem Xn1+1 > t1 −
wn1 (tj. že sledovaná událost nastala před t, naposledy v okamžiku wn1) je
tedy opět exponenciálńı se středńı hodnotou λ−1. Podobně jako při odvozeńı
vztahu (28.3.5) je tedy

P (N(t2)−N(t1) = n|N(t1) = n1,Wn1 = w) =
e−λ(t2−t1)

[
λ(t2 − t1)

]n
n!

.

(28.4.3)
Jelikož tato podmı́něná pravděpodobnost nezáviśı ani na hodnotě n1 pro-

cesu N(t) v okamžiku t1, ani na w, tj. ani na počtu výskyt̊u do okamžiku t1,
ani na okamžiku posledńıho předcházej́ıćıho výskytu, je rovna nepodmı́něné
pravděpodobnosti počtu výskyt̊u sledované události v intervalu (t1, t2〉.

Odtud ihned plyne pro sdružené rozděleńı veličin N(t1), N(t2), . . . , N(tk)
(0 < t1 < t2 < . . . < tk výraz

P
(
N(t1) = n1, N(t2) = n2, . . . , N(tk) = nk

)
=

= P
(
N(t1) = n1, N(t2)−N(t1) = n2−n1, . . . , N(tk)−N(tk−1) = nk−nk−1

)
=

=
e−λtkλnk

∏k
i=1(ti − ti−1)ni−ni−1

n1!(n2 − n1)! . . . (nk − nk−1)!
, (28.4.4)

přičemž t0 = 0 a n0 = 0.
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28.5 Jiný zp̊usob definováńı Poissonova

procesu

Pro homogenńı Poisson̊uv proces {N(t)|t ≥ 0} plat́ı dále:

P
(
N(t+ h) = n+ 1|N(t) = n

)
= +o(h), (28.5.1)

P
(
N(t+ h) = n|N(t) = n

)
= 1− λh+ o(h), (28.5.2)

P
(
N(t+ h) > n+ 1|N(t) = n

)
= o(h), (28.5.3)

kde o(h) znač́ı veličinu nekonečně malou řádu vyšš́ıho než h, tj.

lim
h→0

o(h)

h
= 0.

Uvedené vztahy plynou ze vztahu (28.4.3):

P
(
N(t+ h) = n+ 1|N(t) = n

)
=

= P
(
N(t+ h)−N(t) = 1

)
= λh e−λh =

= λh
(
1− λh e−λh

′)
= λh− (λh)2 e−λh

′
,

kde h′ ∈ (0, h); pod́ıl 1
h
(λh)2 e−λh

′ → 0 při h→ 0. Podobně

P
(
N(t+ h) = n|N(t) = n

)
= P

(
N(t+ h)−N(t) = 0

)
=

= e− = 1− λh+ (λh)2
e−λh

′

2
,

kde h′ je č́ıslo z intervalu (0, h); při h→ 0 tedy

1

h
(λh)2

e−λh
′

2
−→ 0,

č́ımž je dokázáno (28.5.2). Konečně,

P
(
N(t+ h) > n+ 1|N(t) = n

)
= P

(
N(t+ h)−N(t

)
> 1) =

= 1− P (N(t+ h)−N(t) = 0)− P
(
N(t+ h)−N(t) = 1

)
=

= 1− e−λh − λh e−λh =
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= 1− (1− λh e−λh
′
)− λh(1− λh e−λh

′′
),

kde h′ a h′′ jsou č́ısla z intervalu (0, h). Je tedy

lim
h→0

1

h
P
(
N(t+ h) > n+ 1|N(t) = n

)
=

= lim
h→0

(λ e−λh
′ − λ+ λ2h e−λh

′
) = 0.

Vztahy (28.5.1) až (28.5.3) dávaj́ı daľśı názorný výklad významu para-
metru λ zvanému intenzita procesu {N(t)|t ≥ 0}: Pravděpodobnost výskytu
sledovaného jevu v krátkém intervalu je úměrná intenzitě procesu a délce
intervalu. Vedle toho doplňuj́ı popis vlastnost́ı procesu o daľśı poznatek:
Pravděpodobnost dvou nebo v́ıce výskyt̊u sledovaného jevu klesá k nule s kle-
saj́ıćı délkou intervalu, a to rychleji než délky intervalu.

Pomoćı vztah̊u (28.5.1) až (28.5.3) by také bylo možné definovat homo-
genńı Poisson̊uv proces. Označme – pro krátkost zápisu –

P
(
N(t) = n

)
= Pn(t), P

(
N(t) = n|N(s) = k

)
= Pk,n(s, t).

Podle věty o úplné pravděpodobnosti (odst. 6.10) je

Pn(t+h) = Pn(t)Pn,n(t, t+h)+Pn−1(t)Pn−1,n(t, t+h)+
n∑
j=2

Pn−j(t)Pn−j,n(t, t+h).

Po dosazeńı za podmı́něné pravděpodobnosti podle (??) až (??)

Pn(t+ h) = Pn(t)
(
1− λh+ o(h)

)
+ Pn−1(t)

(
λh+ o(h)

)
+ o(h)

n∑
j=2

Pn−j(t),

odkud
1

h

[
Pn(t+ h)− Pn(t)

]
= −λPn(t) + λPn−1(t) +

o(h)

h
.

Limitńım přechodem pro h → 0 se odtud źıská systém diferenciálńıch
rovnic pro Pn(t)

dPn(t)

dt
= −λPn(t) + λPn−1(t),

jehož řešeńım za vedleǰśı podmı́nky P0(0) = 1, P−1(t) = 0 vyjde (28.3.5)
z rozděleńı pro délku interval̊u mezi výskyty jev̊u a rozděleńı doby do n-tého
výskytu.
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28.6 Vlastnost Poissonova procesu

Závěrem uved’me ještě jedu zaj́ımavou vlastnost homogenńıho Poissonova
procesu:

Necht’ Wn−1,Wn a Wn+1 jsou okamžiky (n − 1)-ńıho, n-tého a (n + 1)-
ńıho výskytu sledované události. Rozděleńı Wn podmı́něné jevem Wn−1 =
wn−1, Wn+1 = wn+1 je rovnoměrné rozděleńı na intervalu (wn−1, wn+1).

O platnosti tohoto tvrzeńı se přesvědč́ıme jednoduše: Wn = Wn−1 +
Xn, Wn+1 = Wn−1+Xn+Xn+1, kde Xn a Xn+1 jsou veličiny s exponenciálńım
rozděleńım, nezávislé na Wn−1 a nezávislé mezi sebou navzájem, a Wn−1 je
součtem n − 1 nezávislých náhodných veličin s exponenciálńım rozděleńım.
Při daných wn−1 < wn < wn+1 jev

{Wn−1 = wn−1, Wn = wn, Wn+1 = wn+1}
tedy nastává právě tehdy, když nastává jev

{Wn−1 = wn−1, Xn = wn − wn−1, Xn+1 +Xn = wn+1 − wn−1}.
Protože Xn a Xn+1 jsou nezávislé na Wn−1 (podle předpokladu o Poisso-

nově procesu), zálež́ı jedině na rozděleńı veličin Xn a Xn+1. Jejich sdružená
hustota v bodě xn = wn − wn−1 a Xn+1 = wn+1 − wn je rovna

λ2 exp[−λ(wn − wn−1)− λ(wn+1 − wn)] = λ2 exp[−λ(wn+1 − wn−1)]
a hustota podmı́něná jevem Xn +Xn+1 = wn+1 − wn−1 je

λ2 exp[−λ(wn+1 − wn−1)]
λ2 exp[−λ(wn+1 − wn−1)](wn+1 − wn−1)

= (wn+1 − wn−1)−1

což je hustota rovnoměrného rozděleńı na intervalu (wn−1, wn). Tato vlast-
nost homogenńıho Poissonova procesu je daľśım potvrzeńım představy, že
Poisson̊uv proces popisuje

”
čistě náhodný“ výskyt událost́ı v čase: Sledovaná

událost nastane v prvńı čtvrtině intervalu mezi předcházej́ıćım a následuj́ıćım
výskytem se stejnou pravděpodobnost́ı jako v jeho třet́ı či posledńı čtvrtině
atd.

28.7 Úlohy

28.7.1

Předpokládejte, že poruchy určité součásti, která má základńı význam pro
funkci př́ıstroje, tvoř́ı Poisson̊uv proces, v pr̊uměru připadá jedna porucha na



236 KAPITOLA 28. POISSONŮV PROCES

200 hodin provozu čili na 40 osmihodinových směn. Na skladě jsou 2 náhradńı
součásti; pod době odpov́ıdaj́ıćı 60 směnám budou dodány daľśı. Jaká je
pravděpodobnost, že př́ıstroj nebude pro nedostatek náhradńıch součást́ı
vyřazen z provozu do dodávky daľśıch náhradńıch d́ıl̊u? Tato pravděpodobnost je rovna∑2

k=0 e(−480·0,005) (480·0,005)
k

k!
= e(−2,4)

∑2
k=0

(2,4)k

k!
.

V tabulkách [19] se zjist́ı jej́ı hodnota 0, 569 7


28.7.2

Tvoř́ı-li poruchy pneumatiky nákladńıho vozidla Poisson̊uv proces, a připadá-
li v pr̊uměru jedna porucha na 50 000 km, jaká je pravděpodobnost, že vozi-
dlo vybavené jedńım úplným rezervńım kolem ujede 2 000 km bez nutnosti
nouzové opravy na cestě?

[P (N(t) ≤ 1) = 0, 999 2, opět s užit́ım tabulek.]

28.7.3

Zdroj zářeńı vyśılá v pr̊uměru 1 impuls za 2s, impulsy tvoř́ı Poisson̊uv proces.
Jaká je pravděpodobnost, že v každém z 5 interval̊u po 5s

(0 s, 5 s), (5 s, 10 s), . . . , (20 s, 25 s)

budou registrovány nejméně 4 impulsy? Hledaná pravděpodobnost je[∑∞
k=4 e−2,5 (2,5)

k

k!

]5 .
= 0, 000 808

s užit́ım tabulek [19].





Kapitola 29

Proces r̊ustu a zániku

29.1 Homogenńı Markov̊uv řetězec se

spojitým časem

Markovovým řetězcem se spojitým časem nazýváme náhodný proces {N(t) |
t ≥ 0} s diskrétńımi stavy (nejčastěji vyjádřenými celými č́ısly, N(t) =
. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . .), který má tuto vlastnost: Pro libovolné přirozené č́ıslo
k ≥ 2, libovolná nezáporná č́ısla t1, t2, . . . , tk (0 ≤ t1 < t2 < . . . < tk) a pro
libovolná celá č́ısla n1, n2, . . . , nk plat́ı

P
(
N(tk) = nk|N(t1) = n1, N(t2) = n2, . . . , N(tk−1) = nk−1

)
= (29.1.1)

= P
(
N(tk) = nk|N(tk−1) = nk−1

)
.

To znamená, že pravděpodobnost jevu N(tk) = nk, podmı́něná danými
hodnotami N(t) v okamžićıch t1, t2, . . . , tk−1, záviśı jen na hodnotě N(t)
v čase t = tk−1, tj. jen na výsledku posledńıho pozorováńı předcházej́ıćıho tk,
a nikoliv na předcházej́ıćım pr̊uběhu procesu.

Pravděpodobnost jevu N(tk) = nk podmı́něná jevem N(tk−1) = nk−1 se
nazývá pravděpodobnost́ı přechodu ze stavu nk−1 do stavu nk během intervalu
(tk−1, tk).

Označme ji stručně Pnk−1,nk(tk−1, tk). Je to zřejmě funkce stav̊u nk−1, nk
a čas̊u tk−1, tk, jej́ıž znalost umožňuje – při znalosti počátečńıho rozděleńı
Pn0(0) = P (N(0) = n0) – vypoč́ıtat pravděpodobnost jevu {N(t1) = n1,
N(t2) = n2, . . . , N(tk) = nk} (tj. určit konečně rozměrné rozděleńı N(t)) pro
libovolné přirozené k, libovolné dané okamžiky 0 ≤ t1 < t2 < . . . tk a libovolné

237
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stavy n1, n2, . . . , nk opakovanou aplikaćı věty o úplné pravděpodobnosti:

P
(
N(t1) = n1, . . . , N(tk) = nk

)
=∑

n0

Pn0(0)Pn0,n1(0, t1)Pn1,n2(t1, t2) . . . Pnk−1,nk(tk−1, tk), (29.1.2)

kde sč́ıtáme přes všechny hodnoty počátečńıho rozděleńı.
Jestliže pravděpodobnost přechodu Pm,n(s, t) z m do n během intervalu

(s, t) nezáviśı na s, nýbrž jen na rozd́ılu t− s (tj. na délce intervalu), ř́ıkáme,
že jde o homogenńı Markov̊uv řetězec, a v argumentu pravděpodobnosti
přechodu vyjadřujeme jen délku intervalu:

Pm,n(t, t+ h) = Pm,n(h). (29.1.3)

Velmi jednoduchým př́ıkladem homogenńıho Markovova řetězce se spo-
jitým časem je Poisson̊uv proces z předcházej́ıćıho článku; počátečńı rozděleńı
je při něm

P0(0) = 1, Pn(0) = 0 pro n = 1, 2, . . .

a pravděpodobnosti přechodu

Pn1,n2(h) =
e−λh(λh)n2−n1

(n2 − n1)!
pro n2 ≥ n1.

Existuj́ı však i jiné Markovovy řetězce se spojitým časem - některým
z nich je věnován tento článek.

Pravděpodobnosti přechodu Pm,n(h) splňuj́ı vztah, známý pod názvem
Chapmanova-Kolmogorovova rovnice: Pro libovolnou dvojici stav̊u (m,n) a
kladná č́ısla (h1, h2)

Pm,n(h1 + h2) =
n−1∑

j=m+1

Pm,j(h1)Pj,n(h2). (29.1.4)

Rovnice (29.1.4) plyne ze základńıch vět teorie pravděpodobnosti (kapi-
tola II); během intervalu délky h1+h2 může N(t) přej́ıt ze stavu N(t) = m do
N(t) = n těmito navzájem disjunktńımi zp̊usoby: V pr̊uběhu intervalu délky
h1 z m do j; v pr̊uběhu zbývaj́ıćı části intervalu, která má délku h2, z j do n,
přičemž j prob́ıhá celou množinu stav̊u řetězce. Podrobněji: Pm,n(h1 + h2) je
pravděpodobnost jevu N(t + h1 + h2) = n podmı́něná jevem N(t) = m; na
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hodnotě t nezálež́ı, protože jde o homogenńı proces. Jev N(t+ h1 + h2) = n
je sjednoceńım navzájem disjunktńıch jev̊u

{N(t+ h1) = j} ∩ {N(t+ h1 + h2) = n}

Limity

lim
h→0

Pjk(h)

h
= qjk, j 6= k, (29.1.5)

pokud existuj́ı a jsou konečné, se nazývaj́ı intenzitami přechodu ze stavu j
do stavu k, limita

lim
h→0

[1

h
{1− Pjj(h)}

]
= qj (29.1.6)

je tzv. pravděpodobnost výstupu ze stavu j. Intenzity přechodu jsou zřejmě
derivace pravděpodobnost́ı přechodu:

qjk =
[ d

dt
Pjk(h)

]
h=0

, qj = −
[ d

dt
Pjj(h)

]
h=0

. (29.1.7)

V aplikaćıch je často d̊uležité chováńı procesu N(t)
”
v ustáleném stavu“,

v okamžićıch t velmi vzdálených od počátku, kdy lze očekávat, že N(t)
nabývá r̊uzných hodnot n s pravděpodobnostmi πn, nezávislými na t a nezá-
vislými na stavu procesu v okamžiku t = 0. Jestliže pro daný proces takové
pravděpodobnosti πn existuj́ı, muśı být pro všechna j

lim
h→∞

Pjn(h) = πn; (29.1.8)

tato podmı́nka vyjadřuje nezávislost N(t) na stavu, ve kterém se nacházel
před dlouhou dobou (tj. vzájemnou nezávislost N(t1) a N(t2) při t1 a t2 velmi
od sebe vzdálených).

Vyjděme ted’ z Chapmanovy-Kolmogorovovy rovnice (29.1.4), kterou lze
zapsat ve tvaru

Pmn(h1 + h2) = Pmn(h1)Pnn(h2) +
∑
j 6=n

Pmj(h1)Pjn(h2)

a nechme h1 →∞; plat́ı-li (29.1.8), je

πn = πnPnn(h2) +
∑
j 6=n

πjPjn(h2)
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čili

πn
(
1− Pnn(h2)

)
=
∑
j 6=n

πjPjn(h2). (29.1.9)

Děleńım rovnice (29.1.9) č́ıslem h2 a přechodem k limitě pro h2 → 0
konečně vyjde s užit́ım (29.1.5) a (29.1.6)

πnqn =
∑
j 6=n

πjqjn, n = 0, 1, 2, . . . . (29.1.10)

To je soustava lineárńıch rovnic, kterou muśı splňovat pravděpodobnosti
πn, pokud takové existuj́ı. Pravděpodobnosti πn, n = 0, 1, 2, . . . , se nazývaj́ı
stacionárńı pravděpodobnosti; udávaj́ı jednak pravděpodobnost, že v nějakém
velkém t bude N(t) = n, jednak limitńı hodnotu (pro T →∞) pod́ılu[

celková doba, po kterou v intervalu (0, T ) bylo N(t) = n
]

T
.

29.2 Homogenńı Markov̊uv řetězec se

spojitým časem

29.2.1 Př́ıklad

Představme si zař́ızeńı, které má být v nepřetržitém provozu, avšak má v ná-
hodných okamžićıch poruchy. Předpokládejme, že doba do poruchy má ex-
ponenciálńı rozděleńı se středńı hodnotou λ−1 a doba od vzniku poruchy
do jej́ıho odstraněńı má exponenciálńı rozděleńı se středńı hodnotou µ−1.
Položmě N(t) = 1, jestliže v okamžiku t je zař́ızeńı v provozu, a N(t) = 0,
jestliže je v okamžiku t poroucháno. Pak jeN(t) homogenńı Markov̊uv řetězec
se stavy (0, 1) a s intenzitami přechodu

q0,1 = µ, q1,0 = λ, q1 = λ, q0 = µ. (29.2.1)

Pro malé hodnoty h je totiž pravděpodobnost poruchy v intervalu (t, t+h)
rovna 1 − e−λh ' λh, pravděpodobnost poruchy, jej́ıho odstraněńı a daľśı
poruchy pak je nekonečně malá řádu vyšš́ıho než h, čili

lim
h−→0

P1,0(h)

h
= λ.
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Podobně by se postupovalo pro daľśı intenzity. Stacionárńı rozděleńı pravděpodobnosti
je dáno soustavou rovnic

π0q0 = π1q1,0, tj. π0µ = π1λ,

π1q1 = π0q0,1, tj. π1λ = π0µ,

To znamená, že π1 = π0µ/λ. Aby stacionárńı rozděleńı bylo rozděleńım
pravděpodobnosti, muśı být

π0 + π1 = 1, tj. π0(1 + µ/λ) = 1

tj.

π0 =
(

1 +
µ

λ

)−1
=

λ

λ+ µ
=

1/µ

1/λ+ 1/µ
, (29.2.2)

π1 =
µ

λ+ µ
=

1/λ

1/λ+ 1/µ
.

Pravděpodobnost π1, která je rovna pod́ılu středńı hodnoty doby bez-
vadné funkce a součtu středńı doby bezvadné funkce se středńı dobou trváńı
poruchy, je známa v teorii spolehlivosti jako koeficient pohotovosti.

29.3 Proces r̊ustu a zániku

Proces r̊ustu a zániku je homogenńı Markov̊uv řetěz {N(t)|t ≥ 0} se stavy
n = 0, 1, 2, . . . a s intenzitami přechodu

qn,n+1 = λn, qn,n+2 = qn,n+3 = . . . = 0, n ≥ 0, (29.3.1)

qn,n−1 = µn, qn,n−2 = qn,n−3 = . . . = 0, n ≥ 1,

qn = (λn + µn),

kde λn a µn, n = 0, 1, 2, . . . , jsou daná č́ısla, µ0 = 0. Proces r̊ustu a zániku
popisuje koĺısáńı velikosti nějakého souboru v čase (at’ už jde o soubor mi-
kroorganismů, stroj̊u, osob pojǐstěných proti určitému riziku, obsazených li-
nek v telefonńı ústředně atd.), za předpokladu, že v náhodných okamžićıch
do tohoto souboru přistupuj́ı nové prvky a v náhodných okamžićıch z něj
jiné prvky vystupuj́ı. Přitom pravděpodobnost, že soubor se během krátkého
intervalu délky h zvětš́ı o jeden prvek, je přibližně rovna λnh (má-li sou-
bor na počátku intervalu n prvk̊u), pravděpodobnost úbytku jednoho z n
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prvk̊u během krátkého intervalu délky h je µnh a pravděpodobnost, že během
krátkého intervalu žádný prvek soubor neopust́ı, ani nový nepřibude, je
(λn + µn)h.

Stacionárńı pravděpodobnosti πn, n = 0, 1, 2, . . . , jsou dány (pokud exis-
tuj́ı) soustavou rovnic:

π0λ0 = π1µ1, (29.3.2)

πn(λn + µn) = πn−1λn−1 + πn+1µn+1, n = 1, 2, . . . . (29.3.3)

Z (29.3.3) plyne pro každé n

πnµn − πn−1λn−1 = πn+1µn+1 − πnλn, n = 1, 2, . . . . (29.3.4)

Odtud

π1µ1 − π0λ0 = π2µ2 − π1λ1 = π3µ3 − π2λ2 = . . . . (29.3.5)

Podle (29.3.2) je však

π1µ1 − π0λ0 = 0,

takže
πnµn = πn−1λn−1, n ≥ 1.

Pravděpodobnosti πn splňuj́ı rekurentńı vztah

πn =
λn−1
µn

πn−1. (29.3.6)

Opakovaným užit́ım tohoto vztahu dostaneme

πn = π0

n∏
k=1

λk−1
µk

. (29.3.7)

Hodnota π0 muśı být určena tak, aby {π0, π1, . . .} bylo rozděleńı pravdě-
podobnosti, tj.

π0 =

[
1 +

∞∑
n=1

n∏
k=1

λk−1
µk

]−1
. (29.3.8)

Jestliže λn > 0 pro všechna n, tj. množina možných stav̊u je nekonečná,
může se stát, že řada v (29.3.8) má nekonečný součet, π0 = 0, a tedy πn = 0
pro všechna n. Tak tomu bude např., když pro všechna n bude λn−1 > µn; za
takových podmı́nek je také přirozené očekávat, že nebude existovat ustálený
stav, soubor neustále poroste a k libovolnému N bude možno naj́ıt takové t,
že s pravděpodobnost́ı libovolně bĺızkou 1 bude N(t) > N.
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29.4 Př́ıklady – některé aplikace proces̊u

r̊ustu a zániku

29.4.1

Představme si pracovǐstě, na kterém je v provozu M shodných zař́ızeńı (např.
dopravńı závod s M stejnými vozidly v provozu) a pro př́ıpad poruchy
některého zař́ızeńı je k dispozici Z záložńıch zař́ızeńı stejného druhu. Zař́ızeńı
v provozu maj́ı v náhodných okamžićıch poruchy; předpokládejme, že jde
o zař́ızeńı, která už maj́ı za sebou dobu záběhu a odstraňováńı skrytých vad,
avšak dosud nejev́ı známky výrazného opotřebeńı, takže realistickým mo-
delem pro výskyt poruch u každého zař́ızeńı je Poisson̊uv proces, tj. doba
bezvadné funkce každého zař́ızeńı má exponenciálńı rozděleńı se středńı hod-
notou 1/µ. Dále předpokládejme, že doba potřebná k odstraněńı poruchy
má také exponenciálńı rozděleńı se středńı hodnotou 1/λ. Jakmile některé ze
zař́ızeńı v provozu má poruchu, je nahrazeno zař́ızeńım ze zálohy, pokud ještě
nějaké v záloze je. Zař́ızeńı v záloze poruchy mı́t nemohou, zař́ızeńı opravená
se vracej́ı do zálohy. Pro posouzeńı, do jaké mı́ry je celý systém schopný pro-
vozu, je rozhoduj́ıćı rozděleńı pravděpodobnosti počtu zař́ızeńı, schopných
funkce. Označme N(t) počet zař́ızeńı zp̊usobilých provozu v okamžiku t
(použ́ıvaných a čekaj́ıćıch v záloze). Proces {N(t)|t ≥ 0} je proces r̊ustu
a zánik. Př́ıslušné intenzity přechodu stanov́ıme takto:

Dokud počet provozuschopných zař́ızeńı je N(t) = n ≥ M , mohou poru-
chy vznikat jen u těch M zař́ızeńı, kterých se použ́ıvá, tud́ıž

µn = Mµ pro n ≥M.

Doba X do poruchy každého z M provozuschopných zař́ızeńı má podle
předpokladu exponenciálńı rozděleńı, P (X > x) = e−µx(x > 0). Tedy pravdě-
podobnost, že u některého zař́ızeńı dojde k poruše během intervalu délky h, je
rovna doplňku pravděpodobnosti, že doba bezporuchového provozu u všech
M zař́ızeńı bude deľśı než h, čili

Pn,n−1(h) = 1− [e−µh]M = 1− e−µMh .
= Mµh.

Podobně
µn = nµ pro n < M.

Dále, pokud neńı žádné zař́ızeńı poroucháno a tedy v opravě, nemůže se
žádné vrátit mezi provozuschopná, takže intenzita přechod̊u typu n→ n+ 1
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je
λn = 0 pro n = M + Z.

Jakmile je nějaké zař́ızeńı poroucháno, tj. počet provozuschopných N(t)
menš́ı než M+Z, opravuje se a může s určitou pravděpodobnost́ı být vráceno
mezi provozuschopná. Protože doba opravy má exponenciálńı rozděleńı se
středńı hodnotou 1/λ, je

λn = λ pro n < M + Z.

Stacionárńı rozděleńı počtu provozuschopných zař́ızeńı tedy je dáno (29.3.7)
a (29.3.8), přičemž

π0 =

[
1 +

M+Z∑
n=1

n∏
k=1

λk−1
µk

]−1
= (29.4.1)

=

[
1 +

M−1∑
n=1

n∏
k=1

λ

kµ
+

M∏
k=1

λ

kµ

Z∑
j=0

(
λ

Mµ

)j]−1
.

Např́ıklad při M = 8, Z = 2, λ = 0, 01h−1, µ = 0, 001h−1, tj. při osmi
zař́ızeńıch v provozu, dvou záložńıch, středńı době bezporuchového chodu
1 000h a středńı době opravy 100h je stacionárńı rozděleńı počtu zař́ızeńı
schopných provozu dáno tabulkou

n πn =
∑10

j=n πj = n πn =
∑10

j=n πj =

n = P (N(t) = n) = P (N(t) ≥ n) n = P (N(t) = n) = P (N(t) ≥ n)

0 0,000072 1,000000 6 0,097082 0,896712
1 0,000699 0,999928 7 0,138689 0,799630
2 0,003495 0,999229 8 0,173362 0,660941
3 0,011649 0,995734 9 0,216702 0,487579
4 0,029124 0,984085 10 0,270877 0,270877
5 0,058249 0,954961

Je vidět, že všech osm zař́ızeńı bude v provozu s pravděpodobnost́ı jen
0, 66, to znamená, že přibližně 34 % z celkové dlouhé doby provozu systému
bude fungovat jen sedm nebo i méně zař́ızeńı. Zlepšeńı by se dosáhlo např.
zařazeńım daľśıho záložńıho prvku.

29.4.2 Provoz systému hromadné obsluhy.

Představme si zař́ızeńı, poskytuj́ıćı určité služby, jako např. stanici pro čerpáńı
pohonných hmot. Předpokládejme (pro jednoduchost př́ıkladu), že zař́ızeńı
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nemůže poskytovat službu několika zákazńık̊um současně (např. čerpaćı sta-
nice s jediným čerpadlem). Požadavky na obsluhu necht’ vznikaj́ı ve zcela
náhodných okamžićıch; př́ıchody zákazńık̊u tvoř́ı Poisson̊uv proces s intenzi-
tou λ (λ je pr̊uměrný počet zákazńık̊u, kteř́ı požaduj́ı obsluhu za jednotku
času, např. za hodinu). Předpokládejme dále, že doba obsluhy má expo-
nenciálńı rozděleńı se středńı hodnotou 1/µ (např. 1/µ = 6 min = 0, 1 h).

Označ́ıme-li N(t) počet zákazńık̊u př́ıtomných v daném okamžiku v ob-
služném zař́ızeńı (tj. čekaj́ıćıch ve frontě a obsluhovaných), pak {N(t)|t ≥ 0}
je za daných podmı́nek proces r̊ustu a zániku s těmito intenzitami přechodu:

qn,n+1 = λ pro n ≥ 0,

qn,n−1 = µ pro n ≥ 1,

qn = λ+ µ pro n ≥ 1,

q0 = λ.

Stacionárńı rozděleńı počtu zákazńık̊u př́ıtomných v obslužném zař́ızeńı
tedy je (podle (29.3.7) a (29.3.8)):

π0 =

[
1 +

∞∑
n=1

n∏
k=1

λk−1
µk

]−1
=

[
1 +

∞∑
n=1

(λ
µ

)n]−1
= (29.4.2)

=

[
1 +

λ

µ

1

1− λ
µ

]−1
=
µ− λ
µ

(za předpokladu, že µ > λ, to znamená, že středńı doba obsluhy je kratš́ı než
středńı délka interval̊u mezi př́ıchody zákazńık̊u; jinak by počet zákazńık̊u u
zař́ızeńı žádné stacionárńı rozděleńı neměl, rovnovážný stav by neexistoval),

πn = π0

n∏
k=1

λk−1
µk

=
µ− λ
µ

(λ
µ

)n
. (29.4.3)

Počet zákazńık̊u má tedy geometrické rozděleńı (viz odst. 14.8). Je-li např.
pr̊uměrný počet přicházej́ıćıch zákazńık̊u za hodinu roven 5 (tj. v pr̊uměru
jeden za každých 12 minut) a pr̊uměrná doba obsluhy je rovna 6 min = 0, 1
h, máme

µ = 10, λ = 5

a stacionárńı rozděleńı je

π0 =
10− 5

10
= 0, 5,

π1 = 0, 5 · 0, 5 = 0, 25,
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obecně
πn = 0, 5n+1, n = 0, 1, . . .

Pravděpodobnost, že zař́ızeńı bude v nečinnosti, tj. že nebude př́ıtomen
ani jeden zákazńık,je v tomto př́ıpadě 0, 5; asi 50% doby by bylo zař́ızeńı
nevyužito. Pravděpodobnost, že právě přicházej́ıćı zákazńık najde zař́ızeńı
obsazené, takže bude nucen čekat (kratš́ı či deľśı dobu), je 1 − πo, v daném
př́ıkladě 0, 5. Středńı hodnota počtu př́ıtomných zákazńık̊u je

E
(
N(t)

)
=
∞∑
n=0

nπn =
λ

µ− λ
.

V daném př́ıkladě tedy 5
10−5 = 1. Středńı hodnota počtu čekaj́ıćıch ve

frontě pak je

0 · P
(
N(t) ≤ 1

)
+ P

(
N(t) ≥ 2

) ∞∑
n=2

(n− 1)P
(
N(t) = n|N(t) ≥ 2

)
=

=
∞∑
n=2

(n− 1)P
(
N(t) = n

)
=

=
∞∑
n=2

nP
(
N(t) = n

)
−
∞∑
n=2

P
(
N(t) = n

)
=

= E
(
N(t)

)
− P

(
N(t) = 1

)
− P

(
N(t) ≥ 2

)
=

=
λ

µ− λ
− λ

µ
=

λ2

µ(µ− λ)
.

V našem př́ıkladě středńı hodnota počtu čekaj́ıćıch (při ustáleném stavu)
je 25

10·5 = 0, 5.

29.5 Úlohy

29.5.1 Provoz tzv. uzavřeného systému hromadné
obsluhy.

V d́ılně pracuje N stroj̊u, zcela shodných a funguj́ıćıch nezávisle na sobě.
K jejich obsluze je určen jeden mechanik. Každý stroj má rozděleńı dob
mezi poruchami exponenciálńı se středńı hodnotou 1/λ. Doba potřebná k od-
straněńı poruchy má také exponenciálńı rozděleńı, jej́ı středńı hodnota je 1/µ.
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Najděte stacionárńı rozděleńı počtu nefunguj́ıćıch stroj̊u (jeden v opravě,
ostatńı porouchané čekaj́ıćı na opravu).[

π0 =

(
1 +

∑N
n=1

(
λ
µ

)n
N !

(N−n)!

)−1
, πn = π0

(
λ
π

)n
N !

(N−n)! .

]

29.5.2 Provoz systému hromadné obsluhy se dvěma
obslužnými zař́ızeńımi.

Necht’ požadavky na obsluhu tvoř́ı Poisson̊uv proces s intenzitou λ, doba ob-
sluhy necht’ má exponenciálńı rozděleńı se středńı hodnotou 1/µ. Předpoklá-
dejte, že lze obsluhovat dva zákazńıky současně. Najděte rozděleńı počtu
prvk̊u v systému (tj. počtu obsluhovaných a čekaj́ıćıch).

π =
(

1 + λ
µ

+ 1
2
(λ/µ)2

1−λ/µ

)−1
,

π1 = π0λ
µ
,

πn = π0
n

(
λ
µ

)n
, n ≤ 2.
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[2] Anděl, J.: Matematická statistika. Praha, SNTL/ALFA 1978.
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