
TEORIE HROMADNÉ OBSLUHY

Gejza Dohnal, fakulta strojní »VUT Praha.

DoplÚkov˝ text k p¯ednáπce pro 4. roËník

dopravní fakulty »VUT Praha

Váæení p¯átelé,

setkáváme se na p¯ednáπce o tématu, které m˘æe b˝t pro ¯adu z Vás zajímavé, p¯edpokládám

æe i uæiteËné, nicménÏ je velmi obtíæné. Ani ne tak z hlediska pouæit˝ch matematick˝ch ná-

stroj˘, jako spíπe z hlediska filosofie problému, Vaπí p¯edstavivosti a pot¯ebné intuice. Teorie

hromadné obsluhy je de facto p¯edevπím aplikací teorie pravdÏpodobnosti, speciálnÏ náhod-

n˝ch proces˘, optimalizaËních metod a metod matematického modelování (simulace, Monte

Carlo metody). Její praktické aplikace vyæadují p¯edevπím pouæití matematické statistiky.

Tato p¯ednáπka by Vás mÏla seznámit s problematikou a základními pojmy z Teorie hro-

madné obsluhy. Bude jak˝msi úvodem do problému s d˘razem na aplikace v dopravÏ. Pro ty

z Vás, kte¯í by se chtÏli s touto teorií seznámit hloubÏji, uvedu na konci tohoto textu seznam

literatury, kde lze nalézt více a hlubπích informací, neæ které dostanete v rámci tohoto kurzu.

1. Co se p¯edpokládá?

P¯edpokládám znalosti integrálního a diferenciálního poËtu v rozsahu Matematiky I - III.

P¯edevπím derivace a integrace elementárních funkcí, limitu funkce a posloupnosti, práce

s posloupnostmi a s nekoneËn˝mi ¯adami, ¯eπení obyËejn˝ch diferenciálních rovnic a jejich

lineárních soustav. Dále p¯edpokládám znalosti základních pojm˘ z teorie pravdÏpodobnosti,

jako je pojem náhodné veliËiny a jejích charakteristik, pravdÏpodobnostního rozdÏlení, hus-

toty a distribuËní funkce. NÏkteré tyto pojmy a metody si znovu zopakujeme v rámci cviËení.

2. Co se nabízí?

P¯ednáπka a cviËení v celkovém rozsahu 3 hodiny t˝dnÏ po dobu 15 t˝dn˘. Celkem tedy 45

hodin, z nichæ bych chtÏl vÏnovat cca 26 hodin p¯ednáπkám k danému tématu (tj. 13 dvouho-

dinov˝ch p¯ednáπek), 13 hodin cviËení, 3 hodiny si ponechám pro opakování a doplnÏní partií

z matematiky a pravdÏpodobnosti (sem pat¯í zejména soustavy lineárních diferenËních rov-

nic, pravdÏpodobnostní rozloæení souËtu náhodn˝ch veliËin, rozdÏlení Erlangovo, algoritmy

pro generování náhodn˝ch veliËin na poËítaËi) a 3 hodiny jako rezervu pro kaæd˝ p¯ípad.

Obsahy p¯ednáπek budou následující:

1. Úvod, základní pojmy, p¯íklady.

2. Bodov˝ proces, definice, pravdÏpodobnostní charakteristiky

3. Základní typy proces˘, proces obnovy.

4. Markovské procesy.

1



5. Markovské modely, Kendallova klasifikace, model M/M/1

6. Modely M/M/n

7. Nemarkovské modely, model M/G/n.

8. Modely G/G/n. neuskuteËnila se

9. Modely se spojit˝m tokem. neuskuteËnila se

10. Obsluæné sítÏ, úvod.

11. Obsluæné sítÏ, p¯íklady.

12. Petriho sítÏ. neuskuteËnila se

13. PoËítaËové simulace. rozπí¯ená o generátory pseudonáhodn˝ch Ëísel a metody

generování náhodn˝ch veliËin.

Protoæe nejsou k dispozici æádná skripta a literatura uvedená na konci tohoto textu je mno-

hem πirπí, neæ bude obsah uveden˝ch p¯ednáπek, pokusím se pr˘bÏænÏ p¯ipravit uËební texty

k jednotliv˝m p¯ednáπkám. (Tento text je uæ jejich souËástí.) Budou ve formÏ LATEXov˝ch

dokument˘ a p¯edpokládám, æe se mi poda¯í je umístit nÏkde na Síti tak, aby byly dostupné

vπem. Tyto texty by mÏly b˝t doplÚkem p¯ednáπek a Vaπí pom˘ckou p¯i p¯ípravÏ na zkouπku.

3. Co se poæaduje?

P¯edevπím pokud moæno aktívní úËast. Pasívní sledování p¯ednáπky (o nesledování ani ne-

mluvÏ) povaæuji za ztrátu Vaπeho i mého Ëasu. Aktívní úËastí rozumím jak ¯eπení zadávan˝ch

úloh a vyhledávání p¯íklad˘ ve svém okolí, tak i vzájemnou komunikaci v pr˘bÏhu p¯ednáπek

a cviËení. Touto cestou m˘æete ovlivnit do jisté míry i obsah p¯ednáπek tak, aby pro Vás

byl co nejuæiteËnÏjπí. Tato p¯ednáπka se koná ve πkolním roce 1997/98 poprvé a tudíæ její

obsah se bude teprve dotvá¯et. Moje p¯edstava m˘æe b˝t ponÏkud jiná, neæ Vaπe pot¯eby a

moænosti. Proto uvítám veπkeré p¯ipomínky z Vaπí strany a pokusím se na nÏ reagovat.

Podle rozdÏlení témat p¯ednáπek budou rozdÏleny i poæadavky ke zkouπce. SouËástí hodnocení

u zkouπky (cca 30%) bude i hodnocení práce v pr˘bÏhu semestru. Kaæd˝ student zpracuje

jednu úlohu ve formÏ samostatné práce (referátu), která bude téæ souËástí hodnocení. Úlohy

si vyberete sami a uvítám, kdyæ tyto práce budou v p¯ímé souvislosti s ostatními Vaπemi

pracemi na této fakultÏ (projekty, diplomové práce apod.).

V Praze, zá¯í 1997
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1. Úvod

1.1. Model a skuteËnost.

Model je zjednoduπen˝ obraz skuteËnosti. P¯echod od reality k modelu b˝vá obvykle
velmi obtíæn .̋ Vædy je t¯eba stanovit míru podobnosti, nebo spíπe míru abstrakce, s níæ
model tvo¯íme, tak, aby v rámci této míry model p¯esnÏ odpovídal realitÏ, resp. aby for-
mulace problému v termínech modelu odpovídala formulaci v termínech reality. Tato míra
nem˘æe b˝t nikdy stoprocentní shodou, neboª potom bychom museli dospÏt k poznání, æe
„nejlepπím modelem koËky je koËkaˇ. Proto se Ëasto pouæívá k modelování reálného svÏta
teorie pravdÏpodobnosti a k urËování parametr˘ modelu v˝sledky statistického pozorování
modelovaného reálného objektu.
Prvotní model b˝vá obvykle verbální. Ten v sobÏ nese nejvÏtπí míru zobecnÏní. Na tomto

modelu (formulaci problému) je t¯eba v dalπí fázi vybudovat model pracovní – fyzikální, ma-
tematick ,̋ chemick ,̋ logick ,̋ simulaËní Ëi jin .̋ Tyto modely se liπí vÏtπinou pouze vyjad¯o-
vacími a zobrazovacími prost¯edky. »astou chybou p¯i modelování je to, æe v p¯ípadÏ selhání
pracovního modelu se snaæíme o úpravu verbálního modelu. Tato cesta je vπak chybná! Spíπe
se musíme snaæit najít jin˝ model, p¯ípadnÏ sníæit nároky na jeho p¯esnost, pouæít simulaci
apod.
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Teorie hromadné obsluhy vychází p¯edevπím z matematiky a z teorie pravdÏpodobnosti.
Pat¯í do oblasti matematického modelování a optimalizace. Jedná se zde o modelování sys-
tému zákazník – obsluha. V reálném svÏtÏ se s tímto systémem se setkáváme témÏ¯ na kaædém
kroku a to nejen v obchodÏ Ëi u léka¯e. NejzávaænÏjπí problémy, které byly touto metodikou
zkoumány, se t˝kaly p¯edevπím komunikace (p¯enosu a zpracování informací), dopravy a
dopravních uzl˘, v˝robních systém˘.
PoËátky teorie lze umístit nÏkam do 30. let tohoto století a jsou spojeny p¯edevπím s

matematick˝m modelováním telefonních úst¯eden, kde „zákazníkyˇ jsou p¯icházející hovory
úËastník˘ telefonní sítÏ a „obsluhuˇ tvo¯ily spojovatelky. Hovory p¯icházejí na úst¯ednu v ná-
hodn˝ch, na sobÏ nezávisl˝ch Ëasov˝ch okamæicích a buÔ jsou ihned spojeny (obslouæeny)
nebo se ¯adí do front, ze kter˝ch jsou spojovány postupnÏ podle nÏjakého p¯edem stanove-
ného pravidla (tzv. „frontového reæimuˇ). P¯itom vπak m˘æe dojít i k poruπe v obsluæném
systému (spojovatelka – úst¯edna – volan˝ úËastník). V uvedeném p¯íkladu se p¯edpokládá,
æe jak délka obsluhy, tak i okamæiky poruch a doba pot¯ebná k jejich odstranÏní mohou b˝t
náhodné veliËiny. Toto schema lze uplatnit i v ¯adÏ jin˝ch situací.

CviËení 1: NajdÏte t¯i r˘zné p¯íklady z oblasti dopravy a p¯epravy osob, na které lze
pouæít v˝πe popsané schéma zákazník – obsluha.

1.2. Základní pojmy.
Základní jednotkou systém˘ hromadné obsluhy je obsluæn˝ systém, [obsluænaja sistÏma,

queueing system] . Ten je sloæen z trojice zákazník – obsluæná linka – obsluha.

– Zákazník [zakazËik, customer] – subjekt, kter˝ poæaduje vy¯ízení (zpracování) svého
poæadavku – zakázky [trebovanije, order]. P¯íkladem zákazníka m˘æe b˝t telefonní
úËastník, poËítaËov˝ program, souËástka, ale i letadlo, cestující nebo náklad. Zakázkou
potom m˘æe b˝t nap¯íklad poæadavek na spojení, poæadavek na p¯idÏlení v˝poËetní
kapacity, montáæ nebo obrábÏní, poæadavek na p¯istání nebo poæadavek na p¯epravu.

– Obsluæná linka – místo a osoba nebo za¯ízení, kde se zakázky zpracovávají. V naπich
p¯íkladech to mohou b˝t telefonní úst¯edna, CPU poËítaËe, dÏlník u montáæní linky
nebo obrábÏcí stroj, p¯istávací dráha, p¯epravní jednotka.

– Obsluha [obsluæivanije, service] – zpracování zakázky. »innost vedoucí k uspokojení
poæadavku zákazníka. Nap¯íklad spojení s volan˝m úËastníkem, zpracování programu,
vlastní montáæ nebo obrábÏní, p¯istání nebo p¯eprava.

Vlastnosti obsluæného systému:

– Zákazníci p¯icházejí se sv˝mi poæadavky do systému opakovanÏ v Ëase (tedy ne nutnÏ
titíæ) - to je p¯edpoklad tzv. hromadnosti obsluhy. Okamæiky p¯íchod˘ zákazník˘ do
systému mohou b˝t deterministické nebo náhodné, závislé Ëi nezávislé, se znám˝m roz-
dÏlením pravdÏpodobnosti, nebo s rozdÏlením, které neznáme. Navíc zakázky mohou
b˝t nÏkolika typ˘, liπících se jak v rozloæení doby p¯íchod˘, tak i v dalπích parametrech.

– Systém obsahuje jednu Ëi nÏkolik paralelních obsluæn˝ch linek. V jedné obsluæné lince
m˘æe b˝t v dan˝ okamæik obsluhováno vædy pouze urËité mnoæství zákazník˘ (podle
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kapacity linky). Ostatní p¯íchozí se ¯adí spolu s d¯íve p¯iπedπími (a dosud neobslou-
æen˝mi) zákazníky do tzv. fronty [oËereÔ, queue]. Zp˘sob ¯azení do fronty a v˝bÏr
zákazník˘ k obsluze – tzv. frontov˝ reæim [disciplína, discipline] m˘æe b˝t opÏt r˘zn˝
(viz dále). R˘zné systémy se mohou liπit i v maximální moæné délce fronty (kapacitÏ
„odloæen˝ch hovor˘ˇ, zásobníku Ëi Ëekárny).

– Zpracování zakázky p¯edstavuje Ëerpání urËité (omezené) kapacity obsluæné linky -
mnoæství obsluhy. Mnoæství obsluhy m˘æe b˝t mÏ¯eno v Ëase, mnoæství spot¯ebované
energie, finanËních nákladech apod. Navíc toto mnoæství m˘æe b˝t – podobnÏ jako Ëasy
p¯íchod˘ zákazník˘ – náhodné, se znám˝m Ëi neznám˝m rozdÏlením pravdÏpodobnosti,
závislé na typu zakázky, . . . .

-
Vstupní proud zakázek

¯adících se do fronty

obsluæná
stanice

-
V˝stupní proud

obslouæen˝ch zakázek

V p¯ípadÏ, æe poËet zákazník˘ p¯icházejících do systému je vÏtπí, neæ je systém momen-
tálnÏ schopen obslouæit, hromadí se zákazníci v tzv. „frontÏˇ, která m˘æe mít ¯adu r˘zn˝ch
konkrétních podob. Pro nás bude d˘leæit˝ zp˘sob, jak je fronta organizována, to znamená,
zda existuje pravidlo pro za¯azování do fronty, p¯ípadnÏ pro v˝bÏr zákazník˘ z fronty k ob-
sluze. Tomuto pravidlu ¯íkáme frontov˝ reæim. V naπich modelech budeme hovo¯it o nÏkolika
typech frontov˝ch reæim˘:

– FIFO (= first in, first out)

– LIFO (= last in, first out)

– s preferencemi

– náhodn˝ (zákazníci se ¯adí do fronty, p¯ípadnÏ jsou z fronty vybíráni podle pravdÏpo-
dobnostního rozdÏlení na po¯adí)

– s omezenou frontou (s kapacitou K)

– s rezignací (zákazník, pro nÏhoæ je fronta p¯íliπ dlouhá, se v˘bec neza¯adí, p¯ípadnÏ
po urËitém Ëase odchází)

Obsluæné linky se obvykle spojují do obsluæn˝ch sítí, kde je t¯eba navíc uvaæovat zp˘sob,
jak˝m zákazník touto sítí prochází, neæ je zcela obslouæen. Takovou obsluænou sítí m˘æe
b˝t nap¯íklad poËítaËov˝ systém (CPU, disky, periférie), dílna ve v˝robním závodÏ (obrá-
bÏcí centra, montáæní linky), systém k¯iæovatek, p¯epravní systém (kombinovaná p¯eprava
nÏkolika dopravními prost¯edky, p¯es r˘zné uzly).
V nÏkter˝ch p¯ístupech se na systém hromadné obsluhy díváme jako na systém nejr˘z-

nÏjπích tok˘ : tok Ëasu, energie, penÏz, p¯ípadnÏ jiného média. Pokud budeme nadále hovo¯it
nap¯íklad o Ëase, lze si pod tímto termínem p¯edstavit nap¯íklad „pouzeˇ provozní hodiny,
nebo poËet impulz˘, p¯ípadnÏ mnoæství energie atp.
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2. Bodov˝ proces

2.1. Definice.

P¯edstavme si posloupnost nÏjak˝ch událostí, které nastávají náhodnÏ v Ëase. P¯íkladem

mohou b˝t p¯íjezdy vozidel k v˝bÏrËímu m˝tného na dálnici nebo p¯íchody cestujících do

stanice metra. Uvaæujme posloupnost náhodn˝ch veliËin {tn}1°1, tn : ⌦ ! R, takov˝ch,
æe °1 ∑ · · · ∑ t°n ∑ · · · ∑ t°1 ∑ t0 ∑ t1 ∑ · · · ∑ tn ∑ · · · ∑ 1. Náhodná veliËina tn
reprezentuje dobu n-té události, p¯iËemæ tn(!) = xn je Ëas, kdy n-tá událost nastala.

OznaËme

N(t,!) =
1X

°1
¬(tn∑t)(!).

»asto budeme pouæívat pouze zkrácené oznaËení N(t). N(t) budeme naz˝vat bodov˝m pro-
cesem. (Symbol ¬A oznaËuje indikátorovou funkci jevu A, to jest takovou funkci, která
nab˝vá hodnoty 1 pokud jev A nastává, jinak je rovna 0.)

VπimnÏme si, æe platí N(t) = n () tn ∑ t < tn+1.

Dále oznaËíme øn = tn+1 ° tn posloupnost náhodn˝ch veliËin, majících v˝znam doby mezi
dvÏma sousedními událostmi.

Rozdíl N(s + t) ° N(s) = N(s, t) potom oznaËuje poËet událostí, které nastaly v Ëasovém
intervalu (s, s+ t], s 2 R, t 2 R+. Pro tento proces platí následující vztah: N(s, t) = n ()
9k 2 N : s < tk ∑ · · · ∑ tk+n°1 ∑ s+ t < tk+n.

Poznámka: Následující v˝razy p¯edstavují ekvivalentní formy zápisu bodového procesu:

{tn}, {øn}, N(t), N(s, t).

-

N(t) 6

t

1

2

3

4

5

6

7

8

t0 t1 t2 t3 t4 t5 t6t7
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2.2. P¯edpoklad A:
Nechª °1 = · · · = t°n = · · · = t°1 < t0 < t1 < · · · < tn < · · · <1.

Za tohoto p¯edpokladu

a) t0 je Ëas první pozorované události (poËátek pozorování procesu),

b) v jeden Ëasov˝ okamæik nemohou nastat souËasnÏ dvÏ události.

Za platnosti p¯edpokladu A m˘æeme zavést následující oznaËení:

N(t) = N(0, t) a platí z¯ejmÏ N(t, 0) = 0.

2.3. Tvrzení: N(s, t) = N(s, n) +N(s+ n, t° n) pro 0 ∑ n ∑ t.

Nadále budeme p¯edpokládat P¯edpoklad A. OznaËme

vn(t) = P (N(t) = n), n = 0, 1, 2, . . . .

Protoæe pro kaædé t 2 R je vn(t) pravdÏpodobnostním rozdÏlením, musí platit vztahy

1X

n=0

vn(t) = 1 a E(N(t)) =
1X

n=0

nvn(t).

Dále oznaËme

vn(s, t) = P (N(s, t) = n), n = 0, 1, 2, . . . .

PodobnÏ jako v p¯edchozím p¯ípadÏ, i zde musí pro kaædou dvojici s, t 2 R+ platit vztahy

1X

n=0

vn(s, t) = 1 a E(N(s, t)) =
1X

n=0

nvn(s, t).

CviËení: Jakou hodnotu má E(N(s, 0))?

2.4. Tvrzení: Pro libovolné 0 ∑ u ∑ t a s 2 R+ platí vztah

E(N(s, t)) = E(N(s, u)) + E(N(s+ u, t° u))

a tedy i

E(N(t)) = E(N(u)) + E(N(u, t° u)).

Pro doby mezi událostmi øn oznaËme

– distribuËní funkci Ak(x) = P (øk ∑ x), k = 0, 1, 2, . . . ,

– rizikovou funkci Bk(x) = 1°Ak(x) = P (øk > x), k = 0, 1, 2, . . . .
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Poznámka: V teorii spolehlivosti funkci B0(x) naz˝váme téæ ”funkcí spolehlivosti”, nebo
jen ”spolehlivost”. Její hodnota odpovídá pravdÏpodobnosti, æe do Ëasu x nenastane æádná
událost.

2.5. P¯edpoklad B:
øn jsou spojité náhodné veliËiny, to znamená, æe existují hustoty an(x) tak, æe

An(x) =

Z x

0
an(u)du,

neboli

an(x) = A0n(x) = °B0n(x).

Z p¯edpokladu A plyne An(0) = 0, neboli mezi n-tou a n+1-ní událostí je s pravdÏpodobností
1 doba vÏtπí neæ nula (tedy nenastanou zároveÚ).

CviËení: Co lze vyËíst ze zápisu A5(0) =
1
2?

2.6. Tvrzení:

E(øk) =

Z 1

0
uak(u)du =

Z 1

0
Bk(u)du, k = 0, 1, . . . .

D˘kaz: Nab˝vá-li xpouze nezáporn˝ch hodnot a integrál
R1
0 xf(x)dx existuje, pak uæitím

metody per partes u = x, v0 = °f(x), u0 = 1, v = 1° F (x) dostaneme

°
Z 1

0
xf(x)dx = [x(1° F (x))]10 °

Z 1

0
(1° F (x))dx.

Nyní si staËí uvÏdomit, æe z p¯edpokladu existence
R1
0 xf(x)dx plyne, æe limx!1 x(1 °

F (x)) = 0. Je totiæ

|x(1° F (x))| = |x|
Z 1

x
f(u)du ∑

Z 1

x
uf(u)du.

V tomto kontextu m˘æeme uvést obecnÏjπí tvrzení:

Tvrzení: Nechª nezáporná veliËina ø má rizikovou funkci B(u) a nechª Eøk < 1, k =
1, 2, . . . . Potom platí

Eøk
= k

Z 1

0
uk°1B(u)du.

D˘sledek 1: Je-li
R1
0 uk°1B(u)du <1, potom existuje k-t˝ moment veliËiny ø .
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D˘kaz: Uæitím metody per partes pro f 0 = kuk°1, f = uk, g = B(u), g0 = °a(u) dosta-
neme

k

Z x

0
uk°1B(u)du = xkB(x) +

Z x

0
uka(u)du ∏

Z x

0
uka(u)du ∏ 0.

Levá strana je koneËná p¯i x!1 a proto je i 1 >
R x
0 uka(u)du ∏ 0.

D˘sledek 2: Var(øk) = 2
R1
0 uB(u)du° (Eøk)

2
.

Pro okamæiky událostí {tn} definujme

– distribuËní funkci Un(t) = P (tn ∑ t) = P (N(t) ∏ n) =
P1

j=n P (N(t) = j) =P1
j=n vj(t), n = 0, 1, . . . ,

– rizikovou funkci Vn(t) = 1° Un(t) = P (tn > t) =
Pn°1

j=0 vj(t), n = 0, 1, . . . .

2.7. Tvrzení:

E(tn) =
n°1X

j=0

E(øj), n = 0, 1, . . . .

D˘kaz: Tvrzení plyne z rovnosti tn =
Pn°1

j=0 øj .

2.8. Tvrzení:
E(øk) =

Z 1

0
Bk(t)dt =

Z 1

0
vk(t)dt, k = 0, 1, . . . .

D˘kaz:

E(tn) =

Z 1

0
tdUn(t) =

Z 1

0
(1° Un(t))dt =

Z 1

0

n°1X

j=0

vj(t)dt =
n°1X

j=0

Z 1

0
vj(t)dt =

n°1X

j=0

E(øj).

2.9. P¯edpoklad C:
øn, n = 1, 2, . . . jsou nezávislé, stejnÏ rozdÏlené spojité náhodné veliËiny, to znamená, æe

An(x) = F (x), n = 1, 2, . . . s hustotami f(x).

Nechª pro ø0 je A0(x) = A(x). Potom

P (t1 ∑ t) = U1(t) = P (ø0 ∑ t) = A0(t)

P (t2 ∑ t) = P (ø0 + ø1 ∑ t) =

Z t

0
A0(t° u)f(u)du = U2(t) =

Z t

0
F (t° u)a(u)du = A § F (t)

9



Potom

Un(t) = P (tn ∑ t) = A § F (n°1)(t), n = 1, 2, . . . ,

p¯iËemæ definujeme A § F (0)(t) = A(t). (Symbol § oznaËuje konvoluci distribuËních funkcí).
Tento p¯edpoklad znamená, æe máme nÏjakou veliËinu ø , která má v˝znam doby mezi

událostmi a je nezávislá na poËtu událostí. V˝jimkou je doba ø0 do první (pozorované)
události.

Nechª doba ø do p¯íπtí události má absolutnÏ spojitou distribuËní funkci F (x) a hustotu
f(x). Potom funkce

r(x) =
f(x)

1° F (x)

definovaná pro vπechna x pro která je F (x) < 1, se naz˝vá intenzitou událostí (p¯íchod˘,
poruch, . . . ) (v pojiπªovnictví je to takzvan˝ ”hazard rate”, její p¯evrácená hodnota se v

ekonomii naz˝vá ”Mills rate”). Interpretace této funkce je z¯ejmá z následujících vztah˘

P (x < ø < x+�|ø ∏ �) .
= r(x)�.

2.10. Tvrzení: Je-li F (x) absolutnπ spojitá distribuËní funkce náhodné veliËiny ø , f(x) je
její hustota, B(x) riziková funkce a r(x) intenzita událostí, potom platí, æe

B(x) = exp(°
Z x

0
r(t)dt) a f(x) = r(x). exp(°

Z x

0
r(t)dt).

D˘kaz Integrací vztahu r(x) = ° 1
B(x) .

dB(x)
dx na (0, x) a z podmínky B(0) = 1 dostaneme

tvrzení.

CviËení: Rozmyslete si p¯ípad, kdy r(t) = ∏.
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3. Základní typy proces˘, proces obnovy.

3.1. Základní t¯ídy proces˘.

Posloupností nezávisl˝ch náhodn˝ch veliËin naz˝váme posloupnost {Xn}1n=°1 takovou, æe
pro jakoukoli k-tici (i1, . . . , ik), k = 1, 2, . . . platí

P (Xi1 ∑ x1,Xi2 ∑ x2, . . . , Xik ∑ xk) =
kY

j=1

P (Xij ∑ xj).

Bodov˝ proces N(t) naz˝váme procesem s nezávisl˝mi p¯ír˘stky právÏ kdyæ pro libovolnou
k-tici vzájemnÏ disjunktních interval˘ (s1, s1 + t1i, (s2, s2 + t2i, . . . ,
(sk, sk + tki, k = 2, . . . tvo¯í (N(s1, s1 + t1), N(s2, s2 + t2), . . . , N(sk, sk + tk) posloupnost
nezávisl˝ch náhodn˝ch veliËin.

Bodov˝ proces N(t) naz˝váme regenerativním právÏ kdyæ posloupnost dob mezi událostmi
{øn} je posloupností nezávisl˝ch náhodn˝ch veliËin.

Bodov˝ proces N(t) naz˝váme rekurentním právÏ kdyæ posloupnost dob mezi událostmi
{øn} je posloupností nezávisl˝ch a stejnÏ rozdÏlen˝ch náhodn˝ch veliËin, tzn. je-li Ak(t) =
A(t), k = 1, 2, . . ..

P¯íklad: Mezi procesem s nezávisl˝mi p¯ír˘stky a regenerativním procesem je obecnÏ rozdíl.
Tak nap¯íklad pr˘jezdy motorov˝ch vozidel urËit˝m místem na dálnici mohou tvo¯it bodov˝
proces s nezávisl˝mi p¯ír˘stky, ale tento proces uæ nemusí b˝t (a zpravidla není) regenera-
tivní. Naproti tomu, volání na telefonní úst¯ednu lze povaæovat za regenerativní (a dokonce
i rekurentní) bodov˝ proces.

V p¯ípadÏ rekurentního procesu oznaËme A0(t) = P (ø0 ∑ t). Tato distribuËní funkce se od
ostatních Ak(t) = A(t), k = 1, 2, . . . m˘æe liπit, nicménÏ nem˘æe b˝t libovolná:

Tvrzení:

A0(t) =
1
T

Z t

0
B(u)du, kde T =

Z 1

0
B(u)du.

D˘kaz: za cviËení.

3.2. Homogenní proces.

Bodov˝ proces N(t) naz˝váme homogenním, jestliæe pro kaædé s 2 R má N(s, t) stejné
rozdÏlení pravdÏpodobnosti jako N(0, t) a tedy jako N(t). To znamená, æe musí platit
vn(s, t) = vn(0, t) = vn(t) pro libovolné s, t 2 R+, n 2 N .
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Tvrzení: Je-li N(t) homogenní bodov˝ proces, potom platí

E(N(t)) = tE(N(1)) = tµ,

kde µ = E(N(1)) je pr˘mÏrn˝ poËet událostí za jednotku Ëasu (hustota procesu).

D˘kaz: za cviËení.

Poznámka: P¯edpoklad homogenity se obvykle vztahuje na urËit˝ (nedlouh˝) Ëasov˝ úsek.
Tímto postupem lze pracovat s „po Ëástech homogenními procesyˇ.
Za p¯edpokladu A z¯ejmÏ musí platit, æe v0(0) = P (N(0) = 0) = 1. PravdÏpodobnost

P (N(t) = 0) = v0(t) je z¯ejmÏ nerostoucí funkcí Ëasu t.

Tvrzení: Pro kaæd˝ homogenní bodov˝ proces existuje

lim
t!0+

1° v0(t)
t

= ∏ ∏ 0.

∏ se naz˝vá parametrem (intenzitou) homogenního procesu.

D˘kaz: ∏ je vlastnÏ zápornÏ vzatou derivací v0(t) zprava v bodÏ t = 0. Dalπí plyne z p¯ed-
poklad˘ A a B.

Tvrzení: Pro kaæd˝ homogenní bodov˝ proces platí ∏ ∑ µ.

D˘kaz: 1 ° v0(t) =
P1

j=1 vj(t) ∑
P1

j=1 jvj(t) = E(N(t)) = µt. Odtud po vydÏlení t > 0
dostaneme

1° v0(t)
t

∑ µ) ∏ = lim
t!0+

1° v0(t)
t

∑ µ.

3.3. Ordinární procesy.

Bodov˝ proces N(t) naz˝váme ordinárním právÏ kdyæ pro libovolné s ∑ 0 platí

lim
t!0

1° v0(s, t)° v1(s, t)
t

= 0.

To znamená, æe ve velmi krátkém Ëasovém intervalu je pravdÏpodobnost æe nastane více neæ
1 událost ¯ádovÏ menπí, neæ je délka tohoto intervalu.

Tvrzení: Nechª N(t) je homogenní bodov˝ proces. Potom platí ∏ = µ () proces je
ordinární.

D˘kaz: za cviËení.

Z v˝πe uvedeného tvrzení plyne, æe ∏ = v1(t)
t . Dále pro homogenní ordinární proces platí p¯i

t! 0:

v0 = 1° ∏t+ o(t)

v1 = ∏t+ o(t)

P (N(t) ∏ 2) = U2(t) = o(t)
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CviËení: Dokaæte následující tvrzení:

– Ordinární proces s nezávisl˝mi p¯ír˘stky je regenerativní.

– Ordinární homogenní proces je regenerativní právÏ kdyæ je rekurentní.

Poznámka 1. V praxi pozorujeme i procesy, v nichæ nastává více událostí v jediném oka-
mæiku – nap¯íklad pr˘jezdy na víceproudé komunikaci – v takovém p¯ípadÏ, nelze-li uæ
zjemnit Ëasovou πkálu tak, aby Ëasy událostí byly navzájem r˘zné, lze namísto posloupnosti
{tn} registrovat posloupnost {tn, rn}, kde tn je Ëas a rn je poËet událodtí v okamæiku tn.
Ve vÏtπinÏ p¯ípad˘ uæ bude podmínka ordinárnosti procesu splnÏna.

Poznámka 2. Regenerativní procesy se naz˝vají téæ procesy obnovy. Ve chvíli, kdy na-
stává událodt, proces zaËíná jakoby „nanovoˇ. V takov˝ch p¯ípadech se zkoumají vlastnosti
procesu pro t!1 (p¯i dlouhé dobÏ provozu) jako „pr˘mÏrné v Ëaseˇ (time averages).

3.4. Procesy obnovy.

Nechª {øn} je posloupnost nezávisl˝ch náhodn˝ch veliËin. OznaËme

P (øj ∑ x) = Aj(x) = F (x), j = 1, 2, . . . ,

P (ø0 ∑ x) = A0(x).

ProcesN(t) = max{n :
Pn

k=0 øk ∑ t} budeme naz˝vat procesem obnovy a Ëasy tn =
Pn

k=0 øk

nazveme okamæiky obnovy.

Funkce n(t) = E(N(t)) =
P1

j=0E(¬{tj∑t}) =
P1

j=0 P (tj ∑ t) =
P1

j=0A0 ? F (j°1)(t) se
naz˝vá funkce obnovy.

Je z¯ejmé, æe P (limt!1 n(t) = +1) = 1. Bude nás zajímat pr˘mÏrná hodnota n(t) v Ëase,
t.j. limt!1

n(t)
t .

OznaËme dále
µ =

1R1
°1 xF (x)dx

,

pokud je integrál koneËn ,̋ µ = 0 v opaËném p¯ípadÏ. µ se naz˝vá intenzitou obnovy.
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Tvrzení (základní vÏta teorie obnovy):
Pro proces obnovy N(t) platí skoro jistÏ (t.j. s pravdÏpodobností 1)

lim
t!1

N(t)
t
= µ

(verze pro náhodné veliËiny) a

lim
t!1

n(t)
t
= µ

(verze pro st¯ední hodnoty).

D˘kaz: Zákon velk˝ch Ëísel ) Etn =
P

Eøn = n 1µ )

P (! : lim
n!1

tn(!)
n
=
1
µ
) = 1

P (! : lim
t!1

N(t, !) =1) = 1

Odtud plyne, æe

P (! : lim
t!1

tN(t)(!)
N(t,!)

=
1
µ
) = 1

Protoæe je tN(t) ∑ t ∑ tN(t)+1 a P (lim tN(t)

tN(t)+1
= 1) = 1, dostáváme skoro jistÏ nerovnosti

tN(t)
tN(t)+1

<
tN(t)

t
∑ 1

a
lim

t!1

tN(t)
t
= 1,

ze kter˝ch dostáváme konvergenci N(t)
t = tN(t)

t
N(t)
tN(t)

! µ skoro jistÏ.

3.5. Poisson˘v proces.

Definice: Homogenní proces s nezávisl˝mi p¯ír˘stky, v nÏmæ platí

P (N(s, t) = n) = P (N(t) = n) = vn(s, t) = vn(t) = e°∏t (∏t)n

n!
,

pro n = 1, 2, . . . , ∏ > 0, se naz˝vá Poisson˘v proces.

Tvrzení: Homogenní proces s nezávisl˝mi p¯ír˘stky je ordinární právÏ kdyæ je Poisso-
nov˝m procesem.

D˘kaz: Nejprve ukáæeme, æe Poisson˘v proces je ordinární: je totiæ

lim
t!0

1° v0(t)° v1(t)
t

= lim
t!0

1° e°∏t ° ∏te°∏t

t
= lim

t!0

1° e°∏t

t
° lim

t!0
∏e°∏t = 0.
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Naopak: z homogenity a nezávislosti plyne, æe v0(t+ h) = v0(t).v0(h) pro vπechna t, h 2
R+, a tedy v0(t) =

°
v0( t

n )
¢n
pro kaædé n 2 N a t ∏ 0. Navíc z ordinarity procesu vypl˝vá,

æe v0( t
n ) = 1° ∏ t

n + o( 1n , pro n!1. Spojením obou d˘sledk˘ dostaneme

lim
n!1

v0(t) =
µ

v0(
t

n
)
∂n

= lim
n!1

µ
1° ∏t

n
)
∂n

= e°∏t.

Tedy pro kaædé t ∏ 0 je v0(t) = e°∏t. Zb˝vá odvodit vztah pro vn(t).
Uvaæujme interval délky t+ h, v nÏmæ nastalo k událostí. z nezávislosti plyne, æe

vk(t+ h) = vk(t)v0(h) + vk°1(t)v1(h) + . . .+ v0(t)vk(h).

Odtud

vk(t+ h)° vk(t) = vk(t)(v0(h)° 1) + . . .

lim
h!0

vk(t+ h)° vk(t)
h

= v0k(t) = °∏vk(t) + ∏vk°1(t)

kde poslední rovnost plyne z ordinárnosti. Tedy v0k(t) = ∏(vk°1(t)° vk(t)).
Poloæme vk(t) = e°∏tuk(t). Pak musí b˝t u0(t) = 1 pro kaædé t ∏ 0, pro k ∏ 1 je

vk(0) = uk(0) = 0. Potom

v0k(t) = °∏e°∏tuk(t) + e°∏tu0k(t) = ∏e°∏t(uk°1(t)° uk(t)).

Odtud postupnÏ dostáváme

u0(t) = 1) u1(t) = ∏t) u2(t) =
∏2t2

2
) . . .) un(t) =

(∏t)n

n!
) . . . .

Tvrzení: N(t) je regenerativním procesem s øn ª Exp(∏) právÏ kdyæ je Poissonov˝m
procesem.

D˘kaz: OpÏt zaËneme implikací zprava doleva: je-li N(t) Poisson˘v proces, potom je
ordinární s nezávisl˝mi p¯ír˘stky a tedy je regenerativní a platí

P (ø0 ∑ t) = 1° P (ø0 > t) = 1° v0(t) = 1° e°∏t.

ObrácenÏ: nechª øn ª Exp(∏). Potom je tk souËtem nezávisl˝ch náhodn˝ch veliËin s
exponenciálním rozdÏlením a má tedy Erlangovo rozdÏlení s parametry ∏, k. Odtud

P (tk > t) = e°∏t
k°1X

j=0

(∏t)j

j!
= P (N(t) < k).

Srovnáním plyne, æe N(t) je Poisson˘v proces.

Tvrzení: Nechª N(t) je Poisson˘v proces a nechª tn = t. Potom podmínÏné rozdÏlení
t1, t2, . . . , tn°1 je rovnomÏrné v intervalu (0, t), tzn. æe

P (tk < s|tn = t) =
s

t
, k < n, s < t.
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3.5.1. Nehomogenní Poissonovy procesy
Nehomogenním Poissonov˝m procesem nazveme proces s nezávisl˝mi p¯ír˘stky, v nÏmæ

platí

P (N(s, t) = n) = vn(s, t) = e°(⇤(s+t)°⇤(s)) (⇤(s+ t)° ⇤(s))n

n!
, n = 1, 2, . . . ,

a ⇤(s) je nezáporná neklesající funkce pro s ∏ 0.

Poznámky:

– pokud je ⇤(s) = ∏s, pak je proces homogenní;

– je-li ⇤(s) absolutnÏ spojitá, t.j. existuje nezáporná funkce ∏(u) tak, æe ⇤(s) =
R s
0 ∏(u)du,

naz˝váme tuto funkci promÏnnou intenzitou procesu, závisející na Ëase. Pro homogenní
proces je ∏(s) = ∏ a tedy ⇤(s) = ∏s.
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4. Markovské procesy.

4.1. Markovské ¯etÏzce.

Pozorujeme-li poËet vozidel, která jsou v daném okamæiku v urËitém úseku silnice (na-
p¯íklad na celnici). ZmÏnu tohoto poËtu zp˘sobují události dvojího typu: p¯íjezdy nov˝ch
vozidel a odjezdy vozidel, která úsek projela (byla odbavena). OznaËme poËet automo-
bil˘ v úseku X(t). Pouæijeme-li oznaËení pro Ëasy událostí tn, n = 1, 2, . . . , potom nechª
Xn = X(tn).

X(t)

-

6

a

tt1 t2 t3 t4 . . .

Definice 4.1.1: Platí-li pro libovolné n 2 {1, 2, . . . }

P (Xn = j|Xn°1 = i,Xn°2 = in°2, . . . ,X0 = i0) = P (Xn = j|Xn°1 = i) = pij ,

a P (X0 = k) = ak(0), ¯ekneme, æe posloupnost náhodn˝ch veliËin {Xn} splÚuje Markovskou
vlastnost. Posloupnost {Xn} budeme naz˝vat (nehomogenním) Markovsk˝m ¯etÏzcem.
Je-li pij(n) = pij , n = 1, 2, . . . , budeme Markovsk˝ ¯etÏzec {Xn} naz˝vat homogenním.

V tomto p¯ípadÏ budeme pouæívat i oznaËení ak(0) = ak.

OznaËme ⌦ = {E1, E2, . . . } mnoæinu (spoËetnou) stav˘, které mohou ve sledovaném
modelu nastat. Potom Xn = j () systém je v Ëase tn ve stavu Ej . P¯i tomto znaËení
bude pro Markovsk˝ ¯etÏzec se spoËetnÏ mnoha stavy platit

P (Ej0 , Ej1 , . . . , Ejn) = aj0pj0j1(1) . . . pjn°1jn(n),

v nehomogenním p¯ípadÏ, pro homogenní ¯etÏzec potom

P (Ej0 , Ej1 , . . . , Ejn) = aj0pj0j1 . . . pjn°1jn .

Dosud jsme znaËili pij(n) pravdÏpodobnost p¯echodu v jednom kroku (z n ° 1–tého do n-
tého). OznaËme nyní pij(n, m) pravdÏpodobnost p¯echodu ze stavu i do j mezi kroky n–t˝m
a m-t˝m (p¯irozenÏ pro n < m), t.j. pravdÏpodobnost P (X(m) = j|X(n) = i). Uvaæujme
tzv. „matici p¯echoduˇ

P =

0

BB@

p00, p01, . . . p0n

p10, p11, . . . p1n

. . . . . . . . . . . .

pn0, pn1, . . . pnn

1

CCA .

1  7



Z¯ejmÏ je (v homogenním p¯ípadÏ)

pij(n° 2, n) = P (X(n) = j|X(n° 2) = i) =
nX

k=0

pikpkj = p
(2)
ij ,

coæ je prvek matice P
2 = P.P . Rozπí¯ením této úvahy dojdeme k závÏru, æe pro n < m je

pij(m,n) = p
(m°n)
ij prvek matice P

m°n. Toto platí i pro ¯etÏzec se spoËetnÏ (i nekoneËnÏ)
mnoha stavy. Vlastní v˝poËet prvk˘ n–té mocniny matice P je ovπem pomÏrnÏ problema-
tick .̋ V p¯ípadÏ nekoneËnÏ mnoha stav˘ musíme vycházet z definice p

(n)
ij jako podmínÏné

pravdÏpodobnosti; pro ¯etÏzec s koneËnÏ mnoha stavy m˘æeme buÔ postupnÏ umocÚovat
matici P , nebo pouæít aproximaci jako je nap¯íklad tzv. „Peron˘v vzorecˇ (viz Dodatek).

Definice 4.1.2:

• Stav Ej je p¯echodn˝ ()
P1

n=1 p
(n)
jj <1

V tomto p¯ípadÏ je
P1

n=1 p
(n)
ij <1 pro kaædé i

• Stav Ej je trval˝, nulov˝ ()
P1

n=1 p
(n)
jj = +1, limn!1p

(n)
jj = 0

OpÏt je limn!1p
(n)
ij = 0 pro kaædé i

• Stav Ej je trval˝, nenulov˝, neperiodick˝ () existuje µj 6= 0, tak, æe
P1

n=1 p
(n)
jj =

+1, limn!1p
(n)
jj = 1/µj

• Stav Ek je dosaæiteln˝ z Ej () existuje n > 0, tak, æe p
(n)
jk > 0

• Stav Ej se naz˝vá absorpËním () pjj = 1.

• Mnoæina stav˘ C = {Ej1 , . . . , Ejn} je uzav¯ená () pjk = 0 pro kaædé Ej 2 C a
Ek 62 C.

• Markov˘v ¯etÏzec se naz˝vá nerozloæiteln˝m () nejmenπí uzav¯ená mnoæina je mnoæina
vπech stav˘.

Je-li Markov˘v ¯etÏzec nerozloæiteln ,̋ potom je kaæd˝ stav dosaæiteln˝ z jakéhokoli jiného
stavu. Naopak, je-li rozloæiteln ,̋ potom lze matici p¯echodu vyjád¯it ve tvaru

P =
µ

P1 O

A B

∂
,

kde P1, B jsou Ëtvercová matice a O je nulová matice.

Tvrzení 4.1.3: Jsou-li Ei a Ej vzájemnÏ dosaæitelné stavy, potom jsou i téhoæ typu.

Tvrzení 4.1.4 (Chapman–Kolmogorovova rovnost):

p
(n)
ij =

1X

k=1

p
(m)
ik .p

(n°m)
kj , 0 < m < n.

1  8



Markov˘v ¯etÏzec je plnÏ urËen maticí p¯echodu P = {pij} a poËáteËním rozloæením
{aj(0)}. OznaËme aj(n) = P (X(n) = j). Podle Chapman–Kolmogorovovy rovnosti je

aj(1) =
1X

k=1

ak(0).pkj , . . . , aj(n) =
1X

k=1

ak(0).p
(n)
kj , . . . ,

nebo téæ

aj(n) =
1X

k=1

ak(m).p
(n°m)
kj , 0 < m < n.

Definice 4.1.5: Limity limn!1aj(n) = ºj , pokud existují, naz˝váme stacionárním
rozloæením Markovova ¯etÏzce.

Stacionární rozloæení je ¯eπením soustavy rovnic ºj =
P1

k=1 ºkpkj , neboli ~º = ~ºP .
V teorii Markovov˝ch ¯etÏzc˘ se zkoumají podmínky, za kter˝ch toto stacionární rozloæení
existuje. Lze nap¯íklad ukázat, æe pokud je mnoæina vπech stav˘ koneËná, potom k existenci
stacionárního rozloæení staËí, aby

1. Markov˘v ¯etÏzec byl nerozloæiteln˝

2. pro alespoÚ jeden stav Ej platilo pjj > 0.

Jinou takovou podmínkou je, æe musí existovat n tak, æe pro vπechny dvojice i, j platí
p
(n)
ij > 0.

4.2. Markovské procesy.

Uvaæujme proces {X(t), t ∏ 0} se spoËetnou mnoæinou stav˘ {E0, . . . , En, . . . }. PravdÏ-
podobnost, æe v Ëase t bude proces ve stavu Ek oznaËíme pk(t) = P (X(t) = Ek). pk(t) tvo¯í
pravdÏpodobnostní rozdÏlení, tedy musí platit

P1
k=1 pk(t) = 1 pro kaædé t ∏ 0. Markovská

vlastnost má v p¯ípadÏ spojitého Ëasu tvar: pro kaædou posloupnost Ëas˘ 0 ∑ sn ∑ sn°1 ∑
· · · ∑ s1 ∑ s < t platí

P (X(t) = j|X(s) = i,X(s1) = i1, . . . ,X(sn) = in) = P (X(t) = j|X(s) = i) = pij(s, t),

kde pij(s, t) je pravdÏpodobnost p¯echodu. Chapman–Kolmogorovova rovnost zde má tvar

pij(s, t) =
1X

k=1

pik(s, l).pkj(l, t), 0 ∑ s < l < t,

nebo

pj(t) =
1X

k=1

pk(s).pkj(s, t), 0 ∑ s < t.

1  9



Markov˘v proces nazveme homogenním, pokud pij(s, t) = pij(t ° s). Pro homogenní Mar-
kovovy procesy platí Chapman–Kolmogorovova rovnost v následujícím tvaru:

pij(s+ t) =
1X

k=1

pik(s).pkj(t),

nebo

pj(s+ t) =
1X

k=1

pk(s).pkj(t).

Tvrzení 4.2.1: Doba setrvání homogenního Markovova procesu X(t) ve stavu Ej má
exponenciální rozdÏlení s parametrem qj .

Definice 4.2.2: Parametr qj z p¯edchozího tvrzení naz˝váme intenzitou v˝stupu procesu
X(t) ze stavu Ej .

D˘kaz: OznaËme ºj(t) = P (X(s) = j, s 2 (l, l + t], l ∏ 0|X(l) = j). Pro libovolné
t1, t2 ∏ 0 je z¯ejmÏ ºj(t1+t2) = ºj(t1).ºj(t2) a po úpravÏ ºj(t+h)°ºj(t) = ºj(t)(ºj(h)°1).
Odtud m˘æeme odvodit diferenciální rovnici

º
0
j(t) = lim

h!0

ºj(t+ h)° ºj(t)
h

= °ºj(t) lim
h!0

1° ºj(h)
h

= °ºj(t).qj ,

pokud existuje qj = limh!0
1°ºj(h)

h = °º
0
j(0). Tato limita bude kladná, neboª ºj(t) je

klesající funkcí Ëasu a tedy její derivace je záporná. ÿeπením v˝πe uvedené rovnice je ºj(t) =
exp(°qjt) pro t ∏ 0.
VπimnÏme si, æe je

1 ∏ lim
h!0

pjj(h) ∏ lim
h!0

ºj(h) = lim
h!0
exp(°qjh) = 1

Tedy limh!0 pjj(h) = 1) limh!0 pjk(h) = 0, neboª
P1

k=1 pjk(h) = 1.

Tvrzení 4.2.3: (Homogenní) Poisson˘v proces je (homogenním) Markovov˝m procesem.

D˘kaz:

P (N(t) = n|N(s) = m, N(s1) = m1, . . . , N(sk) = mk) =

P (N(s, t° s) = n°m) = exp°∏(t° s)
[∏(t° s)]n°m

(n°m)!
=

pmn(s, t), n > m

Odtud plyne æe pjj(t) = ºj(t) = exp°∏t, neboli v PoissonovÏ procesu jsou vπechny
intenzity stejné a rovné ∏. Protoæe je N(t) neklesající, je pkl(t) = 0 pro k > l.
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Z¯ejmÏ je limh!0 pjj(h) = 1, limh!0 pij(h) = 0, pro kaædou dvojici i, j > 0. Pro kaædé
j 6= i, i > 0, j > 0 p¯edpokládejme dále existenci limit (?):

qj(t) = lim
h!0

1° pjj(t, t+ h)
h

qij(t) = lim
h!0

pij(t, t+ h)
h

.

O qj a qij navíc p¯edpokládáme spojitost v promÏnné t ∏ 0 stejnomÏrnost v˝πe uvedené
konvergence. V dalπím budeme pouæívat tzv. „Kroneckerovo ±ˇ:

±ij =

(
0, proi 6= j,

1, proi = j.

Tvrzení 4.2.4: Za v˝πe uveden˝ch p¯edpoklad˘ (?) odpovídají pravdÏpodobnosti p¯echodu
pij(t, ø) soustavám „Kolmogorovov˝ch diferenciálních rovnicˇ, a to buÔ

@pij(t, ø)
@ø

= °qj(ø)pij(t, ø) +
X

k 6=j

qkj(ø)pik(t, ø)

(„prospektivníˇ soustava) s poËáteËní podmínkou pij(t, t) = ±ij , t > ø , nebo

@pij(t, ø)
@ø

= qi(t)pij(t, ø)°
X

k 6=i

qik(t)pkj(t, ø)

(„retrospektivníˇ soustava) s poËáteËní podmínkou pij(ø, ø) = ±ij , t < ø .

D˘kaz plyne p¯ímo z Chapman–Kolmogorovovy rovnosti. Pro t < ø < ø + h dostáváme

pij(t, ø + h) =
X

k

pik(t, ø)pkj(ø, ø + h) = pij(t, ø)pjj(ø, ø + h) +
X

k 6=j

pik(t, ø)pkj(ø, ø + h).

Z p¯edpoklad˘ plyne, æe pjj(ø, ø + h) = 1° qj(ø)h+ o(h) a tedy

pij(t, ø + h)° pij(t, ø) = °qj(ø)hpij(t, ø) + o(h) +
X

k 6=j

pik(t, ø)pkj(ø, ø + h),

Po vydÏlení h a limitním p¯echodem k nule dostaneme tvrzení.

D˘sledek 4.2.5 Nechª homogenní markov˘v proces splÚuje p¯edpoklady (?). Potom pro
pij(t) platí

p
0
ij(t) = °qjpij(t) +

X

k 6=j

qkjpik(t), t > 0

p
0
ij(t) = °qipij(t) +

X

k 6=i

qikpkj(t), t > 0

s poËáteËní podmínkou pij(0) = ±ij .

2  1



Poznámka: ObÏ rovnice jsou ekvivalentní, to znamená, æe ¯eπení jedné je zároveÚ i ¯eπením
druhé.

D˘sledek 4.2.6 Nechª homogenní markov˘v proces splÚuje p¯edpoklady (?). Potom pro
pij(t) platí

p
0
j(t) = °qjpj(t) +

X

k 6=j

qkjpk(t), t > 0

D˘sledek 4.2.7 Pro homogenní Poisson˘v proces platí

p
0
j(t) = °∏pj(t) + ∏pj°1(t), j > 0

p
0
0(t) = °∏p0(t)

D˘kaz: Do rovnic z d˘sledku 4.2.6 dosadíme qj = ∏ = qj°1,j , j = 1, 2, . . . , q0 = ∏.

CviËení NajdÏte ¯eπení soustavy Kolmogorovov˝ch rovnic pro homogenní Poisson˘v proces.

Zpravidla nás zajímá pouze tzv. „stacionární rozloæeníˇ, to jest limity limt!1 pij(t) = ºij ,
limt!1 pj(t) = ºj .

• Pro kaæd˝ homogenní markov˘v proces tyto limity existují, pokud splÚuje podmínky
limt!0 pij(t) = 0 a limt!0 pjj(t) = 1 (tyto limity vπak obecnÏ závisí na i).

• Má-li markov˘v proces koneËnou mnoæinu stav˘, pak k existenci stacionárního rozdÏ-
lení staËí, aby existovalo t ∏ 0 tak, æe pij(t) > 0 pro vπechna i, j = 0, 1, . . . , M .
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4.3. Nemarkovské procesy

Proces, kter˝ je Markov˘v, musí nutnÏ mít Ëasové intervaly mezi událostmi (zmÏnami
stavu) s exponenciálním rozloæením. To je ovπem omezení, které nelze Ëasto splnit.
Jak postupovat v takov˝ch p¯ípadech?

1. V nÏkter˝ch p¯ípadech lze pouæít metodu tzv. „vno¯eného markovova ¯etÏzceˇ, po-
cházející od Kendalla. Není-li splnÏna Markovská vlastnost pro libovolnou volbu t >

s ∏ s1 ∏ · · · ∏ sn ∏ 0, k, j, j1, . . . , jn, snaæíme se najít urËitou podposloupnost
0 ∑ t

§
1 < t

§
2 < · · · < t

§
m < . . . , limn!1 t

§
n = +1 takovou, aby pro Ëísla z této pod-

posloupnosti Markovská vlastnost uæ platila. To znamená, æe posloupnost {X(t§n)}1n=1
bude tvo¯it Markov˘v ¯etÏzec. Tím vπak ztrácíme informaci o chování procesu mimo
tuto posloupnost {t§n}1n=1.

P¯íklad: Do obchodu p¯icházejí zákazníci v Poissonovském proudu (t.j. s exponenciální
dobou mezi p¯íchody) a jsou obslouæeni v dobÏ, která má rozdÏlení s distribuËní funkcí
F (t). OznaËme X(t) poËet zákazník˘ v obchodÏ. Tento proces není obecnÏ Markov˘v.
OznaËme dále t

§
n Ëasy odchod˘ zákazník˘ z obchodu. Posloupnost {X(t§n)}11 jiæ tvo¯í

Markov˘v ¯etÏzec.

2. Jindy lze situaci napravit vhodn˝m rozπí¯ením zápisu procesu.

P¯íklad: Uvaæujme rekurentní proces N(t). Kdyby byl markovsk ,̋ pak ze znalosti hod-
noty N(t§) = k pro jedno dané t

§ by bylo moæno stanovit pravdÏpodobnosti budoucích
hodnot N(t + ø). To vπak obecnÏ neplatí. PravdÏpodobnosti zmÏny N(t) v intervalu
(t, t + ø) závisejí nejen na N(t), ale i na tom, jak dlouho uæ N(t) = k platí. Namísto
N(t) budeme registrovat dvojice [N(t), T (t)], kde T (t) je doba od poslední události
do Ëasu t. Tyto dvojice uæ tvo¯í Markov˘v proces. Pokuste se za cviËení spoËítat (s
pomocí B(t)) podmínÏnou pravdÏpodobnost

P (N(t+ ø) = k, T (t+ ø) = w|N(t) = j, T (t) = v)

3. Studují se tzv. „semimarkovské procesyˇ, o nichæ aæ nÏkdy jindy.
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5. Kendallova klasifikace, model M/M/1.
Systém hromadné obsluhy lze zjednoduπenÏ znázornit pomocí následujícího obrázku.

Zákazníci p¯icházejí do systému v obecnÏ náhodn˝ch okamæicích a ¯adí se nÏjak˝m zp˘sobem

do fronty. Intervaly mezi p¯íchody mají rozdÏlení pravdÏpodobnosti s distribuËní funkcí F (t).

-

- G(t) -

- G(t) -

- G(t) -

.

.

.

- G(t) -

F (t)

Systém se skládá z n obsluæn˝ch stanic. Kaædá z nich

m˘æe najednou obsluhovat jediného zákazníka, p¯i-

Ëemæ doba obsluhy se opÏt obecnÏ povaæuje za ná-

hodnou veliËinu s distribuËní funkcí G(t). Zákaz-

níci Ëekající ve frontÏ se nÏjak˝m zp˘sobem (podle

frontového reæimu) za¯azují do obsluhy; je-li nÏkterá

stanice obsluhy volná, ihned se do ní za¯adí nÏkter˝

zákazník Ëekající ve frontÏ. Je-li obsluha ukonËena,

obslouæen˝ zákazník opouπtí stanici a tím i cel˝ sys-

tém obsluhy. V teorii hromadné obsluhy se pouæívá

tzv. „Kendallova klasifikaceˇ systém˘ hromadné ob-

sluhy. V rámci této klasifikace se systémy hromadné

obsluhy dÏlí podle rozdÏlení vstupního proudu zá-

kazník˘, podle rozdÏlení doby obsluhy a podle poËtu

obsluæn˝ch stanic v systému.

NÏkdy se bere v úvahu i kapacita fronty (maximální poËet zákazník˘, kter˝ m˘æe Ëekat

ve frontÏ). Pouæívá se následující oznaËení

X/Y/k nebo X/Y/k /n

kde

– X = oznaËení typu stochastického procesu popisujícího p¯íchody zákazník˘ k obsluze

– Y = oznaËení rozdÏlení pravdÏpodobnosti délky doby obsluhy

– k = poËet obsluæn˝ch stanic

– n = kapacita fronty (neomezená fronta se oznaËuje symbolem 1)

V tabulce je p¯ehled nejËastÏji pouæívan˝ch symbol˘:

X,Y proces p¯íchod˘ rozdÏlení doby obsluhy

M Poisson˘v proces, t.j. exponenciální exponenciální rozdÏlení

rozdÏlení vzájemnÏ nezávisl˝ch interval˘ doby obsluhy

mezi p¯íchody zákazník˘

En Erlangovo rozdÏlení interval˘ mezi Erlangovo rozdÏlení

nezávisl˝mi p¯íchody zákazník˘ doby obsluhy

Kn ¬
2
rozdÏlení interval˘ mezi ¬

2
rozdÏlení doby

nezávisl˝mi p¯íchody zákazník˘ obsluhy

D pravidelné deterministické p¯íchody konstantní doba obsluhy

zákazník˘

G obecn˝ p¯ípad – æádné speciální obecné rozdÏlení doby

p¯edpoklady o p¯íchodech zákazník˘ obsluhy – jakékoli

GI rekurentní proces
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5.1. Systémy M/M/1

Zákazníci p¯icházející do systému se ¯adí do jediné fronty. P¯íchody zákazník˘ tvo¯í

Poissonovsk˝ vstupní proud, tedy jsou vzájemnÏ nezávislé, Ëasové intervaly mezi nimi jsou

- -µ
∏

náhodné a mají exponenciální rozdÏlení pravdÏpodobnosti

s parametrem ∏. Ve stanici obsluhy je vædy obsluhován

jeden zákazník vybran˝ z fronty. Doba jeho obsluhy je

opÏt náhodná, exponenciálnπ rozdÏlená s parametrem µ.

Po ukonËení obsluhy zákazník systém opouπtí.

OznaËme X(t) = poËet zákazník˘ v systému v Ëase t. Potom nap¯íklad jev X(t) = 0

znamená, æe systém je v Ëase t prázdn˝ a Ëeká na zákazmníka; je-li systém ve stavu X(t) > 0,

je právÏ jeden zákazník obsluhován a ostatních X(t) ° 1 zákazník˘ Ëeká ve frontÏ. Proces
X(t) má typick˝ pr˘bÏh znázornÏn˝ grafem na zaËátku odstavce 4.1. Jin˝ zp˘sob grafického

znázornÏní procesu X(t) je následující:

Æ≠©™0 Æ≠©™1 Æ≠©™2 Æ≠©™3 . . .
Æ≠©™n-

æ
-

æ
-

æ
-

æ
-

æ
-

æ
∏

µ

Tvrzení 5.1.1: X(t) je homogenní Markov˘v proces.

D˘kaz: Nechª X(s) = j pro nÏjaké s ∏ 0. Potom
P(v Ëase (s, s+ h] p¯ijde 1 zákazník) = 1° e

°∏h
@ >> h! 0 > ∏h+ o(h)

P(v Ëase (s, s+ h] nep¯ijde 1 zákazník) = e
°∏h
@ >> h! 0 > 1° ∏h+ o(h)

P(v Ëase (s, s+ h] odejde 1 zákazník) = 1° e
°µh
@ >> h! 0 > µh+ o(h)

P(v Ëase (s, s+h] p¯ijdou 2 zákazníci) = (1°e
°∏h
)(1°e

°∏h
)@ >> h! 0 > (∏h+o(h))

2
=

o(h)

P(v Ëase (s, s+ h] se poËet zákazník˘ nezmÏní) = P (X(s+ h) = j|X(s) = j) =

= P(v Ëase (s, s+ h] æádn˝ nep¯ijde a æádn˝ neodejde)=

= (1° ∏h+ o(h))(1° µh+ o(h)) = 1° ∏h° µh+ o(h) = pjj(h)

P(v Ëase (s, s+ h] se poËet zákazník˘ zv˝πí o 1) = P (X(s+ h) = j1|X(s) = j) =

= P(v Ëase (s, s+ h] jeden p¯ijde a æádn˝ neodejde)=

= (∏h+ o(h))(1° µh+ o(h)) = ∏h+ o(h) = pjj+1(h)

PodobnÏ pjj°1(h) = µh+ o(h) a pji(h) = o(h) pro |j° i| > 1. V˝jimeËné postavení má stav

j = 0:

p00(h) = 1° ∏h+ o(h) (nemá, kdo by odeπel)

Soustava Kolmogorovov˝ch diferenciálních rovnic dle D˘sledku 4.2.6 zde má tvar:

p
0
0(t) = °∏p0(t) + µp1(t)

p
0
k
(t) = °(∏+ µ)pk(t) + ∏pk°1(t) + µpk+1(t)

pro k = 1, 2, . . . , neboª je q0 = ∏, qk = ∏+µ, qkk°1 = ∏, qkk+1 = µ, qik = 0 jinak. Navíc musí

platit vztah
P

pk(t) = 1 pro kaædé t. ÿeπení je obecnÏ známé a moæné, nicménÏ v˝sledek je

komplikovan .̋ Jednoduππí situace nastane, bude-li nás zajímat pouze limitní chování systému

pro t ! 1, tedy pravdÏpodobnosti pk = limt!1 pk(t), k = 1, 2, . . . . P¯itom pokud tato

limita existuje, platí z¯ejmÏ limt!1 p
0
k
(t) = 0 a tedy soustava p¯ejde do tvaru

0 = °∏p0 + µp1

0 = °(∏+ µ)pk + ∏pk°1 + µpk+1
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s podmínkou
P1

k=0 pk = 1. ÿeπení této soustavy budeme hledat takto: oznaËme zk = °∏pk+

µpk+1. Po dosazení do soustavy dostaneme

0 = z0

0 = °zk°1 + zk, k = 1, 2, . . . .

Odtud zk = 0 pro vπechna k. Tedy

∏pk = µpk+1 )
pk+1

pk

=
∏

µ
) pk =

µ
∏

µ

∂k

p0

Abychom mohli splnit podmínku
P1

k=0 pk = 1, je t¯eba aby Ω =
∏

µ
< 1. Potom

1X

k=0

p0

µ
∏

µ

∂k

=
p0

1° Ω
) p0 = 1° Ω

. Tak dostáváme ¯eπení

pk =

µ
1° ∏

µ

∂ µ
∏

µ

∂k

, k = 0, 1, 2, . . .

coæ je geometrické rozdÏlení pravdÏpodobnosti s parametrem Ω =
∏

µ
. »íslo Ω se naz˝vá

intenzitou obsluhy

5.2. PoËet zákazník˘ v systému M/M/1

• Pr˘mÏrn˝ poËet zákazník˘ v systému:

∑ =

1X

i=1

kpk = Ω(1° Ω)

1X

i=1

kΩ
k°1
=

Ω

1° Ω

Variance poËtu zákazník˘ v systému =
P1

i=1 k
2
pk =

Ω

(1°Ω)2

∑

Ω1

• Pr˘mÏrn˝ poËet zákazník˘ ve frontÏ:

∞ =

1X

i=1

kpk+1 =
Ω
2

1° Ω
=

∏
2

µ(µ° ∏

Variance tohoto poËtu je rovna
Ω
2(1+Ω°Ω

2)
(1°Ω)2

Poznámka:

1. ∑° ∞ = Ω a nikoli 1, jak by se dalo oËekávat!

2. pk = pravdÏpodobnost, s jakou náhodnÏ vybran˝ zákazník, vstupující do systému,

najde v nÏm dalπích k zákazník˘. Bude tedy po vstupu do systému k-t˝ ve frontÏ

(k > 0).

p0 = pravdÏpodobnost, æe náhodnÏ vybran˝ zákazník nebude Ëekat ve frontÏ.
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5.3. Rozloæení doby Ëekání v systému M/M/1 s ∏ < µ

OznaËme Wk, k = 1, 2, . . . dobu po kterou bude muset Ëekat zákazník, kter˝ vstoupil do

systému s k zákazníky jako (k + 1)ní, t.j. jako k-t˝ do fronty s pravdÏpodobností pk.

Wk = (souËet doby obsluhy (k ° 1) Ëekajících zákazník˘ + zbytek doby obsluhy právÏ
obsluhovaného zákazníka) = O1+O2+ · · ·+Ok°1+Z0. První Ëást O1+O2+ · · ·+Ok°1 je
souËtem nezávisl˝ch exponenciálnÏ rozloæen˝ch náhodn˝ch veliËin s parametrem µ, má tedy

Erlangovo rozloæení pravdÏpodobnosti s parametry (k, µ). Tedy

P (Wk > w) = e
°µw

k°1X

j=0

(µw)
j

j!
, k = 1, 2, . . . .

Z¯ejmÏ je P (W0) = 1 (zákazník, kter˝ p¯ijde do prázdného systému, neËeká).

• Rozloæení doby Ëekání W :

P (W > w) =

1X

k=0

pkP (Wk > w) =

1X

k=1

(1° Ω)Ω
k
e
°µw

(X

j=0

k ° 1)(µw)
j

j!
=

(1° Ω)Ωe
°µw

1X

j=0

(∏w)
j

j!

1X

r=0

Ω
r
= Ωe

°µw
e
∏w
= Ωe

°(µ°∏)w

a P (W = 0) = p0 = 1° Ω (t.j. skok o velikosti (1° Ω) v bodÏ nula).

• St¯ední hodnota a rozptyl doby Ëekání:

E(W ) =
Ω

µ° ∏
, V ar(W ) =

Ω(2° Ω)

(µ° ∏)2
.

• Celková doba strávená zákazníkem v systému: Tato doba se skládá z doby strávené
Ëekáním a z doby obsluhy: R =W +O.

P (R > w) =

1X

k=0

pke
°µw

kX

j=0

(µw)
j

j!
=

1X

j=0

1X

r=0

(1° Ω)e
°µw

Ω
r
Ω

j
(µw)

j

j!
= e

°(µ°∏)w
,

pro w > 0 a P (R < 0) = 0.

Pro st¯ední hodnotu a rozptyl platí následující vztahy:

E(R) =
1

µ° ∏
, V ar(R) =

1

(µ° ∏)2
.

Poznámka: Je-li Ω = 1, t.j. µ = ∏, je systém nestabilní a soustava Kolmogorovov˝ch rovnic

nemá ¯eπení, vπechna pk(t) konvergují k nule p¯i t!1.

5.4. RozdÏlení periody nep¯etræitého provozu v M/M/1
Uvaæujme proces Y (t), zaËínající v 1 (t.j. p1(0) = 1) s pohlcujícím stavem nula: pokud

se systém do tohoto stavu dostane, uæ nikdy se z nÏho nedosatne ven, neboli pokud bude
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existovat t
§

> 0 takové, æe Y (t
§
) = 0, pak uæ bude Y (t) = 0 pro vπechna t ∏ t

§
. Pro takov˝to

proces lze odvodit následující soustavu Kolmogorovov˝ch diferenciálních rovnic:

p
0
0(t) = µp1(t),

p
0
1(t) = °(∏+ µ)p1(t) + µp2(t),

p
0
k
(t) = ∏pk°1(t)° (∏+ µ)pk(t) + µpk+1(t), k = 2, 3, . . .

s poËáteËními podmínkami p1(0) = 1 a
P1

k=0 pk(t) = 1.

V této soustavÏ je p0(t) pravdÏpodobnost jevu, æe se systém v Ëasovém intervalu (0, t] zasta-

vil. Tuto pravdÏpodobnost lze zároveÚ chápat jako distribuËní funkci periody nep¯etræitého

provozu. ÿeπení uvedené soustavy rovnic je pomÏrnÏ komplikované. To, co nás vÏtπinou

pouze zajímá je st¯ední hodnota a rozptyl (variance) periody nep¯etræitého provozu �:

E(�) =
1

µ° ∏
, V ar(�) =

µ+ ∏

(µ° ∏)3
.

Mezi Ëasov˝mi úseky, v nichæ systém pracuje bez zastavení, leæí intervaly, v nichæ systém

Ëeká na p¯íchod zákazníka a tedy nepracuje. Tyto intervaly mají exponenciální rozloæení

s parametrem ∏, tedy se st¯ední hodnotou
1
∏
. Na takov˝to proces se m˘æeme dívat jako na

proces obnovy, v nÏmæ okamæiky obnovy jsou právÏ ony okamæiky, v nichæ p¯ichází zákazník

do prázdného, Ëekajícího systému. St¯ední délka cyklu obnovy je potom souËtem st¯ední

doby nep¯etræitého provozu a doby Ëekání prázdného systému na zákazníka ø =
1

µ°∏
+
1
∏
=

µ

∏(µ°∏) =
1

Ω(µ°∏) . V dlouhém Ëasovém intervalu délky T bude potom pr˘mÏrn˝ poËet cykl˘

obnovy roven
T

ø
= TΩ(µ°∏). To je také pr˘mÏrn˝ poËet zastavení linky obsluhy p¯i dlouhém

bÏhu.

5.5. Frontové reæimy

Frontov˝m reæimem rozumíme soubor pravidel pro ¯azení p¯íchozích zákazník˘ do fronty

a v˝bÏr zákazníka do obsluhy. ÿada charakteristik systému M/M/1 je na frontovém reæimu

nezávislá (poËet zákazník˘ v systému, ve frontÏ, perioda nep¯etræitého provozu). ZmÏní se

pouze rozdÏlení doby Ëekání W a tedy i doba R strávená zákazníkem v systému.

• FIFO (First In First Out)
Tento reæim jsme popisovali

na p¯edchozích stránkách.

∏- --- µ -

• LIFO (Last In First Out)
P¯íchozí zakázky se ¯adí vædy na zaËátek fronty. Rozdíl oproti reæimu FIFO je v tom,

æe

a) Wk =W – doba Ëekání nezávisí

na poËtu zákazník˘ ve frontÏ

p¯ed p¯íchodem zákazníka.

∏-

-
-
-
-
- µ -

b) W má stejné rozdÏlení jako rozdÏlení

periody nep¯etræitého provozu.

P (W = 0) = p0 = 1° Ω

P (W > w) = Ω(1° F (w)), w ∏ 0,

kde F (w) je distribuËní funkce délek period nep¯etræitého provozu.
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• Náhodn˝ v˝bÏr pro obsluhu
Zakázky se shromaæÔují v zásob-

níku, odkud jsou s pravdÏpodobností

p1, p2, . . . vybírány k obsluze.

∏-
-p1

°°µ
p2

@@R
p3

≥≥)
p4

6p5

µ -

Odtud plyne, æe

• st¯ední doba Ëekání ve frontÏ LIFO je rovna Ω

µ°∏
, coæ je stejné jako v reæimu FIFO

• rozptyl doby Ëekání ve frontÏ LIFO je ∏(Ω2°Ω+2)
(µ°∏)2 , coæ je vÏtπí, neæ p¯i reæimu FIFO.

Vædy je (pro jak˝koli frontov˝ reæim)

E(R) = E(W ) +
1

µ
=

1

µ° ∏
, a Var(R) = Var(W ) +

1

µ2
.

Jest

VarFIFO(W ) ∑ Var(W ) ∑ VarLIFO(W ).
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6. Modely M/M/n.

6.1. Podmínka stability systému M/M/n.

Podmínka ∏ ∑ µ stability systémuM/M/1 je Ëasto velmi tÏæko realizovatelná. V takovém
p¯ípadÏ máme nÏkolik moæností:

a) zv˝πit intenzitu obsluhy µ – toho lze dosáhnout organizaËními Ëi technick˝mi pro-
st¯edky. M˘æeme vπak narazit na fyzické meze obsluhy.

b) omezit p¯íliv zákazník˘, t.j. sníæit intenzitu ∏ – ekonomick˝mi Ëi administrativními
opat¯eními. Sníæí se vπak v˝kon obsluæného systému.

c) znásobit intenzitu obsluhy µ zv˝πením poËtu obsluæn˝ch linek. To znamená p¯ejít
k systému M/M/n, 1 < n <1.

Zákazníci p¯icházející do systému se ¯adí do jediné fronty. P¯íchody zákazník˘ tvo¯í

Poissonovsk˝ vstupní proud, tedy jsou vzájemnÏ nezávislé, Ëasové intervaly mezi nimi jsou

-

- µ -

- µ -

- µ -

.

.

.
n£

- µ -

∏

náhodné a mají exponenciální rozdÏlení pravdÏpo-

dobnosti s parametrem ∏. Zákazníci postupují dále
do nÏkteré z n obsluæn˝ch stanic, z nichæ kaædá
m˘æe najednou obsluhovat jediného zákazníka, p¯i-

Ëemæ doba obsluhy se opÏt povaæuje za náhodnou

veliËinu s exponenciálním rozloæením s parametrem

µ. Je-li nÏkterá stanice obsluhy volná, ihned se do
ní za¯adí zákazník Ëekající ve frontÏ a po ukonËení

obsluhy obslouæen˝ zákazník opouπtí stanici a tím

i cel˝ systém obsluhy. v takto postaveném modelu

se prakticky kapacita obsluhy násobí n-krát a tedy
podmínka stability zde bude z¯ejmÏ ve tvaru ∏ < nµ.

Stavy procesu X(t) i v tomto p¯ípadÏ jsou poËty zákazník˘ v systému. Vyjád¯íme prav-
dÏpodobnosti p¯echodu v takovémto systému: zde musíme rozliπit t¯i p¯ípady

1) První p¯ípad odpovídá situaci, kdy je systém prázdn˝ –

p00(t) = 1° ∏t+ o(t),

p01(t) = ∏t+ o(t),

p0k(t) = o(t), k = 2, 3, . . .

2) Jiná situace nastane v p¯ípadÏ, kdy systém není zcela zaplnÏn, tedy pro 1 ∑ j ∑ n
(není prázdn ,̋ ale jeπtÏ se nevytvá¯í fronta):

pjj°1(t) = jµt+ o(t),

pjj(t) = 1° ∏t° jµt+ o(t),

pjj+1(t) = ∏t+ o(t),

pjk(t) = o(t), pro|j ° k| > 1
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3) Bude-li systém zaplnÏn, t.j. kdy j > n (p¯íchozí zákazníci se ¯adí do fronty), potom
dostaneme

pjj°1(t) = nµt+ o(t),

pjj(t) = 1° ∏t° nµt+ o(t),

pjj+1(t) = ∏t+ o(t),

pjk(t) = o(t), pro|j ° k| > 1

Nyní m˘æeme sestavit soustavu Kolmogorovov˝ch diferenciálních rovnic

p00(t) = °∏p0(t) + µp1(t),

p0k(t) = ∏pk°1(t)° (∏+ kµ)pk(t) + (k + 1)µpk+1(t), pro1 ∑ k < n

p0k(t) = ∏pk°1(t)° (∏+ nµ)pk(t) + nµpk+1(t), pron ∑ k

a pro stabilizovan˝ systém

0 = °∏p0 + µp1,

0 = ∏pk°1 ° (∏+ kµ)pk + (k + 1)µpk+1, pro1 ∑ k < n

0 = ∏pk°1 ° (∏+ nµ)pk + nµpk+1, pron ∑ k

s podmínkou
P1

k=0 pk = 1.

Pro ¯eπení této soustavy zaveÔme substituci zk = ∏pk°1 ° kµpk, k = 1, . . . , n. Potom
v˝πe uvedená soustava dostane tvar

0 = z1,

0 = zk, prok = 1, . . . , n° 1

Odtud dostáváme zk = 0 pro k = 1, . . . , n a tedy – p¯i oznaËení Ø = ∏
µ –

pk = Ø
pk°1

k
, neboli pk = p0

Øk

k!
.

Dále má b˝t nµ(pk+1 ° pk) = ∏(pk ° pk°1), k = n, n+ 1, . . . .

SeËtením r rovnic (pro j = n, n+ 1, . . . , n+ r) dostaneme

nµ(pn+r+1 ° pn) = ∏(pn+r ° pn°1)

nµpn+r+1 ° zn = ∏pn+r

a protoæe zn = 0, bude

pn+r+1 =
Ø

n
pn+r, neboli pn+r+1 = p0

µ
Ø

n

∂r+1 Øn

n!
,

tedy pro k ∏ n je

pk = p0
Øk

n!nk°n
= pn

µ
Ø

n

∂k°n

.
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1X

k=0

pk = 1) p0 =

"
n°1X

0

Øk

k!
+

nn

n!

1X

n

µ
Ø

n

∂k
#°1

Z posledního vztahu plyne nutná podmínka pro stabilitu systému, t.j. pro to, aby pk >
0, k = 0, 1, 2, . . . :

Ω =
Ø

n
=

∏

nµ
< 1 () ∏ < nµ.

6.2. Charakteristiky systému M/M/n

• PravdÏpodobnost okamæité obsluhy (bez Ëekání)

º =
n°1X

k=0

pk = p0

n°1X

k=0

Øk

k!
.

Zákazník bude Ëekat s pravdÏpodobností

1° º =
1X

k=n

pk = p0
Øn

n!
.
1X

k=0

µ
Ø

n

∂k

=
p0

Øn

n!

1° Ω
=

pn

1° Ω
.

• Pr˘mÏrn˝ poËet zákazník˘ ve frontÏ

∞ =
1X

r=0

rpn+r = pn

1X

r=0

rΩr
=

pnΩ

1° Ω
=

p0Øn+1

(n° 1)!(n° Ø)2

• Pr˘mÏrn˝ poËet obsazen˝ch obsluæn˝ch linek

∫ =
nX

k=1

kpk +

1X

k=n+1

npk = p0

nX

k=1

k
Øk

k!
+ p0

1X

k=n+1

nØk nn°k

n!
=

p0Ø

"
n°1X

0

Øk

k!
+

nn

n!

1X

n

µ
Ø

n

∂k
#
= Ø =

∏

n
= nΩ.

Pr˘mÏrn˝ poËet neobsazen˝ch obsluæn˝ch linek je potom (n°Ø) = n(1°Ω), je-li Ø < n,
t.j. Ω < 1.

• Pr˘mÏrn˝ poËet zákazník˘ v systému

∑ =
1X

k=0

kpk =

nX

k=1

kpk +

1X

k=n+1

kpk =

=

nX

k=1

kpk +

1X

k=n+1

npk +

1X

k=n+1

(k ° n)pk = Ø + ∞.
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• Rozloæení doby Ëekání W

P (W > 0) = ⇧ = 1° P (W ° 0)

P (W > w) =
1X

k=1

pn+k°1P (Wk > w),

kde Wk má stejn˝ v˝znam jako v p¯edchozí kapitole. Jest

P (Wk > w) =
k°1X

j=0

e°nµw (nµw)j

j!

a tedy po dosazení

P (W > w) =
1X

k=0

µ
Ø

n

∂k

pn

kX

j=0

e°nµw (nµw)j

j!
=

pne°nµw
1X

k=0

kX

j=0

µ
Ø

n

∂k
(nµw)j

j!
= pne°nµw

1X

j=0

(nµw)j

j!

1X

k=j

µ
Ø

n

∂k

=

pne°nµw
P1

j=0
(

nµØw
n )

j

j!

(1° Ø
n )

=
pne°(nµ°∏)w

1° Ø
n

= ⇧e°(nµ°∏)w

VπimnÏte si, æe toto rozloæení má obdobn˝ charakter jako v p¯ípadÏ systému M/M/1: má

skok o velikosti (1 ° ⇧) v bodÏ nula (diskrétní sloæka) a spojitá sloæka je exponenciální
s parametrem (nµ° ∏). Pro st¯ední hodnotu a rozptyl platí

E(W ) =
⇧

nµ° ∏)
, Var(W ) =

⇧(2°⇧)
nµ° ∏

CviËení: Jaké je rozdÏlení doby setrvání v systému R?

6.3. Systém M/M/1

Tento systém je limitním p¯ípadem p¯edchozího. Soustavy diferenciálních rovnic pro

stacionární rozdÏlení (Kolmogorovova soustava) se od p¯edchozí liπí pouze tím, æe odpadají

poslední ¯ádky pro k ∏ n a zb˝vající rovnice platí pro k = 1, 2, . . . . ÿeπení má potom tvar

pk =
p0Øk

k!
= e°Ø Øk

k!
, k = 0, 1, 2, . . . .

Z toho plyne, æe poËet zákazník˘ v systému má Poissonovo rozdÏlení s parametrem Ø = ∏
µ .

To je také pr˘mÏrn˝ poËet obsazen˝ch linek.

6.4. Systém M/M/n/r (systém s omezenou frontou)
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Funkce tohoto systému se od klasického M/M/n (neboli M/M/n/1) liπí v tom, æe pokud
má fronta délku r ∏ 0, dalπí p¯íchozí zákazníci nez˘stávají v systému a ihned odcházejí
neobslouæeni. Tento model si lze p¯edstavit jako systém s omezenou kapacitou Ëekárny nebo

zásobníku. Soustava Kolmogorovov˝ch rovnic bude oproti minulému modelu rozπí¯ena jeπtÏ

o rovnici pro k = n+ r:

p00(t) = °∏p0(t) + µp1(t),

p0k(t) = ∏pk°1(t)° (∏+ kµ)pk(t) + (k + 1)µpk+1(t), pro1 ∑ k < n

p0k(t) = ∏pk°1(t)° (∏+ nµ)pk(t) + nµpk+1(t), pron ∑ k < n+ r

p0n+r(t) = ∏pn+r°1(t)° nµ)pn+r(t).

Jedná se tedy o koneËnou soustavu diferenciálních rovnic, která má vædy ¯eπení a také vædy

zde existují limity limt!1 pk(t), bez ohledu na velikost pomÏru Ω = ∏
µ . To znamená, æe

takov˝to systém se vædy stabilizuje (proË? – otázka pro cviËení). Platí zde

0 = °∏p0 + µp1,

0 = ∏pk°1 ° (∏+ kµ)pk + (k + 1)µpk+1, pro1 ∑ k < n

0 = ∏pk°1 ° (∏+ nµ)pk + nµpk+1, pron ∑ k < n+ r

0 = ∏pn+r°1 ° nµ)pn+r.

s podmínkou
Pn+r

k=0 = 1.

Odtud dostáváme ¯eπení

pk = p0
Øk

k!
, k = 0, 1, . . . , n,

pk = p0
Øk

n!nk°n
= pn

µ
Ø

n

∂k°n

, k = n+ 1, . . . , n+ r,

kde je opÏt Ø = ∏
µ . Z podmínky pro p0 dostáváme

p0 =

"
nX

0

Øk

k!
+

Øn

n!

rX

1

µ
Ø

n

∂k
#°1

Dále si uvedeme nÏkolik charakteristik tohoto modelu:

– pn+r je pravdÏpodobnost ztráty (náhodnÏ vybraného) zákazníka

–
Pn°1

k=0 pk je pravdÏpodobnost, æe zákazník bude obslouæen bez Ëekání

–
Pn+r°1

k=n pk je pravdÏpodobnost, æe zákazník bude muset Ëekat

– ∑ =
Pn+r

k=1 kpk = pr˘mÏrn˝ poËet zákazník˘ v systému
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– ∞ =
Pr

k=1 kpn+k = pr˘mÏrn˝ poËet zákazník˘ ve frontÏ

– ∫ =
Pn

k=1 kpk+n
Pr

k=1 pn+k = Ø(1°pn+r) = pr˘mÏrn˝ poËet obsazen˝ch obsluæn˝ch

linek

Dobu ËekáníW a její pravdÏpodobnostní charakteristiky je t¯eba odvozovat jako podmínÏné

podmínkou, æe nedoπlo ke ztrátÏ zákazníka.

P(zákazník se za¯adí na místo k ve frontÏ — neztratí se) = pn+k°1
1°pn+r

Wk se ¯ídí stejn˝mi zákony rozdÏlení jako v systému M/M/1 (p¯edpokládáme reæim FIFO),
tedy

P (W > w) =
r°1X

k=0

pn+k

1° pn+r
P (Wk > w) =

=
pn

1° pn+r

r°1X

k=0

µ
Ø

n

∂k Z 1

w
e°nµy (nµy)k

k!
nµdy =

=
pn

1° pn+r

Z 1

nµw
e°z

r°1X

k=0

(∏z)k

k!
dz,

P (W = 0) =

Pn°1
k=0 pkPn+r°1

k=0 pk

,

E(Wk) =
k

nµ
, (jedná se o Erlangovo rozdÏlení)

E(W ) =
r°1X

k=0

pn+k

1° pn+r

k + 1

nµ
=

Øn

n!

Pr+1
k=0(k + 1)Ω

k

nµ
≥Pn°1

k=0
Øk

k! +
1°Ωn)

n!(1°Ω)

¥ ,

kde Ω = Ø
n =

∏
nµ .

Poznámka: Pro r ! 1 dostaneme obyËejn˝ systém M/M/n s neomezenou frontou.

Potom ovπem pot¯ebujeme opÏt podmínku ∏ < nµ, neboli Ω < 1.
CviËení: SpoËtÏte charakteristiky systému M/M/n/0, to jest v prípadÏ, æe se fronta v˘bec

nevytvá¯í.
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7. Nemarkovské modely, model M/G/n.

P¯edpoklad exponenciálního rozloæení, kter˝ vyhovuje nap¯íklad p¯edstavÏ rozloæení doby

obsluhy v telefonní úst¯ednÏ nebo v obchodÏ, není z¯ejmÏ p¯íliπ vhodn˝m pro ¯adu jin˝ch mo-

del˘. Exponenciální rozloæení totiæ p¯ipouπtí s kladnou pravdÏpodobností libovolnÏ krátkou

dobu obsluhy. Rozloæení doby zpracování zakázky ve v˝robÏ nebo doby p¯epravy nákladu

Ëi cestujících vπak tuto vlastnost obvykle nemá. Zpravidla existuje jistá minimální doba pro

provedení pot¯ebn˝ch operací Ëi p¯ekonání vzdálenosti, která vπak m˘æe b˝t z r˘zn˝ch p¯í-

Ëin, nejËastÏji zp˘soben˝ch náhodn˝mi vlivy, delπí. Proto lze p¯edpokládat spíπe r˘zné typy

zleva posunut˝ch Ëi useknut˝ch rozloæení doby obsluhy. Nap¯íklad v p¯ípadÏ pravidelné (ky-

vadlové) dopravy, kdy je sice doba dopravy pro vπechny jízdy p¯ibliænÏ stejná, ale m˘æe

kolísat na obÏ strany, lze p¯edpokládat (zleva useknuté) normální rozloæení doby p¯epravy.

V p¯ípadÏ automatizované p¯epravy, nap¯íklad v provozu metra, m˘æeme rozloæení doby

p¯epravy popsat posunut˝m exponenciálním rozloæením, kde posunutí je dáno minimální

dobou pot¯ebnou k pr˘jezdu úseku a exponenciální rozloæení zde odpovídá p˘sobení ná-

hodn˝ch vliv˘, které mohou dobu pr˘jezdu prodlouæit (p¯ekáæky na trase, nával cestujících,

drobné závady apod.).

Do jisté míry lze problém obecnÏjπího rozloæení doby obsluhy ¯eπit p¯edpokladem vícefá-

zové obsluhy, kdy kaædá fáze (stadium) obsluhy má exponenciální rozloæení. Tuto metodu,

které se ¯íká metoda stádií (viz [Basket & spol, 1975]) si naznaËíme v následujícím p¯íkladu.
7.1 P¯íklad: Systém s jednou obsluænou stanicí a dvoufázovou obsluhou.

Uvaæujme systém, kdy máme jednu pracovní stanici, v níæ jsou obsluhovány zákazníci ve

dvou fázích:

– p¯ípravné, která bude probíhat s intenzitou µ1.

– vlastní obsluha s intenzitou µ2.

P¯íchody zakázek tvo¯í Poisson˘v proces s intenzitou p¯íchodu ∏. Stavy systému lze charak-
terizovat dvojicí (N(t), I(t)), kde N(t) je poËet zakázek v systému a I(t) 2 {1, 2} je fáze
obsluhy. Grafické znázornÏní tohoto systému je na následujícím obrázku.

≤± Ø∞0,1

≤± Ø∞1,1

≤± Ø∞2,1

≤± Ø∞1,2

≤± Ø∞2,2

- - -

- -

6 6
©©©©©©º

©©©©©©º

©©©©©©º

∏ ∏ ∏

∏ ∏

µ2 µ2 µ2
µ1µ1

P¯i dlouhém provozu budeme poæadovat, aby byl systém v „rovnováæném stavuˇ, to

znamená, aby pr˘mÏrn˝ poËet zakázek p¯icházejících do kaædého uzlu byl roven pr˘mÏrnému

poËtu zakázek, které tento uzel opustí. Uveden˝ poæadavek je vyjád¯en soustavou rovnic

∏pn°1,1 + µ2pn+1,2 = (∏+ µ1)pn,1 µ2p1,2 = ∏p0,1

∏pn°1,2 + µ1pn,1 = (∏+ µ2)pn,2 µ1p1,1 = (∏+ µ2)p1,2
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pokud existují limity limt!1 P (N(t) = n, I(t) = i) = pn,i , n = 0, 1, 2, . . . , i = 1, 2 . pn,i

potom tvo¯í stacionární rozloæení.

V˝poËet lze provést rekurentnÏ pomocí vztah˘

p1,2 =
∏

µ2
p0,1 p1,1 =

∏+ µ2
µ1

p1,2

pn,2 =

µ
∏+ µ1

µ2
pn,1 °

∏

µ2
pn°1,2

∂
pn+1,2 =

µ
∏+ µ1

µ2
pn,1 °

∏

µ2
pn°1,1

∂

pro n = 1, 2, . . . .

7.2 Systémy s obecnÏ rozloæenou dobou obsluhy.

Nyní uvedeme jin˝ p¯ístup, kter˝ sice neposkytuje v obecném p¯ípadÏ spoËítat stacio-

nární rozloæení, ale umoæÚuje spoËítat nÏkteré d˘leæité charakteristiky.

P¯edpokládejme tedy, æe doba obsluhy zakázky v systému je náhodná veliËina se spojit˝m

rozloæením pravdÏpodobnosti s hustotou f(t). Vstupní proud zakázek nechª tvo¯í opÏt Po-
issonovsk˝ proces jako v p¯edchozích p¯íkladech. V KendallovÏ klasifikaci (viz [Zítek, 1969])

je takov˝to model oznaËen jako M/G/1 . Budeme sledovat st¯ední dobu W , kterou stráví
zakázka v systému od svého p¯íchodu aæ do opuπtÏní systému po ukonËení obsluhy. Tato

doba je souËtem st¯edních hodnot t¯í sloæek:

W1 = st¯ední doba, která zb˝vá do dokonËení právÏ probíhající obsluhy zakázky,

W2 = st¯ední Ëas pot¯ebn˝ ke zpracování zakázek Ëekajících v systému,

W3 = st¯ední doba vlastní obsluhy zakázky.

Z p¯edpokladu dostáváme

W3 =

Z 1

0
tf(t)dt = s .

»íslo Ω = ∏s je potom intenzitou provozu. OznaËíme–li L st¯ední poËet vπech zakázek
v systému, pak st¯ední poËet Ëekajících zakázek je (L° Ω) a W2 = (L° Ω)s .
Zb˝vá spoËítat W1 . Tento Ëas je roven

W1 = Ω

Z 1

0

t

2
g(t)dt ,

kde g(t) = tf(t)R 1
0 uf(u)du

. Potom

W1 =
Ω

2s

Z 1

0
t2f(t)dt = Ω

M2(s)

2s
,

oznaËíme–li M2(s) druh˝ obecn˝ moment rozdÏlení doby obsluhy zakázky. Tedy

W = Ω
M2(s)

2s
+ (L° Ω)s+ s .
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Mezi L a W platí tzv. „Littleova formuleˇ: L = ∏.W . Dosazením této formule a jednodu-
chou úpravou dostáváme vztah, kterému se v teorii hromadné obsluhy ¯íká „Pollaczekova–

ChinËinova formuleˇ:

W =
ΩM2(s)

2s(1° Ω)
+ s .

P¯íklad 7.3.
Nechª zakázky p¯icházejí do systému s intenzitou ∏ a doba obsluhy zakázky má exponen-

ciální rozdÏlení s intenzitou µ (P¯íklad 1.1). St¯ední hodnota tohoto rozloæení je 1µ a druh˝

obecn˝ moment
2

µ2 .

Potom st¯ední celková doba, kterou stráví zakázka v systému bude

W =
2Ωµ°2

2µ°1(1° Ω)
+
1

µ
=
1

µ

Ω

1° Ω
+
1

µ
=

1

µ(1° Ω)
=

1

µ° ∏

a st¯ední poËet zakázek v systému

L =
Ω

1° Ω
==

∏

µ° ∏
.

P¯íklad 7.4. Nechª doba obsluhy zakázky má normální rozdÏlení se st¯ední hodnotou
ø a smÏrodatnou odchylkou æ = ø

2 . Zakázky p¯icházejí do systému s intenzitou ∏. Potom
st¯ední celková doba, kterou stráví zakázka v systému bude

W =
5Ωø

8(1° Ω)
+ ø

a st¯ední poËet zakázek v systému

L =
5Ω2

8(1° Ω)
+ Ω .

7.4 Systém s minimální dobou obsluhy.

Nechª zakázky p¯icházejí do systému s intenzitou ∏. P¯edpokládejme, æe doba zpracování
zakázky je náhodná veliËina TW = t0 + TR, kde t0 je minimální doba zpracování zakázky,
daná v˝robní technologií a TR je náhodná veliËina s exponenciálním rozdÏlením s intenzitou

µ. TR je doba, o kterou se zpracování prodlouæí vlivem r˘zn˝ch poruch, v˝padk˘ apod.

St¯ední hodnota veliËiny TW je potom rovna s = t0 +
1
µ a druh˝ obecn˝ moment M2(s) =

t20 + 2t0
1
µ +

2
µ2 = s2 + 1

µ2 .

Potom st¯ední celková doba, kterou stráví zakázka v systému bude

W =
Ω(s2 + µ°2)

2s(1° Ω)
+ s =

s2(2° Ω) + Ωµ°2

2s(1° Ω)
=

s

2(1° Ω)

µ
2° Ω+

Ω

s2µ2

∂

a st¯ední poËet zakázek v systému

L =
Ω

2(1° Ω)

µ
2° Ω+

Ω

s2µ2

∂
.
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Zab˝vejme se nyní ponÏkud blíæe systémem popsan˝m v tomto p¯íkladu. Doba mezi p¯í-

chody zakázek zde má exponenciální rozloæení s parametrem ∏ a doba obsluhy má posunuté
exponenciální rozloæení s parametry ø a µ (jeho hustota je na obr. 1.5). Stavy systému lze
popsat dvojicemi X(t) = (N(t), S(t)), kde N(t) 2 N je poËet zakázek v systému v Ëase t 2 R
a S(t) ∏ 0 je doba, která uplynula od poËátku zpracovávání právÏ zpracovávané zakázky.
Pro n = 1, 2, . . . oznaËme

p(n, s; t)ds = P (N(t) = n, S(t) 2 (s, s+ ds)) s < ø

º(n; t) = P (N(t) = n, S(t) ∏ ø) s ∏ ø.

Dále poloæme p(0, 0; t) = p0. Z¯ejmÏ je p(0, s; t) = 0 pro s > 0 a º(0; t) = 0.
Uvaæujme Ëasov˝ interval (s, s+±) , s+± < ø . Je–li systém ve stavu (n, s+±), mohl se tam

dostat s pravdÏpodobností ∏±+ o(±) ze stavu (n° 1, s) (doπla nová zakázka) nebo s pravdÏ-
podobností 1°∏±+o(±) ze stavu (n, s) (nová zakázka nedoπla). V intervalu (s, s+±) , s ∏ ø
je situace podobná: je –li systém ve stavu (n, s+ ±), mohl se tam dostat s pravdÏpodobností
∏±+o(±) ze stavu (n°1, s) (doπla nová zakázka) nebo s pravdÏpodobností 1°(∏+µ)±+o(±) ze
stavu (n, s) (nedoπla nová zakázka a obsluha neskonËilo). Po ukonËení obsluhy zpracovávané
zakázky p¯ejde systém ze stavu (n, s) do stavu (n° 1, 0) s pravdÏpodobností µ±.

≤± Ø∞n° 1,s

≤± Ø∞n,s
≤± Ø∞n,s+ ±-

©©©©©©©*
∏±

1° ∏±

s+ ± < ø
≤± Ø∞n° 1,s

≤± Ø∞n,s
≤± Ø∞n,s+ ±-

©©©©©©©*
∏±

1° (∏+ µ)±

ø ∑ s

Sestavíme nyní Kolmogorovovy prospektivní rovnice pro popisovan˝ systém. Z p¯edcho-
zího vypl˝vá, æe pro n = 1, 2, . . . :

p(n, s; t+ dt) = p(n, s° dt; t)(1° ∏dt) + p(n° 1, s° dt; t)∏dt+ o(dt)

º(n; t+ dt) = º(n; t)(1° (∏+ µ)dt) + º(n° 1; t)∏dt+ o(dt)

p(n, 0; t+ dt) = º(n+ 1; t)µdt+ o(dt)

p(0, 0; t+ dt) = p(0, 0; t)(1° ∏dt) + º(1; t)µdt+ o(dt)

Limitním p¯echodem pro dt! 0 dostaneme soustavu rovnic

@

@t
p(n, s; t) =

@

@s
p(n, s; t)° ∏p(n, s; t) + ∏p(n° 1, s; t) , n = 1, 2, . . .

@

@t
º(n; t) = °(∏+ µ)º(n; t) + ∏º(n° 1; t) , n = 2, 3, . . .

@

@t
p(0, 0; t) = °∏p(0, 0; t) + µº(1; t)

s poËáteËními podmínkami

p(n, 0; t) = µº(n+ 1; t) pro n = 1, 2, . . . ,
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za p¯edpokladu, æe p¯ísluπné parciální derivace existují. Pokud existuje stacionární rozloæení,

tzn. pokud existují limity

pn(s) = lim
t!1

p(n, s; t) a ºn = lim
t!1

º(n; t) ,

potom p¯i t!1 dostáváme soustavu diferenciálnÏ–diferenËních rovnic

0 =
@

@s
pn(s)° ∏pn(s) + ∏pn°1(s) , n = 1, 2, . . .

0 = °(∏+ µ)ºn + ∏ºn°1 , n = 2, 3, . . .

s poËáteËními podmínkami

p0 =
µ

∏
º1 , pn(0) = µºn+1 , n = 1, 2, . . . .

Rovnice (1.4.3) se ¯eπí podobn˝m zp˘sobem jako (1.2.2). Jejich ¯eπení dostaneme ve tvaru

ºn =

µ
∏

∏+ µ

∂n°1
º1 , n = 2, 3, . . . ,

p¯iËemæ º1 lze vyjád¯it z poËáteËní podmínky jako º1 =
∏
µp0 a tedy

ºn =

µ
∏

∏+ µ

∂n°1 ∏

µ
p0 =

µ
∏

∏+ µ

∂n ∏+ µ

µ
p0 , n = 1, 2, . . . .

ÿeπení rovnic (1.4.3) budeme p¯edpokládat ve tvaru K(s)Ωne°s
. Dosazením do rovnic a

jednoduch˝m v˝poËtem obdræíme ¯eπení

pn(s) = Ωne°s
≥
e

∏
Ω s
+ C

¥
,

které dosadíme do poËáteËní podmínky, ze které dostaneme C = ∏p0 a Ω = ∏
∏+µ . Potom

pn(s) =

µ
∏

∏+ µ

∂n

e°s
≥
e(∏+µ)s

+ ∏p0
¥

, s 2 (0, ø) , n = 1, 2, . . . .

Zb˝vá urËit konstantu p0, která je urËena podmínkou

p0 +
1X

n=1

µZ ø

0
pn(s)ds+ ºn

∂
= 1 . (?)

Protoæe je

Z ø

0
pn(s)ds =

µ
∏

∏+ µ

∂n ∑Z ø

0
e(∏+µ°1)sds+ ∏p0

Z ø

0
e°sds

∏
=

=

µ
∏

∏+ µ

∂n ∑
e(∏+µ°1)ø ° 1

∏+ µ° 1 +
°
1° e°ø

¢
∏p0

∏
,
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budeme vyπet¯ovat zvláπª dva p¯ípady: (a) ∏+ µ 6= 1 a (b) ∏+ µ = 1 .
(a) Nechª tedy ∏+ µ 6= 1. Dosazením do podmínky (?) dostaneme

p0 =
µ(∏+ ∏µ+ µ2 ° µ° ∏e(∏+µ°1)ø

)

(∏+ µ° 1)(∏2 + ∏2µ+ ∏µ+ µ2 ° ∏2µe°ø )
.

(b) Pokud ∏+ µ = 1, pak

pn(s) = ∏n
(1 + ∏p0e

°s
) , ºn = ∏n p0

µ

a podmínka (?) bude mít tvar

p0 +
1X

n=1

°
ø + ∏p0(1° e°ø

)
¢
+ ∏n p0

µ
= p0 +

∏

1° ∏

µ
ø + ∏p0(1° e°ø

) +
1

µ
p0

∂
= 1

odkud

p0 =
1° ∏° ø∏

1° ∏+ ∏2(1° e°ø ) +
∏
µ

.

Poznámka. Uvedené v˝sledky neplatí pro p¯ípad, kdy doba obsluhy je nenáhodná, vædy
stejná, rovnající se konstantÏ (nap¯íklad obsluha automatem s pevnÏ nastaven˝m taktem).

V tomto p¯ípadÏ v˝sledek neovlivÚuje variabilita, zp˘sobená náhodnou dobou obsluhy a

nelze odvodit soustavu rovnic, obdobn˝ch (?).
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10. Obsluæné sítÏ, úvod.

Pod pojmem „síª obsluæn˝ch stanicˇ nebo „obsluæná síªˇ budeme rozumÏt systém stanic
obsluhy vzájemnÏ propojen˝ch fyzick˝mi i logick˝mi vazbami. Jednotlivé zakázky (zákazníci)
vstupují v urËitém místÏ do systému, pohybují se dále od stanice ke stanici buÔ podle p¯edem
stanoveného plánu obsluhy nebo náhodnÏ (nap¯. je–li v systému více stanic, vykonávajících
stejnou Ëinnost), dokud jejich obsluha není ukonËena. Poté systém opouπtÏjí. Grafické schéma
jednoduché obsluæné sítÏ si lze p¯edstavit jako nÏkter˝ z graf˘ na následujícím obrázku.

®ß •¶3

®ß •¶1
®ß •¶4

®ß •¶2
-

-

-

-

-

-

Ω
Ω

Ω
ΩΩ>

Y

®ß •¶3

®ß •¶1
®ß •¶4

®ß •¶2
-

-

?

6
Ω

Ω
Ω

ΩΩ=

º

™

Obrázky znázorÚují jednoduché sítÏ Ëty¯ obsluæn˝ch stanic. Na obrázku vlevo p¯icházející
zakázky (do stanic 1 a 3) tvo¯í tzv. vstupní proud, obslouæené zakázky opouπtÏjí systém (ze
stanic 2 a 4) v tzv. v˝stupním proudu. Takov˝to systém se naz˝vá otev¯en˝.
Pokud je poËet zakázek v systému konstantní v Ëase (nap¯. kdyæ kaædá obslouæená za-

kázka se ihned opÏt za¯azuje do systému nebo je nahrazena novou), m˘æeme si systém p¯ed-
stavit jako uzav¯en˝, v nÏmæ se zakázky cyklicky pohybují mezi stanicemi, æádné nep¯ib˝vají
ani neodcházejí. Schéma uzav¯eného systému je na obrázku vpravo.
Studiu takov˝chto sítí se vÏnuje ¯ada autor˘ jiæ od 50. let. Jednou z nejstarπích aplikací je

model J. Taylora a R. R. P. Jacksona z roku 1954, zab˝vající se pohybem stroj˘ a obsluæn˝ch
za¯ízení mezi letadly na letiπtní ploπe a ¯azením obslouæen˝ch stroj˘. Podobné systémy byly
pouæity pro modelování v˝robní dílny s nÏkolika oddÏleními, mezi nimiæ procházejí zakázky
p¯ed jejich zkompletováním (J. R. Jackson, 1957), model pohybu stroj˘ a lidí mezi za¯ízeními
uhelného dolu (E. Koenigsberg, 1958) a ¯ady dalπích. Od 70. let se pomocí podobn˝ch sítí
modeluje Ëinnost, probíhající v elektrick˝ch obvodech, speciálnÏ v obvodech centrálních pro-
cesorov˝ch jednotek Ëíslicov˝ch poËítaË˘ (Baskett, Chandy, Herzog a ¯ada dalπích autor˘).
Teoretické základy této problematiky lze nalézt v knize F. P. Kellyho (1979).
Jednou z nejd˘leæitÏjπích otázek, spojen˝ch s anal˝zou obsluæn˝ch sítí je otázka rovno-

váhy systému, o které se zmíníme v následujících odstavcích.

10.1 P¯íklad systému se dvÏmi obsluæn˝mi stanicemi.

V následujícím p¯íkladu se budeme zab˝vat systémem, kter˝ sestává ze dvou obsluæn˝ch
stanoviπª, která si lze p¯edstavit jako dvÏ obsluæné stanice nebo jednu stanici s dvoufázovou
obsluhou. Vπechny zakázky p¯icházející do systému s intenzitou p¯íchodu ∏ musí b˝t nejprve
obslouæeny na stanici 1 a poté budou obslouæeny na stanici 2. Po ukonËení obsluhy na stanici
2 zakázka systém opustí. U kaædé ze stanic se m˘æe vytvá¯et fronta zakázek, Ëekajících na
obsluhu, p¯iËemæ stanice 1 pracuje s intenzitou µ a stanice 2 s intenzitou ∫. Stav systému
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lze charakterizovat dvojicí [n1(t), n2(t)], kde n1(t) je poËet zakázek v systému u stanice 1
(zakázky ve frontÏ a ve fázi obsluhy), n2(t) je poËet zakázek v systému u stanice 2. Celkov˝
poËet zakázek v systému je tedy n(t) = n1(t)+n2(t). Na následujícím obrázku jsou zobrazeny
intenzity p¯echodu v uvedeném modelu.

®ß •¶2,0
®ß •¶2,1

®ß •¶0,2

°
°

°°µ

°
°

°°µ

°
°

°°µ

? ? ?

æ æ æ

®ß •¶1,0
®ß •¶1,1

®ß •¶1,2

°
°

°°µ

°
°

°°µ

°
°

°°µ

? ? ?

æ æ æ

®ß •¶0,0
®ß •¶0,1

®ß •¶1,3

°
°

°°µ

°
°

°°µ

°
°

°°µ

? ? ?

æ æ æ∫

µ ∏

Poæadavek rovnováhy systému je v tomto p¯ípadÏ vyjád¯en soustavou diferenËních rovnic

µpm+1,n°1 + ∏pm°1,n + ∫pm,n+1 = (∏+ µ+ ∫)pm,n ,

µp1,n°1 + ∫p0,n+1 = (∏+ ∫)p0,n ,

∫p0,1 = ∏p0,0 ,

∏pm°1,0 + ∫pm,1 = (∏+ µ)pm,0

pro m,n = 1, 2, . . . . ÿeπení soustavy budeme hledat ve tvaru pm,n = ÆmØn. Dosadíme–li
tento p¯edpoklad do soustavy, dostaneme soustavu

µÆ2 + ∏Ø + ∫ÆØ2 = (∏+ µ+ ∫)ÆØ ,

µÆ+ ∫Ø2 = (∏+ ∫)Ø ,

∫Ø2 = ∏ ,

∏+ ∫ÆØ = (∏+ µ)Æ ,

jejíæ ¯eπení je Æ = ∏
µ , Ø = ∏

∫ . Z podmínky
P1

m,n=1 pm, n = 1 dostaneme jeπtÏ normalizaËní
konstantu. KoneËné ¯eπení je potom

pm,n =
µ
1° ∏

µ

∂µ
1° ∏

∫

∂µ
∏

µ

∂m µ
∏

∫

∂n

.

Toto ¯eπení odpovídá p¯edstavÏ, æe obÏ pracovní stanice pracují nezávisle jako dva sys-
témy M/M/1 (viz P¯íklad 1.1). Potom je i pm,n = pmpn.
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10.2 Obsluæn˝ systém jako markovsk˝ proces

Matematick˝ model obsluæné sítÏ je tvo¯en náhodn˝m procesem se spoËetnou mnoæinou
stav˘ S = {C1, C2, . . . } a se spojit˝m Ëasem t 2 T Ω R. Prvky mnoæiny S obsahují vπechny
informace, které jednoznaËnÏ popisují stavy obsluæné linky z hlediska její Ëinnosti v Ëase.
Proces X(t) budeme naz˝vat stacionárním, jestliæe pro libovolnou n–tici t1, . . . , tn 2

T a pro libovolné ø 2 T jsou sdruæená rozloæení pravdÏpodobnosti náhodn˝ch vektor˘
(X(t1),X(t2), . . . , X(tn)) a (X(t1 + ø),X(t2 + ø), . . . , X(tn + ø)) totoæná.
Náhodn˝ proces X(t) se naz˝vá reverzibilním, jestliæe pro libovolnou n–tici t1, . . . , tn 2

T a pro libovolné ø 2 T jsou sdruæená rozloæení pravdÏpodobnosti náhodn˝ch vektor˘
(X(t1),X(t2), . . . , X(tn)) a (X(ø ° t1),X(ø ° t2), . . . , X(ø ° tn)) totoæná.
Proces X(t) budeme naz˝vat markovsk˝m, jestliæe pro libovolnou n–tici Ëas˘ t1 < t2 <

· · · < tn 2 T platí

P (X(tn) = Cn |X(t1) = C1,X(t2) = C2, . . . ,X(tn°1) = Cn°1) =

= P (X(tn) = Cn |X(tn°1) = Cn°1), (1)

pokud má jev (X(t1) = C1,X(t2) = C2, . . . , X(tn°1) = Cn°1) kladnou pravdÏpodobnost.
Budeme–li chápat Ëas tn°1 jako „souËasnostˇ, potom lze uvedenou vlastnost interpretovat
jako „zapomínání procesuˇ. Tato vlastnost totiæ ¯íká, æe pravdÏpodobnost budoucího stavu
v Ëase tn závisí pouze na souËasném stavu X(tn°1) a nezávisí na stavech minul˝ch.
Markovsk˝ proces se naz˝vá homogenní v Ëase, nezávisí–li pravdÏpodobnost p(C, D, ø) =

= P (X(t + ø) = D |X(t) = C) na Ëase t. p(C, D, ø) oznaËuje pravdÏpodobnost p¯echodu
mezi stavy C a D za dobu ø .
Proces X(t) se naz˝vá ireducibilní, jestliæe pro kaædou dvojici C, D 2 S existuje ø 2

T tak, æe p(C, D, ø) > 0. Tato vlastnost znamená, æe kaæd˝ stav C 2 S je dosaæiteln˝
z kteréhokoli jiného stavu procesu X(t).
Intenzitu p¯echodu mezi stavy C a D definujeme jako limitu

q(C, D) =

(
limø!0

p(C,D,ø)
ø C 6= D ,

0 C = D ,

OznaËme q(C) =
P

D2S q(C,D) intenzitu opuπtÏní stavu C.
Hodnota q(C) má následující interpretaci: doba, po kterou proces X(t) setrvá ve stavu C

má exponenciální rozloæení pravdÏpodobnosti s parametrem q(C). Tedy st¯ední doba setrvání
procesu ve stavu C je rovna 1

q(C) . Nadále budeme p¯edpokládat, æe q(C) je koneËná a æe
proces nem˘æe provést nekoneËnÏ mnoho zmÏn stavu v koneËném Ëase.
Pomocí q(C, D) a q(C) lze definovat pravdÏpodobnost p¯echodumezi stavy C aD vztahem

p(C, D) =
q(C, D)
q(C)

, C, D 2 S .

10.3 Rovnováha systému hromadné obsluhy. Pojem rovnováhy pochází z teorie

homogenních markovsk˝ch proces˘. Existuje–li posloupnost nezáporn˝ch Ëísel {º(C)}C2S
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takov˝ch, æe
P

C2S º(C) = 1, splÚujících rovnice

º(C)
X

D2S
q(C, D) =

X

D2S
º(D)q(D, C) , C 2 S2.3.1

naz˝váme ji rovnováæn˝m rozloæením pravdÏpodobnosti a rovnice (2.3.1) se naz˝vají rovnice
rovnováhy procesu X(t) . Pokud rovnováæné rozloæení º(C) existuje, je urËeno rovnicemi
(2.3.1) jednoznaËnÏ a je zároveÚ stacionárním rozloæením.
Pokud rovnováæné rozloæení neexistuje, potom

(i) pro vπechna C 2 S je limt!1 P (X(t) = C) = 0

(ii) lze nalézt mnoæinu nezáporn˝ch Ëísel º(C) splÚujících (1) takovou, æeP
C2S º(C) =1

Má–li mnoæina stav˘ S koneËn˝ poËet prvk˘, potom rovnováæné rozloæení existuje vædy.
Existuje–li rovnováæné rozloæení º(C), potom pro vπechny dvojice stav˘ C, D 2 S platí

tzv. rovnice detailní rovnováhy

º(C)q(C, D) = º(D)q(D, C) .2.3.2

V jednoduch˝ch p¯ípadech, jako jsou p¯íklady minulého odstavce, vystaËíme p¯i hledání
rovnováæného rozloæení s rovnicemi (2.3.1) Ëi (2.3.2). V ¯adÏ komplikovanÏjπích p¯ípad˘
je tento postup nesch˘dn .̋ Proto se zavádí pojem reverzibility a opaËného procesu. VÏ-
nujme se nyní ponÏkud blíæe vztahu mezi stacionaritou a reverzibilitou markovského procesu
{X(t) , t 2 R}.

Lemma 1 Kaæd˝ reverzibilní proces je stacionární.

D˘kaz Je z¯ejm ,̋ uvÏdomíme–li si, æe pro reverzibilní proces je sdruæené rozloæení (X(t1),
X(t2), . . . ,X(tn)) i (X(t1+ø),X(t2+ø), . . . ,X(tn+ø)) stejné jako rozloæení (X(ø°t1),X(ø°
t2), . . . , X(ø ° tn)) pro libovolnou n–tici Ëas˘ t1, t2, . . . , tn 2 T a pro libovolné ø 2 T . §

VπimnÏme si, æe z lemmatu 1 plyne, æe pokud proces X(t) není stacionární, není ani
reverzibilní, i kdyby byly rovnice (2.3.2) splnÏny. Naopak, stacionarita sama o sobÏ nestaËí
k tomu, aby proces byl reverzibilní. Následující lemma dává nutnou a postaËující podmínku
pro reverzibilitu markovského procesu.

Lemma 2Stacionární markovsk˝ proces je reverzibilní právÏ kdyæ existuje rovnováæné roz-

loæení º(C) , C 2 S, splÚující rovnice detailní rovnováhy (2.3.2) .
D˘kaz tohoto Lemmatu lze nalézt v [Kelly, 1979, str. 7–8].

Obrácen˝ procesX(°t) si lze p¯edstavit jako procesX(t) sledovan˝ „pozpátkuˇ. OznaËme
dále q0(C), q0(C, D) intenzity p¯echodu obráceného procesu X(°t).

Lemma 3 Je–li X(t) stacionární markovsk˝ proces s intenzitami p¯echodu q(C, D),
C,D 2 S a rovnováæn˝m rozloæením º(C) , C 2 S, potom obrácen˝ proces X(°t) je staci-
onární markovsk˝ proces s intenzitami p¯echodu

q0(D, C) =
º(C)q(C, D)

º(D)
, C, D 2 S
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a se stejn˝m rovnováæn˝m rozloæením pravdÏpodobnosti º(C) , C 2 S.

D˘kaz Z markovské vlastnosti procesu X(t) plyne rovnost

P (X(t) = C)P (X(t+ ø) = D |X(t) = C) = P (X(t+ ø) = D)P (X(t) = C |X(t+ ø) = D) ,

neboli
º(C)p(C, D, ø) = º(D)p(D,C,°ø) , C, D 2 S .

VydÏlením obou stran rovnice Ëíslem ø a limitním p¯echodem ø ! 0 dostaneme rovnici

º(C)q(C, D) = º(D)q0(D,C) , C, D 2 S .2.3.3

Z rovnice (2.3.3) plyne tvrzení lemmatu 3.

Rovnice (2.3.3) jsou opÏt rovnicemi detailní rovnováhy. Navíc, jsou–li tyto rovnice spl-
nÏny, platí q(C) = q0(C) pro vπechna C 2 S. Tento d˘sledek je z¯ejm ,̋ uvÏdomíme–li si, æe
1

q(C) je st¯ední doba setrvání procesu X(t) ve stavu C a ta je stejná i pro proces X(°t).

Tvrzení 1P¯edpokládejme, æe X(t) je stacionární markovsk˝ proces s intenzitami p¯e-
chod˘ q(C, D), q(C). Pokud lze nalézt mnoæinu kladn˝ch Ëísel º(C), C 2 S takov˝ch,
æe

P
C2S º(C) = 1 a nezáporná Ëísla q0(C, D), q0(C) =

P
D 6=C q0(C, D) splÚující rovnice

(2.3.3) , potom º(C) je stacionárním rozdÏlením procesu X(t) a zpÏtn˝ proces X(°t) má
intenzity p¯echodu q0(C, D) a q0(C).

D˘kaz SeËteme–li rovnice (2.3.3) p¯i pevném D p¯es vπechna C 2 S, dostaneme
X

C2S
º(C)q(C, D) = º(D)

X

C2S
q0(D,C) = º(D)q0(D) = º(D)q(D) .

Tedy º(D) je rovnováæn˝m rozloæením procesu X(t). Z lemmatu 3 vypl˝vá, æe q0(C, D) a
q0(C) jsou intenzity p¯echodu procesu X(°t) . §

10.4 Model otev¯ené obsluæné sítÏ

Pokusme se nyní o ponÏkud obecnÏjπí vymezení modelu obsluæné sítÏ. Popisovan˝ model
zavedl F. P. Kelly, 1976. P¯edstavme si síª jako otev¯en˝ systém J stanoviπª v nichæ jsou
zpracovávány zakázky I typ˘. Na kaædém stanoviπti se zakázky ¯adí do front a jsou zpra-
covávány na K stanicích obsluhy s urËitou intenzitou. Vstup zakázek typu i do sítÏ tvo¯í
Poisson˘v proces s intenzitou ∏i, i = 1, 2, . . . , I. Kaædá zakázka typu i má p¯edem stano-
venu posloupnost ri = (r(i, 1), r(i, 2), . . . , r(i, Si)) stanoviπª, kter˝mi musí postupnÏ projít
neæ opustí síª (plán obsluhy).

Jak˝m zp˘sobem lze popsat stavy systému v takovémto modelu? ÿekneme,
æe zakázka je v síti na pozici (j, l), je–li za¯azena na l–tém místÏ ve frontÏ u stanice j.
Podívejme se blíæe na j–té stanoviπtÏ. Zde je fronta nj zakázek r˘zn˝ch typ˘ a v r˘zném
stádiu obsluhy. Tuto frontu lze popsat vektorem

cj(t) = (cj
1(t), c

j
2(t), . . . , c

j
nj
(t)) j = 1, 2, . . . , J ,
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kde cj
l (t) = (t

j
l , s

j
l ), t

j
l identifikuje typ zakázky na pozici (j, l) a sj

l oznaËuje fázi obsluhy, ve
které se tato zakázka v Ëase t nalézá.
Stav celé sítÏ je potom jednoznaËnÏ popsán vektorem

C = (c1, c2, . . . , cJ) .

Jak síª funguje? PodrobnÏji si nyní popíπeme funkci sítÏ na j–tém stanoviπti. Zavedeme
nÏkolik p¯edpoklad˘:

(I) – Kaædá zakázka na j–tém stanoviπti vyæaduje obsluhu, jejíæ „velikostˇ je náhodná
veliËina s exponenciálním rozloæením se st¯ední hodnotou 1 (mÏ¯eno v jednotkách mnoæství
práce, energie Ëi náklad˘, pot¯ebn˝ch pro obsluhu zakázky).

(II) – StanoviπtÏ j zpracovává zakázky s celkovou intenzitou ¡j(nj) (mÏ¯eno v jednotkách
mnoæství práce, energie Ëi náklad˘ za jednotku Ëasu). Budeme p¯edpokládat, æe pokud je
nj > 0, potom i ¡j(nj) > 0.

(III) – P¯edpokládáme, æe na stanoviπti lze obsluhovat více zakázek najednou. Zakázka
na pozici (j, l) bude obsluhována s intenzitou, která je rovna ∞j

l (nj)¡j(nj), l = 1, 2, . . . , nj .
∞j

l (nj) p¯edstavuje podíl z celkové intenzity ¡j(nj) poskytované na stanoviπti j zakázce na
místÏ l ve frontÏ, obsahující celkem nj zakázek. P¯edpokládáme, æe je

Pnj

l=1 ∞j
l (nj) = 1.

(IV) – Jeli obsluha zakázky na místÏ l ukonËena, zakázka opouπtí frontu. Zakázky na
místech l + 1, l + 2, . . . , nj se posunou na místa l, l + 1, . . . , nj ° 1.

(V) – Pokud je obsluha zakázky na stanoviπti j ukonËena a byla poslední v jejím plánu,
zakázka opustí síª. Nebyla–li tato obsluha poslední, zakázka se za¯adí do fronty u k–tého
stanoviπtÏ, kde k = r(tjl , s

j
l + 1). V k–té frontÏ se zakázka za¯adí na místo l s pravdÏpo-

dobností ±k
l (nk), l = 1, 2, . . . , nk. P¯itom zakázky, které byly na místech l, l + 1, . . . , nk se

posunou na místa l + 1, l + 2, . . . , nk + 1. OpÏt p¯edpokládáme, æe
Pnk

l=1 ±k
l (nk) = 1.

P¯íklad 10.4.1. V p¯íkladu 10.1.1 jsme uvaæovali síª dvou obsluæn˝ch stanic se sério-
v˝m zpracováním jednoho typu zakázek. To znamená, æe v tomto modelu je J = 2, I =
1, r(1, 1) = 1, r(1, 2) = 2. ObÏ stanice obsluhují vædy jen jednu zakázku s intenzitami µ, ∫,
tedy je

¡1(m) = µ, ∞11(m) = 1, ∞1l (m) = 0, l = 2, 3, . . . , m, (2)

¡2(n) = ∫, ∞21(m) = 1, ∞2l (m) = 0, l = 2, 3, . . . , m, (3)

pro libovolná m, n, coæ jsou délky front u stanice 1, resp. 2. PravdÏpodobnosti za¯azení
zakázky na l–té místo ve frontÏ jsou

±1l (m) = 0, l = 1, 2, 3, . . . , m° 1, ±1m(m) = 1, (4)

±2l (n) = 0, l = 1, 2, 3, . . . , n° 1, ±2n(n) = 1 (5)

(zakázky se ¯adí vædy na konec fronty).

P¯íklad 10.4.2. Zakázky mají b˝t zpracovávány v síti popsané v minulém p¯íkladu,
pouze s tím rozdílem, æe po zpracování ve druhé stanici se musí vrátit jeπtÏ jednou na
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stanici první. V takovémto p¯ípadÏ z˘stane popis modelu podobn˝ jako v p¯íkladu 1, jen se
zmÏní „plán obsluhyˇ: r(1, 1) = 1, r(1, 2) = 2, r(1, 3) = 1.

P¯íklad 10.4.3 popisuje situaci, kdy j–té stanoviπtÏ je schopno obsluhovat aæ k zakázek
najednou se stejnou intenzitou. Potom je

¡j(m) = µj .min(k, m), (6)

∞j
l (m) =

1
m

, l = 1, 2, . . . , m, m ∑ k (7)

∞j
l (m) =

1
k

, l = 1, 2, . . . , k, m > k (8)

∞j
l (m) = 0, l = k + 1, k + 2, . . . , m, m > k (9)

Jak vypadají intenzity p¯echodu? P¯echod od stavu C ke stavuD je v naπem modelu
urËen plánem obsluhy r. Ten urËuje, kam a kdy se která zakázka v síti p¯emístí. Na mnoæinÏ
stav˘ sledovaného procesu zavedeme operátory T , odpovídající následujícím p¯echod˘m:

(i) Vstup nové zakázky do sítÏ. Nová zakázka typu i vstupuje do sítÏ na stanoviπtÏ j =
r(i, 1). Byla–li síª p¯ed p¯íchodem nové zakázky ve stavu C a nová zakázka se za¯adí
na stanoviπtÏ j do fronty na místo m, oznaËíme tento nov˝ stav jako T imC.

(ii) P¯echod zakázky v síti. P¯edpokládejme, æe síª je ve stavu C a obsluha zakázky na
pozici (j, l) je ukonËena. Není–li tato obsluha poslední v plánu r, p¯ejde zakázka do
dalπího stanoviπtÏ k = r(tjl , s

j
l + 1) na místo m. Tento nov˝ stav oznaËíme TjlmC.

(iii) Odchod zakázky ze sítÏ. P¯edpokládejme, æe síª je ve stavu C a obsluha zakázky typu
i na pozici (j, l) je ukonËena a je poslední v seznamu ri. V tomto p¯ípadÏ zakázka
opustí síª a tato p¯ejde do stavu kter˝ oznaËíme TjlC.

Jiné typy p¯echod˘ v síti v modelu nep¯edpokládáme. Odpovídající intenzity p¯echodu
z¯ejmÏ budou

(i) Intenzita p¯íchodu zakázky typu i do sítÏ je ∏i. Do fronty u stanoviπtÏ k = r(i, 1)
na místo m se za¯adí s pravdÏpodobností ±k

m(nk + 1), kde nk je délka fronty k p¯ed
za¯azením. Tedy je

q(C, T imC) = ∏i±
k
m(nk + 1) .

(ii) Intenzita obsluhy zakázky na pozici (j, l) je ∞j
l (nj)¡j(nj). To spolu s pravdÏpodobností

za¯azení na nové stanoviπtÏ k = r(tjl , s
j
l + 1) na místo m dává intenzitu

q(C, TjlmC) = ∞j
l (nj)¡j(nj)±k

m(nk + 1) .

(iii) Intenzita odchodu ze soustavy bude podobná p¯edcházejícímu p¯ípadu, pouze s tím
rozdílem, æe zakázka se uæ nikam neza¯azuje. Proto

q(C, TjlC) = ∞j
l (nj)¡j(nj) .
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Jak vypadá obrácen˝ proces? Obrácen˝ proces popisuje soustavu stejného typu,
s obrácen˝m po¯adím pr˘chod˘ zakázek stanoviπti. Do této soustavy p¯icházejí zakázky
typu i s intenzitou ∏i, i = 1, 2, . . . , I a procházejí stanoviπti s plánem ri = (r(i, Si), r(i, Si°
1), . . . , r(i, 1)). NejpodstatnÏjπí zmÏnou je zámÏna funkcí intenzit ∞j

i (nj) a ±j
i (nj). Tuto zá-

mÏnu lze vysvÏtlit následujícím zp˘sobem: zatímco ±j
i (nj) je pravdÏpodobností za¯azení

zakázky i na místo vstupu do fronty j, ∞j
i (nj) lze interpretovat jako pravdÏpodobnost za¯a-

zení zakázky v této frontÏ na místo, odkud po obslouæení odejde. P¯i obráceném procesu se
tato místa obracejí – vstupní se stane v˝stupním a naopak. Proto se obrací i úloha funkcí ∞
a ±. Tedy

(i’) Intenzita p¯íchodu zakázky typu i do obrácené sítÏ na pozici (j, l) je

q0(TjlC, C) = ∏i∞
j
l (nj) .

(ii’) Intenzita p¯echodu zakázky ze stanoviπtÏ k = r(tjl , s
j
l + 1) z místa m zpÏt na pozici

(j, l) je
q0(TjlmC, C) = ±k

m(nk + 1)¡k(nk + 1)∞
j
l (nj) .

(iii’) Intenzita opuπtÏní obrácené soustavy bude podobná p¯ípadu (ii), pouze s tím rozdílem,
æe zakázka se uæ nikam neza¯azuje. Proto

q0(T imC,C) = ±k
m(nk + 1)¡k(nk + 1) .

Nyní odvodíme rovnováæné rozloæení a rovnice detailní rovnováhy. Nejprve vyjád¯íme
st¯ední poËet aj zakázek typu i, p¯icházejících na stanoviπtÏ j za jednotku Ëasu. Za rovno-
váæného stavu bude aj rovno souËtu st¯edních poËt˘ p¯icházejících zakázek na stanoviπtÏ j
pro vπechny typy i. ZaveÔme funkce Æj(i, s)

Æj(i, s) =

(
∏i kdyæ r(i, s) = j ,

0 jindy .

Funkce Æj(i, s) reprezentuje intenzitu p¯íchodu zakázky i na stanoviπtÏ j (je nenulová,pokud
má zakázka i uzel j v plánu a je rovna nule. pokud zakázka i uzel j nenavπtíví). Potom

aj =
IX

i=1

S(i)X

s=1

Æj(i, s) .

Hledání rovnováæného rozloæení má smysl jen tehdy, nebude–li se u æádného stanoviπtÏ vy-
tvá¯et „nekoneËnáˇ fronta, tzn. bude–li mít kaædá zakázka kladnou pravdÏpodobnost, æe
bude obslouæena. Tato podmínka je vyjád¯ena nerovností

bj =
1X

n=0

√
an

j /
nY

l=1

¡j(l)

!
<1 pro j = 1, 2, . . . , J .2.4.1

Tato podmínka bude splnÏna nap¯íklad pokud aj < max1∑l∑nj ¡j(l).
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Tvrzení 2Rovnováæné rozloæení v popisovaném systému je rovno

º(C) =
JY

j=1

ºj(cj) ,

kde ºj(cj) = 1
bj

Qnj

l=1

≥
Æj(t

j
l , s

j
l )/¡j(l)

¥
.

D˘kaz Podle Tvrzení 1 staËí ukázat, æe º(C) splÚuje rovnice detailní rovnováhy (2.3.3).

OznaËme b =
hQJ

j=1 bj

i°1
normalizaËní konstantu. Dosadíme do vπech p¯ípad˘ (i)–(iii).

(i) º(C)q(C, T imC) = b
JY

j=1

ºj(cj)∏i±
k
m(nk + 1) = B(C)ºk(ck)∏i±

k
m(nk + 1) =

= B(C)

√
nk+1Y

l=1

Æk(tkl , sk
l )/

nk+1Y

l=1

¡k(l)

!
¡k(nk + 1)±k

m(nk + 1) =

B(C)ºk(T imck)¡k(nk + 1)±k
m(nk + 1) = º(T imC)q0(T imC, C). (10)

(ii) º(C)q(C, ThlmC) = b
JY

j=1

ºj(cj)∞h
l (nh)¡h(nh)±k

m(nk + 1) = B(C)ºh(ch)

ºk(ck)∞h
l (nh)¡h(nh)±k

m(nk + 1) = B(C)

√
nh°1Y

l=1

Æh(thl , sh
l )/

nh°1Y

l=1

¡h(l)

!

√
nk+1Y

l=1

Æk(tkl , sk
l )/

nk+1Y

l=1

¡k(l)

!
∞h

l (nh)¡k(nk + 1)±k
m(nk + 1) =

= B(C)ºh(Thlmch)ºk(Thlmck)q0(ThlmC,C) = º(ThlmC)q0(ThlmC, C). (11)

(iii) º(C)q(C, ThlC) = b
JY

j=1

ºj(cj)∞h
l (nh)¡h(nh) = B(C)ºh(ch)∞h

l (nh)¡h(nh) =

= B(C)

√
nh°1Y

l=1

Æh(thl , sh
l )/

nh°1Y

l=1

¡h(l)

!
∏i∞

h
l (nh) =

B(C)ºh(Thlc
h)q0(ThlC, C) = pi(ThlC)q0(ThlC, C). (12)

Dále je z¯ejmÏ

q(C) = q0(C) =
JX

j=1

¡j(nj) +
IX

i=1

∏(i) .

SpeciálnÏ platí následující d˘sledky Tvrzení 1 a 2.

D˘sledek 1Je–li X(t) stacionární otev¯ená síª odpovídající v˝πe popsanému modelu, potom
i obrácen˝ proces X(°t) je stacionární otev¯enou sítí stejného typu.
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D˘sledek 2Je–li síª v rovnováæném stavu, potom

(i) Zakázky typu i opouπtÏjí soustavu v Poissonovském proudu s intenzitou ∏i, i = 1, 2, . . . , I.
Tyto proudy jsou nezávislé a stav X(t0) je nezávisl˝ na odchodech ze soustavy p¯ed Ëa-
sem t0.

(ii) Stav cj
systému ve stanici j je nezávisl˝ na stavech v ostatních stanicích a má prav-

dÏpodobnost ºj(cj). PravdÏpodobnost, æe délka fronty ve stanici j bude rovna n je

P (nj = n) =
1
bj

an
jQn

l=1 ¡j(l)
.2.4.2

(iii) Zakázka p¯icházející podle svého plánu na stanici j „nacházíˇ tuto stanici ve stavu cj

s pravdÏpodobností ºj(cj). PravdÏpodobnost, æe ve frontÏ bude n Ëekajících zakázek je
rovna (2.4.1).

(iv) PravdÏpodobnost, æe zakázka ve frontÏ u stanice j na místÏ l je typu i ve stádiu obsluhy
s (na s–tém místÏ ve svém plánu) je rovna Æj(i, s)/aj .

P¯íklad 2.4.4. Uvaæujme následující model sítÏ dvou pracovních stanic. Zakázky, p¯i-
cházející do stanice 1 s intenzitou ∏ jsou dvojího typu: první typ m˘æe ihned po obslouæení
na stanici 1 síª opustit, zatímco druh˝ typ je po obslouæení ve stanici 1 obsluhován ve stanici
2 a vrácen opÏt do stanice 1. Teprve poté síª opustí. Zakázek druhého typu je v pr˘mÏru
1
3 , stanice 1 pracuje s intenzitou ¡1 = µ, stanice 2 s intenzitou ¡2 = ∫. Obsluha v obou
stanicích bude probíhat podle disciplíny FIFO (First In First Out), coæ je charakterizováno
pravdÏpodobnostmi

∞11(m) = 1, ∞1l (m) = 0, l = 2, 3, . . . , m, (13)

∞21(m) = 1, ∞2l (m) = 0, l = 2, 3, . . . , m, (14)

±1m(m) = 1, ±1l (m) = 0, l = 1, 2, . . . , m° 1, (15)

±2n(n) = 1, ±2l (n) = 0, l = 1, 2, . . . , n° 1 . (16)

Zakázka 1 vstupuje do sítÏ s intenzitou 23∏ a její plán sestává z jedné poloæky r1 = r(1, 1) = 1.
Zakázka typu 2 má vstupní intenzitu 13∏ a ¯ídí se plánem r2 = (r(2, 1), (r(2, 2)) = (1, 2).
Stavy sítÏ lze plnÏ charakterizovat trojicí (n11, n

2
1, n2), kde n11 je poËet zakázek 1. typu ve

stanici 1, n21 je poËet zakázek typu 2 ve stanici 1 a n2 je poËet zakázek ve stanici 2 (kde
mohou b˝t pouze zakázky 2. typu). OznaËme n1 = n11 + n21. Dosazením do v˝raz˘ v tvrzení
2 dostaneme

º1(n11, n
2
1) =

1
b1

n1Y

l=1

Æ1
µ
=
1
b1

µ
2∏
3µ

∂n11
µ

∏

3µ

∂n21

=
1
b1
2n
1
1

µ
∏

3µ

∂n1

º2(n2) =
1
b2

n2Y

l=1

Æ2
∫
=
1
b2

µ
∏

3µ

∂n2
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Za p¯edpokladu 4∏ < 3µ a ∏ < 3∫ má potom normalizaËní konstanta tvar

b =
1
b1

1
b2
=

µ
1° 4∏
3µ

∂µ
1° ∏

3µ

∂

Odtud

º(n11, n
2
1, n2) =

µ
1° 4∏
3µ

∂µ
1° ∏

3µ

∂
2n
1
1

µ
∏

3µ

∂n1 µ
∏

3∫

∂n2

.

PravdÏpodobnosti délky fronty v jednotliv˝ch stanicích jsou

P (n1 = n) =
µ
1° 4∏
3µ

∂µ
4∏
3µ

∂n

P (n2 = n) =
µ
1° ∏

3∫

∂µ
∏

3∫

∂n

a st¯ední poËet zakázek ve stanici

L1 =
1X

n=0

nP (n1 = n) =
µ
1° 4∏
3∫

∂ 1X

n=0

n

µ
∏

3∫

∂n

=
4∏

3µ° 4∏

L2 =
∏

3∫ ° ∏

St¯ední dobu strávenou ve stanici dostaneme pomocí Littleovy formule

W1 =
1
∏

L1 =
1

3µ° 4∏ , W2 =
1
∏

L2 =
1

3∫ ° ∏
.

P¯íklad 2.4.5 SpoËtÏme rovnováæné rozloæení j–té stanice pro p¯ípad popsan˝ v p¯í-
kladu 2.4.3. Zakázky jsou pouze jednoho typu, p¯icházejí do sítÏ v Poissonovském proudu
s intenzitou ∏ a postupnÏ procházejí stanicemi 1, 2, . . . , J . Stav sítÏ je opÏt plnÏ charak-
terizován vektorem (n1, n2, . . . , nJ), kde nj je poËet zakázek ve stanici j , j = 1, 2, . . . , J .
OznaËme Ωj = ∏

µj
.Potom

º(nj) =

8
<

:

1
bj

Ω
nj
j

nj !
, nj ∑ k ,

1
bj

Ω
nj
j

k!knj°k , nj > k .

Konstanta bj má tvar (samoz¯ejmÏ za p¯edpokladu Ω < 1)

bj =
kX

i=1

Ωi
j

i
+

1X

i=k+1

Ωi
j

ki°k
= Ωj +

Ω2j
2
+ · · ·+

Ωk
j

k
+

Ωk+1

k ° Ω
.

PravdÏpodobnosti (2.4.1) mají v tomto p¯ípadÏ stejn˝ tvar jako º(nj). St¯ední poËet zakázek
ve stanici j potom bude

Lj =
1
bj

kX

i=1

Ωi
j

(i° 1)! +
kk

k!
Ω

k ° Ω
.
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11. Obsluæné sítÏ - obecnÏjπí rozdÏlení poæa-

davku na obsluhu.

Zakázky v kaædé stanici lze rozdÏlit do nÏkolika t¯íd. Uæijeme–li oznaËení

zavedené d¯íve, lze tyto t¯ídy reprezentovat dvojicemi (i, s), kde i je typ zakázky
a s je fáze obsluhy a je r(i, s) = j. Zakázka bÏhem svého pr˘chodu stanicí j
svoji t¯ídu nemÏní. OznaËme C|

mnoæinu vπech t¯íd ve stanici j.
Poæadovaná míra obsluhy (nap¯. mnoæství práce, Ëasu, energie) byla v mo-

delu v odstavci 10.4 v p¯edpokladu (I) zavedena jako náhodná veliËina s expo-

nenciálním rozloæením se st¯ední hodnotou 1 (tedy s parametrem 1). Ukáæeme

si nyní, jak lze modelovat obecné rozloæení poæadavku na obsluhu tzv. metodou

stádií. P¯edstavme si, æe zakázka t¯ídy & = (i, s) ve stanici j prochází celkem
zj
(&) stádii obsluhy. Mnoæství obsluhy poæadovaná v jednotliv˝ch stádiích nechª
mají nezávislá exponenciální rozloæení se st¯ední hodnotou dj

(&) (nap¯. zj
(&)

pracovních úkon˘, z nichæ kaæd˝ p¯edstavuje dj
(&) práce). Celkové rozloæení po-

æadavku na obsluhu ve stanici j je potom rozloæení gamma (speciálnÏ Erlangovo
rozloæení) s parametry zj

(&) a µj
=

1
dj , tedy se st¯ední hodnotou zj

(&)dj
(&) a

rozptylem z(&)(dj
(&))2.

Stav systému ve stanici j na místÏ l budeme popisovat dvojicí cj
l (t) =

(&j
l , xj

l ), kde &j
l = (t

j
l , s

j
l ) je t¯ída, do které pat¯í zakázka na pozici (j, l) a

1 ∑ xj
l ∑ zj

(tjl , s
j
l ) oznaËuje stadium obsluhy této zakázky. Frontu lze potom

popsat vektorem

cj
(t) = (cj

1(t), c
j
2(t), . . . , c

j
nj
(t)) j = 1, 2, . . . , J ,

a

C(t) = (c1(t), c2(t), . . . , cJ
(t))

tvo¯í markovsk˝ proces.

Model, popsan˝ v odstavci 10.4 pozmÏníme následujícím zp˘sobem:

(I’) – Zakázka t¯ídy & na j–tém stanoviπti vyæaduje obsluhu, jejíæ velikost je
náhodná veliËina s rozloæením gamma se st¯ední hodnotou zj

(&)dj
(&) a rozpty-

lem zj
(&)(dj

(&))2.

(II) – (IV) Tyto p¯edpoklady z˘stanou beze zmÏny

(V’) – Pokud je obsluha zakázky t¯ídy c na stanoviπti j ukonËená a byla po-
slední v jejím plánu, zakázka opustí síª. Nebyla–li tato obsluha poslední, zakázka

se za¯adí do fronty u k–tého stanoviπtÏ, kde k = r(tjl , s
j
l + 1). V k–té frontÏ se

zakázka za¯adí na místo l s pravdÏpodobností ∞k
l (nk + 1), l = 1, 2, . . . , nk.

P¯itom zakázky, které byly na místech l, l + 1, . . . , nk se posunou na místa

l + 1, l + 2, . . . , nk + 1.

P¯íklad 11.1.1. Nechª ∞j
l (n) = 0, l = 1, 2, . . . , n ° 1 , ∞j

l (n) = 1 , n =
1, 2, . . . . Tento model popisuje disciplínu LIFO (Last In First Out) kterou si
lze p¯edstavit tak, æe, zakázky se ¯adí na jakousi „hromaduˇ a ke zpracování je

vædy za¯azena ta zakázka, která je navrch (tedy ta, co p¯iπla jako poslední).
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P¯íklad 11.1.2. ∞j
l (n) =

1
n , l = 1, 2, . . . , n = 1, 2, . . . . Tento model

popisuje stanici, jejíæ Ëinnost je rozdÏlena mezi vπechny zakázky, které p¯ijdou se

stejnou intenzitou (p¯íklad tzv. „sdílení procesoruˇ, znám˝ z Ëinnosti Ëíslicov˝ch

poËítaË˘).

P¯íklad 11.1.3. Model z p¯íkladu 10.4.3 popisuje p¯ípad stanice, která je
schopna obsluhovat zároveÚ maximálnÏ k zakázek najednou se stejnou intenzi-
tou. Pokud je stanice „obsazenaˇ (je v ní k zakázek), dalπí zakázky jiæ nep¯ijímá.

Jak vypadají intenzity p¯echodu? Intenzity p¯echodu lze odvodit po-
dobnÏ jako v odstavci 10.4 pouze s tím rozdílem, æe ±k

m(n) = ∞k
m(n) a musíme

poËítat i s intenzitou zpracování v jednotliv˝ch stádiích. OznaËme tuto inten-

zitu µk
m =

1
dk

m
, kde dk

m = dk
(&), pokud zakázka na místÏ m ve stanici k je

t¯ídy &. Dále je t¯eba uvaæovat nové p¯echody mezi stavy. K p¯echod˘m (i)–(iii)
z odstavce 10.4 p¯idáme dalπí

(iv) P¯echod zakázky z jednoho stadia obsluhy do dalπího p¯ed ukonËením ob-

sluhy ve stanici. OznaËíme–li C stav sítÏ v okamæiku kdy je na pozici
(j, l) zakázka t¯ídy (i, s) ve stádiu obsluhy x < zj

(i, s), symbolem TjlxC
oznaËme stav kdy tato zakázka p¯ejde do stadia x+ 1.

Intenzity odpovídající p¯echod˘m (i)–(iv) potom budou

(i) q(C, T imC) = ∏i∞k
m(nk + 1),

(ii) q(C, TjlmC) = ∞j
l (nj)¡j

(nj)µ
j
l ∞

k
m(nk + 1),

(iii) q(C, TjlC) = ∞j
l (nj)¡j

(nj),

(iv) q(C, TjlxC) = ∞j
l (nj)¡j

(nj)µ
j
l .

Jak vypadá obrácen˝ proces? V tomto procesu reprezentují Ëísla x poËet
stádií, které mají b˝t jeπtÏ vykonána p¯ed opuπtÏním stanice zakázkou. Jinak z˘-

stává interpretace obráceného procesu podobná jako v odstavci 10.4. Vzhledem

k symetrii, nedochází zde k zámÏnÏ funkcí intenzit ∞j
i (nj) a ±j

i (nj). Intenzity

obráceného procesu jsou

(i’) q0(TjlC, C) = ∏i∞
j
l (nj),

(ii’) q0(TjlmC, C) = ∞k
m(nk + 1)¡k

(nk + 1)µk
m∞j

l (nj),

(iii’) q0(T imC, C) = ∞k
m(nk + 1)¡k

(nk + 1),

(iv’) q0(T jlxC, C) = ∞j
l (nj)¡j

(nj)µ
j
l

Pro t¯ídu zakázek & = (i, s) oznaËme

Æj(&) =

(
∏idj
(&) kdyæ r(&) = j ,

0 jindy .
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Potom

aj =

IX

i=1

S(i)X

s=1

Æj(&)z
j
(&) ,

je st¯ední poæadavek na míru obsluhy ve stanici j za jednotku Ëasu, pokud
je systém v rovnováze. PostaËující podmínkou rovnováhy je splnÏní nerovnosti

(10.4.1). Podobn˝m zp˘sobem jako v odstavci 10.4 lze dokázat, æe i pro tento

model platí Tvrzení 1,2 a jejich D˘sledky 1 a 2.

P¯edstavme si nyní, æe Ëinnost stanice j budeme dÏlit na stále vÏtπí poËet
stádií zj

n(&) s velmi mal˝mi poæadavky dj
n(&) tak, æe zj

n(&)d
j
n(&) = y , n =

1, 2, . . . . Tímto zp˘sobem lze p¯iblíæit rozdÏlení poæadavku na obsluhu zakázky
t¯ídy & konstantÏ y s libovolnÏ mal˝m rozptylem. SouËasn˝m zvyπováním poËtu
fází obsluhy zakázky typu i ve stanici j m˘æeme nyní modelovat sítÏ, v nichæ
poæadavky na obsluhu zakázek ve stanicích mají rozloæení, jeæ lze vyjád¯it jako

koneËnou smÏs rozloæení gamma. P¯itom z˘stávají v platnosti vπechna tvrzení

z odstavce 10.4.

11.2 Limitní p¯echod k obecnému rozdÏlení poæadavku na obsluhu.

P¯i d˘kazech a odvozování vlastností systém˘ hromadné obsluhy, mezi nÏæ

pat¯í i sítÏ obsluæn˝ch stanic, se Ëasto pouæívá metoda, kterou naz˝váme meto-

dou vno¯eného markovského ¯etÏzce. V obecnÏjπích p¯ípadech, kdy {X(t), t 2 T }
netvo¯í markovsk˝ proces se spojit˝m Ëasem, zúæíme náπ pohled na systém tak,

æe vybereme posloupnost Ëasov˝ch okamæik˘ {t0, t1, . . . tn, . . . } , limn!1 tn =
1 takovou, æe posloupnost {X(t0)), . . . ,X(tn), . . . } tvo¯í markovsk˝ proces. To
znamená, æe pro libovolnou m–prvkovou podposloupnost ø1 < ø2 < · · · < øm

posloupnosti {tn} platí

P (X(øm) = Cn |X(ø1) = C1,X(ø2) = C2, . . . , X(øm°1) = Cm°1) =

= P (X(øm) = Cm |X(øm°1) = Cm°1) . (1)

Systém potom budeme vyπet¯ovat pouze v okamæicích {t0, t1, . . . , tn, . . . } a zís-
kané v˝sledky p¯eneseme na p˘vodní proces.

V naπem modelu budeme sledovat pouze stavy v okamæicích øn, n = 0, 1, . . .
pohybu zakázek mezi jednotliv˝mi stanicemi. Pohybem zakázky budeme rozumÏt

buÔ p¯íchod nové zakázky do sítÏ, p¯echod zakázky mezi stanicemi v síti nebo

odchod zakázky ze sítÏ. Ukáæeme si, æe znalost posloupnosti {(øn,X(øn))}n∏0
a poËáteËního stavu x = X(0) nám umoæÚuje rekonstrukci celého procesu
{X(t), t ∏ 0}. Stavy procesu X(t) v Ëase øn ∑ t < øn+1 mezi dvÏma pohyby
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zakázek v síti jsou urËeny p¯edpokladem (II) a (III) modelu. P¯edpokládejme,
æe celkov˝ stav sítÏ v Ëase t je

X(t) = C(t) =
°
c1(t), c2(t), . . . , cJ

(t)
¢
,

kde pro j = 1, 2, . . . , J je

cj
(t) =

°
(&j
1 , x

j
1), (&

j
2 , x

j
2), . . . , (&

j
nj

, xj
nj
),

¢
= (&j , xj

) .

Známe–li stav cj
(t), øn ∑ t < øn+1, potom pro 0 ∑ h < (øn+1 ° t) bude

cj
(t+h) =

°
(&j
1 , x

j
1+∞j

l (nj)¡
j
(nj)h+o(h)), . . . , (&j

nj
, xj

nj
+∞j

nj
(nj)¡

j
(nj)h+o(h)).

Tedy známe-li vπechny okamæiky pohybu zakázek v síti a stavy sítÏ v tÏchto

okamæicích, potom m˘æeme urËit stav sítÏ v libovolném Ëase.

Nechª posloupnost {øn}n∏0 Ëas˘ pohybu zakázek v síti je úplná, tzn. æe
mezi dvÏma Ëasy øn a øn+1 nedojde k pohybu æádné zakázky v síti pro vπechna

n = 0, 1, 2, . . . . Této posloupnosti odpovídá

– posloupnost interval˘ In = [øn, øn+1) ,

– posloupnost stav˘ {&n}n∏0 ,

– posloupnost p¯irozen˝ch Ëísel {rn}n∏0, kde rn je rovno poËtu zakázek

v síti v Ëase øn , kter˝ se po cel˝ Ëasov˝ interval In (tedy aæ do Ëasu øn+1)

nemÏní,

– posloupnost vektor˘ {!1n, . . . , !J
n}n∏0, kde !j

n =
°
q(&j
1 , n), q(&

j
2 , n), . . . ,

q(&j
nj

, n)
¢
. Pro &j

m = (i, s) je q((i, s), n) =
°
qi,s(n), . . . , qi,S(i)(n)

¢
vektor

momentálních poæadavk˘ na obsluhu ve zb˝vajících fázích s, s+1, . . . , S(i)
(mnoæství práce, Ëasu, energie, . . . , které jeπtÏ poæaduje zakázka t¯ídy &j

m

na pozici (j,m) v Ëase øn .

Uvaæujme nyní jeπtÏ obecnÏjπí model neæ v odstavci 2.5. P¯edpoklady (II)°
(IV ), (V 0) popisující model budou stejné jako v 2.5, p¯edpoklad (I) zmÏníme
následovnÏ:

(I§) – Zakázka t¯ídy & na j–tém stanoviπti vyæaduje obsluhu, jejíæ velikost

je náhodná veliËina Q(&). Vektor poæadavk˘ {Q(i, s)}S(i)
s=1 zakázky typu i má

sdruæené rozloæení Fi, nezávislé na ostatních stavech sítÏ.

Ostatní p¯edpoklady nechª z˘stanou beze zmÏny. V tomto p¯ípadÏ bude

st¯ední poæadavek na míru obsluhy ve stanici j za jednotku Ëasu, pokud bude
systém v rovnováze, urËen vztahem

aj =

IX

i=1

S(i)X

s=1

Æj(i, s)E(Q(i, s)) .

PostaËující podmínkou rovnováhy je potom opÏt splnÏní nerovnosti (2.4.1) pro

vπechna j. OznaËme b =
QJ

j=1 b°1j , kde bj je definováno ve vztahu (2.4.1).
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Rozπí¯íme nyní pojem stav sítÏ. Stav sítÏ v Ëase t vyjád¯íme jako

G =
°
#, (&1, !1), . . . , (&J , !J

)
¢
,

kde

– # = (#1, . . . , #I) jsou doby do p¯íchodu nové zakázky typu i = 1, . . . , I.
VeliËiny #(i) jsou nezávislé a kaædá z nich má exponenciální rozloæení
s parametrem ∏(i).

– spolu s kaædou zakázkou v síti na místÏ (m, j) budeme uvaæovat kromÏ
odpovídající t¯ídy &j

m = (t
j
m, sj

m) uvaæovat i vektor jejích zb˝vajících poæa-

davk˘ na obsluhu
°
qtj

m,1, . . . , qtj
m,S(tj

m)

¢
(momentální zb˝vající poæadavky

ve vπech fázích obsluhy s = 1, 2, . . . , S(tjm)). Podle p¯edpokladu (I
§
) se

tyto hodnoty ¯ídí sdruæen˝m rozloæením Fi(q1, . . . , qS(i)) , i = tjm .

Pro cj
= (&j ,!j

) potom definujme

µj(c
j
) =

1

bj

njY

m=1

∏i

¡j(m)

Z

RS(i)
+

(ts ° qi,s)

S(i)Y

r=s

I[tr ∏ qi,r]dFi(t1, . . . , tS(i)) ,

kde i = tjm. A. D. Barbour v práci [Barbour, 1976] dokázal následující tvrzení.
Tvrzení 3MÏjme síª, splÚující p¯edpoklady (I§), (II) ° (IV ), (V 0) a podmínku
(2.4.1). P¯edpokládejme, æe s pravdÏpodobností 1 jsou vπechny poæadavky Q(&)
jsou kladné. Potom rovnováæné rozloæení v síti má tvar

µ(G) =

√
IY

l=1

e°∏l#l

! 0

@
JY

j=1

µ(cj
)

1

A .

D˘sledek 3Je–li síª v rovnováæném stavu, potom

(i) Zakázky typu i opouπtÏjí soustavu v nezávisl˝ch poissonovsk˝ch proudech
s intenzitami ∏i, i = 1, 2, . . . , I.

(ii) Stav cj
systému ve stanici j je nezávisl˝ na stavech v ostatních stanicích a

má pravdÏpodobnost µj(cj
). PravdÏpodobnost, æe délky front ve stanicích

budou rovny n = (n1, . . . , nJ) je

P (n) =
JY

j=1

"
a

nj

j

, njY

m=1

¡j
(m)

#
.

P¯íklad 11.2.1. V kapitole 4 jsme se zab˝vali stanicí s minimální obsluhou.
Uvaæujme nyní model sítÏ sloæen˝ ze t¯í stanic tohoto typu. P¯edpoklady modelu

jsou následující:

– síª sestává ze t¯í obsluæn˝ch stanic (J=3) s intenzitami obsluhy ¡1 = ∫1,
¡2 = ∫2 a ¡3 = ∫3,
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– v síti je obsluhován pouze jeden druh zakázek (I=1), které do sítÏ p¯i-

cházejí s intenzitou ∏ a kaædou stanicí procházejí jednou v po¯adí 1, 2,
3,

– poæadavky na obsluhu v jednotliv˝ch stanicích obsluhy jsou nezávislá s po-

sunut˝m exponenciálním rozloæením s parametry ø1, µ1, ø2, µ2 a ø3, µ3.

Z t¯etího p¯edpokladu plyne, æe sdruæená hustota poæadavk˘ na obsluhu zakázky

v síti je

f(x, y, z) = µ1µ2µ3e
°µ1(x°ø1)e°µ2(y°ø2)e°µ3(z°ø3) , x ∑ ø1, y ∑ ø2, z ∑ ø3 .

St¯ední hodnota tohoto rozloæení je rovna E(Q) = (ø1+
1

µ1
, ø2+

1
µ2

, ø3+
1

µ3
) =

(Æ1, Æ2, Æ3). Ke splnÏní nerovnosti (2.4.1) staËí, aby

∏Æ1
∫1

< 1
∏Æ2
∫2

< 1
∏Æ3
∫3

< 1 .

Z téhoæ vztahu potom dostaneme normalizaËní konstantu

b =
(∫1 ° ∏Æ1)(∫2 ° ∏Æ2)(∫3 ° ∏Æ3)

∫1∫2∫3
.

Uvaæujme nyní p¯ípad, kdy na stanici 1 je celkem k zakázek, na stanici 2 l a na
stanici 3 m zakázek. PravdÏpodobnost tohoto jevu je podle d˘sledku 3 rovna

P (k, l, m) =

µ
∏Æ1
∫1

∂k µ
∏Æ2
∫2

∂l µ∏Æ3
∫3

∂m

.

P¯edstavme si stav sítÏ G =
°
w, (q, u, v), (0, u, v), (0, 0, v)

¢
. Stav G lze interpre-

tovat takto:

– do p¯íchodu dalπí zakázky zb˝vá Ëas w.

– zakázkám v síti zb˝vá jeπtÏ mnoæství q obsluhy ve stanici 1, mnoæství u
obsluhy ve stanici 2 a v ve stanici 3.

– zakázky ve stanici 2 uæ nebudou poæadovat obsluhu stanicí 1 a podobnÏ

zakázky ve stanici 3 uæ nebudou obsluhovány ve stanicích 1 a 2.

P¯edpokládejme, æe nap¯. q ∏ ø1, u ∏ ø2, v ∏ ø3. OznaËme q0 = q ° ø1, u0 =
u° ø2 a v0 = v° ø3. Dosazením tÏchto hodnot do v˝razu v tvrzení 3 dostaneme
pravdÏpodobnost

µ(G) = be°∏w ∏k+l+m

(∫1µ1)k(∫2µ2)l(∫3µ3)m
exp

°
°µ1q

0k°µ2u
0
(k+l)°µ3v

0
(k+l+m)

¢
.

11.3. Síª stanic s kladnou minimální dobou obsluhy.
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P¯edpokládejme, æe síª je tvo¯ena stanicemi popsan˝mi v kapitole 4. Po-

æadavek na obsluhu zde má posunuté exponenciální rozloæení s parametry ø, µ.
Tento poæadavek lze interpretovat jako dvoufázovou obsluhu, p¯iËemæ první fáze

vyæaduje pevné (nenáhodné) mnoæství ø obsluhy a ve druhé fázi má obsluha ex-
ponenciální rozloæení s parametrem µ. Pro náπ model to znamená konkretizaci
p¯edpokladu (I§):

(I?
) – Zakázka typu i vyæaduje v s–té fázi obsluhu, jejíæ velikost je náhodná

veliËina Q(i, s) s distribuËní funkcí

F (i, s;x) =

(
0, x < ø(i, s),

1° exp
°
° µ(i, s)(x° ø(i, s))

¢
, x ∏ ø(i, s),

nezávislá na ostatních stavech sítÏ.

Protoæe je E
°
Q(i, s)

¢
= ø(i, s) + 1

µ(i,s) , bude st¯ední poæadavek na obsluhu

ve stanici j dán vztahem

aj =

IX

i=1

S(i)X

s=1

Æj(i, s)
£
ø(i, s) +

1

µ(i, s)

§
,

pomocí nÏhoæ vyjád¯íme podmínku rovnováhy (2.4.1) a hodnoty normujících

konstant bj , j = 1, . . . , J .
Stav sítÏ v Ëase t vyjád¯íme vektorem

G =
°
#, c1, . . . , cJ

¢
,

kde

cj
=

°
(tj1, s

j
1, q

j
1), . . . , t

j
nj

, sj
nj

, qj
nj
)
¢
,

p¯iËemæ qj
m = q(tjm, sj

m) je velikost zb˝vajícího poæadavku na obsluhu zakázky

na místÏ m ve stanici j vzhledem k této stanici.
Podle tvrzení 3 v odstavci 2.6 má rovnováæné rozloæení v síti tvar

µ(G) =

√
IY

l=1

e°∏l#l

! 0

@
JY

j=1

µ(cj
)

1

A ,

p¯iËemæ

µj(c
j
) =

1

bj

njY

m=1

∏tj
m

¡j(m)

Z 1

qj
m

(x° qj
m)dF j

m(x) ,

oznaËíme–li F j
m(x) = F (tjm, sj

m, x) .
Pro x ∏ ø j

m je navíc

dF j
m(x) = µ(tjm, sj

m) exp
°
° µ(i, s)(x° ø(i, s))

¢
dt = µj

m exp
°
° µj

m(x° ø j
m)

¢
dt .

Tedy pro qj
m ∏ ø j

m , m = 1, . . . , nj dostaneme

µj(c
j
) =

1

bj

njY

m=1

∏tj
m

¡j(m)

Z 1

qj
m

(x° qj
m)dF j

m(x) =
1

bj

njY

m=1

∏tj
m

e°µj
m(q

j
m°øj

m)

¡j(m)µj
m

.
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13. PoËítaËové simulace.

V nÏkter˝ch p¯ípadech nám vlastnosti modelu buÔ nedovolují v˝poËet nÏkte-
r˝ch charakteristik analytick˝m zp˘sobem v˘bec, nebo jen s velk˝mi obtíæemi.
Potom zpravidla pouæijeme numerickou simulaci modelu. V˝hody numerické
simulace jsou nesporné a její v˝znam prudce vzr˘stá s rostoucími moænostmi
a v˝konností souËasné v˝poËetní techniky. Simulaci, kterou jeπtÏ p¯ed nÏkolika
lety bylo moæno provést pouze na velkém poËítaËi a trvala nÏkolik hodin, lze
v souËasné dobÏ uskuteËnit na stolním poËítaËi v mnohem kratπím Ëase. Velkého
pokroku je téæ dosahováno v moænostech grafické prezentace v˝sledk˘. Simulací
lze modelovat sítÏ s r˘zn˝mi pravdÏpodobnostními rozdÏleními dob p¯íchod˘ za-
kázek, poæadavk˘ na obsluhu, dob do poruchy Ëi délky oprav obsluæn˝ch stanic.
K simulaci lze pouæít i empiricky zjiπtÏn˝ch rozloæení, bez nutnosti aproximace
teoretick˝m rozloæením. SimulaËní modely nám umoæÚují modelovat i velmi slo-
æité sítÏ z hlediska plán˘ obsluhy jednotliv˝ch zákazník˘.
ProË se tedy s pomÏrnÏ znaËn˝m úsilím zab˝váme analytick˝mi rozbory, jako

nap¯. v kapitolách 5,6,7 ? P¯edevπím numerická simulace není moæná bez p¯ed-
chozího analytického rozboru. Má–li simulace probíhat efektivnÏ, musí vycházet
z analytick˝ch vztah˘. Dalπí d˘vody souvisí s obecn˝m vztahem mezi numeric-
k˝mi a analytick˝mi v˝poËty. Numerické v˝poËty a simulace mají – stejnÏ jako
empirické zjiπªování – pouze „lokálníˇ charakter v tom smyslu, æe jsou vædy vzta-
æeny k momentální situaci Ëi podmínkám, za kter˝ch jsou uskuteËnÏny. Naproti
tomu analytické v˝poËty nám mohou poskytnout globální pohled na zkouman˝
model. Nap¯íklad ¯eπení soustavy diferenciálních rovnic. Numerická metoda nám
sice poskytne ¯eπení, ale pouze jedno a v jediném bodÏ. Toto m˘æeme potom
mnohokrát opakovat a získat tak záplavu Ëísel, kterou lze zobrazit i graficky
a získat tak jakousi „globálníˇ p¯edstavu o ¯eπení dané soustavy. V˝sledek je
zpravidla názorn˝ a postaËující, nicménÏ je k nÏmu t¯eba velmi mnoho v˝po-
Ët˘, nároËného technického vybavení a Ëas. Naproti tomu analytické ¯eπení – po-
kud je v˘bec moæné – b˝vá obvykle sloæité a neb˝vá ani p¯esnÏjπí, neboª zvláπtÏ
v nelineárních p¯ípadech jsme nuceni provádÏt ¯adu aproximací. NicménÏ analy-
tick˝ v˝sledek má obecnÏjπí charakter a umoæÚuje diskusi z hlediska parametr˘.
Dojde–li v modelu ke zmÏnÏ parametr˘, analytick˝ v˝sledek nám ¯ekne, co se
m˘æe stát s ¯eπením. Numerické ¯eπení se vπak musí celé opakovat. Z tohoto hle-
diska numerické ¯eπení neumoæÚuje ani vyπet¯ování asymptotického (mezního)
chování modelu. Numerick˝ v˝poËet m˘æe b˝t i velmi pomal˝ v p¯ípadech, kdy
je t¯eba vyhodnotit situaci pokud moæno „ihnedˇ. Dosazení okamæit˝ch para-
metr˘ do jednoho vzorce, kter˝ je v˝sledkem analytického v˝poËtu provedeného
d¯íve, b˝vá rychlejπí, neæ provést v˝poËet Ëi simulaci.
V˝jimku v p¯edchozí úvaze tvo¯í nÏkteré poËítaËové programy, které jsou

schopny analytick˝ch v˝poËt˘ a symbolického vyjád¯ení jejich v˝sledk˘ (nap¯.
Maple, Mathematica), nicménÏ tÏchto prost¯edk˘ se k simulaci zatím ve vÏtπí
mí¯e nepouæívá.
Z uvedeného vypl˝vá, æe optimálních v˝sledk˘ lze dosáhnout teprve p¯i

vhodném spojení obou metod. Proto je d˘leæité odvozovat v˝sledky analyticky
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a pokud to model umoæÚuje, pouæít jich p¯i numerick˝ch v˝poËtech.

13.1 Metody simulace.

Metody simulace závisí do jisté míry na pouæit˝ch technick˝ch a programo-
v˝ch prost¯edcích. V zásadÏ vπak lze p¯i numerické simulaci obsluæn˝ch systém˘
postupovat dvÏma zp˘soby:

(a) Simulace v diskrétním Ëase. Je to tzv. „�tˇ metoda, která je zaloæena
na diskretizaci Ëasové osy. »asov˝ interval T rozdÏlíme na N díl˘ o délce
� = T

N . Model budeme vyπet¯ovat v Ëasov˝ch okamæicích 0, �, 2�, 3�, . . . .
V kaædém tomto okamæiku zjistíme, zda doπlo k nÏjaké zmÏnÏ stavu – události
– Ëi nikoli. Pokud ano, provedeme p¯ísluπné v˝poËty a zmÏny.

(b) Simulace diskrétních událostí. Tento p¯ístup p¯edpokládá, æe jsme schopni
postupnÏ generovat úpln˝ seznam okamæik˘ zmÏn stav˘ modelu {ø1, ø2, . . . ,
øn, . . . }. Simulace potom probíhá sekvenËnÏ tak, æe v i–tém kroku je simulo-
vána událost, p¯ísluπející k Ëasu øi.

Kaædá z uveden˝ch metod má své v˝hody i nev˝hody. Jejich pouæití zpravidla
závisí na konkrétním modelu. ObecnÏ lze ¯íci, æe první metoda b˝vá jedno-
duππí z hlediska algoritmu, ale na úkor rychlosti a p¯esnosti. Druhá metoda je
– z hlediska pravdÏpodobnostních charakteristik – p¯esnÏjπí, nicménÏ její algo-
ritmy mohou b˝t komplikovanÏjπí a nároËnÏjπí na poËet pouæit˝ch parametr˘.
NejËastÏji se vπak pouæívá kombinace obou uveden˝ch metod.
Oba p¯ístupy jsou zaloæeny na simulaËní metodÏ které se ¯íká metoda Monte

Carlo. P¯i ní numerick˝mi prost¯edky generujeme Ëíselné hodnoty, odpovída-
jící realizacím náhodn˝ch veliËin. TÏmto Ëísl˘m ¯íkáme pseudonáhodná Ëísla a
algoritm˘m pro jejich vytvá¯ení naz˝váme generátory (pseudo)náhodn˝ch Ëí-
sel. Kvalita simulace – to jest míra podobnosti mezi teoretick˝m modelem a
v˝sledkem simulace – závisí p¯edevπím na kvalitÏ pouæitého generátoru. Pro-
blematice generování pseudonáhodn˝ch Ëísel a posuzování kvality generátor˘
se vÏnuje nap¯. [Ripley, 19??] BÏæné programovací jazyky poskytují generátory
pseudonáhodn˝ch Ëísel z rovnomÏrného rozloæení na intervalu (0, 1), p¯ípadnÏ
z normálního rozloæení N(0, 1). Srovnání generátor˘ r˘zn˝ch programovacích
jazyk˘ a statistick˝ch systém˘ lze nalézt v [Antoch,1990].

13.2 Simulace modelu obsluæné sítÏ.

V dalπím odstavci se budeme vÏnovat simulaci otev¯ené sítÏ, popisované
v p¯edchozí kapitole. Pouæijeme k tomu metodu diskrétních událostí. Konkrétní
podoba programu pro simulaci bude záviset na programov˝ch prost¯edcích, které
máme k dispozici. Proto se zde nebudeme zab˝vat detaily jednotliv˝ch procedur,
ale pouze algoritmizací úlohy. Konkrétní kód v jazyce systému PC–MATLAB,
verze 3.1 je uveden v p¯íloze této práce.
SimulaËní model se ¯ídí ¯adou parametr˘. Jejich stanovení se provádí ob-

vykle empiricky, formou pozorování a mÏ¯ení reálného systému. Parametry také
m˘æeme volit experimentálnÏ, p¯ípadnÏ mohou b˝t p¯edmÏtem optimalizace.
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Ke konstrukci modelu je vπak musíme znát. P¯edevπím jsou to tyto parametry
modelu:

– poËet typ˘ zakázek I a poËet obsluæn˝ch stanic J .

– pro kaæd˝ typ zakázky musíme znát rozloæení doby mezi p¯íchody do systému
Li, plán obsluhy ~ri =

°
r(i, 1), r(i, 2), . . . , r(i, S(i))

¢
a rozloæení poæadavk˘ na

zpracování Fis , s = 1, . . . , S(i), i = 1, . . . , I .

– v kaædé obsluæné stanici j musí b˝t definován frontov˝ reæim prost¯ednictvím
rozloæení pravdÏpodobnosti �j a �j , kde �j = {±jn}1n=0 jsou pravdÏpo-
dobnosti za¯azení nové zakázky na místo n ve frontÏ a �j = {∞jn}1n=0 jsou
pravdÏpodobnosti za¯azení zakázky na místÏ n ke zpracování.

Obvykle stanovíme také maximální poËetK zakázek, které mohou b˝t najednou
v síti a kritérium pro ukonËení simulaËního procesu.
K simulaci obsluæné sítÏ budeme dále pot¯ebovat generátory pseudonáhod-

n˝ch Ëísel ze zadan˝ch rozloæení s distribuËními funkcemi Li, Fis a z rozloæení
� a �. Jejich konstrukce s vyuæitím generátoru pseudonáhodn˝ch Ëísel z rovno-
mÏrného rozloæení na intervalu (0, 1) je popsána v p¯íloze.
V pr˘bÏhu simulace budeme pouæívat ¯adu dalπích promÏnn˝ch, z nichæ nÏ-

které jsou nutné pro bÏh programu, dalπí zavádíme úËelovÏ pro v˝poËet sledo-
van˝ch charakteristik. Nutné promÏnné lze zavést nap¯íklad takto:

– posloupnost událostí v síti U = {Un}K
n=0. Událostí zde budeme rozumÏt trojici

Un = (øn, jn,mn), kde øn je Ëas kdy událost nastane, jn je Ëíslo stanice a mn

je místo ve frontÏ, kde událost nastane.

– stav Cj ve stanici j bude vektor
°
(i1, s1), . . . , (iK , sK)

¢
, kde im je typ a sm

je fáze zpracování zakázky na místÏ m ve frontÏ. Pokud na místÏ m nebude
æádná zakázka, budou obÏ hodnoty nulové.

V uvedeném p¯íkladÏ budeme simulací zjiπªovat st¯ední dobu pr˘chodu za-
kázky sítí a st¯ední poËet zakázek v kaædé stanici p¯i dlouhodobém provozu. Pro
tyto v˝poËty zavedeme dalπí úËelové promÏnné:

– T1, . . . , TI , do kter˝ch budeme postupnÏ naËítat Ëasy, strávené zakázkami od-
povídajícího typu v síti, N1, . . . , NI budou slouæit jako ËítaËe zakázek odpo-
vídajícího typu a M1, . . . , MJ , coæ budou mnoæství jak˝chsi „zakázkohodinˇ
v kaædé stanici.

– Ëasové stavy Dj pro kaædou stanici j, Dj =
°
(t1, x1), . . . , (tK , xK)

¢
, kde tm

je okamæik vstupu zakázky na místÏ m do sítÏ a xm je okamæik vstupu této
zakázky do stanice j.

– T̄1, . . . , T̄I – pr˘mÏrné doby strávené zakázkami v síti. SpoËteme je podle
vztahu T̄i = Ti

Ni
, i = 1, . . . , I. M̄1, . . . , M̄J – pr˘mÏrné poËty zakázek ve

stanicích za jednotku Ëasu, spoËtené podle vztahu M̄j =
Mj

ø , kde ø je Ëas
poslední události v síti.
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Podobn˝m zp˘sobem lze doplnit promÏnné pro v˝poËet dalπích charakteristik,
které nás mohou v souvislosti se sítí zajímat.

Vlastní simulace potom bude probíhat v následujících základních kro-
cích:

0) Nastavení poËáteËních hodnot. Pro vπechny t¯ídy i = 1, . . . , I vygene-
rujeme posloupnost prvních událostí U = {Ui}I

i=1 = {(øi, ji, mi)}I
i=1 (první

p¯íchody do systému). »íslo ji poloæíme zatím rovno nule a hodnotu m polo-
æíme rovnu i. Generovat budeme pouze Ëas øi pomocí rozloæení Li. Události
Ui uspo¯ádáme vzestupnÏ podle Ëasu øi. Tímto krokem jsou pouze vytvo¯eny
okamæiky budoucích vstup˘ zakázek do systému. Vlastní za¯azení zakázek
bude probíhat v kroku 1) postupnÏ, podle po¯adí.Na zaËátku simulace také
naplníme vπechny stavy Cjm nulami, j = 1, . . . , J , m = 1, . . . ,K .

1) Vyhodnocení aktuální události. Z mnoæiny U vybereme událost U =
(ø, j,m), která má minimální hodnotu ø (která nejd¯íve nastane) a tuto udá-
lost z U odstraníme. P¯itom mohou nastat následující p¯ípady:

a) j = 0. To znamená, æe se jedná o vstup nové zakázky typu i = m do
sítÏ (její za¯azení do sítÏ). Poloæíme j = r(i, 1). Pokud ve stanici j není
æádná zakázka (Cj1 = (0, 0)), poloæíme Cj1 = (i, 1) a ihned vygenerujeme
Ëas ø budoucího dokonËení zakázky ve stanici j. Událost U = (ø, j, 1) do-
plníme do mnoæiny U . Jsou–li ve stanici j zakázky, vygenerujeme hodnotu
m podle rozloæení �j . Pokud je ve stavu Cj sloæka Cjm nenulová, prove-
deme „posunˇ zakázek o jednu pozici zpÏt, tzn. Cjm ! Cj(m+1), . . . a Cjm

naplníme hodnotou (i, 1). V tomto p¯ípadÏ æádn˝ Ëas pro stanici j negene-
rujeme. V obou p¯ípadech vπak nakonec vygenerujeme p¯íπtí Ëas º vstupu
dalπí zakázky typu i do sítÏ a do mnoæiny U doplníme událost (º, 0, i).

b) 1 ∑ j < r(i, S(i)), kde typ i zakázky zjistíme z hodnoty Cjm spolu s fází
zpracování s. Potom se jedná o p¯echod dosud nedokonËené zakázky
mezi stanicemi v síti. P¯echod bude uskuteËnÏn ze stanice j do stanice
k = r(i, s+1). Provedeme p¯esun zakázek Cj(m+1) ! Cjm, . . . . Pokud jsou
ve stanici j jeπtÏ nÏjaké zakázky (nenulové Cj1), vygenerujeme pomocí roz-
loæení �j pozici m a Ëas dokonËení ø dalπí zakázky ve stanici j. Mnoæinu
událostí U doplníme trojicí (ø, j, m). Dále provedeme za¯azení zakázky do
stanice k podobnÏ jako v p¯ípadÏ a). Pokud ve stanici k není æádná zakázka
(Ck1 = 0), poloæíme m = 1 a ihned vygenerujeme Ëas ø budoucího dokon-
Ëení zakázky ve stanici k. Událost U = (ø, k, 1) doplníme do mnoæiny U .
Jsou–li ve stanici k zakázky, vygenerujeme hodnotu m podle rozloæení �k.
Pokud je ve stavu Ck sloæka Ckm nenulová, provedeme „posunˇ zakázek
o jednu pozici zpÏt, tzn. Ckm ! Ck(m+1), . . . a Ckm naplníme hodnotou
(i, 1). V tomto p¯ípadÏ æádn˝ Ëas pro stanici k negenerujeme.

c) j = r(i, S(i)), kde typ i zakázky zjistíme z hodnoty Cjm. V takovém p¯í-
padÏ se jedná o ukonËení zpracování zakázky a její odchod ze sítÏ.
Provedeme p¯esun zakázek Cj(m+1) ! Cjm, . . . a vygenerujeme pozici m
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a Ëas dokonËení ø dalπí zakázky ve stanici j. Mnoæinu událostí doplníme
trojicí (ø, j, m).

2) Je–li splnÏno kritérium pro ukonËení simulace, ukonËíme ji. Jinak pokraËujeme
v simulaci opÏt krokem 1).

Uvedené kroky jsou pouze základní, simulující vlastní proces obsluhy. Po-
kud budeme chtít poËítat zároveÚ pr˘mÏrnou dobu strávenou zakázkou v síti a
pr˘mÏrn˝ poËet zakázek ve stanici za jednotku Ëasu, doplníme tyto kroky o p¯í-
sluπné operace (odpovídající skuteËnému mÏ¯ení v reálném p¯ípadÏ). P¯edevπím
budeme zaznamenávat okamæiky vstupu zakázky do sítÏ, abychom mohli p¯i
jejím v˝stupu vyhodnotit celkovou dobu strávenou v síti a p¯i kaædém p¯echodu
zaznamenáme Ëas vstupu zakázky do stanice a zmÏ¯íme dobu, kterou zakázka
ve stanici strávila. V˝πe uvedené kroky doplníme o následující akce:

0) Hodnoty T1, . . . , TI , N1, . . . , NI ,M1, . . . ,MJ poloæíme rovny nule. Nulami na-
plníme také hodnoty Djm, j = 1, . . . , J, m = 1, . . . , K.

1) P¯i vyhodnocení události v Ëase ø budeme zaznamenávat Ëasové informace a
aktualizovat ËítaËe.

a) StavyDj1 resp.Djm naplníme hodnotou (ø, ø) (uloæíme Ëas vstupu zakázky
do sítÏ, kter˝ je zároveÚ okamæikem vstupu zakázky do první stanice).

b) P¯i p¯esunu zakázky ze stanice j do stanice k nejprve zjistíme Ëasy (t, x)
ze stavu Djm p¯ed p¯esunem. Hodnotu Mj zvÏtπíme o dobu (ø ° x), po
kterou zakázka setrvala ve stanici j a naplníme stav Dkm = (t, ø) (stav po
p¯esunu, v nÏmæ uchováváme informaci t o Ëase vstupu zakázky do sítÏ).
V tomto kroku provedeme p¯esuny hodnot Djm a Dkm analogicky jako
s Cjm a Ckm.

c) P¯i v˝stupu zakázky ze sítÏ spoËteme rozdíly (ø ° t), (ø ° x) a p¯iËteme je
k hodnotám Ti a Mj . ZároveÚ zvÏtπíme ËítaË zakázek proπl˝ch sítí Ni o 1
a provedeme p¯esun hodnot Dj(m+1) ! Djm, . . . .

2) Má–li b˝t konec simulace, vypoËteme pr˘mÏrnou dobu strávenou zakázkou
typu i v síti podle vztahu T̄i = Ti

Ni
a pr˘mÏrn˝ poËet zakázek Mj ve stanici j

za jednotku Ëasu jako M̄j =
Mj

ø , kde ø je Ëas poslední události v síti.

Na následujících obrázcích jsou bloková schemata programu pro simulaci
uvedeného modelu. Obr. 13.1a zobrazuje hlavní schema, na obr. 13.1b a 13.1c
jsou schemata pro vyhodnocení jednotliv˝ch událostí, tak jak jsou uvedeny v 1a),
1b) a 1c).
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Obr. 13.1a. Blokové schéma programu pro simulaci obsluæné sítÏ.
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Obr. 13.1b. Blokové schéma programu pro simulaci obsluæné sítÏ, Ëásti a), c).
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Obr. 13.1c. Blokové schéma programu pro simulaci obsluæné sítÏ, Ëást b).

6   7



Ve schématech uæívám následující znaËení:

RndL(i) – generátor pseudonáhodn˝ch Ëísel z rozdÏlení L(i)

RndF(i) – generátor pseudonáhodn˝ch Ëísel z rozdÏlení F (i)

Rnd�(j) – generátor pseudonáhodn˝ch Ëísel z rozdÏlení �(j)

Rnd�(j) – generátor pseudonáhodn˝ch Ëísel z rozdÏlení �(j)

minø U – nejbliæπí událost (událost s minimálním ø)
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14. Dodatky.

14.1. NÏkterá d˘leæitá pravdÏpodobnostní rozloæení. V tomto doplÚku si p¯i-

pomeneme a doplníme nÏkterá pravdÏpodobnostní rozdÏlení, která se v teorii hromadné
obsluhz pouæívají. NÏkterá z nich jsou známa jiæ ze základního kurzu pravdÏpodobnosti, o
nÏkter˝ch se dosud nemluvilo.

14.1.1. Rozloæení poËtu pokus˘ do prvního úspÏchu.

Nechª pravdÏpodobnost realizace jevu A v jednom náhodném pokusu je rovna p. Budeme-
li provádÏt sérii nezávisl˝ch pokus˘ tak dlouho, dokud jev A nenastane, bude nás zajímat
rozdÏlení poËtu N tÏchto „neúspÏπn˝chˇ pokus˘. N je náhodnou veliËinou, která má geo-
metrické rozdÏlení pravdÏpodobnosti, pro nÏæ platí:

P (N = k) = p(1° p)k

CviËení: SpoËtÏte základní charakteristiky náhodné veliËiny s geometrick˝m rozdÏlením.

CviËení: Ukaæte, æe geometrické rozdÏlení „nemá pamÏªˇ, tzn. æe P (N ∏ k + m|N ∏
m) = P (N ∏ k).

14.1.2. Rozloæení doby Ëekání.

Rozloæení doby T do první realizace nÏjakého náhodného jevu A m˘æe b˝t velmi r˘zné.
Takov˝m jevem m˘æe b˝t nap¯íklad p¯íjezd soupravy metra do stanice. Potom bude doba
mezi p¯íjezdy jednotliv˝ch souprav mít nÏjakou „typickouˇ hodnotu, kolem níæ budou sku-
teËné doby kolísat s nÏjakou odchylkou. Zde m˘æeme p¯edpokládat nap¯íklad normální roz-
dÏlení doby mezi p¯íjezdy. V nÏkter˝ch p¯ípadech, nap¯íklad automatick˝ch dopravník˘,
lze povaæovat dobu mezi „pr˘jezdyˇ dvou po sobÏ jdoucích vozík˘ za deterministickou, tj.
konstantní, danou rychlostí dopravníku.
Jiná situace je v p¯ípadÏ, æe o pozorovaném systému nemáme æádnou apriorní informaci,

tj. p¯edpokládáme, æe realizace jevu A bude v˝sledkem p˘sobení mnoha nezávisl˝ch vliv˘
a m˘æe nastat prakticky kdykoli. O v˝skytech jevu A máme pouze informace statistického
charakteru, nap¯íklad dlouhodob˝ pr˘mÏrn˝ poËet událostí za Ëasovou jednotku. V takovém
p¯ípadÏ obvykle p¯edpokládáme, æe náhodná veliËina má Weibullovo rozloæení pravdÏpodob-
nosti W (Æ,Ø), kde parametry Æ a Ø jsou kladná Ëísla a mají v˝znam parametru mÏ¯ítka a
parametru tvaru. Hustota tohoto rozdÏlení má tvar

f(x) =
ØxØ°1

ÆØ
exp

∑
°

≥x

Æ

¥Ø
∏

, x > 0.

DistribuËní funkce Weibullova rozdÏlení má tvar

F (x) = 1° exp
∑
°

≥x

Æ

¥Ø
∏

, x > 0.
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Modus Weibullova rozdÏlení roven nule pro Ø ∑ 1; pro Ø > 1 je roven Æ[1 ° (1/Ø)]1/Ø .
St¯ední hodnotu a rozptyl lze vyjád¯it pouze pomocí gamma-funkce:

E(X) = Æ�[1 + (1/Ø)], D(X) = Æ2
©
�[1 + (2/Ø)]° {�[1 + (1/Ø)]}2

™
.

Poznámka: Gamma funkce je definována vztahem

�(±) =
Z 1

0
x±°1 exp(°x)dx, x > 0

a platí pro ni nÏkteré známé vztahy, jako nap¯. �(x + 1) = x�(x), x > 0, �(1/2) =
p

º,
�(n) = (n° 1)! pro p¯irozená n.

V základním kurzu teorie pravdÏpodobnosti se obvykle uvádí jako rozdÏlení doby Ëekání
rozdÏlení exponenciální, které má pouze jeden parametr ∏. Velmi snadno nahlédneme, æe se
jedná o speciální p¯ípad Weibullova rozdÏlení.

CviËení: Jak je t¯eba volit parametry Weibullova rozdÏlení, abychom dostali rozdÏlení
exponenciální s parametrem ∏?

14.1.3. Gamma rozloæení.

Dalπím rozdÏlením, které se objevuje v souvislosti s dobou mezi událostmi nebo jeπtÏ
spíπe jako rozdÏlení doby æivotnosti je rozdÏlení gamma s hustotou

f(x) =
∑
1
�(Ø)

∏µ
xØ°1

ÆØ

∂
exp

µ
°x

Æ

∂
, x > 0.

DistribuËní funkci lze vyjád¯it „ jednoduπeˇ jako

F (x) = �(x/Æ, Ø), x > 0,

modus je opÏt pro Ø ∑ 1 roven nule, pro Ø > 1 je roven Æ(Ø°1), st¯ední hodnota E(X) = ØÆ
a rozptyl D(X) = ØÆ2.
Speciálním p¯ípadem tohoto rozdÏlení je opÏt rozdÏlení exponenciální, ale také rozdÏlení

chí–kvadrát, známé z matematické statistiky.

14.2. Rozloæení souËt˘ nezávisl˝ch náhodn˝ch veliËin.

V mnoha aplikacích je t¯eba pracovat se souËtem dvou i více nezávisl˝ch náhodn˝ch
veliËin, jejichæ rozdÏlení pravdÏpodobnosti je známé.

14.2.1. Diskrétní p¯ípad.

Budeme se zab˝vat rozloæením náhodné veliËiny Z = X + Y , kde X a Y jsou vzájemnÏ
nezávislé diskrétní náhodné veliËiny s rozdÏlením pravdÏpodobnosti dan˝m posloupnostmi
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pi a qj . Náhodná veliËina Z je z¯ejmÏ také diskrétní a pro její rozloæení pravdÏpodobnosti
z¯ejmÏ platí

P (Z = zk) =
1X

i=1

P (X = xi)P (Y = zk ° xi) =
X

i,j:xi+yj=zk

piqj .

CviËení: Dokaæte, æe souËet dvou Poissonovsky rozdÏlen˝ch náhodn˝ch veliËin má opÏt
Poissonovo rozdÏlení pravdÏpodobnosti.

14.2.2. Spojit˝ p¯ípad.

Nechª X a Y jsou vzájemnÏ nezávislé náhodné veliËiny s rozdÏlením pravdÏpodobnosti
spojitého typu s hustotami p(x) a q(y). Potom hustota spojité náhodné veliËiny Z bude
vyjád¯ena pomocí konvoluce p(x) a q(y):

P (Z = z) =
Z 1

°1
p(x)q(z ° x)dx =

Z 1

°1
p(z ° y)q(y)dy.

Konvoluce funkcí p a q se v matematice oznaËuje symbolem p§q. Konvoluce p s p je druhá
konvoluËní mocnina, tedy p(2). Budeme-li tedy vyπet¯ovat pravdÏpodobnostní rozloæení dvou
stejnÏ rozdÏlen˝ch náhodn˝ch veliËin, dostaneme se ke druhé konvoluËní mocninÏ jejich
hustoty. Hustotu rozloæení souËtu n nezávisl˝ch, stejnÏ rozdÏlen˝ch náhodn˝ch veliËin potom
budeme moci vyjád¯it pomocí n-té konvoluËní mocniny jejich spoleËné hustoty.

P¯íklad: P¯edpokládejme, æe veliËiny X1,X2, . . . ,Xn jsou vzájemnÏ nezávislé a vπechny se
¯ídí exponenciálním rozdÏlením pravdÏpodobnosti s parametrem ∏. Potom rozdÏlení veliËiny
Y =

Pn
i=1Xi naz˝váme Erlangov˝m s paramtry ∏ a n, n > 1. Hustota tohoto rozdÏlení má

tvar

hn(y) =

(
0 y < 0,

∏e°∏y (∏y)n°1

(n°1)! y ∏ 0,

a distribuËní funkce

Fn(y) =

(
0 y < 0,

1° e°∏y
Pn°1

j=0
(∏y)j

j! y ∏ 0.

CviËení: OdvoÔte hustotu rozdÏlení a distribuËní funkci souËtu n nezávisl˝ch náhodn˝ch
veliËin s exponenciálním rozdÏlením pravdÏpodobnosti Exp(∏).

CviËení: NajdÏte st¯ední hodnotu a rozptyl náhodné veliËiny s Erlangov˝m rozdÏlením
pravdÏpodobnosti.

CviËení: NajdÏte nÏkolik praktick˝ch p¯íklad˘ náhodné veliËiny s Erlangov˝m rozdÏlením
pravdÏpodobnosti.

CviËení: Ukaæte, æe Erlangovo rozdÏlení pravdÏpodobnosti je speciálním p¯ípadem ga-
mma rozdÏlení.
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